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(Представлена кафедрой инженерно-вычислительной математики)

В ряде работ, опубликованных в последние годы [1], [2], [3] 
[4], [5], [6 ], изучаются конечные множества точек, расположенных 
на эвклидовой плоскости. В этих работах предполагается, что ника
кие три точки из данного множества не лежат на одной прямой. 
Каждая прямая, проходящая через две точки такого множества, осу 
ществляет разбиение множества точек на два подмножества. При этом 
все результаты названных работ, относящиеся к конечным множест
вам на эвклидовой плоскости, могут быть сформулированы в терми
нах такого рода разбиений.

Поэтому представляется разумным освободиться от предположе
ния о том, что конечные множества или конечная точечная система, 
как мы будем говорить, следуя Картеси [1], лежит в эвклидовой 
плоскости. Цель настоящей статьи—сформулировать аксиоматику ко
нечных систем, получить некоторые следствия из этих аксиом и ввес
ти простейшие понятия.

Везде, где это возможно, мы стараемся удержать терминологию 
и обозначения, использованные в уж е  цитированных работах [ 1], [2 ], 
[3], [4], [5], [6 ], а также в примыкающих к этому направлению ра
ботах [7], [8 ].

Дано некоторое конечное множество точек а, Ьу с,..., которое 
мы обозначим S. Дана функция N(a, b), принимающая целочисленные 
значения, положительные или отрицательные, и удовлетворяющая  
следующим условиям:

а) —п <  N (а, Ь) <  п, УѴ(а, b) Ф 0 ;
б) \N(a,b)\ Ф \N(a,d)  |, если b +  d;

N(a,b)N(aßc) [N2(а,с)-TV2(afi)]
N{b,a)N(b,c){N2(b,c)—< 0 ;

г) в любом подмножестве S'cS найдутся такие точки и что для 
всех c£S'

N(a ,c)N(a ,b) [AI2(UiC) -  N 2>  0.
Определение. Конечное множество точек, для которого задана 

двойная циклическая функция N(a,b),  называется конечной точечной 
системой.

Определим функцию порядка, принимающую два значения + 1  
и — 1, и заданную для каждой тройки точек из S:

Ца, Ь, с) =  Sgn { (N( а , Ь) N(a  ) [ЛГ2(а, с) — N 2(а, Ь))}.

Если Ца, Ь, с) =  + 1 , будем говорить, что точка с леж ит слева 
от прямой (а,Ь).
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Совокупность точек, лежащих слева от будем обозначать
L(a,b) Совокупность точек, лежащих справа от ( ), будем о б о з

начать R(a,b).
Лемма треугольника

С (с,Ь,с) =  С с, а),

Z(a,c,b)  =  — с).

Эти равенства следуют из аксиомы (с).
Таким образом, значение функции порядка для каждой тройки 

точек сохраняется при циклической перестановке точек.
Иногда удобно заменить функцию на другую  так,

чтобы функция порядка при этом не изменилась и для данной пары 
{а,  b) :N( a , b )  =  1.

Определение. Будем говорить, что функции у) и у)
эквивалентны, если порождаемые ими функции порядка совпадают.

Теорема. Пусть N(x, у) двойная циклическая функция. Определим 
,функцию Nfix,  у)

K i E ,  У) =  AJx, у), X Фа,
N 1 (а,у) =  {Res  [|ЛА(а, у )I — \N(a,  +  «  +  1 [ ( )} , у).

Тогда N x(x, у) есть двойная циклическая функция, эквивалентная 
N(x, у) и N i ( a , b )  =  l; через Resm (modn)  мы обозначаем наимень
ший строго положительный вычет числа т по модулю п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Требуется доказать, что
Z(x, у,  z)  =  Сі(аг, у, г).  (1) 

Если X ф а ,  то (1) следует из определения Если х  =  а,  то
Z1 (а,у, z) =  Sgn  {Л fi(a,у) N 1 {а,г) [ -  N 2(a,y)]} =

=  Z(a, b, y )C (a, b,z)-Sgn{N\(a,z-  
Далее рассмотрим три случая:

I ) \N(a,z)\ >  \N(a,b)\и \N(a,y)| >  \N(a,b)\.
Zi(a,y,z) =  Sgn { N t(a,y)N 1 (a,z) (N\(a,z)  -  ANf(a,y)]} =

=  Sgn {N2(a,y)-  N 2(a,b)}C (a,b,y) Sgn (a, z) -
— N\(a,b)]  Z (a,b,z)-Sgn[ N 2(a,z) — N\(a,y)]  =

=  Z(a,b,y)Z (a,b, z ) -Sgn  { N  — N\(a , y )  =
=  Z(a,b.y) ■ Z(a,b,z)Sgn  { N 2 (a,z) — N 2(a,y)} =

=  S g n \ N  (a, b) N(a,y )• [N2(a,y) -  )] N(a,b) N(a, z )  X

X  [ N 2(a,z) — yV2(a,D)] — N 2(a,y ) \ } =
=  Sgn[N(a,y)  N(a , z ) [N2 ) ] } =

=  C ( a , y , z ) \
2) Ha , z ) |  <  |yV(a,D)|, |AA(a,y)| <  |7V(a,D)|.

C1 ( a,y,z ) =  Sgn {N(a,  y)N(a,b)  [N2(a,y)  — ] •
- N ( a , z )N  (a,b) \ N 2(a,z) -  N 2(a,b)\ • [n +  \N(a,z)\ —

-\N(a,b)\- n -  \N{a,y)\  +  |AA(a,ô)|]} =
=  Sgn{N(a,y)  N  (a,z) \ N 2(a,z) —

-  N 2(a,y)]} =  Z(a,y,z);



3) \N(a,z)\>  \N(a,b)\, |Мтоу)| <  № , » ) ! •
l {a,y, z)  =  Sgn{N(a , y)N (a,b)[/V2(a,y) — •

■N(a,z) N ( a , b ) ■ [ N f a , z ) - [|/Ѵ(а,г)| -
-  \N(a,b)\-n- |/Ѵ(а,у)| +  |/Ѵ(а,»)|]} =

= S g n { — N  (a,y)N(a,z)[|/Ѵ(а,г)| -  =
=  Sgn { N {a,y) N  (a,z) \ N f a , z )  — /Ѵ2(а ,у)]}  =  Ца,у,г).

3 a m e ч a h и e. Аналогично можно построить двойную циклическую 
функцию N f x , у),  удовлетворяющую условию N f a , Ь) =  k.

Лемма 1. Каждая подсистема есть система, иными словами, если 
дана система S h S '  подмножество из S, то можно так определить 
N'(a,b) ,  что fa,b,c ) =  f (a ,b , c)  для каждой тройки точек а,Ь,с EiS'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, на S' можно задать двойную  
циклическую функцию, удовлетворяющую условиям а), б), в):

N'(a ,Ь) =  ( I +  2  R  -  Ща,с) ]  +  1
[ скв 2

с Ф а

■Sgn N (а, Ь)

Покажем, что
С (а,Ь,с) =  Ц(а,Ь,с).

,'(a,b,c) =  Sgn {Nf a ,b)  N ' (а ,с) [Т С  (а,с) -  )]}

Sgn N  (a,b) * +  2 R  [1 + - S g «  [ # 2(а,с) -
x 2

- # 2( т о * ) ] ] - I -  2 +  [Sgn[N2(a I]]) =
Zj

=  S g n ( N i f l J j )  N { a , с)  [|/Ѵ(а,с)| -  |/Ѵ(а,»)|]} =  Ц а , Ь , с ) .

Определение. Точка а  называется внешней точкой по отношению 
к S, если a E S',  где S есть подсистема S' и существует такая точка 
bÇS, что R(a,b)  =  0 .

Если aES и а —внешняя по отношению к S 1 то будем говорить, 
что а —внешняя точка S. Будем называть а,Ь смежными внешними 
точками, если L(a,b) =  0 или R(a,b) =  0. 

Лемма 2 . Существует, по меньшей мере, три внешние точки в S. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По свойству ( ) существует хотя бы одна точ

ка а  такая, что R(a ,b)=  0. Покажем, что b —также внешняя. Для  
этого введем двойную циклическую функцию условием =  п.
Тогда /Ѵ (»,с)>0, C6 S.

В самом деле
С (а,Ь,с)  =  +  1,

следовательно,
С(», а, с) =  — 1,

С (Ь,а, с) =  Sgn{N(b,a) N  (Ь,с).[N-  N f b , а)]}  <  0.

Отсюда N(b,c)  >  0.
Следовательно, N(b,c)  принимает значения 1, 2

Пусть d  такая, что N(b,d ) =  1 (следовательно, d ф a ) .
Тогда

ЦЬ,  d, с) =  Sgn {ЩЬ, d) N  ( b , с) ( Nf b ,  с) -  N f b ,  ) =  +  I .
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Следовательно, R(b,d) =  0 , значит b — внешняя, так же следует, 
что d  — внешняя, что и требовалось доказать.

Лемма Каратеодори. Если d ç S  не есть внешняя точка системы 
S 1 то найдется A abc, содержащий d;a,  b , c Ç S t

При этом мы говорим, что A CilCi2Ci3 содержит d, если существует  
такой циклический порядок апаі2аІЗі что

d g {L(au а 2) fl L {а2, а3) f |  Ц а 3і а/)}.
Д о к а з а т е л  ь с т в о .
d — не внешняя точка. Если А — точечное множество, то А будем  

обозначать число элементов А.
Пусть а =  min{L(d, b), R( d , b)}.

bes   _  _____ _ _ _ _ _

Пусть L(a,ô) =  а, следовательно, L(d/b) +  L(d1c) и L ( d1b) +  R(d,c).  
Пусть a  такая, что aÇL(a,6)

Произведем циклическую нумерацию, приняв N(d,b)  =  1. Тогда 
наименьшее положительное значение, не равное единице

N i d 1 с) >  3.

В самом деле, если бы нашлась точка /  такая, что N( d , f )  =  2, 
тогда

L ( d J )  =  (u:W(d,u) N(d, f )  [W2(d,u) -  /V2(d ,/)]  >  0} =

=  (u:7V(d,u) [N2(d,e) -  22] >  0} =  L(d,b)/b,

следовательно, L(d ,/) =  L(d,&) — I =  a — I, что невозможно.
Итак, наименьшее из положительных значений, больших единицы

W ( d , u ) >  3.

Следовательно, существует точка g  такая, что N(d , g )  =  —2. Т р еу 
гольник Aagb  и есть искомый.

В самом деле,
fig,  b, d) =  fid,g,  b) =

=  Sgn{N(d ,  b ) N ( d , g ) \ N f i d ,  =  + 1 ,
fig,  b, d)  =  -f- I.

Далее
fia, g, d) =  C (d,a, g)  =  Sgn{N(d ,  a ) N( d ,  g)  [N2(d, g) —

— N 2(d,a)]} =  Sgn{(l-  2 )N(a) [4 -  a)]}  +  I.

Таким образом,
f i a , g , d )  =  +  1.

конец,
C(a, d, b) =  C (d, b , a) =  Sgt i {N2(d1 a) — 1} =  +  I.

Итак,
C(a, d, ô) =  .+  l .

Равенства (2), (3), (4) означают, что d ^ k a b g .
Лемма о внешней точке. Если а + ,  с ES и L(a,b)  =  c1 то с — внеш

няя точка системы S.
Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Имеет место одно из равенств

L (а, с) =  0 или L (и, Ь) =  0.

Тогда, по определению, с — внешняя точка

t 2. L(a, с) Ф  0 ,L(c, b) Ф  0.
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Возьмем d £ L ( a ? с) и £ б Ц с ,  b).
Будем обозначать через Sn систему, состоящую из п точек. 
Рассмотрим S5, состоящую из точек a , b , c 9d 9e. Тогда а  не мо

жет быть внешней точкой в S5.
В самом деле, всякая внешняя точка имеет две смежные внеш

ние точки, между тем G(a, с, d) =  +  I , G (а, с , Ь ) =  — 1, следователь
но, а  и с — не смежные; G (d, а, 6 ) =  —- I, G (d, а, с) =  +  \,  следо
вательно, a n d  — не смежные; G (а, Ь, с) =  +  \ , G (a, b, d) =  — 1, 
следовательно, а  и b — не смежные.

Таким образом, точка а  не может иметь двух смежных точек, 
а поэтому не является внешней точкой. То же относится к точке Ь. 
Следовательно, внешними будут точки с, d , е. При этом d£R(d,  с); 
следовательно, d , b , e ^ R ( d ,  с). (5)
Д алее , b); следовательно, a, dtR{c,  b).

Вернемся теперь к системе 5.
Введем двойную циклическую функцию условием: N ( c , b ) = l .  

Тогда для d£R(c,b) N(c,  d ) < 0 ;  для любой I из L(c,b),  /) >  0.
Заметим, что для d£L(a, с), \N(c, d)\ <  |УѴ(с, а)\.
В самом деле,

G(с9 a, d) =  — 1,

G(с, а , d ) =  Sgn[\N(c , d)\ -  \N(c, а )|].
Итак, |7V(c, d)| <  \N(c, a)|.

Аналогично, если f(jR(c,  b) f |  L(u, а), то
№ / ) [ > № a ) | > H £ , * Z ) | .

Пусть d t такое, что IzV(^d1)I =  min |ЛJ(c, х)\.
x e R ( c , b )

Тогда d + R ( c , a ) .

Д алее R (с, df)  =  0 . В самом деле, если xgfl(c, то

ç ( c ,  X ,  d) =  Sgn{(\N(c,  d)\ — IA7(C) x)|} =  — I,

Если xgL (с, b),то xgL (с, d )в силу (5). Следовательно, =  0,
что и требовалось доказать.
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