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1. Пусть аналитическая функция f ( x )  представляется степенным 
рядом

/ ( X )  =  J f l CkXk,C0= I ,  CftX ) ,  | х | < ° о ,
R=O

и уравнение \ ( —х ) = 0  имеет вещественные положительные корни 
0 < а і < а 2<+ ..

Для частного функций f l( x ) : f ( x )  имеет место теорема.
Т е о р е м а .  Цепная дробь относительно частного функций

Г (X) _  а х Ci2X а пх
f (x )  “ 1 + 1  + - . . +  I + . . .

(1)

имеет положительные коэффициенты звеньев <+>0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Методом математической индукции нетруд

но доказать, что коэффициенты Si ( i =  1, 2,...) в равенстве

/Ча) : / U)  =  |  ]sk(-x )*
R - I

являются степенными суммами ([1], стр. 245) относительно обратных 
значений 1:ак корней а к функций

/ ( - * ) =  п  1
*=1\

х st= l l + ( / = i , 2,:..).
т — 1

Последовательность s b S2,... линейно независима, поэтому опреде
лители

Ф 0.

Определители A k, Ьк > 0 ,  потому что для любой конечной суммы
2 n п

ŷ c kX k квадратичная форма V  s i+k- 2 X iX k (s0 =  2n) положительно
R=O I , R = I

S r - - S k S 2 * • ' S k + 1
ф 0 ,  Sfc= . . . . . .

S k ' ' • S 2R - I S k+ 1 • • ' S 2k
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определенная ([2], задачи 949, 943). Так как определители Afe, ôfe > 0 ,  
то./и коэффициенты ап > 0 ([3], стр. 23), что и требовалось доказать.

2. Минимальные вещественные корни функции f ( x )  приближенно 
равны корням многочлена F2«+i (X) ( n =  1, 2,...), который является зна
менателем подходящей дроби из равенства (1). Таким образом, мини
мальные корни функции Бесселя Г  (х) приближенно равны минималь
ным корням следующего многочлена

<72Л +  і ( * )  =  2

C m
2п +  1 = т ( -

. 2  \ т

1=0 ( ѵ + 1 ) ш( ѵ + 2 п + 2 — т )т  

Например, для двух первых корней имеем

Z = Y  + М ± + У ГМ (ѵ.2+ 6 'ѵ+ 17) + A  (М =  ѵ2+ 6 ѵ + 8 )

(2)

ai.

и относительная погрешность Si<0,0001 (ѵ =  0),

Ь2—
(X2

<0,082 (ѵ=0), §!<0,0081 (ѵ =  5).

3. Т е о р е м а .  Для произведения двух функций Бесселя имеем р а 
венство

К (х )  Е ( х )  у?
Г  S

( - ! ) * ( + )
4/г+2 V

Ь = о к \  ( l + v ) fe( l  + ѵ ) 2|Ь
(3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для коэффициента (—1)кск ( к = 1 ,  2,...) по
лучим ([4], стр. 191, [4])

( - 1 ) 4 ( - 1 ) '
k \ k \ (  1 + ѵ ) Д 1 + ѵ ) А

X

X lim 4F 3

а
я . Н —— ,— к,— г— к; —1

Zj
а

, \ + & + к , Х + а + ^ + к

( - 1 F
Л!(1 +  ѵ)Л(1 +  v)2fe

что и требовалось доказать.
Частным случаем равенства (3) являются следующие равенства:

sh x sin x =
к= 0

X \4*+2

Г~
ch

2 Jk+i \ 2 /2*+і
sec x

у  ( - - i K t B  ‘

<4)

4. Ряд (3) с аргументом —x 4 умножаем на этот же ряд с аргумен
том x 4. Таким путем получим знакопеременный ряд относительно аргу
мента

/ ( — x 8) =  1 — C1X8- J c 2Xw - C 3X24+ (5)
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Минимальные положительные корни функции Бесселя І , ( х )  при
ближенно равны минимальным вещественным корням функции f ( —х8).
В силу равенства (5) первые два корня функции Бесселя аі и а2 равны

a, . = 2 ^ / 2 (7 + 2 )2 (ѵ + З Ы  M + К М 2- А ( ѵ + 1 ) Ч ѵ + 5 ) Л  | (6)

где

Af =  (5 ѵ+1 1)(ѵ+5)4; Nѵ2+ 4 6 2  ѵ+1084. 

Причем остаточный член А по модулю следующий:

, C3 5(25 ѵ4+ 6 2 8  ѵ3+ 5873  ѵ2+24098 v+36384)x24
К х - 2 4 -  2 2 4 - 6 (  Ѵ + 1 ) з ( ѵ + 1 ) 4( ѵ + 1 ) 6 ( ѵ + 1 ) 12

*
Для он, а 2 функции / ѵ (х) имеем относительную погрешность

8 ^ 2 , 1 2 - 1 0 - ^ = 0 ) ,  S20 , 0 0 4  ( ѵ= 0 ) ,  S1O J l  • 1 0 “ 5( ѵ= 5 )

(б2 получена путем непосредственного вычисления корня и сравне
ния его с табличным).
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