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В статье  п о л у ч е н ы  р е к у р р е н т н ы е  с о о тн о ш е н и я  д л я  с л е д у ю щ и х  
рядов:

1) су м м а  р яд а  Г аусса  F (а , ß; у; 2 ) с эл ем ен то м  ß =  п, т — h п р е 
о б р а з у е т с я  К р я д у  F (а ф П— I ,  1; уУ[ г);

2) сум м а р я д а  К ум м ера  Ф(а; у; z) в с л у ч а е  а =  п, у — п п р е о б 
р а зу е тс я  к с у м м е  р яд а  Ф ( 1 ;  у; z )\

3) а си м п то ти ч еск и й  р я д  ф у н к ц и и  К у м м ер а

+  Р;: +  £ < о + '  |2|> > I- R e ( z ) < 0  <'>
к=О ‘

в с л у ч а е  ß =  п п р е о б р а з у е т с я  к с у м м е  р я д а  F +  я — I , 1;; —

П о л у ч е н н ы е  после  п р е о б р азо в а н и й  степ ен н ы е  ряд ы  р а зл ага ю тс я  
в цепны е  дроб и , ко то р ы е  м о ж н о  найти в [1] и [2]. А  и сход н ы е  р я д ы  
п р ед ст а в л яю т ся  сум м ой  д в у х  м н о го ч л ен о в ,  причем  одна  из эти х  
сум м  у м н о ж а е т с я  на с у м м у  б е ск о н е ч н о го  р я д а ,  р а з л а г а ю щ е г о с я  
в ц еп н ую  д роб ь .

В статье  вв ед ен а  с о к р а щ е н н а я  запись  п р о и зв е д е н и я

(а)к =  а ( а  +  1 )...{а +  к -  1) 1 + +  , ( а ) 0 =  1.
Г (а)

1. С те п ен н о й  р я д

/ 7K 1; т; г ) =  Ѵ г 7 г"’ | г | < 1 ’ (2)
Z j  (т  )п
п=0

которы й  п о л у ч а е тс я  путем  р а зл о ж е н и я  в р я д  о п р е д е л е н н о г о  и н т е г 
рала  с п е рем ен н ы м  верхним  п р е д ел о м  ( [3 ] ,  стр, 308):

F ( а ’ 1 ; т; z ) = j f F yF ]  J 2т_2 ( 1 - г )*~т d z ' т > 1 - (з)



м о ж е т  б ы т ь  р а з л о ж е н  в ц еп н у ю  д р о б ь  ([1 ] ,  стр. 320) 

А (а, 1; ч; г) = —
1 —

OLZ

T —
к (ч — а +  /с—  l);z

7 + 2 / с— 1 

и у д о в л е т в о р я е т  со о тн о ш е н и ю

Г  (а ,  1; ч; 2 ) =  — ( 4 — 1) 

(«)*

(Ч +  « ~ О  ( a +  t f )  Z

4  +  2 /с — \
N

(а )л

(4)

A-I

N  ( а — Ч + 1 )« + і
/2=0

(1  -  z ) »

(5)

г (1 — z)KF(а +  1; 4 ; z ) .
( а — Т + 1 )«

С у м м а  р я д а  (2) у д о в л е т в о р я е т  с о о тн о ш е н и ю
7 --- 1 CL

F («, 1  ; ч; z) =  — ( 1  — z) F ( а + 1 ,  1 ; ч ; z ) ,  -(6 )
а  — 7 + 1  cl — 7 + 1  

т а к  к а к  к о э ф ф и ц и е н т  при гк в п равой  части равенства

а  (а +  1 )к  (а +  1 )/с—i

а ~  4 + 1  L (Ч)* (ч )к - і

_  « (a  +  І ) к - і  [a +  к) —  ( 4  +  /С —  1)] _  (a)«_

(а -  4  +  1 ) (Ч)к (ч)* "
Р а в е н с тв о  (5) при к =  1 с о в п а д а е т  с  со о тн о ш ен и ем  (6). 

П р е д п о л о ж и м ,  что  с п р а в е д л и в а  ф о р м у л а  (5 ) ,  т о г д а ,  з а м е н я я  +  г
1; ч; z )  по  ф о р м у л е  (6), пол учи м :

+  ( « И ;  ч; z )  =  - ( ч - і )  V
Y  ( а — Ч + 1 )л + і/і==0

(1 -  Zr  +

+
( а ) «

(а  — ч + 1 )к
( I - Z ) *

Ч - І

а  — Ч +  « + 1
+  I

+  - “ + 1  +  ] -

—  h - , ,  у  — w -
Z L  (а—■Ч +  1)л+1

( I - Z ) "  +

+
( а ) « +

(1 —  z ) « + 1 F (а +  к +  I ,  1; ч ;  Z),
( а — 4 +  1)к+і

чем  п о д т в е р ж д а е т с я  с о о т н о ш е н и е  (5).
А н а л о ги ч н о  м о ж н о  р ас см о тр е ть  свойства  сум м  р я д о в

00 Z n

( т ) *
Ф ( і ; ч ; * ) =  £ —  » т +  0 , - 1 , . . . ,

/2=0

77( а’ 1:5 " г ) |2,> ^ (г)<0’ 
/2=0

(7)

(8)
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№ .................—  p

К оторы е  м о ж н о  п р е о б р азо в а ть  с о о тв етствен н о  к неполной  г а м м а -ф у н к 
ции и ф у н к ц и и  П ри м а  ( [4 ] ,  стр. 110), р а з л о ж е н и я  к о т о р ы х  в цепны е 
д р о б и  и звестны  ([2 ] ,  стр . 301) , а им енно:

Ф ( 1 ; - П г )  =  z 1— -----------
i - ________ : _____________

F a. 1

T —  _________ ^ kz______________ (9)
'  т +  2 к _ і _ . (т +  « - К  

T +  2/с - ч
I \  1

2 ' Ц ----------- — - -----------
— z - Ь ;  кх +  ( І0 )

— 2 + \

С ум м а  с те п е н н о го  р я д а  (7) у д о в л е т в о р я е т  соотнош ению :

Ф ( 1 ;  Т; г) =  у  +  0 ( 1 ; Т  +  « ;  О- ( И )
^ J ( ï ) / .  (y)*
л = 0

С ум м а а с и м п т о т и ч е с к о го  р я д а  (8) у д о в л е т в о р я е т  соотн ош ен и ю :

■ т Ь 2 ‘> £ ' К ' = т ) -
(12)

Р а в е н с тв а  (11), (12) л е г к о  п р о в е р я ю т с я  п у те м  п о д стан о вки  р я д о в  
(7), (8) и ср а в н е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  при о д и н а к о в ы х  с т е п е н я х  г в л е 
вой и п равой  ч а с т я х  р а с см а тр и в ае м ы х  равенств .

2. Е сл и  к с л е д у ю щ е й  ф у н к ц и и  ( [3 ] ,  с т р .  308):
F (а, п; y ;  Z )  =

(13)
=  Ѵ ( ~ 1 ) К+1С«І І  f « +  1 - * > - ■  1; y ;

Z j —i
ä= i

с т о я щ е й  в п равой  части  равен ства , при м ен и ть  равен ств о  (5 ) ,  то  
п о л у ч и т с я

F (а, п ; y; z )  =

+  ( - I K 1C ^ j  (+ Р - -  [ - ( T - D  у  ( *+П~ к)пг ( 1 _ 2)
Amnd (1)л—I „ zLj + —T + 77— 1 )m+l

тЛ~

+  (а+ге К )к- х    ( 1 _ г ) ж - 1  + (а+  я — 1,1; 1 .
(а — y +  п—к + 1 ) к_і J 

П о с л е  р а с к р ы ти я  с к о б о к  пол учи м :
F (а, ; y; г )  =

=  I - I l i  А  ( — 1 IkC x- J v  (а +  1 ~~  q
( W i l l  n- ‘l ( a - Y  +  « - « + l W l

к -2  m =  0

, ( W i  + ( 1 -  »Р-i (I — а ) к - г _  1;y; z ) .

( D / i - i  2 j ( d * - i ( i + t —1*—

( 14>
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Р я д  F (a -J-я — I, 1; у; z) т е п е р ь  м о ж е т  б ы ть  п р е д ста вл е н  цепной  
д р о б ь ю  (4). Г и п ер ге о м е тр и ч е с к и й  р я д  (a, у — г) в в и д у  и з 
ве с тн о го  со о тн о ш е н и я  ( [5 ] ,  стр. 319)

F (а, у — п;у; г) =  (\ — z)*-* F(y — а, я ; у; z) (15)

и ф о р м у л ы  (14) т а к ж е  м о ж е т  бы ть  в ы р а ж е н  посредством  цепной  
д р о б и  (4).

3. П о с л е  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  п ри м ен ен и я  и звестн ого  р е к у р р е н т 
ного  с о о тн о ш е н и я  ([5], стр. 334)

Ф(п; у, г)  = 1 +  Ф ( й - 1 ; Т - 1 : г Н Ц ф ( й - 1 ; г) (16)
я  — 1 я  1

п о л у ч а е тс я
Ф (я; у ; z) =

- £ ( - 1),с-  „ ) , «  » ( Ы -  +  Ч - ; . ) .  (.7)

К ф у н к ц и и , р ас п о л о ж ен н о й  в правой  части равенства  (17), п р и м е 
н я е т с я  р авен ство  (11):

/  ѵ  w\ л -1  (  I \/с Г п—к - 2  rytn
Ф ( » ; 1 ; 2 ) =  ! + Q l v C ju i - L - Q

(1)л—I 2 j  ? — Я-+К ( Т - я + 1 + f j )
+

/с=0 m=0
гп-к-\

+  -   , ■ ---------- Ф ( 1 ; т ;  z )] .
(т  — 1 ~\~к)п—K-I

Р а с к р ы в а я  ск о б к и ,  о к о н ч а т е л ь н о  пол учи м
(у   fi\ /7-2 п—к—2 7т

Ф(п\ у; * )  =  U r r - j 2 V  c ^ f D e V  7 , +(1)л-1 Zj  Zj
к=0 т =0

(18)
+  Tr+—  V  c S - I ( - 1VtOr- я ) « * " - " - '  Ф ( і ;  y; г),

( і ) я - і /с=0
гд е  Ф ( 1 ;  z) р а зл а га е т с я  в ц е п н у ю  д р о б ь  (9).
Р я д  Ф(у — п; у; — z )в в и д у  и звестн о го  со о тн о ш е н и я  ([5 ] ,  стр . 334) 

Ф(у — п; у; — г) =  е~гФ(п; у; г) (19)

т а к ж е  п р е д с т а в л я е т с я  ц епной  д р о б ь ю  (9).

4. С ум м а  аси м п т о ти ч ес к о го  р я д а  F ^ a . у д о в л е т в о р я е т

р е к у р р е н т н о м у  с о о тн о ш ен и ю

( « — 1 ) F  ( a ,  Я ; ; - Ц  =  a  ( а + 1 ,  Л — 1;; —

(а — я  -J- I) F  ^ a 1 я  — I;;  + j  ,

т а к  к а к  к о э ф ф и ц и е н т  при z~K в правой  части р а вен ств а

(а )к+1 (Я —  1)к _  ( а — Я + 1 ) ( а ) п ( я — 1 )« _  (а ) к ( я — I )к+1

л (1)« ! ( I ) k ( I ) k

ч то  и д о к а з ы в а е т  с п р а в е д л и в о с ть  этой  ф о р м у л ы .

(20)
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(21)

П о с л е  п о с л е д о в а т е л ь н о го  п ри м ен ен и я  „соотнош ения (20) п о л учи м

к -О

П р и м е н я я  р а в е н с т в о  (12), и м еем

1 V  1Y ! /  1 \кйк(<*—  T t f l  I ),

( I ) n- I
к=0 т=0

(а +  ѣ - к - \ ) кр  Г . п _ .  J

+

+
) ;

П о с л е  р ас к р ы ти я  с к о б о к  п о л у ч а е т с я :

K=I т = 0

J-L = E L  +  + „ _ ! ,  I;; J L f
(\)п-1+и п- 1 Zk. V Z  )

(22)

к=0

ігде а с и м п т о ти ч ес к и й  р я д  F  ( а +  п — 1; 1 ; ; —  j  м о ж е т  б ы ть  п р е д с т а в 

л е н  ц епной  д р о б ь ю  (Ю ).
« *
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