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П у с т ь  Sn н а и м е н е е  в ы п у к л а я  т о ч е ч н а я  систем а [1], 
В ведем  с и с те м у  S' =  S nU  { М :

е (X , у, z), е сли  Ьъ
<;(х, у,Ь), е с л и

e (a ,b ,x ) ,  е сли  y = b ,
+  1, есл и  L1.

I
О б о зн а ч и м  ч е р е з  Yu  и н д ек с  п ары  x t , Xj  в с и с те м а х  S  и 5 '

I t j  =  I L  ( X 1,X j )  j -  I R(X 1, xj)\, f t j  I x y )I -  IR ' ( x i ,  X j ) \ .

В в е д е м  с и с т е м у  S "  с л е д у ю щ и м  о б р а зо м :  5 " = ( 5 л\ { а }  U  (L2)).
П у с т ц  d  т а к о в о ,  что

L(d, b) =
n — I

П о л о ж и м :
I  е(-*> У, г), если х ,  у, г ф Ь 2,
J е (х ,  У,Ь), е сли  Z =  Ь2,

'Ѵ> \  ç ( d ’ b> •?)> е с л и  x  =  

I  + 1 ,  если x=a ,  y = b , z = b 2.

a) C(SfX ( U ) ) - C ( S rW b l)) =

=  2 1 'IjL фъ Xh Xj)d(a, Ьъ  X i ) d  (a, bu X j )  =  
i<j

xix jY^i’ X y aUJxi xy ô>)<0

=  2  l ' i f  (b> X i ’ X J>;  ( a’ b ' ç B ,  b , X j )  ( CM- [2 ] ) -
i< j
x . ,  X j  j Z ( x .,  X y  a ) C  ( X ., X y  b ) < O

Д а л е е  д л я  x,-, XjÇSn:
Y i j = V  Y(xi,Xj , z) =  V c  Xj , z) +  f>i) =Érnm é»_ i

(O



'Y  « (xi,X h z) +  ^ x i , . X j , b) =  f  Ij +  ; b).
* Sn

И так ,
UO Yu = tv + î (*/, */> *)■
И з  (I) и (II) п ол у ч и м :

C ( S V W ) - C ( S V M )  =

Л  [ï i /s  (». ■*/. * / )  « (в . -*0 « (а , Xy) +
i < Jх у  x.j(.(x у  X y  а):(Ху Xy  Ь)<О

(HO
+  4 (Xh xj, Ь) ;  (6, х<; х у) ;  ( а ,  Xi) <; ( а ,  6, ху)] =

= 5 j  h  ij% ̂b'**’ xd; (а > xO < («, b, xy) +
i < j

X y  x^ (x y  X y  а)ЦХу X S  b)<O

+  4 (а ,  6 , X i) 4 ( a ,  6 , xy)].

в) В ы числим  разн ость :

C ( S " ) - C ( S ' \ { a ' } ) .

О б озн ач и м  C0(S") и C 0( S ' \ { a } )  число  в ы п у к л ы х  ч ет в е р о к  в 5 "  и 5 ' \ { а } ,  
не с о д е р ж а щ и х  Ьх и Ьг• ч е р е з  C o /S " )  и ¢¢,(5 + ( 0 } ) -  ко л и ч ество
вы п у к л ы х  ч е т в е р о к  с Ь2 и bk и б е з  то ч к и  Ь\ ч е р е з  а ( S " )  и 
Сьь, ( S ' \ { a } ) — ко л и ч ес т в о  в ы п у к л ы х  ч е т в е р о к  с и с

И з  о п р е д е л е н и я  S' и S" с л ед у е т :

(IV) • C0 ( 5 " )  =  C 0( S ' \ { a } ) ,

(V )  Cbl(S") =  C 
Д а л е е

I L {а, b)I =  .- Z z |  +  , | д  ( а ,  6 )| =  _

П о это м у  из о п р е д е л е н и я  S '  и S" с л ед у е т :

C ftftl (S'\{a})=Cn- п ~ 2 +  1°* . 2 -  V e  = ;

(и  — 2 ) 2 — fab
  Tsn

' « — '21 Г я  — 11

. 2 J * L 2  J *

4

C ftft2 ( S " )  Y c in-

С л е д о в а т е л ь н о ,

C ftft2 ( S " )  -  C ftft, ( S ' \ { a } )  _  | - й ^ 2  j  ^ n - I  j  ?

ИЛИ

(VI) CbbXS") -CbbKS' \ {a} )  =  +  .
4  8

У читы вая  IV, (V) и (VI), получим :

( v u )  c(S")  — c  (S ' \ {a } )  =  +  L u I z l H "  .
4  8



С к л а д ы в ая  (III) и (VII) п оч л ен н о ,  пол учим :

(VIII) C ( S w) - ' C ( S 7X ( ^ 1) ) = J ]  xG х , ) ; ( а ,  b, х г) ; ( а ,  b,
KJ

X .t X .IC ( х ,г X » û)C(^ , j  X t b)<0
1 J\  1 j  t J

+  c,(a,b,Xi)c,(a,b,Xj)} — J^- +  - 7 11
8

У чи ты вая , что S 7X ( ^ 1) =  S n, гд е  S n - н аи м ен ее  в ы п у к л а я  система 
из п т о ч е к ,  п о л у ч а е м  те о р е м у :

Т е о р е м а  1. Если S n - наи м ен ее  в ы п у к л а я ,  то  и м еет  м есто  н е р а 
венство:

У  {+fi( b , xi, x j )  C(a, b ,x i )  ;  (a, b, Xj ) +  « ( a ,  ô ,  X4 Q a ,  )} >

K i
X. ,  X K(x. ,  X а)Цх , X b) < OJ

, ( - l ) n - l
4  8

д л я  в сех  a ,  b£Sn.
И с х о д я  из п о сл ед н ей  теорем ы , п о л учи м  е щ е  один  н е о б х о д и м ы й  

п ри зн ак  н аи м ен ее  вы п у к л о й  систем ы . М е н я я  в (VIIl) м естам и то ч к и  
а и b и у ч и ты в ая , что су м м и р о ван и е  зд е сь  в ед ется  по тем  парам  
X i 1 X j 1 д л я  ко то р ы х

^ ( x I 1 X  J 1 CL )  с, ( х  і , X j 1 Ь )  <  0 ,
получим :

2 j {—+ f i ( b, xG Xj)s(a,b, X1) с (a,b, xf) +  c(a, b, b, >  
Kj

X.,  X \ Цх. , х  , a )  C(*., X . ,b)< O t j\ I j  t J
^  Ta* , ( — I I я — I
> _ Г  +  5— ■

С к л а д ы в а я  поч лен н о  (VIII) h QIX), п олучим :

V ;  (a, b, Xt)ç (a, b, xj) >  I«È_ 4 . b 1) * - !  .
IT i 4 8

(X) Xi, л:у-|; ( х г, x y, a) ;  (х г, Xj , <  O

Т е о р е м а  2. Д л я  н а и м е н ьш е й  вы п у к л о с ти  систем ы  н е о б х о д и м о  
вы п ол н ен и е  н е р а в е н с тв  (X) д л я  всех  a, b£S„.

П о л у ч и м  е щ е  одно  в и д о и зм е н ен и е  п о с л ед н е го  п р и зн ака . (X) м о ж 
но переп и сать  так :

R S  (1— Q x 1, Ху, а);(Хі,  Ху, b, x t) Ца, b, >
x KJ

> ï I l  +  ( - 1 ) " — 1
8

О т к у д а

^  {; (a, b, Xi) ;  ( a ,  b, Xj) — ;  (a ,  ô, x ;) ; ( a ,  6, Xy4Qxi, лгу, a);(*<, xy-, 6 ))  >

(X .)  +  $ = i £ = L .

8



Л е г к о  ви д еть , что

( # ,  Л , Х і ) с , ( а ,  Ь , X j )  =  C 2n- 2 + ï  +  С 2я - 2 - 7  —’
Fi  ~ 2 -

ге—2+ y ге—2—y y%& я —2
2 * 2 ~  2 2 ’

гд е  y =  Та&-
О б о зн а ч и м  к о л и ч ество  в ы п у к л ы х  и н е в ы п у к л ы х  ч е т в е р о к  с у ч а с 

ти ем  пары  т о ч е к  (а ,  Ь) ч е р е з  С (а, Ь) и 1 ( , ô).
Т о гд а :

(XII) — * 0 4 (а > ö > * у ) ;  (*<» -cZ- а ) 4 (** > *y. =  i+  b) — С ( a ,  ô).
«</

У ч и т ы в а я  (XII) и (XIII), н е р а в е н с тв о  (XI) п е р е п и ш е м  та к :

I L  _  Ч = ±  +  / ( а ,  W -  С(а, Ь)> T f +  Ь П 1 = ±

- £ = Я  +  Ц а , Ь ) - С ( а , Ь ) >  <— ' ) *  1
2 4

или
( — 1)л— 1 — 2

(XIV) I ( а ,  b) — С {a, b)  7 + —
4  2

Т е о р е м а  3. Д л я  н а и м е н е е  в ы п у к л о й  Sn и м еет  м есто н ер а в е н с тв о  
(X IV ) д л я  в сех  а ,b(S„.
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