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Введение

В настоящее время большинство торговых ком-
паний столкнулось с падением спроса и замедле-
нием темпов сбыта товаров. Особенно явно эта
тенденция начала проявляться с 2008 г., одновре-
менно с переориентацией конечных потребителей
на экономию и рост сбережений.

Западные компании успешно используют мето-
ды уменьшения товарных запасов, увеличения их
оборачиваемости, оптимизации заказа товаров,
изучения потребностей покупателей, широко при-
меняют информационные технологии (сканирова-
ние, внутрифирменные сети и др.). Использование
подобного инструментария позволяет существенно
повышать эффективность торговых компаний,
снижать уровень розничных цен, издержек и тор-
говой наценки.

В результате усложнения экономических процес-
сов и возрастания конкуренции в торговой отрасли
проблема разработки и внедрения научно-обосно-
ванных методов принятия решений для управления
торговыми компаниями является весьма актуальной.
Особую актуальность представляет исследование
процесса принятия решений в сложноорганизован-
ных торговых компаниях. В 1970–80 гг. был нако-

плен значительный научный и практический потен-
циал моделирования торгово-экономических про-
цессов. Отечественная экономико-математическая
школа внесла значительный вклад в мировую науку.
Можно отметить работы по математическому моде-
лированию деятельности торговых компаний [1].

Практически каждый вид коммерческой дея-
тельности содержит в качестве своего элемента со-
вокупность распределенных во времени деловых
сделок. Это заставляет уделять должное внимание
математическому описанию потоков коммерческих
сделок, характер и свойства которых определяются
содержанием коммерческих операций [2–4]. В мо-
делях массового обслуживания последовательность
сделок рассматривается как случайный поток собы-
тий, что позволяет применить к ее описанию мето-
дов теории случайных процессов [5, 6].

Для привлечения клиентов торговые компании
используют различные методы стимулирования
сбыта продукции. К ним относятся различные ак-
ции, распродажи, предоставление клиентам раз-
личных видов скидок и другие. В настоящей рабо-
те предлагается рассмотреть процесс влияния мар-
кетинговой программы («Подарок за покупку») на
прибыль торговой компании.
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Постановка задачи

Рассмотрим торговую компанию (магазин), в
которой продаются две группы товаров (продо-
вольственные и непродовольственные). Будем счи-
тать, что каждый покупатель при первом посеще-
нии приобретает товары обоих типов. После совер-
шения покупки клиент в течение некоторого слу-
чайного времени не нуждается в товарах того или
иного типа, а при необходимости выбирает возвра-
титься ему в ту же торговую компанию или выбрать
другую. Число клиентов, обращающихся в магазин
практически неограниченно. Кроме этого, предо-
ставляемые компанией подарки при совершении
покупки обеспечивают возможное повторное об-
ращение клиента в эту компанию (магазин). Для
таких компаний определяющее значение имеет
процесс изменения числа клиентов с учетом пов-
торных обращений [7, 8].

Поток клиентов, впервые обращающихся в тор-
говую компанию, будем считать простейшим пото-
ком с параметром λ [9], интервалы времени между
потребностями посещения магазина являются не-
зависимыми случайными величинами с экспонен-
циальной функцией распределения с параметрами
µ1 и µ2 соответственно для каждого блока. Клиент
при возникновении новой потребности приобре-
сти товар с вероятностью rk обращается в ту же тор-
говую компанию, а с вероятностью 1–rk выбирает
другую, k=1,2 – номер блока. Очевидно, что веро-
ятность возвращения клиента в компанию зависит
от маркетинговой политики.

Ставится задача определения условий проведе-
ния акции для обеспечения наибольшей прибыли
рассматриваемой торговой компании.

Математическая модель

В качестве математической модели поставлен-
ной задачи будем рассматривать систему массового
обслуживания с двумя блоками обслуживания и
повторным обращением (рис. 1). Данная система
массового обслуживания (СМО) состоит из двух
блоков обслуживания, каждый из которых содержит
неограниченное число обслуживающих устройств.
На вход системы поступает простейший с параме-
тром λ поток сдвоенных заявок, то есть в момент на-
ступления события в рассматриваемом потоке в си-
стему одновременно поступают две заявки [10–12].

Дисциплина обслуживания определяется тем,
что одна из этих заявок поступает в первый, а дру-
гая во второй блоки обслуживания и занимает лю-
бое из свободных устройств, на котором выполня-
ется ее обслуживание в течение случайного време-
ни, распределенного по экспоненциальному зако-
ну с параметрами µ1 и µ2 соответственно [13]. За-
кончив обслуживание, заявка k-го блока с вероят-
ностью 1–rk покидает систему, а с вероятностью rk

возвращается обратно на прибор для повторного
обслуживания.

Обозначим ik(t) число занятых приборов в k-м
блоке обслуживания в момент времени t; mk(t) –
суммарное число заявок, обратившихся k-му блоку

за время t, как из внешнего источника, так и для
повторного обслуживания.

Рис. 1. СМО с параллельным обслуживанием сдвоенных за-
явок и повторными обращениями к блокам

Полученный четырехмерный случайный процесс
{i1(t),i2(t),m1(t),m2(t)} является марковским [14, 15].
Определим для данного процесса вероятности
P(i1,i2,m1,m2,t)=P{i1(t)=i1,i2(t)=i2, m1(t)=m1,m2(t)=m2},
тогда система дифференциальных уравнений Кол-
могорова [5] имеет вид:

(1)

Определим производящую функцию четырех-
мерного распределения P (i1,i2,m1,m2,t) в виде [9, 16]:

Из системы дифференциальных уравнений
Колмогорова (1) получаем линейное дифферен-
циальное уравнение в частных производных перво-
го порядка для функции F(x1,x2,y1,y2,t):

Решая данное уравнение, находим производя-
щую функцию числа занятых приборов и суммар-
ного числа заявок в блоках, из которой получаем
вид производящей функции суммарного числа об-
ращений в рассматриваемой системе:
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(2)

Определение основных характеристик 
дохода компании

Пусть компания при каждом первичном обра-
щении и совершении покупки первого типа полу-
чает доход в размере значения случайной величины
ξ1 с функцией распределения A1(x), Mξ=a1, а при
совершении покупки второго типа получает доход
в размере значения случайной величины ξ2 с функ-
цией распределения A2(x), Mξ=a2, при повторном
обращении ее доход составляет долю δi от величи-
ны ξi. Здесь 1–δi – отношение стоимости подарка к
средней стоимости покупки в каждом блоке.

Рассмотрим функцию H(α,t)=Me–αS(t), здесь
S(t) – суммарный доход, полученный компанией
за время t, очевидно,

тогда

Обозначив

получаем

Учитывая (2), имеем:

(3)

Дифференцируя (3) по α и учитывая условия
ϕ1(0)=1, ϕ'1(0)=a1, ϕ2(0)=1, ϕ'2(0)=a2, имеем:

Откуда получаем выражение для математиче-
ского ожидания капитала торговой компании

(4)

Исследование влияния наличия маркетинговой 
программы (предоставление подарка) 
на капитал торговой компании

Определим оптимальную стоимость подарка
для получения максимальной прибыли.

Очевидно, вероятность возвращения в магазин
зависит от предоставляемых премий, т. е. r1=r1(δ1) и
r2=r2(δ2). Тогда для определения оптимальной стои-
мости подарка необходимо найти максимальное
значение функции (4).
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Рассмотрим функцию:

Используя необходимое условие экстремума,
получаем систему дифференциальных уравнений
для нахождения δ1 и δ2

(5)

Рассмотрим случай, когда δ1≠δ2, то есть стои-
мость подарков в первом и втором блоках различна.

Предположим, что вероятности возвращения
клиентов в каждый блок имеют вид соответственно:

где r0 – вероятность повторного обращения клиента в
торговую компанию при δ=1, r1 – вероятность повтор-
ного обращения клиента в торговую компанию при δ=0.

Учитывая (5), находим δ1 и δ2:

Очевидно, что при n1=n2=1 критических точек нет,
следовательно, функция f(δ1,δ2) при δ1∈(0;1) и
δ2∈(0;1) не достигает своего максимального значения.

При n1≠1 и n2≠1 функция f(δ1,δ2) достигает свое-
го максимального значения.

Пример.
Рассмотрим случай, когда вероятности возвра-

щения клиентов в каждый блок имеют вид соответ-
ственно n1=2, n2=5:

Пусть r0
(1)=0,6, r1

(1)=0,8, r0
(2)=0,4, r1

(2)=0,7, a1=1200,
a2=800, тогда f(δ1,δ2) достигает своего максималь-
ного значения 4972,02 при δ1=0,93 и δ2=0,92 (та-
блица), тогда стоимость подарка в первом блоке
составляет 7 % от средней стоимости покупки, а во
втором – 8 %.

Поведение функции f(δ1,δ2) можно увидеть на
рис. 2. и в таблице изменения капитала компании
при различной стоимости подарков.

Рис. 2. График изменения капитала торговой компании при
различной стоимости подарков

Выводы

В работе построена математическая модель тор-
говой компании в виде системы массового обслу-
живания с неограниченным числом обслуживаю-
щих приборов с повторным обращением, постро-
ена и исследована экономико-математическая мо-
дель влияния наличия стимулирования натурой на
прибыль торговой компании. Проведёно исследо-
вание этих моделей методами теории случайных
процессов.
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Таблица. Изменение капитала торговой компании при разной стоимости подарков

δδ1\δδ2 0,9 0,91 0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97
0,84 4921,12 4925,80 4928,65 4929,39 4927,62 4922,79 4914,04 4899,95

0,85 4929,81 4934,49 4937,34 4938,08 4936,31 4931,47 4922,73 4908,63

0,86 4937,74 4942,42 4945,27 4946,01 4944,24 4939,41 4930,66 4916,57

0,87 4944,85 4949,53 4952,38 4953,11 4951,34 4946,51 4937,76 4923,67

0,88 4951,03 4955,71 4958,56 4959,29 4957,52 4952,69 4943,94 4929,85

0,89 4956,17 4960,85 4963,70 4964,44 4962,67 4957,83 4949,08 4934,99

0,9 4960,13 4964,81 4967,67 4968,40 4966,63 4961,80 4953,05 4938,96

0,91 4962,74 4967,42 4970,27 4971,01 4969,24 4964,41 4955,66 4941,56

0,92 4963,75 4968,43 4971,28 4972,02 4970,25 4965,42 4956,67 4942,58

0,93 4962,86 4967,54 4970,39 4971,12 4969,35 4964,52 4955,77 4941,68

0,94 4959,61 4964,29 4967,14 4967,87 4966,10 4961,27 4952,52 4938,43

0,95 4953,34 4958,02 4960,87 4961,61 4959,84 4955,01 4946,26 4932,17

0,96 4943,04 4947,72 4950,57 4951,30 4949,53 4944,70 4935,95 4921,86

0,97 4926,87 4931,55 4934,40 4935,13 4933,36 4928,53 4919,78 4905,69

0,98 4901,09 4905,77 4908,62 4909,36 4907,59 4902,75 4894,01 4879,91

0,99 4855,13 4859,82 4862,67 4863,40 4861,63 4856,80 4848,05 4833,96

1 4540,42 4545,10 4547,95 4548,68 4546,92 4542,08 4533,33 4519,24
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1. Постановка задачи

В [1] решена задача формирования портфеля
ценных бумаг на основе динамического програм-
мирования, допускающая точное решение. Данная
работа посвящена теоретическому исследованию
свойств капитала портфеля при использовании оп-
тимального управления, полученного в [1]. Систе-
ма обозначений та же, что и в [1].

2. Основные результаты

Утверждение.
При оптимальном управлении капитал X(t)

определяется уравнением
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