
В соотношениях (7) модули Юнга Ео, сдвига Go

и постоянные Ламе λ, μ берутся для ненагружен�
ных керамик (при атмосферном давлении р=ратм).
Проведенные оценки показывают, что модули
упругости Е и G монотонно возрастают при увели�
чении давления. Наглядно это демонстрируется
графиками, приведенными на рис. 2. 

При сжатии модули упругости керамики, под�
вергнутой воздействию нейтронов, по величине оста�
ются меньше модулей упругости в исходном состоя�
нии. Наименьшие изменения упругих характеристик
при сжатии имеют место для высокоглиноземистой
керамики. При этом соотношения между коэффици�
ентами сжатия αр=dM/Modp (M=E,G) следующие:
αр(МК)<αр(ГБ�7)<αр(УФ�46)<αр(СК�1)≈αр(СНЦ).
При сжатии на один и тот же объем нужно в случае

керамики, подвергшейся нейтронному воздействию,
приложить к образцу меньшее давление.

Таким образом, на основании проведенных ис�
следований можно сделать следующие выводы.
Упругие свойства керамик при облучении ухудшают�
ся. Подвергнутая воздействию нейтронов керамика
становится более «мягкой» по сравнению с исходным
состоянием. Результаты измерения упругих и акусти�
ческих свойств керамик позволяют косвенно судить о
дальнейшей эксплуатационной пригодности этих
материалов. Наименее радиационно�стойкими явля�
ются керамики с большим содержанием Al2O3. Полу�
ченные результаты могут быть использованы для
оценки прочностных свойств керамических диэлек�
триков при конструировании устройств, работающих
в условиях радиации и высоких давлений. 
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В последние годы значительно возрос интерес к
изучению приповерхностных свойств высокотем�
пературных сверхпроводников (ВТСП). Это связа�
но с двумя обстоятельствами. Во�первых, такие
экспериментальные методы, как ЯМР [1, 2], мето�
ды сканирования магнитного поля на поверхности
сверхпроводника [3, 4] дают детальные сведения о
различных свойствах сверхпроводников вблизи по�
верхности образца. Во�вторых, в связи с возмож�
ным использованием ВТСП�пленок в различного
типа наноструктурах [5, 6]. Для надежной интер�
претации экспериментальных данных во многих
случаях необходимо знать функцию распределения
локального магнитного поля сверхпроводника на
различной глубине от поверхности образца. До сих
пор вычисление функции распределения локаль�

ного магнитного поля проводились либо для регу�
лярных вихревых решеток [7–10], либо для случая
полного хаоса в распределении вихрей Абрикосова
– случайного некоррелированного распределения
вихрей [11], при котором нет никаких признаков
регулярной вихревой решетки. Однако достаточно
часто реализуется случай нерегулярной вихревой
решетки. Ее можно представить как решетку вих�
рей, в которой каждый i�ый вихрь расположен не
точно в узле регулярной решетки, а смещен на не�
который случайный вектор ai от своего регулярно�
го положения в решетке при условии, что ai<<L
(L – среднее расстояние между вихрями). Такие
смещения ai могут происходить как вследствие
пиннинга вихрей, так и вследствие достаточно мед�
ленных тепловых колебаний вихревой решетки.
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Именно такое состояние ВТСП приводит к ряду
особенностей, например, к немонотонной зависи�
мости критического тока Jc(H) от внешнего маг�
нитного поля H, “fishtail” эффекту [12], электриче�
ской бистабильности [13], изменению характера
поглощения микроволновой энергии [14] и т.д.

Для случая, когда вихревая структура сверхпро�
водника представляет собой регулярную решетку,
локальное магнитное поле h(ρ) в приповерхност�
ной области ВТСП рассчитано в лондоновском
приближении в ряде работ [7–10]. Важно отметить,
что в этих расчетах использовалось представление
о вихрях с бесконечно тонкой сердцевиной, так что
магнитное поле сверхпроводника в ближайших
окрестностях центров вихрей становилось беско�
нечным и приходилось использовать процедуру
«обрезания» решения для магнитного поля в бли�
жайших окрестностях вихрей. Для одиночного
вихря и для регулярной решетки в бесконечном
сверхпроводнике, занимающем все пространство,
такую процедуру «обрезания» решения можно бы�
ло достаточно просто обосновать. Однако такая
процедура «обрезания» становится неопределен�
ной для нерегулярной вихревой решетки, так как
ближайшие окрестности для различных вихрей бу�
дут отличаться друг от друга. Это означает, что для
нерегулярной вихревой решетки использование
модели вихря с бесконечно тонкой сердцевиной
(это соответствует появлению в правой части ура�
внений Лондонов двумерных δ�функций) стано�
вится несправедливым. Ясно, что сингулярность
возникает из�за слишком упрощенного предста�
вления о структуре сердцевины вихря в уравнении
Лондонов. Если считать, что параметр порядка из�
меняется на расстоянии ~ξ (ξ – длина когерентно�
сти) от центра вихря, то последовательный учет
этого обстоятельства приводит к модификации
уравнения Лондонов для h(ρ) [15].

Модифицированное уравнение Лондонов для
локального магнитного поля h(r) одноосного ани�
зотропного сверхпроводника с параметром κ>>1
(κ – параметр Гинзбурга�Ландау) расположенного
во внешнем магнитном поле H (0,0,H) (Hc1<H<Hc2,
где Hc1, Hc2 – первое и второе критические поля) в
случае, когда вихри направлены вдоль оси анизо�
тропии с || z, имеет вид:

(1)

где hi,st=д2hi/дxsдxt, где i,s,t=x,y,z, mkl – тензор масс,
εils – единичный антисимметричный тензор, v – на�
правление оси вихря, ρi – радиус�вектор сердцеви�
ны i�ого вихря, ρ – радиус�вектор в плоскости
(x,y). Здесь и далее используются безразмерные
единицы: расстояние измеряется в единицах λ, а
магнитное поле – в единицах Ф0/λ2 (Ф0 – квант
магнитного потока).

В работе [15] на основе решения модифициро�
ванного уравнения Лондонов для анизотропного

сверхпроводника с соответствующими граничными
условиями получены аналитические выражения для
Фурье�компонент локального магнитного поля h(ρ)
регулярной вихревой решетки сверхпроводника.

Локальное магнитное поле в нерегулярной вих�
ревой решетке будет определяться ур. (1), описы�
вающим суперпозицию вихрей. Однако ясно, что
локальное магнитное поле в этом случае уже не бу�
дет пространственно�периодическим в плоскости
(x, y) (мы по�прежнему предполагаем, что внешнее
магнитное поле направлено вдоль оси с || z). В этом
случае можно использовать метод преобразования
Фурье, только вместо суммы по обратным векто�
рам решетки появится двумерный интеграл по об�
ратному пространству. С вычислительной точки
зрения вычисление интеграла сведется к вычисле�
нию интегральной суммы. Это означает, что пло�
скость (x, y) можно представить в виде двумерной
периодически�повторяющейся структуры вихрей,
причем, чем больше период этой структуры, тем
точнее будет вычислена интегральная сумма. Для
не слишком плотных вихревых решеток, для кото�
рых L λ, в качестве такой периодически�повто�
ряющейся структуры можно взять часть регуляр�
ной решетки, состоящей из четырех элементарных
ячеек, в которой один вихрь смещен на вектор a от
своего регулярного положения.

Уравнения для Фурье�компонент локального
магнитного поля в нерегулярной решетке анизо�
тропного сверхпроводника будут иметь вид анало�
гичный уравнениям для Фурье�компонент регу�
лярной решетки анизотропного сверхпроводника
[15]. Используя обратное преобразование Фурье
можно восстановить локальное магнитное поле
h(ρ,a,z) в расширенной ячейке, в которой один
вихрь смещен на вектор a из своего регулярного
положения. Как и в работах [9, 10], можно снова
использовать быстрое преобразование Фурье. При
a=0 получим локальное магнитное поле регуляр�
ной решетки hreg(ρ,z) на различных глубинах z вну�
три сверхпроводника.

На рис. 1 представлены линии одинаковых зна�
чений локальных магнитных полей hreg(ρ,z) и
h(ρ,a,z), вычисленные в расширенной вихревой
ячейке, которая  разбивается на 512×512 точек. Как
видно из рис. 1, b, неоднородное распределение
магнитного поля заметно меняется, наблюдаются
области сгущения и разрежения магнитного поля,
что соответствует уменьшению значения магнит�
ного поля в области седловых точек и минимально�
го значения в центре треугольной решетки. При
вычислениях мы выбрали значение отношения
Г=25, которое отражает анизотропию высокотем�
пературного сверхпроводника YBaCuO с Tc=90 K.
Внешнее магнитное поле имеет значение H=2 (в
единицах Ф0/λ2). Для того, чтобы получить более
детальную картину распределения магнитного по�
ля, вычислим функцию распределения f(h,z,ρ) ло�
кального магнитного поля в сверхпроводнике с не�
регулярной вихревой решеткой на выделенной

,
1 ( ),i kl ils ktj j st ih m h

ν

ε ε ν δ ξ
κξ

− = − −∑ ννρ ρ
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пунктиром части S0 расширенной ячейки вокруг
смещенного вихря (рис. 1):

(2)

В (2) интегралы берутся по выделенной части S0.
Предположим, что центры вихревых нитей смещены
из положений в регулярной решетке в соответствии с

нормальным двумерным законом распределения
W(a,σ) (√

⎯
ax

2+ay
2

⎯
, σ – дисперсия случайной величины

a). Тогда для функции распределения локального
магнитного поля f(h,z,ρ) на глубине z сверхпровод�
ника, в котором вихревая структура представляет со�
бой нерегулярную решетку вихрей, получим:

(3)
2( , , ) ( , , ) ( , ) .f h z f h a z W a dσ σ= ∫∫ a

2

2
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h , z h d
f h a z

d

δ −
= ∫∫

∫∫
aρ ρ

ρ

Естественные науки

33

a b

Рис. 1. Линии одинаковых значений магнитного поля h(ρ,a,z) на поверхности сверхпроводника (z=0): a) для регулярной вих!
ревой решетки, b) со смещенным центром вихря. ζ=0,04. Смещение a=(0,05L, 0). Контурные линии нарисованы в
неортогональной системе отсчета (η,θ) [11]

Рис. 2. Функция распределения f(h,z,ρ) локального магнитного поля h в элементарной ячейке нерегулярной вихревой решетки
на различных расстояниях z от поверхности сверхпроводника. f(h,z,ρ) идеальной треугольной вихревой решетки изо!
бражена сплошной линией, сплошная линия с символом ромба проведена для случая, когда σ=0,05L, а сплошная линия
с символом звездочка для случая, когда σ=0,1L. По оси абсцисс отложены значения поля в единицах 50(h–hmin)/(H–hmin);
hmin=1,7388 – значение минимального магнитного поля в сверхпроводнике для  σ=0,1L на глубине z=–5
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Расчет функции распределения f(h,z,ρ) с ис�
пользованием формулы (3) для различных значе�
ний σ представлен на рис. 2. Из рисунка видно рез�
кое отличие вида функции распределения локаль�
ного магнитного поля в приповерхностной области
сверхпроводника для различных значений z. Это
связано с тем, что силовые линии магнитного поля
вихря по мере приближения к поверхности сверх�
проводника расходятся, так что неоднородность
локального магнитного поля уменьшается (более
подробно см. [9–11]). Как известно [16], напря�
женность магнитного поля в треугольной вихревой
решетке имеет три типа особых точек: максимумы
расположены в узлах вихревой решетки, миниму�
мы – в центрах треугольников, образующих решет�
ку и точки перевалов (седловые точки) – на середи�
нах ребер элементарных ячеек. Плотность распре�
деления такой функции имеет три особенности ван
Хова. Сравнение (рис. 2) функции распределения
f(h,z,ρ) нерегулярной вихревой решетки (σ≠0) с
f(h,z,ρ) треугольной решетки (σ=0) выявляет суще�
ственные отличия: логарифмическая особенность
ван Хова заменяется плавным максимумом, а так�
же исчезает скачок функции распределения, соот�
ветствующий минимальному локальному полю.
Появление соответствующих особенностей в кри�
вой f(h,z,ρ) связано с образованием областей сгу�
щения и разряжения локального магнитного поля
вызванного ai смещением вихрей (в частности,
рис. 1, b). Поскольку локальное магнитное поле
определяется суперпозицией полей отдельных вих�
рей, то наибольшему ai смещению соответствует

наименьшее значение вероятности W(a,σ), т.е. сов�
сем малое число вихрей способно сместиться на
значительное расстояние от положения в регуляр�
ной вихревой решетке. Чем меньше величина сме�
щения вихрей ai, тем больше значение вероятности
W(a,σ), т.е. тем большее число вихрей смещается
на заданное незначительное расстояние ai. В ре�
зультате на графике функции f(h,z,ρ) локального
магнитного поля с нерегулярным расположение
вихрей минимальное магнитное поле плавно нара�
стает, а резкий максимум регулярной вихревой ре�
шетки (соответствующий области седловых точек)
заменяется плавным в нерегулярных решетках, что
можно  интерпретировать, как наиболее вероятное
значение локального магнитного поля. Из анализа
формы линии функции распределения можно
установить тип вихревой решетки [16]. В случае не�
регулярных вихревых решеток, в которых положе�
ние вихрей описываются вероятностью W(a,σ),
можно установить «степень нерегулярности» ре�
шетки, т.е. установить значение параметра σ из
анализа формы линии f(h,z,ρ). Как видно из рис. 2,
для случайных смещений ai, описываемых различ�
ной вероятностью W(a,σ), функция распределения
f(h,z,ρ) меняется. С увеличением дисперсии σ про�
исходит уменьшение минимального значения ло�
кального магнитного поля, а максимум становится
более плавным. Данные обстоятельства можно ис�
пользовать для оценки параметра σ.

Работа выполнена при поддержке гранта CRDF (REC�007)
и фонда НШ № 1708.2003.2.
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