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МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНЕВИХ ХВИЛЬ ВІД ТІЛА,
ЗАНУРЕНОГО В РІДИНУ

О.В. Авраменко
Досліджено тривимірну задачу про поверхневий хвильовий рух від зануреного у 

рідину тіла. Побудовано форму вільної поверхні, виявлено її залежність від 
швидкості потоку.

The 3D problem of wave propagation caused by submerged in fluid body is 
investigated. The form of the free surface is built; the dependence of the form from the 
stream velocity is obtained.

Вступ. Освоєння Світового океану у ХХІ сторіччі продовжується 
швидкими темпами. Виникає необхідність вивчення суті динамічних 
процесів, які протікають в океані, тому дослідження динаміки морського 
середовища посягають одне із центральних місць в океанології. Детальному 
вивченню повехневих хвиль від зануреного у рідину тіла передували 
багаточисельні дослідження, що присвячені вивченню аналогічних усталених 
коливань вільної поверхні рідини, що викликані дією періодичних сил 
збурення на поверхні рідини [7], [8], [9], [12], [13].

Однією із цікавих і досі не повно представлених в науковій літературі є 
проблема фізико-математичного моделювання полів хвиль на воді, 
генерованих перешкодою, яка знаходиться під вільною поверхнею у 
однорідній оточуючій течії. Одні з перших робіт із названої проблеми 
з ’явились в середині ХХ сторіччя. Лінійна двовимірна задача для 
імпульсного руху циліндра була розглянута Хавелоком [14]. Суттєвий внесок 
зроблено Сретенським [8], який отримав наближені розв’язки проблеми 
поверхневих хвиль над зануреним під водою тілом.

Наведемо найбільш цікаві з останніх робіт по проблемі хвильових 
процесів, що утворюються на вільній поверхні від набігання потоку на 
занурене тіло. Плоска лінійна задача для циліндра, що просувається у воді 
кінцевої глибини, була розв'язана на основі функції Г рина та метода кінцевих 
елементів [20]. Стаціонарна лінійна двовимірна задача та відповідне 
узагальнення на три виміри були розглянуті Лиу та Йу [16]. У статті Туванда 
та Милоха [19] розглядається ця задача для початкового етапу руху з 
використанням розвинення по малому часу нелінійної початково-крайової 
задачі. Маклаковим досліджено задачу про обтікання кулі під вільною 
поверхнею рідини кінцевої глибини з утворенням хвиль на вільній поверхні 
[4], [5], показано, що зниження рівня рідини над тілом, що рухається із 
сталою швидкістю, призводить до формування над ним критичного режиму 
та блокировки течії. Ланзано [15] досліджує аналітично хвилювання у сліді, 
який рухається за точковим витоком, що рухається горизонтально з сталою 
швидкістю і має сталу потужність, визначено кількість, тип та конфігурація
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хвиль сліду у залежності від потужності витоку та числа Фруда. Санниковим 
[6] розглядається просторова задача про усталені хвилі, які утворюються при 
обтіканні диполя рівномірним потоком нев'язкої нестисливої вертикально 
стратифікованої рідини, отримані вирази для хвиль вертикальних 
переміщень. Відмітимо також роботи [1], [2], [3], [10], [17], [18].

Метою цієї статті є розв‘язання тривимірної задачі для відносно малих 
швидкостей течії, отримання аналітичних виразів для потенціалу хвильового 
руху та форми вільної поверхні рідини при рухові довільного 
еліпсоїдального тіла, яке занурене у рідину нескінченої глибини, а також 
чисельний аналіз отриманих аналітичних виразів. Проблема розвязується з 
використанням методу комплексного потенціалу подвійного шару для 
виведення аналітичного виразу форми відхилення поверхні у вигляді 
невласних інтегралів з наступним чисельним та графічним аналізом 
поверхневого руху від перешкоди, зануреної в оточуючу течію.
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1. П остановка задачі.
Розглядається утворення поверхневих гравітаційних хвиль, які 

генеруються перешкодою, що занурена у півнескінченну рідину та 
обтікається оточуючою течією. Розв‘язується тривимірна задача для відносно 
малих швидкостей течії , тому ефекти стисливості не є суттєвими. 
Припускається, що рідина нестислива, нев‘язка, рух безвихоровий, течія -  
паралельна поверхні, а швидкість U  стала.

Тривимірна задача розглядається в рідкому півпросторі 
Q = {(х,y , z ): х є (-да,да),у  є  (-да,да),z є (-да, r) }  з якого виключено область, 
де розміщено занурене жорстке тіло. Нехай dQ означає поверхню 
зануреного тіла, а n -  зовнішня нормаль до неї. Декартова система 
координат, Oxyz рухається з тілом у додатному напрямку O x , вісь Oz 
направлено вгору. За мови симетрії форми тіла відносно площини Oxz 
можна перейти до двовимірної задачі, видаляючи змінну у  . Позначимо через 
t -  часову змінну, р  -  потенціал швидкостей, r  -  відхилення вільної 
поверхні. Відповідна початково-крайова задача має вигляд

+ д 2 р  + д 2 р  = 0 в Q (1)
дх ду dz

дР  -  и  дР  + r  = 0, —  - и  дГ - дР  = 0  z = 0 , t > 0 ,
t х  t х  z

d p  = U  cos(n, х) dQ, t > 0 
dn

p ( X ^ ^ o |  t=0 = М х y ,z X r ( X ^ 0 | t=0 = y ) .
Безрозмірні величини у термінах прискорення g  та глибини зануреного тіла
l вводяться таким чином (далі зірочки всюди опускаються)

4



Випуск 57 Серія: Математичні науки Ш  НАУКОВІ ЗАПИСКИ

/ *  1 / ч * Ц ^
(x , y  , z  ) = / (x  y , z )  Ц = - ,  t t , и *

(Ig)

p .

/ (Ig)

2. А налітичний розв’язок.
Щоб визначити потенціал швидкостей, який породжується рухом твердого 
тіла довільної форми у рідині нескінченної глибини, на поверхні тіла SQ 
розміщується простий шар витоків змінної густини q( x0, y 0, z0). Виходячи з 
результатів, отриманих Сретенським [8], потенціал швидкостей може бути 
представлениму вигляді поверхневого інтегралу. В рамках наближеної 
моделі потенціал швидкостей зводиться до потенціалу корабельних хвиль, 
які породжені рухом підводного тіла довільної форми

1 ff exp(y(z+ Z0)) . (
<Цх,y ,z ) = - J i ^  о — - - xsin ( x - x 0>

я  - и 2^ - 1 1
7 cos (y  -  y0) 7

2 7
и 2 d7 (2)

Поверхневий інтеграл (2) після перетворень зводиться до суми невласних 
інтегралів по дійсній змінній в

ф( х, y, z) = 2 и  І /  P (e )  cos eexp
/2

-  2 и j /  Q (e) cos в  exp

z

z
v и  2 )  

cos
v и  )

sin 

1

1
и 2 sec в (x co se  + y sine) d e  -

и
sec в (x co se  + y sine) d e  (3)

Далі, припускається, що поверхня SQ покрита подвійним шаром витоків з 
моментом ц , а вісь L  подвійних витоків має напрямлюючі косинуси /, m, n . 
Припускається також, що поверхня SQ разом із її подвійним шаром витоків 
рухається зі швидкістю и  під вільною поверхнею. В результаті отримуються 
вирази для функцій Р ^ ) т а  Q (в)у  формі

Г 1 2 Лn cos —2 sec e (x 0 cose + y 0 sine)
P (e )

sec3 e M( xo, у 0 , z0 )
5 J-Ш и

1 2 2 - ( / cose + m sine)sin  (—-s e c  e (x 0 cose + y 0 sine) xsec eexp
V и 2 )

z
0 sec2 e

и 2 )

Q (e) =
sec3 e ff M x0 , Уo, Z0 )

jj5 JJdQ

ґ
n sin

1
sec e (x 0 cose + y 0 sine)и 2 +

\1 2 2 + ( / cose + m sine)sin  (—~sec e (x 0 cose + y 0 sine) xsec eexp
V и 2 )

Переходячи від тіла довільної форми до еліпсоїду

z
0 sec2 e

и 2

1 1

2
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x  2 y  2 (z + h )  ,
—г + ^ г  + -— ^ ^  = 1 2 2 2 a b c

2
(a > b > c),

можна отримати вираз для Q (e). Використовується той факт, що дія 
еліпсоїда співпадає з дією диполів, розподілених по еліптичному диску 
таких, що їх вісі паралельні швидкості еліпсоїда, а моменти дорівнюють 
м( x0, y 0, z 0) = - 4 /р (  x0, y 0, z0). У розглянутому випадку / = -1 ,  m = 0 , n = 0, 
тому

h sec2 e ~]jJ5Q f - SP(0)
sec4 e

exp
U A v и  )

exp
ґ  „ \  

Ц sec2 e
и 2

Q (e) = -
sec4 e  

2 /U '
exp

h_ 

U  2 sec2 e  I J J s q ^ . )cos

Визначимо функції P (e ) та Q (e ) :

2 exp 
v U  2 )

P (e )  = 0

Ґ ^ N
sec2 e

и 2

d ^ d . , 

d ^ d . .

Q ( e )  =
2yf2/abc sec/2 e

2 _ 2 - a nU  ( a 2 -  c 2 )

f  h 2 _ 1 expl-----  sec e Ix
V и 2 )

J% V f7 - ' /aГГCГ ж Є  1 -  p  !sec! e

(1 -  p 2 sec2 e )x
(4)

Враховуючи формулу (3) для потенціалу ф( x, y , z) розглянутого 
хвильового руху, а також скориставшись відомою формулою для відхилення

тти У \вільної поверхні ц  = U —  z=0 отримаємо такий вираз
dx

2 / /
Ц( x  y ) = ~ J _ / /  P (e )co s

U / 2
1

2 <•//
+ 7 7  J 4  e m * iU /2

и 2

sin

sec e (  x cose + y  sine) d e  +

1
и 2 sec e (x c o se  + y  s ine) d e (5)

Після підстановки формул (4) для P (e ) та Q (e) у формули (3) та (5)

отримано (тут p  =

ф ( x, У, z)

2 2  b -  c
2 2  a -  c

)

4лІ2ттabc

(a 2 - c 2) 4 (2 - « 0 )
x

x
p/ /  3/
J / 2/ s e ^ 2 e exp z -  h 2 n— — sec e

и 2

и 2 'a  -  c s e c e  1 -  p  sec e

(1 -  p 2 sec2 e ) 4
x

x cos
1 'J

sec e(x  cose + y  s ine)

Ц( x  y )

U z 
4 л І2 /abc

d e

■ x
U 2(a 2 - cУ 4( 2 - a 0)

(6)

(7)
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х
J  /  5/
j  J 2/S e ^ 2 eexp И sec2 в

U

х sin

і ^ r : r 2 — л /. _ ^ - 2
U

la -  с s e c e і -  p  sec в

(і -  p 2 sec2 в  v 4
х

'Л
sec в(Л cose + y  s ine) d e .

3. Дослідження різних режимів руху.
Було проведено чтсельний аналіз різних режимів руху з використанням 

формул (6) та (7). Досліджувались режими руху (РР), за умови 0,4<Fr<0,9. 
Результати порівнювались з експериментальними [ і і ] ,  виявлена розбіжність 
складає біля 5%, що пояснюється припущеннями моделі та наближеним 
інтегруванням. Зауважимо, отримані результати значно краще наближують 
експериментальні, у порівнянні з розрахунками на основі асимптотичних 
наближень.

На рис.і представлено вільну поверхню в півплощині з одного боку від 
осі O x , пронормовану по найбільшому відхиленню у досліджуваній області, 
для двох характерних випадків генерації поверхневих хвиль тілом 
еліпсоїдальної форми, зануреним у рідину, на яке набігає рідкий потік. 
Безрозмірні геометричні параметри задано таким чином: довжини півосей 
еліпсоїда обертання a=2, b=0,2, с=0,2; глибина занурення центра еліпсоїда 
(И,/) = И* = і. Область, де знаходили значення відхилення вільної поверхні:

0 < У /  2 < 20.0 < V  . < 200, —  /тт
/ и  / U 2

Результати аналізу проведених розрахунків показують на наявність 
множини різних РР, які суттєво відрізняються один від одного. Можна з усієї 
множини виділити два найбільш характерних режими РР і та РР2. Для чисел 
Фруда в діапазонах 0,45<Fr<0,49, 0,53<Fr<0,61, 0,74<Fr<0,90 (РР і) 
більшість збурень сконцентровані в одній області -  безпосередньо в околі осі 
Ox, вздовж якої рухається тіло, а збурена поверхня має клиновидну 
(трикутну) форму, як це можна побачити на рис.і (а) при Fr=0.54.

Режими руху РР2, при яких число Фруда близьке до Fr=0,51 або Fr=0,68 
рис.і (б) дають таку форму вільної поверхні, що збурення в околі осі Ox швидко 
затухають; в той же час усі основні збурення зосереджені на променях, які 
виходять від початку координат і направлених під кутом від осі Ox.

ш yg/v

(а) (б)
Рис.і Відхилення вільної поверхні при (а) Fr=0.54; (б) Fr=0,68

і
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4. М аксим альні відхилення поверхні.
Досліджено залежності висоти найвищого гребеня r/msx(Fr) і відхилення 

у найглибшій подошві rjmn(Fr) від числа Фруда, графіки названих 
залежностей представлені на рис.2 суцільними кривими.

0.04

■0.04----------------1---------------- 1---------------- 1---------------- 1----------------
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fr

Рис.2 Залежність від числа Фруда висоти найвищого гребеня 
^max(Fr) (для еліпсоїда) ?7max(0)(Fr) (для кулі) та глибани 
найглибшої подошви r/mm(Fr) (для еліпсоїда) ?7mm(0)(Fr) (для кулі).

Цікаво, що найменші абсолютні відхилення спостерігаються при числах, 
близьких до Fr=0,51 або до Fr=0,68, тобто в РР2, а найбільші в РР1. Таким 
чином, картина розподілу енергії в РР1 і в РР2 має принципові відмінності. 
Можна зробити висновок, що хвильова енергія в РР1 концентрується навколо 
осі Ox, а в РР2 вона розподіляється у широкій області, що розміщена за 
зануреним у рідину тілом.

Для порівняння з результатами дослідження форми вільної поверхні від 
форми зануреного тіла було аналогічно досліджено форму вільної поверхні 
при генерації поверхневих хвиль тілом кулеподібної форми, підібраної так, 
щоб куля була рівною за об'ємом до еліпсоїда. Для куль різних радіусів і для 
всіх розглядуваних швидкісних режимів спостерігався досить рівномірний 
розподіл енергії. У випадку руху кулі залежність від числа Фруда висоти 
найвищого гребеня r/mJ '0)(Fr) та глибани найглибшої подошви ^mm(0)(Fr) є 
монотонними функціями, графіки яких представлені пунктирними кривими 
на рис.2. Можна зробити висновок про істотну залежність форми вільної 
поверхні рідини не тільки від швидкості набігаючого потоку, а і від форми 
тіла, що рухається.
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Висновки. Підтверджено експериментальні та деякі теоретичні 
результати щодо відповідності швидкісного режиму поверхневій картині. 
Виявлено існування різних швидкісних режимів руху, серед яких виділено 
два основних: режим руху (РР1), при якому більшість збурень зосереджено 
вздовж осі руху потоку, та режим руху (РР2), при якому основні збурення 
зосереджено вздовж променів, що виходять з початку координат і 
направлені під кутом до осі руху потоку.

Отримано залежність абсолютної величини максимального відхилення 
вільної поверхні від числа Фруда, з якої видно, що при РР1 максимальне 
відхилення вільної поверхні значно більше, при РР2. Хвильова енергія при 
РР1 концентрується вздовж осі, а при РР2 розподіляється в широкій області 
за зануреним в рідину тілом.

Представлені результати можуть бути застосовані при вивчені 
гідродинамічних процесів, що виникають внаслідок руху під водою тіл 
складної форми.
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