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Tamén tutkielman tarkoituksena on esittdd, mistd luonnollinen pééttely sai alkunsa
sekdi esittdd, miten luonnollisia paittelyitd kiytdnnossd tehdddn. Luonnollinen piitte-
ly on erittdin suosittu lihestymistapa eri logiikan osa-alueilla. Ensimmaisessd luvussa
esitellddn ja médritelladn luonnollista padttelyd. Luonnollisen pédttelyn systeemit ja
aksiomaattinen menetelma ovat kaksi lahestymistapaa formaaliin péattelyyn. Naista
luonnollinen piittely vastaa enemmaén sitd, mitd pédttely tarkoittaa matematiikassa
ja arkipdividisessad eldmédssd. Luonnolliselle paittelylle ei ole selkedd madritelmaa.
Téstd syystd se voi tarkoittaa jokaista jirjestelmii, joka ei ole aksiomaattinen.
Toisessa luvussa kdydddn luonnollisen piittelyn historiaa. Tutustumme luon-
nollisen pdittelyn kehitysvaiheisiin sekd siithen, ketkd ovat luonnollista paittelya
kehittineet. Luonnollinen péittely sai alkunsa vuonna 1934, kun kaksi eri loogik-
koa, Jaskowski ja Gentzen, kehittivit luonnollisen paittelyn itsendisesti tietamaitta
toisistaan. Gentzenin tavoitteena oli kehittdd padttelysysteemi, joka vastaa matemaa-
tikkojen paittelyprosessia todistuksia tehtdessd. Gentzenin ja Jaskowskin julkaisujen
jalkeen luonnollisesta paittelystd on ilmestynyt monia eri versioita ajan saatossa.
Tutkielman kolmannessa luvussa kiydédédn ldpi luonnollisen padttelyn sddnnot
lauselogiikassa. Naihin kuuluvat loogisten konnektiivien eliminointi- ja tuontisdin-
not. Lisdksi tutkielmassa kdydéddn ldpi erilaisia merkintitapoja sekd esimerkkeja
paittelytehtivistd. Kdytannon esimerkkien avulla on helpompaa ymmartid, miten
luonnollista paittelyd tehdddn. Lauselogiikan sdénnot toimivat lisdksi muilla logii-
kan osa-alueilla, joten tutkielma toimii myOs johdatuksena luonnolliseen paittelyyn
kokonaisuudessaan. Luonnollinen péittelyn avulla on helpompaa tehdd monimut-
kaisempiakin paittelyitd. Voimme tutkielman pohjalta huomata, ettd luonnollinen
paittely yksinkertaistaa paittelytehtivid seki tekee paattelystd, nimensd mukaisesti,

luonnollisempaa.
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1 Johdanto

Téssd tutkielmassa tutustumme luonnolliseen péittelyyn. Rantalan ja Virtasen op-
pikirjan [1, s. 67] mukaan formaalin paittelyyn on kaksi erilaista ldhestymistapaa:
luonnollisen piittelyn systeemit ja aksiomaattinen menetelmd. Heiddn mukaansa
luonnollinen paittely vastaa paittelyd arkipdivdisessd elamissd ja matematiikassa,
kun taas aksiomaattisessa menetelmissd annetaan joukko aksioomia ja vain pieni
madrd paittelysddantojd. Luonnolliselle paittelylle ei ole selkedd madritelméa. Ter-
mid kdytetddn tosi laajasti, joten se tarkoittaa ldhes jokaista jéarjestelmid, joka ei
ole aksiomaattinen [2, s. 31]. Pelletier [3, s. 2] sanoo, ettd yksi luonnollisen péitte-
lyn merkityksistd on se, ettd sitd kayttiavit jarjestelmit sdilyttivit loogisen paittelyn
luonnollisen rakenteen. Pelletier lisdd, ettd ndin jirjestelmit eivét rajoitu esimer-
kiksi mihinkdin konnektiivien osajoukkoon. Pelletierin mukaan toinen luonnollisen
paittelyn ominaisuus on se, ettd luonnollisessa paittelyssd on kaksi sddntod jokai-
selle konnektiiville. Ndmé ovat eliminointi- ja tuontisddnnét, jotka esitimme myos
tassd tutkielmassa. Kolmanneksi ominaisuudeksi Pelletier mainitsee, ettd pééttely-
sadnnot ovat luonnollisia. Toisin sanoen, luonnollinen péittely jéljittelee sitd, miten
matemaatikko kirjoittaisi paittelyitd arkikielella.

Tassi kirjoitelmassa kayn lisdksi ldpi Fitchin merkintitapaa, mikéd Indrzejczakin
[2, s. 195] mukaan on luultavasti suosituin ldhestymistapa luonnolliseen péittelyyn
varsinkin modaalilogiikassa. Kéyttdmalld Fitchin kehittamid merkintitapaa voimme
kirjoittaa lauseet ja kaavat eri riveille sekd merkita tarvittavat alideduktiot selkeisti.
Tama tekee padttelyn seuraamisesta paljon helpompaa.

Luvussa 2 kidiymme luonnollisen péittelyn historiaa. Otamme selvdi ketkd ovat
luonnollisen péittelyn kehittineet. Jaskowski ja Gentzen ovat mitd luultavimmin
luonnollisen padttelyn merkittavimmat henkil6t.

Seuraavaksi kdymme pykdlissd 3.1— 3.5 luonnollisen pédttelyn sddnnot ja omi-
naisuudet lauselogiikassa. Niihin kuuluvat eri konnektiivien eliminointi- ja tuonti-
sadnnot. Samat sddnnot toimivat lisdksi pohjana muille logiikan aloille.

Kolmanneksi otamme erilaisia esimerkkeja, joista voi hyvinkin tulla esiin, kuinka
luonnollisen péittelyn sddntojd kiytetddn Fitchin merkintéitavalla. Esimerkit esitin
pykildssi 3.6.

Lukijalta edellytimme logiikan peruskésitteiden tuntemisen. Tutkielman pailédh-

teind on kiytetty lahteitd [1], [2], ja [3].



2 Luonnollisen paattelyn historia

2.1 Luonnollisen piaittelyn juuret

Luonnollinen péittely on melko uusi keksintd. Vuonna 1926 Lukasiewicz sanoi,
ettd matemaatikot eivit tee todistuksia aksiomaattisen menetelmén avulla [3, s. 3].
Indrzejczakin [2, s. 29] mukaan vuonna 1934 kaksi loogikkoa, Jaskowski ja Gentzen,
julkaisivat uudet kehittdiminsi jirjestelmit. Tavoitteena oli kehittdd systeemi, joka
olisi mahdollisimman ldhelld matemaatikkojen péittelyprosessia todistuksia tehtdes-
sd [3, s. 4]. Jaskowski kiytti jarjestelméstidin termid “composite system”, kun taas
Gentzen kiytti termid “natural deduction system” [2, s. 29]. Pelletier [3, s. 1] ker-
too, ettd Gentzen ja Jaskowski kehittivit luonnollistéd paattelya itsendisesti tietimatta
toisistaan. Myohemmin satoihin eri oppikirjoihin on ilmestynyt monia eri versioita
luonnollisesta paattelysti [2, s. 29].

Pelletier [3, s. 14] sanoo, ettd ensimméiinen modernin tyylisen luonnollisen péét-
telyn systeemin julkaisi W. V. Quine oppikirjassaan vuonna 1950. Pelletierin [3,
s. 14] mukaan Tama kirja toimi yhtend tirkeimmistéd luonnollisen pdittelyn valitta-
jisté filosofeille ja loogikoille. Quine ei kuitenkaan ollut ainoa loogikko, joka kirjoitti
omaa versiotaan luonnollisesta paittelystid noihin aikoihin. Pelletier [3, s. 18] kertoo,
ettd samoihin aikoihin Frederic Fitch kirjoitti omaa oppikirjaansa, jonka hén julkai-
si vuonna 1952. Fitch sanoo kirjassaan, ettd on kayttinyt omaa ldhestymistapaansa
opetuksessa jo 11 vuotta [3, s. 18]. Tamén oppikirjan tarkoituksena oli esittdd tapa
tehdi luonnollista padttelyid alekkain, miké yksinkertaistaa monimutkaisten todistus-

ten tekemista [3, s. 18].



3 Luonnollinen paattely lauselogiikassa

Luonnollisessa paittelyssd valmiiksi annetusta ja todeksi oletetusta kaavasta paa-
tellddn jokin uusi lause kiyttamailld loogisten konnektiivien eliminointi- ja tuonti-
saantojd. Esimerkiksi jos tiedimme, ettd A on tosi ja A — B on tosi, niin voimme
luonnollisen péittelyn sddntdjen avulla todeta, ettd myos kaavan B tiytyy olla tosi.
Téssd osiossa kiyn ldpi luonnollisen paittelyn sddannot lauselogiikassa. Nami
saannot toimivat pohjana luonnolliselle pdéttelylle myos muilla logiikan osa-alueilla,

kuten predikaattilogiikassa.

3.1 Konjunktio

Ensimmadisend kisitelemme konjunktiota. Konjunktion eliminointisccinto on seuraa-

va:
ANB ANB

A B
[1,s.73]. Tassd merkintdtavassa laitamme oletukset viivan yldpuolelle ja johtopaitok-
sen viivan alapuolelle. Konjunktio vastaa sanaa ja. Téastd voimme melko luontevasti
paitelld, ettd jos A A B on tosi, niin myos A sekd B ovat tosia.

Konjunktion tuontisddnté on vastaavanlainen:

A
B
AANB

[1, s. 73]. Téssd sddnnossd tarvitsemme kaksi oletusta. Oletusten jirjestykselld ei
kuitenkaan ole vilid tdssd merkintitavassa. Triviaalisti, kun tiedimme, ettd A ja B

ovat tosia, niin A A B on my®os tosi.

3.2 Disjunktio

Disjunktion tuontisddnto on helppo ja yksinkertainen:
A B
AVB ' AV B
[1, s. 74]. Disjunktio vastaa yleisesti sanaa fai. Jos tiedimme, ettd A on tosi, voimme

myos todeta disjunktion, jossa A esiintyy, todeksi.



Disjunktion eliminointisddnto on vaativampi. Tarvitsemme tdmin sddnnon kiyt-
toon kaksi apuoletusta. Kdytamme tassa Fitchin merkintitapaa. Oletukset kirjoitam-
me ensimmadisen vaakaviivan yldpuolelle ja johtopditokset alapuolelle. Apuoletusta
kédyttdessd teemme uuden sarakkeen, jossa apuoletus vaakaviivan yldpuolella ja joh-

topéitokset alapuolella. Eliminointisdantd on seuraavanlainen:

AV B
A apuoletus
C
B apuoletus
C

C

[1, s. 76]. Tama saattaa ndyttdd monimutkaiselta. Kannattaa kuitenkin aina yrittai
lukea loogiset sd@nnét sanallisesti. Tdmén voikin tulkita Rantalan ja Virtasen [1,
s. 76] mukaan niin, etté jos oletuksesta A voidaan piitelld C ja oletuksesta B voidaan

paitellda C, niin disjunktiosta A vV B voidaan paitella C.

3.3 Implikaatio

Seuraavaksi kiymme implikaation eliminointisddnnon:

A
A— B
B

[1, s. 72]. Implikaatio kertoo sen, ettd implikaation vasemmasta puolesta seuraa
implikaation oikeapuoli. Kun siis oletamme A ja A — B todeksi, voimme niista

paitelld, ettd B on my0s tosi.



Implikaation tuontisddnndssd joudumme kiyttdmadn apuoletusta:

A apuoletus

B

A— B

[1,s. 77]. Selvasti, jos kaavasta A ja muista annetuista oletuksista saamme johdettua

kaavan B, niin A — B téytyy olla tosi.

3.4 Ekvivalenssi

Ekvivalenssin eliminointisddnto on:

A B
Ao B, Ao B
B A

ja ekvivalenssin tuontisddnto on:

B— A
A— B
B~ A

[1, s. 79]. Ekvivalenssi tarkoittaa, ettd molemmilla puolilla ekvivalenssia tulee olla
sama totuusarvo. Jos tieddimme, ettd A implikoi B:n, niin joko A ja B ovat molemmat
tosia, tai A on epditosi. Jos taas tiedimme, ettd B implikoi A:n, niin joko B ja A ovat
molemmat tosia, tai B on epitosi. Ekvivalenssi A:n ja B:n vililla tarkoittaa, ettd nima
molemmat implikaatiot ovat totta. Eli A:n ja B:n totuusarvojen tidytyy olla samat.
Voimme siis todeta, ettd kaavojen A ja B vililld on ekvivalenssi, mikili kaavasta A

seuraa B ja kaavasta B seuraa A.

3.5 Negaatio

Viimeisind saantdind lauselogiikassa ovat negaation eliminointi- ja tuontisddnto.

Aloitetaan negaation eliminointisaannosta:

-—-A
A




[1, s. 74]. Negaation eliminointi menee triviaalisti, silld negaatio kdyttdytyy melko
samalla tavalla kuin miinusmerkki. Siispi kaksi negaatiota kumoavat toisensa.

Negaation tuontisdinndssd joudumme tekeméiin vastaoletuksen:

A vastaoletus

B A -B

-A

[1, s. 78]. Tehtdvissi, jossa tulee todista jokin negaatio todeksi on hyvi tehdi apuo-
letus ja kéyttad sitd vastaoletuksend. Idea negaation tuontisddnnodssa on, ettd teemme
vastaoletuksen A joka johtaa ristiriitaan. Ristiriidan kohdatessa voimme todeta, etta

vastaoletus ei voi olla tosi, joten vastaoletuksen negaatio tulee olla tosi.

3.6 Esimerkkeja

Esitin tdssid osiossa padttelytehtdvid kdyttamalla Fitchin merkintdtapaa. TAmé on
mielestini selkein ja helpoiten seurattava tapa tehdi luonnollista paittelyd. Paatte-
lyissd numeroimme rivit, jotta voimme helposti viitata aikaisemmin esiintyviin kaa-
voihin. Lisiksi kirjoitamme oikeaan reunaan milld sdinnolld kyseisen rivin kaavaan

olemme paityneet.

Esimerkki 3.1. Piittele (A < B), (BAC) + (A < C). Eli todistetaan, ettd kaava
(A & C) voidaan paitelld kaavoista (A <> B) ja (B A C).

10



1 (A < B) premissi

2 (BAC) premissi

3 A apuoletus

4 C 2, A-Eliminointi

5 (A—C) 3-4, —-Tuonti

6 C apuoletus
7 B 2, A-Eliminointi
8 A 1, 7, «>-Eliminointi

9 (C—> A) 6-8, —-Tuonti

10 (A e O) 5,9, «>-Tuonti

Téssd esimerkissd onkin kaksi oletusta. Kirjoitamme ensin oletukset ylos. On melko
selvaa, ettd tulemme kiyttamaan paittelyssa ekvivalenssin tuontisdidntod. Joudumme
siis todistamaan implikaatiot (A — C) ja (C — A). Tité varten otamme ensin apuo-
letukseksi A:n ja paittelemme siitd C:n. Lisdksi otamme toiseksi apuoletukseksi C:n
ja paattelemme siitd A:n. Teemme ensimmadisen apuoletuksen rivilld kolme. Neljan-
nelld rivilld saamme soveltaa konjunktion eliminointisdéntoa toiseen riviin. Koska A
ja C on todistettu todeksi apuoletuksen kautta, voimme kiyttad implikaation tuonti-
sadntod rivilld viisi. Olemme nyt todistaneet (A — C) todeksi. Seuraavaksi tavoite on
todistaa (C — A). Teemme toisen apuoletuksen. Voimme edelliseen tapaan soveltaa
konjunktion eliminointisdéntod toiseen riviin. Seuraavaksi sovellamme ekvivalenssin
eliminointisddntdd ensimmadiseen ja seitseméanteen riviin. Koska B on todettu seitse-
maénnelld rivilld, voimme ekvivalenssin eliminointisdintda soveltaen todeta myos A.
Seuraavaksi voimme soveltaa implikaation tuontisidéntod. Rivilld kuusi tehdyn apuo-
letuksen avulla saimme péaiteltyd (C — A) todeksi. Lopuksi voimme ekvivalenssin

tuontisddntdd soveltaen todistaa esimerkin viitteen patevyys. On siis piitelty, ettd
(Ao B),(BAC)F (Ao C).

11



Esimerkki 3.2. Piittele (A — B) + (=B — —A)

1 (A—> B) premissi

2 ;B apuoletus

3 7A apuoletus

4 B 1, 3, —-Eliminointi
5 (B A =B) 2, 4, A-Tuonti

6 -A 3-5, =-Tuonti

7 (=B — —A) 2-6, —-Tuonti

Ottakaamme ensimmadisend apuoletukseksi toiselle riville —=B. Yritimme todistaa
kaavan —A todeksi tdlle samalle sarakkeelle, jotta voimme soveltaa implikaatioin
tuontisddntdd. Ottakaamme A apuoletukseksi kolmannelle riville. Koska A on totta,
voimme soveltaa implikaation eliminointisddntdd ensimmdiiseen ja kolmanteen riviin.
saamme siis todistettua B:n todeksi. Voimme huomata, etti molemmat B ja - B
ovat tosia. Nyt voimme viidennelld rivilld soveltaa konjunktion tuontisdéntod, minka
avulla saamme ristiriidan. Kuudennella rivilld kdytimme negaation tuontisdintoa.
Koska oletettaessamme A:n todeksi pdddyimme ristiriitaan, tdytyy —A olla totta.
Lopuksi seitseménnelld rivilla sovellamme implikaation tuontisd@ntod riveihin 2—
6. Ensimmadisessd apuoletus sarakkeessa olemme todenneet sekd —B:n etti —A:n
todeksi. On siis helppoa todeta implikaatio todeksi. Olemme siis todistaneet (A —

B) F (-B — —A).

Seuraava esimerkki on hieman monimutkaisempi. Teemme useamman apuole-
tuksen sekd kdytimme useampia sdintojd. Selkeyden vuoksi kiytiamme myos iteraa-
tiosddntod, jonka mukaan edelld mainittu kaava tai todeksi todettu kaava voidaan
kirjoittaa uudestaan [1, s. 73]. Merkitsemme siti kirjaimella R. Sddnto ei sindnsé ole

pakollinen, mutta se voi tehdi todistuksesta helpommin seurattavan.
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Esimerkki 3.3. Piittele (-AV B) + (A — B).

10

11

12

13

(=A V B)

—-A

A
-B
(AA=A)

_|_|B

(A — B)

A
B

(A— B)

(A—> B)

premissi
apuoletus
apuoletus
apuoletus

2, 3, A-Tuonti
4-5, =-Tuonti
6, =-Eliminointi

3-7, —-Tuonti

apuoletus
apuoletus

10, R

11-12, —-Tuonti

1-13, v-Eliminointi

Tassd esimerkissd pddsimme kidyttdmiin monia luonnollisen paittelyn sddnto-

ja. Ensin teemme kolme apuoletusta. Viidennelld rivilld sovellamme konjunktion

tuontisddntdd toiseen ja kolmanteen riviin. Kuudennella rivilld sovellamme negaa-

tion tuontisddntod riveihin neljd ja viisi. Nédin saamme lisédtty negaation edelliseen

apuoletuksen eteen. Seitseménnelld rivilld kdytdamme negaation eliminointisdantoa

ja saamme todettua todeksi B. Kahdeksannella rivilld sovellamme implikaation tuon-

tisddntod. Tahén tarvitsemme kaikkia rivejd kolmannesta seitseménteen. yhdeksin-

nelld rivilld teimme uuden apuoletuksen disjunktion eliminointisddnnon mukaan.

Otamme apuoletuksen kidyttoon myos rivilld 10. Rivilld 11 kirjoitamme edelld mai-

nitun ja todeksi todetun kaavan uudestaan. Kdytimme siis iteraatiosdidntod. Rivilla

12 saamme implikaation tuontisdiantod hyodyntden todettu (A — B). Lopuksi sovel-

tamalla disjunktion eliminointisdintdd voimme jokaisen rivin 1-12 nojalla todeta,
ettd (A V B) + (A — B).

13
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