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Téssd tutkielmassa késitellddn usean muuttujan funktion jatkuvuutta sekd joukon
yhtendisyyttd. Luvussa 2 tarkastellaan suppenemisen méaaritelméii sekd komponent-
tikohtaista suppenemista. Suppeneminen liittyy ldheisesti jatkuvuuteen, jota kisitel-
laédn luvussa 3.

Luvussa 3 laajennetaan analyysin kursseilta tuttua jatkuvuuden késitettd koske-
maan usean muuttujan funktiota. Ensimmadisessi pykildssi jatkuvuus miiritellddn
suppenemisen sekd € — d-ehdon avulla. Toisessa pykilédssi todistetaan funktion ole-
van jatkuva pisteessd u, jos ja vain jos sen jokainen komponenttifunktio on jatkuva
pisteessd u. Tatd ehtoa kutsutaan komponenttikohtaiseksi jatkuvuusehdoksi. Jatku-
vuuden perustuloksia tarkastellaan kolmannessa pykaldssa. Tutkielmassa todistetaan
summan, tulon ja osamééaran vaikutus funktion jatkuvuuteen, sekad milloin yhdistetty
funktio on jatkuva.

Luvussa 4 todistetaan avointa joukkoa koskeva lause, joka liittad funktion jatku-
vuuden joukon avoimuuteen. Seuraavassa pykildssd madritelldadn polkuyhtendisyys
seki todistetaan joukon R osajoukon olevan polkuyhtendinen, jos ja vain jos se on
vili. Lisdksi todistetaan, ettd jos joukon R" osajoukko on polkuyhtendinen osajouk-
ko ja f jatkuva funktio, niin my0s kuva f(A) on polkuyhtendinen ja siksi myos
vili. Tallaisella jatkuvalla funktiolla, jonka kuva on vili, on jatkuvien funktioiden
viliarvolauseen ominaisuudet.

Viimeisessd pykélissd yhtendinen joukko médritelldéin kahden avoimen joukon
avulla. Joukko A on yhteniinen, jos ei ole olemassa kahta avointa joukkoa, jotka
erottavat joukon A. Liséksi todistetaan joukon R osajoukon olevan yhtendinen, jos
ja vain jos se on vili, sekd osoitetaan yhtendiselld joukon R" osajoukolla olevan
jatkuvien funktioiden viliarvolauseen ominaisuudet. Pykiladssi todistetaan myos jo-

kaisen polkuyhtendisen joukon olevan yhtendinen, mutta huomataan, ettei jokainen



yhteniinen joukko ole polkuyhtenidinen.
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1 Johdanto

Luvussa 2 tarkastelemme suppenemisen mééritelmii sekd komponenttikohtaista sup-
penemista. Suppeneminen liittyy ldheisesti jatkuvuuteen, jota késittelemme luvussa
3.

Luvussa 3 laajennamme analyysin kursseilta tuttua jatkuvuuden késitettd koske-
maan usean muuttujan funktiota. Madrittelemme jatkuvuuden suppenemisen seka
€ — 0-ehdon avulla. Pykildssd 3.2 todistamme, ettd funktio on jatkuva pisteessi
u, jos ja vain jos sen jokainen komponenttifunktio on jatkuva pisteessd u. Tatd eh-
toa kutsumme komponenttikohtaiseksi jatkuvuusehdoksi. Jatkuvuuden perustuloksia
tarkastelemme pykaléssa 3.3. Todistamme summan, tulon ja osamééridn vaikutuksen
funktion jatkuvuuteen, sekd milloin yhdistetty funktio on jatkuva.

Todistamme avoimeen joukkoon liittyvin lauseen pykildssi 4.1, silld kdytamme
kyseistd lausetta apuna luvun 4 todistuksissa. Pykélidssi 4.2 méirittelemme polku-
yhtendisyyden seki todistamme, ettd joukko A on polkuyhtendinen, jos ja vain jos
se on vili. Lisdksi todistamme, ettd jos A on polkuyhtenéinen osajoukko ja f jatku-
va funktio, niin myos kuva f(A) on polkuyhteniinen ja siksi myds vili. Téllaisella
jatkuvalla funktiolla, jonka kuva on vili, on jatkuvien funktioiden viliarvolauseen
ominaisuudet.

Pykildssd 4.3 madrittelemme yhtendisen joukon sekd todistamme, etti joukko on
yhteniinen, jos ja vain jos se on vili. Lisdksi todistamme jokaisen polkuyhtendisen
joukon olevan yhtendinen, mutta huomaamme, ettei jokainen yhtendinen joukko ole
polkuyhtenéinen.

Lukijan oletamme hallitsevan analyysi A -kurssin sisdllot ja tuntevan yhden
muuttujan funktion jatkuvuuden midritelmén. Lisdksi oletamme lukijan tuntevan
joukko-opin laskusddnnot, kuten osittelulait ja liitdnndisyyden. Lahdekirjallisuutena
kidytamme padasiassa Fitzpatrickin kirjaa Advanced Calculus. Lisdksi kdytdmme
Kumarin teosta Advanced Calculus of Several Variables sekd Shurmanin kirjaa

Multivariable Calculus.



2 Suppeneminen

Tastd eteenpdin merkintd R” tarkoittaa tilannetta, jossan > 1. Merkitsemme funktiota
pienelld kirjaimella, jos sen maalijoukko on R, esimerkiksi f: R" — R. Kdytimme

isoa kirjainta tapauksessa R" — R™.

Mairitelmi 2.1. Olkoon {u;} € R” pisteiden jono ja u € R” piste. Jono {uy}
suppenee pisteeseen u, jos jokaista positiivista lukua € kohti on olemassa sellainen
indeksi K, etta

dist(ug,u) <€, Vk >K.

Tdma voidaan kirjoittaa myds muodossa

lim u; = u,
k—o0

jolloin u on jonon {uy } raja-arvo.

Mairitelmi 2.2. Pistejono {u;} C R”" suppenee komponenteittain pisteeseen u €

R", jos jokaisella 1 <7 < n on voimassa,
Jim pi(ue) = pi(w).

Lause 2.1. Olkoot jono {u;} C R" ja piste u € R". Tdten {u;} suppenee pisteeseen

u, jos ja vain jos {u;} suppenee komponenteittain pisteeseen .

Todistus. Ks. [1, s. 280]. O



3 Jatkuvuus

3.1 Maaritelmia

Tassd pykildssd midritaimme jatkuvuuden suppenemisen 3.1 sekd € — d-ehdon 3.2
avulla (vrt.[1, s. 290,294]). Lisidksi osoitamme, etti molemmat méiritelmét ovat

ekvivalentteja lauseessa 3.2.
Miiritelma 3.1 (Jatkuvuus). Olkoon A Cc R”.

1. Funktio F: A — R"™ on jatkuva pisteessdu € A, jos aina, kun jono {u;} C A

suppenee pisteeseen u, niin kuvajono {F (uy)} suppenee pisteeseen F(u).

2. Funktio F: A — R™ on jatkuva joukossa A, jos se on jatkuva jokaisessa

maédrittelyjoukkonsa pisteessa.

Lause 3.1. Olkoon A c R" jau € A. Olkoon funktio F: A — R jatkuva pisteessd

w. Tdlloin jonolle {u;} C A ptee,
jos klim dist(ug,u) =0, niin klim dist(F (ug), F(u)) =0.

Todistus. Seuraa suoraan jatkuvuuden méiritelmasta 3.1 ja suppenemisen maéritel-

masti 2.1. O

Mairitelma 3.2 (e — d-jatkuvuus). Olkoon A C R” ja funktio F: A — R™. Milla
tahansa u € A, funktio F on € — d-jatkuva pisteessd u, jos kaikilla positiivisilla

luvuilla € on olemassa sellainen 6 > 0, etti
josv e Ajadist(v,u) <, niin dist(F(v), F(u)) < €.

Funktio F on € — d-jatkuva joukossa A, jos se on € — d-jatkuva jokaisessa pisteessa

ucA.

Lause 3.2 (Mairitelmét 3.1 ja 3.2 ovat ekvivalentteja). Olkoon A C R" ja funktio
F: A — R™. Funktio F on jatkuva joukossa A, jos ja vain jos se on € — d-jatkuva

Jjoukossa A.

Todistus (vrt. [3, s. 276]). Oletamme, ettd F': A — R on jatkuva pisteessd u. To-

distaaksemme € — 6-jatkuvuuden, teemme vastavditteen: funktio ei ole € — 6-jatkuva



pisteessd u. Taten méadritelmédn 3.2 nojalla, on olemassa jokin luku ¢y > 0, jolle
€ — o-kriteeri ei ole voimassa. Siis kun € = ¢, niin ei ole olemassa sellaista 6 > 0,
jolle médritelma 3.2 pitdd paikkansa. Olkoon k luonnollinen luku. Téten funktio el
ole € — ¢-jatkuva, kun € = ¢g ja 6 = % Talloin mééritelmén 3.2 mukaan jokaisella

luonnollisella luvulla k& on olemassa piste u; € A siten, etti
1
dist(ug,u) < § = A mutta dist(F(ug), F(u)) > € = €.

Koska dist(ug,u) < 6, niin jono {uz} C A suppenee pisteeseen u. Koska funktio

F: A — R™ on jatkuva, niin {F' (u;)} suppenee pisteeseen F(u). Tdten
dist({F(ug)}, F(w)) < e

ja paddymme ristiriitaan. Funktio F on € — d-jatkuva joukossa A.

Todistamme viitteen vastakkaiseen suuntaan. Oletamme, ettd funktio F on € — §-
jatkuva pisteessé u ja osoitamme, ettd se toteuttaa midritelmén 3.1. Olkoon {u; } C A,
joka suppenee pisteeseen u. Olkoon € > 0. Silloin € — d-jatkuvuudesta pisteessi u ja

madritelmasta 3.2 seuraa, etti

3.1 jos dist(v,u) < 6, niin dist(F(v), F(u)) < €.

Lisdksi koska {uy } suppenee pisteeseen u, niin on olemassa sellainen K, ettd
(3.2) dist(ug,u) <8, Vk > K.

Merkitsemme u; = v. Titen kohdasta (3.2) seuraa, ettd dist(v,u) < ¢. Ja titen

kohdasta (3.1) seuraa, ettd dist(F(v), F'(u)) < €. Taten
dist(F(ug), F(u)) <e, Vk =K.

Siis madritelmin 2.1 nojalla {F(ug)} suppenee pisteeseen F(u) ja funktio F' on

jatkuva joukossa A. O

3.2 Komponenttikohtainen jatkuvuusehto

Miiéritelma 3.3. Funktion F: A — R™ yhdistettd i:nnen komponettikuvauksen
kanssa kutsutaan i:nneksi komponettifunktioksi F;: A — R, jossa A C R" ja indeksi
1 <i < n. Titen,

F(u) = (Fi(u),...,F,(un), YueA

ja funktio F': A — R"™ voidaan esittda sen komponenttifunktioiden avulla

F(u) = (Fi(n),...,F,(u): A —> R™,



Esimerkki 3.1. Miirittelemme funktion F(x,y,z) = (x?y,x + yz,y). Titen sen

komponenttifunktiot ovat Fy (x, v, z) = x%y, F>(x,y,2) =x + yzja F3(x,y,2) = y.

Lause 3.3. Komponenttikuvaus p;: R" — R on jatkuva jokaisella indeksilld i, missd

1<i<n

Todistus (vrt. [1, s. 290-291]). Olkoon u € R”. Oletamme, ettd jono {u;} C R”
suppenee kohti pistettd u. Koska {uy } suppenee pisteeseen u, niin lauseen 2.1 nojalla,
se suppenee komponenteittain pisteeseen u. Taten midritelmin 2.2 mukaan jokaisella
indeksilli 1 <i < n,

lim pi(ue) = pi(u).
Tidten komponenttikuvaus p;: R” — R on jatkuva pisteessad u. Liséksi, koska u on

mielivaltaisesti valittu piste, niin p; : R” — R on jatkuva jokaisessa méérittelyjoukon

pisteessi. Taten p;: R” — R on jatkuva. O

Lause 3.4 (Komponenttikohtainen jatkuvuusehto). Olkoot A C R" jau € A. Mdid-

rittelemme funktion
F(a)=(Fi(u),...,F,(u): A > R"™,

Téiten funktio F: A — R™ on jatkuva pisteessd u, jos ja vain jos sen jokainen

komponenttifunktio F;: A — R on jatkuva pisteessd u.

Todistus (vrt. [1, s. 294]). ”=" Olkoon F: A — R jatkuva pisteessd u € A. Titen

madritelmén 3.2 nojalla, kaikilla luvuilla € > 0 on olemassa sellainen ¢ > 0, ettad
dist(F(v), F(u)) <€, kun dist(v,u) <djave A.

Todistamme, ettd kun funktio F on jatkuva pisteessd u, niin myos komponenttifunktio
F; on jatkuva pisteessd u. Nyt kaikilla 1 <i < m,
|Fi(v) — Fi(u)|
= VIF(v) - Fi(w)]?
< VFI(V) = Fr()? + -+ (F(v) = F(W)2 4+ (Fn (V) = F ()

= [[Fi1(v) = Fi(u),..., Fi(v) — Fi(u), ..., F(v) = F(u)|
= dist(F(v), F(u)) < €.

Siis jokainen komponenttifunktio F;: A — R on jatkuva pisteessd u, kun F: A —

R™ on jatkuva pisteessd u.



”<" Olkoon jokainen komponenttifunktio F;: A — R jatkuva pisteessid u. To-
distamme, ettd funktio F on jatkuva pisteessd u, kun F; on jatkuva pisteessd u.

Mairitelmén 3.2 nojalla on olemassa sellainen 6 > 0, ettd kaikilla 1 < i < m,

€

|Fi(v) — Fi(w)] < N

kun [|[v —u|| < é.
Nyt

IF(v) — F(u)|
=[[Fi1(v) = Fi(u),...,Fi(v) - Fi(u),..., Fu(v) = Fp(u)|
= V(F1(v) = Fi(w)2 + - + (F;(v) = Fi (W) + -+ (Fp(v) = Fp(w))?
Vil L
e ]? €2
T

€.

2
+ -4

2
+ -4

€

al

Tidten F: A — R on jatkuva pisteessi u, kun jokainen komponenttifunktio F;: A —

R on jatkuva pisteessd u. O

3.3 Perustuloksia

Tassd pykdldssd todistamme jatkuvuuteen liittyvid perustuloksia, kuten jatkuvien

funktioiden summan ja tulon jatkuvuuden.

Lause 3.5. Olkoon A c R" ja u € A. Oletamme, ettd funktiot h: A — R ja
g: A — R ovat jatkuvia pisteessd . Tdlloin milld tahansa reaaliluvuilla a ja S,
funktio

ah+pg: A—-R

on jatkuva pisteessd . Liscksi tulo
h-g:A—->R
ja osamddrd

h
—:A—> R, josg(v)#0kaikillav e A,
8

ovat jatkuvavia pisteessd u.
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Todistus (vrt. [1, s. 291-292]). Olkoon funktiot 1: A — R ja g: A — R jatkuvia
pisteessid u. Oletetaan, ettd jono {ug } suppenee pisteeseen u. Taten mairitelmén 2.1
nojalla

lim u; = u.
k—o0

Jatkuvuudesta seuraa, ettd jonot {h(ux)} ja {g(ux)} suppenevat pisteisiin /(u) ja
g(u). Nyt analyysi A -kurssilta tuttujen suppenevien lukujonojen ominaisuuksista
seuraa, ettd jatkuvien reaalifunktioiden summa, tulo sekd osamddrd ovat jatkuvia

pisteessa u. O

Esimerkki 3.2. Tutkimme funktion f: R" — R jatkuvuutta, kun

f(x,y,2) =2x —yz%,  (x,y,2) € A.

Lauseen 3.5 perusteella jatkuvien funktioiden summa- ja tulofunktiot ovat jatkuvia.
Titen f(x,y,z) = 2x — yz” on jatkuva, silld funktiot 2x, —y seki z> ovat jatkuvia

jokaisessa pisteessd (x, y, z) € A.

Seuraus 3.1. Olkoon A C R" jau € A. Oletamme, ettd funktiot H: A — R ja
G: A — R"™ ovat molemmat jatkuvia pisteessd . Tdlloin kaikilla reaaliluvuilla «
ja B funktio

aH+pBG: A — R"

on jatkuva pisteessd u.

Todistus (vrt. [1, s. 294]). Oletamme, ettd funktiot H: A — R"jaG: A — R ovat
molemmat jatkuvia pisteessd u. Olkoon A C R”". Madritelmin 3.3 nojalla, voimme
jakaa funktiot komponenttifunktioihin H;: A — RjaG;: A — R. Koskalauseen 3.4
mukaan, pisteessi u jatkuvan funktion komponenttifunktiot ovat jatkuvia pisteessi u,
niin voimme kisitelld jokaista komponenttifunktiota erikseen. Mairittamalld indeksi

ivilille 1 < i < n saamme summafunktion
aH; +BG;: A = R,

joka lauseen 3.5 nojalla on jatkuva pisteessd u kaikilla reaaliluvuilla o ja 8, seka

kaikilla indeksin 7 arvoilla. Téten lauseen 3.4 nojalla myos summafunktio
aH+pBG: A — R"

on jatkuva pisteessi u, silld jokainen sen komponenttifunktioiden summa
aH; + G;: A - R,

on jatkuva pisteessa u. O

11



Lause 3.6. Olkoon A c R" jau € A. Oletamme, ettd funktio G: A — R™ on jatkuva
pisteessi u. Olkoon B c R™ ja G(A) C B. Oletamme, ettdi funktio H: B — R* on
Jatkuva pisteessd G (u). Tdalloin yhdistetty funktio

HoG: A— RF
on jatkuva pisteessd u.

Todistus (vrt. [1, s. 292]). Olkoon {u;} C A, joka suppenee pisteeseen u. Koska
funktio G: A — R™ on jatkuva pisteessd u, niin méaritelmén 3.1 nojalla {G (uy)} C
B suppenee kohti pistetti G(u). Funktion H: B — R jatkuvuudesta pisteessi
G (u) seuraa, ettd jono {H(G (uy))} suppenee kohti pistettd {H (G (u)}. Téiten jono
{(H o G)(ug)} suppenee pisteeseen (H o G)(u) ja yhdistetty funktio on jatkuva

pisteessd u. O
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4 Joukon yhtenaisyys

4.1 Avoin joukko

Téssd pykdldssa esitimme avointa joukkoa koskevia lauseita. Avoimen joukon kasite

on keskeisessd osassa pykilissd 4.3.

Mairitelmi 4.1. Olkoon A c R”. Pistettd u € R” kutsutaan joukon A sisdpisteeksi,

jos on olemassa sellainen avoin pallo B, ettiu € B C A.

Mairitelmi 4.2. Osajoukko A ¢ R” on avoin, kun jokainen u € A on joukon A

sisdpiste.
Lause 4.1. Jokainen avoin pallo joukossa R" on avoin joukossa R".
Todistus. Ks. [1,s. 284]. O

Lause 4.2. Olkoot A C R" avoin osajoukko ja funktio F: A — R™. Siten seuraavat

vditteet ovat ekvivalentteja:
1. Funktio F: A — R™ on jatkuva.
2. F~Y(V) c R" on avoin osajoukko aina, kun V.c R™ on avoin osajoukko.

Todistus (vrt. [1, s. 295-296]). Oletamme, ettd funktio F: A — R on jatkuva.
Olkoon V c R avoin osajoukko. Todistamme, ettd F -1 (V) on avoin, toisin sanoen,
etti jokainen piste joukossa F~! (V) on sisipiste. Olkoon u € F~! (V). Titen F(u) €
V ja V on avoin joukossa R, joten on olemassa jokin positiivinen luku € siten, etti
Be(F(u)) € V. Olkoon v € A. Koska funktio F': A — R on jatkuva pisteessi u,

niin midritelmén 3.2 nojalla voimme valita luvun 6 > O siten, ettd
4.1) dist(F(v), F(u)) <€, jos dist(v,u) < 4.

Oletuksemme mukaan joukko A on avoin joukossa R". Titen voimme valita positii-

visen luvun r < § siten, ettd B,(u) C A. Ehdosta (4.1) seuraa, ettd
F(B,(u)) C Be(F(u)) CV.

Titen B,(u) C F~1(V) ja magritelmin 4.1 nojalla u on joukon F~!(V) sisipiste.
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Todistaaksemme Vviitteen toiseen suuntaa oletamme, ettd F~' (V) ¢ R” on avoin
osajoukko aina, kun V c R on avoin osajoukko. Olkootu € A jae > 0. Osoitamme,
ettd funktio F': A — R on jatkuva pisteessd u. Lauseen 4.1 nojalla, avoimet pallot
ovat joukon R™ avoimia osajoukkoja. Tdten B.(F(u)) on avoin joukossa R”. Nyt
viitteestd 2 seuraa, ettd F~!(B.(F(u))) on avoin joukossa R". Koska u on joukon

F~1(B.(F(u)) sisipiste, voimme valita positiivisen luvun ¢ siten, etti
Bs(u) € F~'(Be(F(w)).

Tama tarkoittaa, ettd F'(Bs(u)) C Be(F(u)). Taten funktio F: A — R™ tiyttdd € — o

-ehdon ja on jatkuva pisteessé u. O

Seuraus 4.1. Olkoon funktio F: R" — R jatkuva ja c reaaliluku. Tiiten jokainen
Joukko
{ueR"| f(u)y<c} ja {ueR"| f(u)>c}

on avoin joukossa R" sekd
{ueR"| f(u)y<c} ja {ueR"|f(u)=>c}
on suljettu joukossa R".

Todistus. Ks. [1, s. 296]. O

4.2 Polkuyhteniisyys

Mairitelmi 4.3. Osajoukko A ¢ R” on konveksi joukko edellyttden, ettd jos u, v €

A, niin segmentti {tu+ (1 —7)v|0<t <1} C A.

Mairitelma 4.4. Olkoot a € R ja b € R, sekd a < b. Jatkuvaa usean muut-
tujan funktiota y: [a,b] — R” kutsutaan parametrisoiduksi poluksi. Kuvauksen
v: [a,b] — R”" ldht6joukkoa kutsutaan parametriseksi avaruudeksi ja sen kuvaa

poluksi.
Mairitelmi 4.5. Olkoon A C R" ja pisteetu, v € A.

1. Polulla, joka yhdistéa pisteet u ja v joukossa A, tarkoitetaan parametrisen polun
kuvausta y: [a,b] — R”", missd y(a) = u ja y(b) = v siten, ettd kuvauksen

v: [a, b] — R" kuva sisiltyy joukkoon A.

2. Osajoukko A € R”" on polkuyhtendiinen edellyttden, ettd jokainen pistepari

(u, v) voidaan yhdistii polulla joukon A sisilla.
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Lause 4.3. Osajoukko A C R on polkuyhtendiinen, jos ja vain jos se on vdli.

Todistus (vrt. [1, s. 307]). Oletamme, ettd A on vili. Olkoot pisteetu, v € A. Voimme
olettaa, ettd u < v. Koska A on vili, niin suljettu véli [u,v] C A. Titen voimme
madritelld vdlin [u, v] olevan parametrinen avaruus ja madritelld y(z) = ¢ |u <t <v
toteuttavan polun joukossa A ja yhdistdavidn pisteet u ja v. Taten méadritelmén 4.5
nojalla, A on polkuyhtenidinen.

Todistaaksemme kéédnteisen viitteen oletamme, ettd A C R on polkuyhtenédinen
osajoukko. Todistaaksemme, ettd A on vili, valitsemme kaksi pistettd u ja v joukosta
A, joillau < v.Meidin taytyy osoittaa, ettd suljettu vili [u, v] on joukon A osajoukko.
Koska A on polkuyhtendinen, on olemassa parametrisoitu polku y: [a,b] — A,
jossa y(a) = u jay(b) = v. Nyt viliarvolauseen nojalla [y(a),y(b)] C y([a, b]),

joten [u,v] C A. O
Seuraus 4.2. Konveksi osajoukko A C R" on polkuyhtendiinen.

Todistus (vrt. [2, s. 111]). Oletamme, ettd u, v € A. Titen méiritelmén 4.3 mukaan
segmentti y(¢) = {rau+ (1 —-¢)v | 0 <t < 1} c A. Liséksi, koska y(1) = u ja
v(0) = v, niin jokainen pistepari u, v € A voidaan yhdistéda polulla joukon A sisalla.

Téten maaritelmén 4.5 nojalla, konveksi osajoukko on polkuyhtendinen. O

Lause 4.4. Olkoon A C R" ja oletamme, ettd funktio F: A — R™ on jatkuva. Jos A

on polkuyhtendinen, niin myos sen kuva F(A) on polkuyhtendiinen.

Todistus (vrt. [1, s. 308]). Olkoot u ja v kuvan F(A) pisteitd. Meidin tiytyy 10ytdd
polku kuvassa F(A), mikd yhdistda pisteet u ja v. Valitsemme pisteet X,y € A siten,
ettd F(x) = u ja F(y) = v. Koska oletuksemme mukaan maédirittelyjoukko A on
polkuyhtendinen, on olemassa parametrinen polku y: [a, b] — R", missd y(a) = X
jay(b) =y sekd y([a,b]) C A. Koska lauseen 3.6 mukaan, jatkuvien funktioiden
yhdiste on jatkuva, niin yhdistetty funktio F o y: [a,b] — R™ on kuvan F(A)

parametrinen polku, joka yhdistaa pisteet u ja v. O

Lause 4.5. Olkoon A C R" polkuyhtendiinen osajoukko, ja oletamme, ettdi funktio

f: A — R on jatkuva. Tilloin sen kuva f(A) on vdli.

Todistus (vrt. [1, s. 309]). Koska A on polkuyhtendinen ja funktio f: A — R on
jatkuva, niin lauseen 4.4 nojalla sen kuva f(A) on polkuyhtendinen. Téten lauseesta

4.3 seuraa, ettd f(A) on vili. O

Miiritelmi 4.6. Osajoukolla A ¢ R" on jatkuvan funktion viliarvolauseen omi-

naisuudet, jos jokaisella jatkuvalla funktiolla f: A — R on vili sen kuvana.
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4.3 Yhtenaisyys

Miiritelmi 4.7. Olkoon A ¢ R". Kaksi avointa osajoukkoa U ¢ R" jaV c R"
erottavat joukon A edellyttden, ettd kaksi leikkausta A N U ja A NV ovat epityhjid,

ne ovat erillisid sekd niiden yhdiste on yhtdsuuri kuin A. Siis
ANU+#0, ANV =£0
ja
ANU)NANV)=0, (ANU)U(ANYV)=A.
Mairitelmi 4.8. Osajoukko A C R" on yhtendinen edellyttien, ettd ei ole olemassa

kahta avointa osajoukkoa U,V C R", jotka erottavat joukon A. Osajoukko A on

epdyhtendinen, jos se ei ole yhtendinen.

Esimerkki 4.1. Olkoot A =R\ {2},U = (-,2) c RjaV = (2,00) c R. Nyt A ei

ole yhtendinen joukko, silld
ANU=(-00,2[#0, ANV =]2,00) 0

ja
(ANU)N(ANV)=0, (AnU)U(ANV)=R\ {2} = A.

Téaten madaritelmin 4.7 nojalla osajoukot U ja V erottavat joukon A.
Lause 4.6. Joukko A C R on yhtendinen, jos ja vain jos se on vdli.

Todistus (vrt. [2, s. 108—109]). Olkoon A yhtendinen joukko. Teemme vastaoletuk-
sen, A ei ole vili. Taten on olemassa u,v € A siten ettd, u < v ja [u,v] ¢ A. Siis
on olemassa jokin w € [u,v], joka ei kuulu joukkoon A. Médrittelemme avoimet
osajoukot U = (—co,w) ja V = (w, 00). Téten yhtendisen joukon mééritelmésta 4.7
ndemme, ettd osajoukot U ja V erottavat joukon A. Paddymme ristiriitaan ja joukko
A on vili.

Todistaaksemme kadnteisen vditteen oletamme, etta A on vili, mutta se ei ole
yhtendinen. Olkoot U ja V avoimia osajoukkoja, jotka erottavat joukon A. Téten
méidritelmédn 4.7 nojalla ANU # 0, AnV £ 0, AnU)N(ANV) =20 ja
(ANU)U(ANV) =A.0lkootw e AnNUjaze ANV seki w < z. Olkoot
U=UNAnN|[w,z]jaVo =V NAnN [w,z]. Titen joukot Uy ja Vj ovat epityhjid,
mutta Uy # Vp, silliw e Ujaz e V.
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Koska Uy on rajoitettu, voimme méérittdd arvon ¢ = sup{x | x € Up} < oo.
Koskaz € Vjaw < z, voimme valitad > Ositen, ettd (z—9, z) C V. Koskad < z—w,
niin w < z—¢. Titen valisemalla suurimman arvon §, saamme w < ¢ < z — 9. Taten
seurauksen 4.1 nojalla joukon V avoimuudesta seuraa, etti ¢ ¢ V sekd joukon U
avoimuudesta, ettd ¢ voi olla joukon Uy yldraja vain, jos ¢ ¢ U. Koskac ¢ UNV,

niinc ¢ (ANU)U(ANV) = A. Siis A ei ole vili ja titen paddymme ristiriitaan. O

Lause 4.7. Osajoukko A C R" on yhtendinen, jos ja vain jos silld on jatkuvien

Jfunktioiden viliarvolauseen ominaisuudet.

Todistus (vrt. [1,s. 310-311]). Oletamme, etti A C R”" on yhtendinen. Olkoon
f: A — R jatkuva. Oletamme, ettei kuva f(A) ole vili. Tdten on olemassa pis-

teet u, v € A sekd reaaliluku c siten, etti

f(u) <c< f(v), muttac ¢ f(A).

Miirittelemme A; = f~'(—c0,¢) ja Ay = f~'(c, ). Nyt A| ja A, ovat epityhji,
erillisid sekd Aj U Ay = A. Merkitsemme ANU = Ay ja ANV = A, kuten ldhteessa
[1,s.311]. Nyt médritelmén 4.7 nojalla, osajoukot U ja V erottavat joukon A ja titen
paddymme ristiriitaan ja kuvan f(A) tdytyy olla vili. Nyt madritelmaisti 4.6 seuraa,
ettd osajoukolla A on viliarvolauseen ominaisuudet.

Todistamme viitteen toiseen suuntaan. Olkoon osajoukolla A on jatkuvien funk-
tioiden viliarvolauseen ominaisuudet. Talloin jokaisella jatkuvalla funktiolla on vili
sen kuvana. Oletamme, ettd A ei ole yhtendinen. Tédten on olemassa kaksi avointa
osajoukkoa U,V c R", jotka erottavat joukon A. Méairittelemme funtion f: A - R
siten, etta

0, josueUNA
f(u) =
I, josueVnNA.

Koska funktio f: A — R saa vain arvot 0 ja 1, ei silld voi olla viliarvolauseen
ominaisuuksia. Toisaalta funktio on jatkuva [1, s. 311]. Tdten pdddymme ristiriitaan

ja A on yhtendinen. O
Seuraus 4.3. Jokainen polkuyhtendinen osajoukko A C R" on yhtendinen.

Todistus (vrt. [1,s. 311]). Olkoon A C R" polkuyhtendinen. Nyt lauseesta 4.5 seu-
raa, ettd sen kuva F(A) on vili. Taten mééritelméan 4.6 mukaan osajoukolla A on
viliarvolauseen ominaisuudet. Tistd seuraa, ettd lauseen 4.7 nojalla polkuyhtendinen

osajoukko A € R” on yhtendinen. O
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Huomautus. Jokainen yhtendinen osajoukko A ¢ R” ei ole polkuyhtendinen.

Téllainen yhtendinen, muttei polkuyhtendinen osajoukko on esimerkiksi topolo-

gin sinikdyrd.

Esimerkki 4.2 (vrt. [4]). Miirittelemme polkuyhteniiset joukot K = { (x,y) € R? |
x=0,-1<y<1}jaG={(x,y) e R>|0<x <1, y=sin(1/x)}. Lisiksi
miirittelemme A = K U G ja sulkeuma G = A. Todistamme, etti A on yhteniinen,
mutta se ei ole polkuyhtendinen.

Ensimmiiseksi todistamme, ettii jos G on yhteniinen, niin sulkeuma G on yhte-
niinen. Teemme vastaoletuksen, G on yhteniinen, mutta sen sulkeuma G on epiyhte-
ndinen. Oletamme, ettd G # (). Talloin médritelmin 4.7 nojalla on olemassa avoimet
joukot U,V # 0,joille UNV = 0 jaUUV = G. Siis joukot U, V erottavat joukon G. Ol-
koot Uy = UNG jaVy = VNG. Téten joukot Uy ja Vj ovat avoimia joukossa G . Nyt lii-
tanndisyydestd seuraa, ettd UpNVy = (UNG)N(VNG) = (UNV)N(GNG) =0NG =
(. Lisdksi osittelulain nojalla UgUVy = (UNG)U(VNG) = GU(UNV) = GUD = G.
Tidten médritelmén 4.7 nojalla joukot Uy ja Vj erottavat joukon G.

Mutta G on yhtendinen, joten piddymme ristiriitaan ellei toinen joukoista U tai
Vj ole tyhji. Valitsemme Uy = G ja V = 0. Nyt komplementti U = A\U = G\ U =
U UV \ U =V, joka on avoin osajoukko. Titen U c G on suljettu, silli U = G N C,
jollain suljetulla osajoukolla C. Titen G = Uy = UNG Cc U = GNC C C.
Lisiksi G C C, jolloin G € C = C, silli C on suljettu. Nyt U = CNG =G ja
V=G \U=G\G = 0. Piddymme ristiriitaan ja A on yhteniinen.

Seuraavaksi todistamme viitteen A ei ole polkuyhtenédinen. Teemme vastaoletuk-
sen: on olemassa polku y: [0, 1] — A, jossa y(0) € G jay(1) = (0,1). Koska y
on jatkuva pisteessid ¢ = 1, niin mééritelmén 3.2 nojalla, kun € = 1/2, on olemassa
sellainen 6 > 0, ettd jos |[f — 1| < &, niin |y(f) — (0,1)] < 1/2. Nyt 1 -6 <t < 1.
Merkitsemme y(1 — 6§) = (xg, yo) ja oletamme xo > 0. Talloin y (1) = (y,(t), y2(¢))
on jatkuva, joten lauseen 3.4 nojalla vy (¢) on jatkuva vililld [1 — ¢, 1]. Taten kaikilla
xp vélilla y; (1) = 0jay,(1 =) = xg, on olemassa jokin sellainen ¢t € [1 -6, 1], ettd
v1(t) = x1. Talloin y(7) = (x1,sin(1/x1)). Olkoon x| = m € [0, xp], jos N on

riittdvin suuri. Talloin y (¢) = (x1,sin(22N - 7)) = (x1,-1) = (m, —1), mutta

0 - 0,01 = || 5 —5.1) - ©0.1)
2
1
“[lzw=5)
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Paadymme ristiriitaan ja titen A ei ole polkuyhtenéinen.

Lause 4.8. Olkoon A c R" yhtendinen joukko. Jos F: A — R™ on jatkuva, niin

F(A) on yhtendiinen.

Todistus (vrt. [2,s. 110-111]). Oletamme, ettd F'(A) on epayhtendinen. Téaten maa-
ritelmistd 4.7 seuraa, ettd on olemassa jotkin avoimet joukot U,V C R™, jotka erot-
tavat joukon F'(A). Siis F(A)NU # 0, F(A)NV # 0, (F(A)nU)N(F(A)NV) =0
ja(F(A)NU)U (F(A)NV)=F(A).

Koska A ¢ R" on yhtendinen, niin U ja V ovat avoimia joukkoja, jotka eivit erota
joukkoa A. Lisiksi F on jatkuva, jolloin lauseen 4.2 nojalla F~'(U) ja F~'(V) ovat
avoimia osajoukkoja aina, kun U ja V ovat avoimia osajoukkoja. Siis on olemassa
jotkin Up, Vo € R”, siten etti F~'(U) = Uy N A ja F~1(V) = Vo N A. Tehdiin

vastaoletus, ettd joukot Uy ja V|, erottavat joukon A.

1. Oletamme, etti u € F~L(U) n F~(V). Titen u € F~1(U) jau € F~1(V).
Siis F(u) € U sekd F(u) € V, josta seuraa, ettd F(u) € UNV, F(u) €
UNF(A)jaF(u) e VN F(A).Siis (UNF(A) N ((VNF(A)) # 0. Koska
vastaoletuksen mukaan (U N F(A)) N (VN F(A)) = 0, pdddymme ristiriitaan
ja F-Y(U) n F~(V) = 0. Ndin ollen (Up N A) n (Vo N A) = 0.

2. Olkoonu € A. Titen F(u) € F(A). Koska (F(A)NU)U(F(A)NV) =F(A),
niin F(u) € F(A)NU tai F(u) € F(A) NV. Siis F(u) € U tai F(u) € V.
Tiésti seuraa, ettiu € F~1(U) taiu € F~1(V). Titenu € F-(U) U F (V) =
(Upn A) U (Vyn A). Koska u € A on mielivaltaisesti valittu piste, niin
(UpnA)U (VhnA) = A.

3. Koska U N F(A) # 0, niin F~'(U) # 0, ja siten Uy N A # (. Vastaavasti
saamme, ettd Vo N A # 0.

Kohdista 1, 2 ja 3 seuraa, ettd (UpNA) N (VopNA)=0,UynNnA)U(VonA)=A,
UynNnA # 0 sekd Vo n A # (. Taten méadritelmin 4.7 nojalla joukot Uy ja Vj
erottavat joukon A ja vastaoletuksemme pitee. Piddymme ristiriitaan ja alkuperdiden
oletuksemme siitéd, ettd F(A) on epdyhtendinen tdytyy olla vdirin. Téaten F(A) on

yhtenéinen. O
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