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Nantes, 2006. <tel-00481256>

HAL Id: tel-00481256

https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00481256

Submitted on 6 May 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
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MÉMOIRE
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❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♠❡♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❞é✲
❜✉t ✷✵✵✷ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❏✬❛✐ ❝❤♦✐s✐✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♥❡ ❞é❝r✐r❡ q✉❡ s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝♦♥♥❡①❡s q✉❡
❥❡ ♠è♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦✐♥s s♦✉t❡♥✉❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❆♥♥❡①❡s ❆ ❡t ❆✮✳

▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡t ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✬♦r❣❛♥✐s❡♥t
s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❛①❡s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛①❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❀ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛①❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ♥é❝❡ss✐t❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t✱ ❞❛♥s
✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❧✉s tr❛♥s♣❛r❡♥t ♣♦✉r
❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡✱ ❥❡ ❧✬❛✐ ♣♦♥❝t✉é ❞❡ ❞❡✈✐s❡s ❙❤❛❞♦❦s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ✈✐❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉r✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛
❞❡✈✐s❡ ❝✐✲❛♣rès ✿

❏❛❝q✉❡s ❘♦✉①❡❧✱ ▲❡s ❙❤❛❞♦❦s✳

❊❧❧❡ ✈✐❡♥t r❛♣♣❡❧❡r✱ ❞❛♥s ♠♦♥ ❝❛s✱ ❧❛ très ❢♦rt❡ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ q✉❡ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉①
❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ▼✐❝❤❡❧ ●r❛❜✐s❝❤✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ❡t ❏❡❛♥✲▲✉❝ ▼❛r✐❝❤❛❧✳

✶
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◆♦t❡③ q✉✬❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ rè❣❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞r♦✐ts ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❥✬❛✐ ❛❞r❡ssé ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡
❡♥ ❝❡ s❡♥s ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ é❞✐t❡✉r ❞❡s ❙❤❛❞♦❦s ♠❛✐s ♠❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡st r❡sté❡ s❛♥s ré♣♦♥s❡✳

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❘✉❞✐♥ ✶✾✼✺✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❜✐❡♥ q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t très ❝♦♠♠♦❞❡✱ ♥✬❡st
♣❛s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ q✉❛♥t✐té à ♠♦❞é❧✐s❡r ♥✬❡st ♣❛s
❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❛r ❡ss❡♥❝❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ❛ été ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ ✭❉❡♠♣st❡r ✶✾✻✼✱ ❙❤❛❢❡r ✶✾✼✻✱ ❙♠❡ts ✫ ❑❡♥♥❡s ✶✾✾✹✱ ❑❧✐r ✫ ❨✉❛♥ ✶✾✾✺✮✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✭❉✉❜♦✐s ✫ Pr❛❞❡ ✶✾✽✽✮✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ✭❈✉r✐❡❧ ✶✾✾✼✱ P❡❧❡❣ ✫
❙✉❞❤ö❧t❡r ✷✵✵✸✮ ♦✉ ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s
✭●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s t❤é♦r✐❡s s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s ❡t ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✱ ♥♦téN ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✭●r❛❜✐s❝❤
✷✵✵✺❛✮ ✿

✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✿ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ N ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥t❡r♣ré✲
tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s s❡r✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à ♠♦❞é❧✐s❡r
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ✈ér✐t❛❜❧❡ ét❛t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡ ❀

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦✉ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞✲
❞✐t✐✈❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛♣❛❝✐tés ✭❈❤♦q✉❡t ✶✾✺✸✮ ♦✉ ♠❡s✉r❡s ✢♦✉❡s ✭❙✉❣❡♥♦ ✶✾✼✹✮✱
s❡r✈❡♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♦✉ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❝♦♠♠❡
❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r
❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❀

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ✿ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳
❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❤✉❜✐❦ ✶✾✺✹✱ ❇❛♥③❤❛❢ ✶✾✻✺✮ ❀ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ N s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❞❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s s❡r✈❛♥t à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡✉r ♣♦✉✈♦✐r ❀

✕ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉rs✱ ❞✬❛❣❡♥ts✱ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ❡t❝ ✿ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ N s♦♥t ❛❧♦rs
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ❥❡✉①✱ s❡r✈❡♥t
à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡✉r ❣❛✐♥ ✭s♦✉✈❡♥t ♠♦♥ét❛✐r❡✮ ❀ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✐❝✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①
❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳

❱❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡t ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝✐té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ ♠✐s ❡♥
❛✈❛♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✬❡❧❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❡t ❞❡ ❧❡s ét❡♥❞r❡ à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❉❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s
ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❞❡✉① ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✺✸✮✱ ✐♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✭✶✾✺✸✮✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✶✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✐❣♥✐st✐q✉❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭❙♠❡ts ✫
❑❡♥♥❡s ✶✾✾✹✱ ❙♠❡ts ✷✵✵✺✮✱ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à
❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❤✉❜✐❦ ✭✶✾✺✹✮ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
✈♦t❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ s✉r N ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡ N ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✵✮✳
❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③ ✭✶✾✽✸✮✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦②❡♥
❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ à ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r s✉r ❞❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✮✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡
❧❛ ré❛❧✐té✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s s✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✈✉❡ ❡♥r✐❝❤✐❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉ s✉r ✉♥❡
❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥✈❡①❡ ✭❇✐❧❜❛♦ ✶✾✾✽✮✱ ❞❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ✭❇✐❧❜❛♦ ✷✵✵✵✮ ❡t ❞❡ ❥❡✉ ✢♦✉ ✭❆✉❜✐♥ ✶✾✽✶✮✳
❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈♦t❡ t❡r♥❛✐r❡ ✭❋❡❧s❡♥t❤❛❧ ✫ ▼❛❝❤♦✈❡r ✶✾✾✼✮ ❡st ✈❡♥✉❡
❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❡①✐st❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛❜st❡♥t✐♦♥♥✐s♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❧❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t
✈❡♥✉❡s ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜✐♣♦✲
❧❛✐r❡s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❛✮✳ ❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❛✮✳

▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❞é✲
q✉❛t❡s ❞❡s ♦✉t✐❧s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① q✉❡ s♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❯♥ ✐♥❞✐❝❡
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛❞❛♣té ❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ✈♦t❡ t❡r♥❛✐r❡s ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été ❞é✜♥✐ ♣❛r ❋❡❧s❡♥t❤❛❧ ✫ ▼❛❝❤♦✲
✈❡r ✭✶✾✾✼✮✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❜✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❛ été
s✉❣❣éré❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮✳ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✻❜✮ ♦♥t ♦❜t❡♥✉
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳

❈♦♥t❡♥✉ ❡t ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t à ❝❡rt❛✐♥❡s
❞❡ ❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t
❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡
❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❝✐tés
❝✐✲❞❡ss✉s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r

✶▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t s❡r❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❞✉❡ à ❱✐t❛❧✐ ✭✶✾✷✺✮ ❡t ❛✉r❛✐t été ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
r❡❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❈❤♦q✉❡t ✭✶✾✺✸✮✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏✐♥té❣r❛❧❡✑ ❢❛✐t ❞é❜❛t ❝❤❡③ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✳

✹



❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és
s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②✱ ❜✐❡♥ q✉✬ét❛♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ r❡♥❞r❡
❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s
✐♥❞✐❝❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙♦♥❡❞❛ ✶✾✾✸✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❜✮ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ✭▼❛r✐❝❤❛❧
✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✵❛✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮✳ ❈❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ét❡♥❞✉s ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés
❞❛♥s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❛✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❝✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡
✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❜✮ ❡t s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ✭▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻✮ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❧❡
r✐sq✉❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ✶✾✽✾✱ ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✶✾✾✷✱ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ✶✾✾✹✱ ◆❛r✉❦❛✇❛ ✫
▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✹✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✢❡①✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❛✐❞❡
♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✺❛✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❛✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✮✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❜✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❡②❡r
✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ●◆❯ ❘ ✭❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡ ❚❡❛♠ ✷✵✵✺✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés✳

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻



✶

❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

❏❛❝q✉❡s ❘♦✉①❡❧✱ ▲❡s ❙❤❛❞♦❦s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❥❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✹ ❏❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ k✲❛❞❞✐t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✻ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✶✸

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✸✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

✶✳✸✳✹ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸✳✺ Pr❡♠✐èr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✶ ❏❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✹✳✷ ▲✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡❧❧✐s (Q(N),⊆) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✹✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s s✉r (Q(N),⊆) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹✳✹ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❞✐t✐✈❡s ♣❛r ❡ss❡♥❝❡✳ ▲❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ss✐ ❞✐✈❡rs
q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①
❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té✱ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❥❡✉ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é✈♦❧✉❡ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❡t✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥
t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉
❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❞❡s
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

✶✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❥❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❣r❛✈✐t❛♥t
❛✉t♦✉r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳

✶✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ N := {1, . . . , n} ❞♦♥t ❧❡s é❧é✲
♠❡♥ts✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ r❡♣rés❡♥t❡r♦♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s✱ ❞❡s ❥♦✉❡✉rs✱ ❞❡s ✈♦t❛♥ts✱
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ ❡t❝✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ N s❡r❛ ♥♦té P(N)✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ N s❡r❛ ♥♦té (1S , 0N\S)✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ {0, 1}n ❞♦♥t ❧❛ i✲è♠❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ✈❛✉t ✶ s✐ i ∈ S✱ 0 s✐♥♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① 2n s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ [0, 1]n✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s tr♦♣ ❧♦✉r❞❡s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❝❡❧❧❡s ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✶✾✾✾✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❛❝❝♦❧❛❞❡s
♣♦✉r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❡ N ✱ ♣✳ ❡①✳✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t i✱ N \ i ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {i}✱ N \ {i}✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡s
♣❛✐r❡s✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ij ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ {i, j}✱ ❡t❝✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s S✱ T ✱✳ ✳ ✳✱ ❞❡
N s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ♥♦té ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ ♠✐♥✉s❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✱ t✱✳ ✳ ✳

✽



✶✳✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❥❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés

✶✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

❙♦✐t µ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r P(N) à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ ❡st ❞✐t❡
✕ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s A,B t❡❧s q✉❡ A ⊆ B✱ µ(A) ≤ µ(B) ❀
✕ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s A,B ❞✐s❥♦✐♥ts✱ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) ❀
✕ ❝❛r❞✐♥❛❧❡ ♦✉ s②♠étr✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N ✱ µ(T ) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ T ✳
■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs n+1 ré❡❧s µ0, µ1, . . . , µn t❡❧s q✉❡ µ(T ) = µt ♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N t❡❧ q✉❡ |T | = t✳

✶✳✷✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ : P(N) → R ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s 2n ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s (µ(S))S⊆N ✳ ❙✐ µ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❡s
✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❞❡ N ✱ ❝✳✲à✲❞✳ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (µ(i))i∈N ✳

❙♦✐t T : R2n
→ R2n

✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ 2n ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (µ(S))S⊆N ✳ ❙✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ T ((µ(S))S⊆N )✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r T ((µ(S))S⊆N )
❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ µ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❜✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✵✱ ●r❛❜✐s❝❤✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫
❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✵✮✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❘♦t❛ ✶✾✻✹✱
●r❛❜✐s❝❤✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✵✮✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛✉ss✐ ❞✐✈✐❞❡♥❞❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s
✭❍❛rs❛♥②✐ ✶✾✻✸✮✱ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡
à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ s✉r N ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

mµ(S) :=
∑

T⊆S

(−1)s−tµ(T ), ∀S ⊆ N.

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r µ à ♣❛rt✐r ❞❡ mµ✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❩❡t❛✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

µ(T ) =
∑

S⊆T

mµ(S), ∀T ⊆ N. ✭✶✳✶✮

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ s✉r N ✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❞❡ µ✱ ♥♦té❡
µ̄✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

µ̄(A) := µ(N) − µ(N \A), ∀A ⊆ N.

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ µ̄ = µ s✐ µ(∅) = 0✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❞✬❛✉tr❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ s✉r N
♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✵✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Iµ(S) :=
∑

T⊆N\S

(n− t− s)!t!

(n− s+ 1)!

∑

L⊆S

(−1)s−lµ(L ∪ T ), ∀S ⊆ N.

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❥♦✉❡✉rs ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✶✾✾✾✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝r✐tèr❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳
❈❡s q✉❛♥t✐tés s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✶✳✷✳✹ ❏❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ : P(N) → R ❡st ✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ s✉r N à ✉t✐❧✐té
tr❛♥s❢ér❛❜❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ✱ s✐ µ(∅) = 0✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❈✉r✐❡❧
✶✾✾✼✱ P❡❧❡❣ ✫ ❙✉❞❤ö❧t❡r ✷✵✵✸✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❥❡✉① s✉r N s❡r❛ ♥♦té GN ✳ ▲♦rsq✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦t❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s✱ µ(S) ∈ {0, 1} ♣♦✉r
t♦✉t S ⊆ N ❡t µ(S) = 1 ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ S ⊆ N s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♠♦t✐♦♥ s♦✉♠✐s❡ ❛✉
✈♦t❡ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞❡ S ✈♦t❡♥t ♣♦✉r ❡t µ(S) = 0 s✐♥♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ ❡st ❛❧♦rs
❛♣♣❡❧é❡ ❥❡✉ ❞❡ ✈♦t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❥♦✉❡✉rs✱ ❞✬❛❣❡♥ts✱
❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s✱ ✳ ✳ ✳✱ µ(S) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✜♥❛♥❝✐❡r✱ q✉❡ ❧❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ S ♣♦✉rr❛✐t
❡s♣ér❡r s✐ ❧❡s ❛❝t❡✉rs ❞❡ S ❞é❝✐❞❛✐❡♥t ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r✳ ■❧ ❡st s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ q✉❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛
❣r❛♥❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ N s❡r❛ ❢♦r♠é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ : P(N) → R ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s✉r N s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥
❥❡✉ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ s✐ µ(∅) = 0 ❡t✱ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s S, T ⊆ N ✱ S ⊆ T ✐♠♣❧✐q✉❡ µ(S) ≤ µ(T )✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈❤♦q✉❡t ✭✶✾✺✸✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❝❛♣❛❝✐tés✳ ❯♥ ❝♦♥❝❡♣t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❙✉❣❡♥♦ ✭✶✾✼✹✮ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✢♦✉❡✳
❯♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❞✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐ µ(N) = 1✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s✉r N s❡r❛
♥♦té CN ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s C∗

N ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱
µ(S) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ♦✉ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ N ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❛♥s
❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ µ(S) s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s❝♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✭❜✐♥❛✐r❡✮
❛②❛♥t ♣♦✉r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s (1S , 0N\S) ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✸✮✳

◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❝❛r❞✐♥❛❧❡✳
◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ♥♦t❡r♦♥s µ∗✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ µ∗ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r

µ∗(T ) = t/n, ∀T ⊆ N.

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡
à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✈ér✐✜é ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ∗ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞û à ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ✫ ❏❛✛r❛② ✭✶✾✽✾✮ r❡❧❛t✐❢ ❛✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳

✶✵



✶✳✷✳ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❥❡✉① ❡t ❝❛♣❛❝✐tés

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ m : P(N) → R ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✭✐✮ m(∅) = 0 ❀

✭✐✐✮
∑

K⊆S m(i ∪K) ≥ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♣♦✉r t♦✉t S ⊆ N \ i✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱

∑

K⊆N m(K) = 1✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st très ✉t✐❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✶✳✷✳✺ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ k✲❛❞❞✐t✐✈❡s

❉é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ s✉rN ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s 2n ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s (µ(S))S⊆N ✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❢r❡✐♥é❡ ♣❛r ❝❡tt❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❉ès q✉❡ n ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ très ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✼❜✮✱ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r à r❡❝♦✉r✐r
à ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✐ ❞r❛st✐q✉❡ t♦✉t ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

❆✜♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲
❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r {0, 1}n à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ❡st ❞✐t❡ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡✳

❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
ré❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r P(N)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ µ : P(N) → R ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡

fµ(1S , 0N\S) := µ(S), ∀S ⊆ N.

❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ f ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

µf (S) := f(1S , 0N\S), ∀S ⊆ N.

❍❛♠♠❡r ✫ ❘✉❞❡❛♥✉ ✭✶✾✻✽✮ ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ f ♣♦✉✈❛✐t
s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

f(x) =
∑

T⊆N

mT

∏

i∈T

xi, ∀x ∈ {0, 1}n. ✭✶✳✷✮

➚ ♣❛rt✐r ❧✬❊q✳ ✭✶✳✶✮✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (mT )T⊆N ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s
s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s mµ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ ❛ss♦❝✐é❡ à f ✳

❙✐ µ ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (µ(i))i∈N ✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ fµ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

fµ(x) =
∑

i∈N

mµ(i)xi, ∀x ∈ {0, 1}n,

❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✼❜✮ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té
❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ ❞é✜♥✐❡ s✉r P(N) ❡st k✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ s❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré k✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧♦rsq✉❡ s❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s s❛t✐s❢❛✐t mµ(T ) = 0 ♣♦✉r t♦✉t T t❡❧ q✉❡ t > k ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ T ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ k t❡❧ q✉❡ mµ(T ) 6= 0✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❥❡✉ µ
2✲❛❞❞✐t✐❢✳ P♦✉r t♦✉t S ⊆ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

µ(S) =
∑

i∈S

mµ(i) +
∑

ij⊆S

mµ(ij).

P♦✉r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s i ❞❡ N ✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t µ(i) = mµ(i) ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣❛✐r❡s ij ⊆ N ✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

µ(ij) = mµ(i) +mµ(j) +mµ(ij)

= µ(i) + µ(j) +mµ(ij).

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t S ⊆ N ✱ s ≥ 2✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

µ(S) =
∑

ij⊆S

µ(ij) − (s− 2)
∑

i∈S

µ(i).

❯♥ ❥❡✉ 2✲❛❞❞✐t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r s❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s ❡t s✉r ❧❡s
♣❛✐r❡s ❞❡ N ✱ s♦✐t ♣❛r n +

(

n
2

)

= n(n + 1)/2 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❥❡✉ k✲❛❞❞✐t✐❢✱
1 ≤ k ≤ n✱ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡

∑k
l=1

(

n
l

)

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧✬✉♥❡
❞❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s (µ(S))S⊆N,0<s≤k✱ (Iµ(S))S⊆N,0<s≤k ♦✉ (mµ(S))S⊆N,0<s≤k✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t

µ(S) =
∑

T⊆S
0<t≤k

mµ(T ), ∀S ⊆ N. ✭✶✳✸✮

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❡st ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭❝❢✳ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ✸✮✳

✶✳✷✳✻ ▲❡ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆)

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✱ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ✐s♦t♦♥❡ ❞✉ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆) ❞❛♥s (R+,≤)✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡
❞❡ (P(N),⊆) ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♣♦✉r n = 3✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛
❝❛♣❛❝✐té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❡st très ✉t✐❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❥❡✉① ♦✉ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

❙♦✐t M(P(N),⊆) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆) ❡t s♦✐t ΠN ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r N ✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s M(P(N),⊆) ❡t ΠN s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐♣♦❧❧❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
à ❝❤❛q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ ΠN ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cσ ∈ M(P(N),⊆)

❞é✜♥✐❡ ♣❛r

cσ := (∅ ( {σ(n)} ( {σ(n− 1), σ(n)} ( · · · ( {σ(1), . . . , σ(n)} = N).

✶✷



✶✳✸✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❞

❞

❞ ❞ ❞

❞

❞❞

❧
❧

❧
❧

❧
❧

❧❧

✱
✱

✱
✱

✱
✱

✱✱
❧

❧
❧

❧
❧

❧
❧❧

✱
✱

✱
✱

✱
✱

✱✱

❧
❧

❧
❧

❧
❧

❧❧

✱
✱

✱
✱

✱
✱

✱✱
✱

✱
✱

✱
✱

✱
✱✱

❧
❧

❧
❧

❧
❧

❧❧

✷✸✶✷

✶✸

✶ ✸

✶✷✸

✷

∅

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡ (P(N),⊆) ♣♦✉r n = 3✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ ❞é✜♥✐❡ s✉r P(N)✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ ΠN ✱ ♥♦✉s
❛ss♦❝✐♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ré❡❧s ωµ

σ s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ωµ
σ(i) := µ

(

{σ(i), . . . , σ(n)}
)

− µ
(

{σ(i+ 1), . . . , σ(n)}
)

, ∀ i ∈ N. ✭✶✳✹✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cσ ∈ M(P(N),⊆)✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
ωµ

cσ := ωµ
σ ✳

◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ωµ
σ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ cσ ❞❡ (P(N),⊆)✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ µ s✉r N ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n! ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① n! ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (P(N),⊆)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✐ µ ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❛❧♦rs✱
♣❛r ♠♦♥♦t♦♥✐❡✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ωµ

σ(i) s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ ΠN ❡t t♦✉t
i ∈ N ✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ µ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs ωµ

σ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r N ♣♦✉r t♦✉t
σ ∈ ΠN ✳

✶✳✸ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré✲

❣❛t✐♦♥

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❘✉❞✐♥ ✶✾✼✺✮ ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✉①
♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❈❤♦q✉❡t ✶✾✺✸✱ ❙✉❣❡♥♦ ✶✾✼✹✱ ❉❡♥♥❡❜❡r❣ ✶✾✾✹✱ ❉❡♥♥❡❜❡r❣ ✷✵✵✵✱
▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙✉❣❡♥♦ ✷✵✵✵✱ ❇❡♥✈❡♥✉t✐✱ ▼❡s✐❛r ✫ ❱✐✈♦♥❛ ✷✵✵✷✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❝❡s ✐♥té✲
❣r❛❧❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦ s♦♥t ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t❡s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à
❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✷✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❛✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✮✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❧❡ r✐sq✉❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳
❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ✶✾✽✾✱ ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✶✾✾✷✱ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ✶✾✾✹✱ ◆❛r✉❦❛✇❛ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✹✮✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✐s❝r❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r s♦♥ rô❧❡ ❡♥ ❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x : N → R s❡r❛ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Rn ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
xi := x(i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t s♦✐t x ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s R+✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❞❡ x ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Cµ(x) :=

n
∑

i=1

ωµ
σ(i)xσ(i),

♦ù σ ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ xσ(1) ≤ · · · ≤ xσ(n)✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝ô♥❡

Kσ := {x ∈ (R+)n | xσ(1) ≤ · · · ≤ xσ(n)} (σ ∈ ΠN ).

❊♥ ♥♦✉s r❡♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r x ∈ Kσ✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s xσ(1), . . . , xσ(n) s♦♥t ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cσ ❞❡ (P(N),⊆)✳

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ❞û à ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ✫ ❏❛✛r❛② ✭✶✾✽✾✮✱ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥ ❥❡✉✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t s♦✐t x ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s R+✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s mµ ❞❡ µ✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❡ x ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

Cµ(x) =
∑

T⊆N

mµ(T )
∧

i∈T

xi, ✭✶✳✺✮

♦ù
∧

i∈T xi ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s xi✱ i ∈ T ✳

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r (R+)n✳

✶✳✸✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❛❧♦rs s♦✉✈❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❑❡❡♥❡② ✫ ❘❛✐✛❛ ✶✾✼✻✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ N ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s s❡r✈❛♥t à ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s
A := {a, b, c, . . .} ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
a ∈ A ❡st ✐❞❡♥t✐✜é❡ à s♦♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s ♦✉ ✉t✐❧✐tés (a1, . . . , an) ∈ Rn✳ ▲❡s s❝♦r❡s
♣❛rt✐❡❧s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ✐❝✐ s✉♣♣♦sés ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t [0, 1]✳ ▲❡
rô❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Rn ❞❛♥s R✱ ❡st ❛❧♦rs ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✉♥ s❝♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s t♦✉t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s

✶✹



✶✳✸✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t s❡r❛ ❞é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❊♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛✲
❧✐sé❡ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❛✱ ▼❛r✐❝❤❛❧
✷✵✵✵❛✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✸✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✷✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s✱ st❛❜❧❡
♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✣♥❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✮ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s s❝♦r❡s
♣❛rt✐❡❧s ❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡✳

❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✵❛✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Mµ : Rn → R✱ µ ∈ C∗
N ✱ s♦♥t ✿

✭✐✮ ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❀
✭✐✐✮ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❀
✭✐✐✐✮ st❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳

Mµ(r x+ s 1N ) = rMµ(x) + s

♣♦✉r t♦✉s x ∈ Rn✱ r > 0✱ s ∈ R ❡t ♣♦✉r t♦✉t µ ∈ C∗
N ❀

✭✐✈✮ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣♦♥❞érés ♣❛r µ✱ ❝✳✲à✲❞✳

Mµ(1S , 0N\S) = µ(S), ∀S ⊆ N, ∀µ ∈ C∗
N ;

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Mµ = Cµ ♣♦✉r t♦✉t µ ∈ C∗
N ✳

▲❡s ❛①✐♦♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t très ♥❛t✉r❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛①✐♦♠❡
✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛①✐♦♠❡ st✐♣✉❧❡ q✉✬✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝♦r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ s❝♦r❡
❣❧♦❜❛❧✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❛①✐♦♠❡ r❡q✉✐❡rt q✉❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s♦✐t ✏st❛❜❧❡✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st [0, 1]✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛①✐♦♠❡ ✐♠♣♦s❡
q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❝r✐tèr❡s s♦✐t ♣r✐s é❣❛❧ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s ❡st (1S , 0N\S)✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❞✐t❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ S ❡t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s r❡st❛♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r ♣✳
❡①✳ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❜✮✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥✬❡st
r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❡st ❝❛r❞✐♥❛❧❡✱
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡
♦r❞❡r❡❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❖❲❆✮ ♣❛r ❨❛❣❡r ✭✶✾✽✽✮✱ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s {0, 1}✱
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❧❛tt✐❝✐❡❧ ✭▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✺✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫
❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻✮✱ ❞♦♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛rt✐❡❧s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳

✶✳✸✳✸ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❞♦♥✲
♥é❡ ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✹✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❝✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❛✮✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

✷❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

[0, 1]n ❞❛♥s R ❡t s♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N t❡❧ q✉❡ M(1S , 0N\S) = µ(S) ♣♦✉r t♦✉t S ⊆ N ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
M ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥♥✉❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ✉♥✐té✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✹✮ s✬❡st ✐♥tér❡ssé à ❧❛
❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ M s✉r [0, 1]n \ {0, 1}n ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t n + 1 s♦♠♠❡ts ❞❡ {0, 1}n✳ ❊♥ ❝❡
s❡♥s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ à ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r s✉r ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

✶✳✸✳✹ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ µ ❝♦ï♥❝✐❞❡
s✉r [0, 1]n ❛✈❡❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③ ✭✶✾✽✸✮ ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ fµ ✭✈♦✐r ♣✳
❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✵✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✷❛✮✳

❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡ f : {0, 1}n → R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ [0, 1]n q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ f s✉r {0, 1}n✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③ ❞❡ f ✱ ♥♦té❡ f̂ ✱ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

f̂(x) :=
∑

T⊆N

mT

∧

i∈T

xi, ∀x ∈ [0, 1]n,

♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts mT s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ f ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✶✳✷✮✳

❈❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ▲♦✈ás③ s✉❣❣èr❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ µ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ µ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❞❡ N ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✵✮✳

✶✳✸✳✺ Pr❡♠✐èr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❉❡♥♥❡❜❡r❣
✶✾✾✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✷✮✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ Rn✱ x+ ✭r❡s♣✳ x−✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❡ x✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r x+ := x ∨ 0 ✭r❡s♣✳ x− := (−x) ∨ 0✮✱ ♦ù ∨ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t s②♠étr✐q✉❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ➆✐♣♦➨ ✭✶✾✼✾✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ µ s✉r
N ✱ ♣❛r

Šµ(x) := Cµ(x+) − Cµ(x−), ∀x ∈ Rn.

❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ µ s✉r N ✱ ♣❛r

C̄µ(x) := Cµ(x+) − Cµ̄(x−), ∀x ∈ Rn.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ✭❝❢✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮ ét❡♥❞✉❡ ❛✉①
✐♥té❣r❛♥❞❡s ré❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù C̄µ(x) = Cµ(x) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Rn✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t s②♠étr✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❣ré❣❡r ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ✭●r❛❜✐s❝❤
✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✷✮✳

✶✻



✶✳✹✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

❈♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✮✱ ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉tr❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦♥t r❡ss❡♥t✐❡s ❝♦♠♠❡
✏❜♦♥♥❡s✑ ♦✉ ✏♣♦s✐t✐✈❡s✑ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉tr❡
s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✏♠❛✉✈❛✐s❡s✑ ♦✉ ✏♥é❣❛t✐✈❡s✑ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣♦✉r
✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡✮✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉tr❡✱
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✿ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡t ✉♥ ♥✐✲
✈❡❛✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−1, 1]✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
✵ ❥♦✉❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉tr❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡t ❧❛
✈❛❧❡✉r ✲✶ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❯t✐❧✐s❡r ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭❛s②♠étr✐q✉❡✮ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡ r❡✈✐❡♥t
à ✐❣♥♦r❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t s②♠étr✐q✉❡
q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛s②♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈P❚ ✭❈✉♠✉❧❛t✐✈❡
Pr♦s♣❡❝t ❚❤❡♦r②✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ❧❡q✉❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉
❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❜✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❝✮✳

✶✳✹ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦♥t été ré❝❡♠✲
♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❯♥❡ s②♥t❤ès❡
❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❛✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡t ❞❡
❜✐✲❝❛♣❛❝✐té✳

✶✳✹✳✶ ❏❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés

❙♦✐t Q(N) := {(A,B) ∈ P(N) × P(N) | A ∩B = ∅}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v : Q(N) → R ❡st ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ s✉r N s✐ v(∅, ∅) = 0✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❇✐❧❜❛♦ ✭✷✵✵✵✮ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❥♦✉❡✉r i ∈ N ♣❡✉t ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t
♦✉ ♥❡ ♣❛s ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉✳ ❯♥❡ ❜✐✲❝♦❛❧✐t✐♦♥ (A,B) ∈ Q(N) r❡♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❥♦✉❡✉rs ❞❡ A ❝♦❧❧❛❜♦r❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡✉① ❞❡ B ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs
r❡st❛♥ts s✬❛❜st❡♥❛♥t ❞❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡r✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té v(A,B) q✉❛♥t✐✜❡ ❛❧♦rs t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡s
❥♦✉❡✉rs ❞❡ A ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ (A,B) ✭▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❜✮✳

▲❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ✈♦t❡ t❡r♥❛✐r❡s ✐♥tr♦✲
❞✉✐ts ♣❛r ❋❡❧s❡♥t❤❛❧ ✫ ▼❛❝❤♦✈❡r ✭✶✾✾✼✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ✈♦t❛♥t i ∈ N ♣❡✉t ✈♦t❡r ♣♦✉r ✉♥❡
♠♦t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ♠♦t✐♦♥ ♦✉ s✬❛❜st❡♥✐r✳ ❯♥❡ ❜✐✲❝♦❛❧✐t✐♦♥ (A,B) ∈ Q(N) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
♦ù ❧❡s ✈♦t❛♥ts ❞❡ A ✈♦t❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦t✐♦♥✱ ❝❡✉① ❞❡ B ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✈♦t❛♥ts s✬❛❜st❡♥❛♥t✳
❯♥ ❥❡✉ ❞❡ ✈♦t❡ t❡r♥❛✐r❡ v ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Q(N) ❞❛♥s {−1, 1} t❡❧❧❡ q✉❡ v(A,B) = 1 ✭r❡s♣✳
v(A,B) = −1✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♠♦t✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡♣té❡ ✭r❡s♣✳ r❡❥❡té❡✮ ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ (A,B)✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s s✉r N s❡r❛ ♥♦té BGN ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✷ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ v : Q(N) → R ❡st ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té s✉r N s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❥❡✉
❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s A,B ⊆ N ✱ A ⊆ B ✐♠♣❧✐q✉❡ v(A, ·) ≤ v(B, ·) ❡t v(·, A) ≥ v(·, B)✳

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

❯♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té v ❡st ❞✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✐✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱ v(N, ∅) = 1 ❡t v(∅, N) = −1✳

▲❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❛✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ❜✐✲
❝♦❛❧✐t✐♦♥ (A,B) ∈ Q(N) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ A s♦♥t s❛t✐s❢❛✐ts ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
❡t ❝❡✉① ❞❡ B ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t [−1, 1] ❝♦♠♠❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❧❛ ✈❛✲
❧❡✉r v(A,B) s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❞✐t❡ t❡r♥❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r (1A,−1B, 0N\(A∪B)) := (1A, 0N\A) − (1B, 0N\B) ❞❡
[−1, 1]n✳

◆♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐♣♦❧❛r✐té✱ ❞✐t❡ ❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✱
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ●r❡❝♦✱ ▼❛t❛r❛③③♦ ✫ ❙❧♦✇✐♥s❦✐ ✭✷✵✵✷✮ à ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té
❜✐♣♦❧❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ●r❡❝♦✱ ▼❛t❛r❛③③♦ ✫ ❙❧♦✇✐♥s❦✐ ✷✵✵✸✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés s✉r N s❡r❛ ♥♦té BCN ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés
♥♦r♠❛❧✐sé❡s BC∗

N ✳

❯♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ❡st ❞✐t ✿
✕ ❞❡ t②♣❡ ❈P❚ ✭❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ Pr♦s♣❡❝t ❚❤❡♦r②✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❥❡✉① µ1✱ µ2 s✉r N t❡❧s q✉❡

v(A,B) = µ1(A) − µ2(B), ∀ (A,B) ∈ Q(N).

▲♦rsq✉❡ µ2 = µ1 ✭r❡s♣✳ µ2 = µ̄1✮✱ ❧❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡st ❡♥ ♣❧✉s ❞✐t s②♠étr✐q✉❡ ✭r❡s♣✳
❛s②♠étr✐q✉❡✮✳

✕ ❛❞❞✐t✐❢ s✬✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❈P❚ ❛✈❡❝ µ1, µ2 ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳

v(A,B) =
∑

i∈A

µ1(i) −
∑

i∈B

µ2(i), ∀ (A,B) ∈ Q(N).

◆♦t❡r q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❛❞❞✐t✐❢ ❛✈❡❝ µ1 = µ2 ❡st à ❧❛ ❢♦✐s s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡
❝❛r µ̄1 = µ1✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉✬✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❈P❚ ❡st ❞é✜♥✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉①
❥❡✉① µ1✱ µ2✱ ♥♦✉s ❧❡ ♥♦t❡r♦♥s vµ1,µ2 ✳

❯♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N s❡r❛ ❞✐t ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t (A,B) ∈ Q(N)✱ v(A,B)
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ a − b ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡
❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N q✉✐ s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝❛r❞✐♥❛❧❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❧❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ ♥♦t❡r♦♥s v∗✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

v∗(A,B) :=
a− b

n
= µ∗(A) − µ∗(B), ∀ (A,B) ∈ Q(N).

▲❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ µ∗ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✈ér✐✜é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à v∗ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳

✶✳✹✳✷ ▲✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡❧❧✐s (Q(N),⊆)

❉❛♥s ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❛✮ ♦♥t ❞é✜♥✐
❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t s✉r Q(N) ✿

(A,B) ⊑ (A′, B′) ⇐⇒ A ⊆ A′ ❡t B ⊇ B′.
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✭✶✱✷✮✭✷✱✶✮

✭✶✱∅✮

✭∅✱✷✮

✭∅✱∅✮

✭✶✷✱∅✮

✭✷✱∅✮

✭∅✱✶✷✮

✭∅✱✶✮

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡ (Q(N),⊑) ♣♦✉r n = 2✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (Q(N),⊑) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❡st (∅, N) ❡t ❧❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ (N, ∅)✱ ❧✬é❧é♠❡♥t (∅, ∅) ♥❡ ❥♦✉❛♥t ♣❛s ❞❡ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡
(Q(N),⊑) ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ♣♦✉r n = 2✳

▲❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❝✱ ●r❛✲
❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❞✱ ❋✉❥✐♠♦t♦ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✺✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝
✷✵✵✻❝✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❜✮ s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧✬♦r❞r❡ ♣r♦❞✉✐t ✿

(A,B) ⊆ (A′, B′) ⇐⇒ A ⊆ A′ ❡t B ⊆ B′.

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (Q(N),⊆) ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✐♥❢✲
❞❡♠✐✲tr❡✐❧❧✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❡st (∅, ∅) ✭✈♦✐r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❝✱ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s✮✳

❙♦✐t M(Q(N),⊆) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (Q(N),⊆)✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s M(Q(N),⊆) ❡t P(N) × ΠN s♦♥t éq✉✐♣♦❧❧❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ |M(Q(N),⊆)| = 2nn!✳
❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ N+ ⊆ N ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ ΠN ✱
♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ ∈ M(Q(N),⊆) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

cN+,σ :=
(

(

∅, ∅
)

(
(

{σ(n)} ∩N+, {σ(n)} ∩N−
)

(
(

{σ(n− 1), σ(n)} ∩N+, {σ(n− 1), σ(n)} ∩N−
)

( . . .

(
(

{σ(1), . . . , σ(n)} ∩N+, {σ(1), . . . , σ(n)} ∩N−
)

= (N+, N−)
)

,

❛✈❡❝ N− := N \N+✳

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ✱ à ❝❤❛q✉❡
❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ N+ ⊆ N ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ∈ ΠN ✭❝✳✲à✲❞✳ à ❝❤❛q✉❡

✶✾
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❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍❍

✭∅✱✶✮✭∅✱✷✮
✭✶✱∅✮

✭∅✱∅✮

✭✶✱✷✮

✭✷✱∅✮

✭✷✱✶✮
✭✶✷✱∅✮✭∅✱✶✷✮

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡ ❞❡ (Q(N),⊆) ♣♦✉r n = 2✳

❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ✮✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ré❡❧s ωv
N+,σ

s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ωv
N+,σ(i) := µv

N+

(

{σ(i), . . . , σ(n)}
)

− µv
N+

(

{σ(i+ 1), . . . , σ(n)}
)

, ∀ i ∈ N,

♦ù µv
N+ ❡st ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❞é✜♥✐ ♣❛r

µv
N+(C) := v(C ∩N+, C ∩N−), ∀C ⊆ N. ✭✶✳✻✮

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱

ωv
N+,σ(i) = v(cN+,σ[n− i+ 1]) − v(cN+,σ[n− i]), ∀ i ∈ N,

♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ cN+,σ[i] ❞és✐❣♥❡ ❧❡ i✲è♠❡ é❧è♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ✳

◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ωv
N+,σ

❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ

❞❡ (Q(N),⊆)✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ωv
N+,σ

♥✬❡st ♥✐ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ♥✐
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s✳ ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✱ ▲❡♠♠❡ ✾✮ ✿ ❧♦rsq✉❡ v ❡st ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡
♥♦r♠❛❧✐sé❡✱ ωv

N+,σ
❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳

❯♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2nn! ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① 2nn! ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (Q(N),⊆)✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡st ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✳

✶✳✹✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s s✉r (Q(N),⊆)

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❘♦t❛ ✭✶✾✻✹✮✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❝✮ ✭✈♦✐r
❛✉ss✐ ❋✉❥✐♠♦t♦ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✺✮ ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✐♥❢✲❞❡♠✐✲tr❡❧❧✐s (Q(N),⊆)✳ P♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡

✷✵



✶✳✹✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

♣❛r
mv(S, T ) :=

∑

S′⊆S

T ′⊆T

(−1)|S\S
′|+|T\T ′|v(S′, T ′), ∀ (S, T ) ∈ Q(N).

▲❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

v(S, T ) =
∑

S′⊆S

T ′⊆T

mv(S
′, T ′), ∀ (S, T ) ∈ Q(N).

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ k✲❛❞❞✐t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✏✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✑ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ✭❋✉❥✐♠♦t♦ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✺✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫
▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❝✮✳

✶✳✹✳✹ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s
❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡st ❜✐♣♦❧❛✐r❡✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❜✮ ♦♥t
♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈P❚ ❞❡ ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✶✾✾✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✸ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ x : N → R ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲
❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Cv(x) := Cµv

N+
(|x|),

♦ù µv
N+ ❡st ❧❡ ❥❡✉ s✉r N ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✶✳✻✮ ❡t ♦ù N+ := {i ∈ N | xi ≥ 0}✱ N− := N \N+✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝ô♥❡

KN+,σ := {x ∈ Rn | xi ≥ 0, ∀ i ∈ N+, xi < 0, ∀ i ∈ N−,

❡t |xσ(1)| ≤ · · · ≤ |xσ(n)|}, (N+ ⊆ N, σ ∈ ΠN ),

❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝ô♥❡s ❝♦✉✈r❛♥t Rn✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ Rn✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
N+ ⊆ N ❡t σ ∈ ΠN t❡❧s q✉❡ x ∈ KN+,σ ❡t✱

Cv(x) =
∑

i∈N

ωv
N+,σ(i)|xσ(i)| =

∑

σ(i)∈N+

ωv
N+,σ(i)xσ(i) −

∑

σ(i)∈N−

ωv
N+,σ(i)xσ(i).

❊♥ ♥♦✉s r❡♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r x ∈ KN+,σ✱ ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s |xσ(1)|, . . . , |xσ(n)| s♦♥t ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ ❞❡
(Q(N),⊆)✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❋✉❥✐♠♦t♦ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✺✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❝✮ ❞♦♥♥❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s s✉r (Q(N),⊆)✳

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❏❡✉①✱ ❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ P♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

Cv(x) =
∑

(S,T )∈Q(N)

mv(S, T )

[

∧

i∈S

x+
i ∧

∧

i∈T

x−i

]

, ∀x ∈ Rn.

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡
❈❤♦q✉❡t s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❜✱ Pr♦♣✳ ✶✮ ♦♥t ♠♦♥tré
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ s②♠étr✐q✉❡ vµ,µ s✉r N ✱

Cvµ,µ(x) = Šµ(x), ∀x ∈ Rn,

❡t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❛s②♠étr✐q✉❡ vµ,µ̄ s✉r N ✱

Cvµ,µ̄(x) = Cµ(x), ∀x ∈ Rn. ✭✶✳✼✮

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❈P❚ ❞❡ ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✭✶✾✾✷✮ ❡st q✉❛♥t à ❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❥❡✉①
❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❞❡ t②♣❡ ❈P❚✳

❯♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉
❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ v s✉r N ❡st q✉❡ Cv(1A,−1B, 0N\(A∪B)) = v(A,B) ♣♦✉r t♦✉t (A,B) ∈ Q(N)✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❛✱
●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❝✮ ✿ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢ r❡str❡✐♥t❡ à [−1, 1]n

♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✉r [−1, 1]n ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥♥✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r {−1, 0, 1}n ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥

❊♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❞❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ✭♥♦r♠❛❧✐sé❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ s❛ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✵❛✮ ♣♦✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té
♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✻❛✮✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ❡t x ∈ KN+,σ✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡
ωv

N+,σ
(i) ❡t xσ(i) s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r

r❛♣♣♦rt à v ❞❡ x ♣❡✉t s❡ ré❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Cv(x) =
∑

i∈N

|ωv
N+,σ(i)|xσ(i).

❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱

Cv(x) =
(

∑

i∈N

pv
N+,σ(i)xσ(i)

)

×
(

∑

i∈N

|ωv
N+,σ(i)|

)

, ✭✶✳✽✮

♦ù

pv
σ,N+(i) :=

|ωv
σ,N+(i)|

∑

j∈N |ωv
σ,N+(j)|

, ∀ i ∈ N. ✭✶✳✾✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✶✳✽✮ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❡t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✮ ❡t ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❝✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐✲
♣♦❧❛✐r❡✱ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✷✷
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✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛❞éq✉❛t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛✲
❧✐té✳ ▲❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛❝q✉✐s❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞❞✐t✐✈✐té ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ♠♦✐♥s
❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠❡s✉r❡s
♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s ♦✉ ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡
s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ♣✳ ❡①✳ ❡♥ q✉❛♥t✐✜❛♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♦✉ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡
❝r✐tèr❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ♠❛✐s tr♦✉✈❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s é✈♦q✉és ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r✲
♣rét❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙♦♥❡❞❛ ✭✶✾✾✸✮✱ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r ❘♦✉❜❡♥s ✭✶✾✾✻✮ ❡t ●r❛❜✐s❝❤
✭✶✾✾✼❜✮✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ré❝❡♠♠❡♥t ❛①✐♦♠❛t✐sé ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✶✾✾✾✮ ❡t ♣❛r ❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑♦✲
❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✻✮✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ré❝❡♠♠❡♥t ét❡♥✲
❞✉❡ ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✵❜✮✱ ❡t ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s
♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡
❝❡s q✉❛♥t✐tés ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞✲
❞✐t✐✈❡s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻✮ s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬♦✛r❡ ♣❛s ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❛✱ ▼❛r✐❝❤❛❧
✷✵✵✵❜✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✹❜✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✹❛✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✺✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✮ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s
❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳

✷✹



✷✳✷✳ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

✷✳✷ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡
✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼♦✉❧✐♥ ✷✵✵✹✮✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s✱ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♣♣❡❧é ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r✱ ❡st ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬✉♥ ✈♦t❛♥t ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❤✉❜✐❦ ✶✾✺✹✱ ❇❛♥③❤❛❢ ✶✾✻✺✮✳ ❊♥ ❛✐❞❡
♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r s❡rt à q✉❛♥✲
t✐✜❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
ét❛♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❜✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✮✳

❆♣rès ❛✈♦✐r r❛♣♣❡❧é ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✺✸✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ♥♦✉s
é✈♦q✉❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✵❝✮ ❡t ❛①✐♦♠❛✲
t✐sé❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ❋✉❥✐♠♦t♦ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❜rè✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❛✉① ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
✭▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❜✮✳

✷✳✷✳✶ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ GN ❞❛♥s Rn✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛❧❡✉rs
❞é✜♥✐❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ❡t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s✸✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✺✸✮ ❡st ❧❛
♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❡t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥ ❥❡✉ µ s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φµ(i) :=
∑

T⊆N\i

γt(n)[µ(T ∪ i) − µ(T )], ∀ i ∈ N,

♦ù

γt(n) :=
(n− t− 1)! t!

n!
(t = 0, 1, . . . , n− 1).

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t i ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ µ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ µ(T ∪ i) − µ(T ) ❞❡ i à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ T ♥❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s✳ ❊♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡ µ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ i s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡

φµ(i) =
∑

T⊆N\i

1

t+ 1
mµ(T ∪ i). ✭✷✳✶✮

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ✭❢❛✐r s❤❛r❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼♦✉❧✐♥ ✷✵✵✹✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ µ✱ µ(S) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ q✉❡ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs ❞❡ S

✸▲❡ s✐t❡ ❤tt♣✿✴✴♣♦✇❡rs❧❛✈❡✳✈❛❧✳✉t✉✳❢✐✴✱ ❤é❜❡r❣é ♣❛r ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ✜♥❧❛♥❞❛✐s❡ ❞❡ ❚✉r❦✉✱ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦✲
❣r❛♣❤✐❡ ét❡♥❞✉❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✷✺
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

❛✉r❛✐❡♥t à s❡ ♣❛rt❛❣❡r s✐ ❧❛ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ S ⊆ N s❡ ❢♦r♠❛✐t✳ ■❧ ❡st s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉ q✉❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ s❡✉❧❡
❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ N s❡ ❢♦r♠❡r❛✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ❣❛✐♥ µ(N)
♣❛r♠✐ ❧❡s n ❥♦✉❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ❝❡♥sé ❞❡
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ µ(N) ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❣❛✐♥s ✜❝t✐❢s µ(S)✱ S ( N ✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❙❤❛♣❧❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♣❛rt ❞✉ ❥♦✉❡✉r i ❡st φµ(i)✳ ❈❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞éré
ét❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té q✉✐ ✐♠♣♦s❡ q✉❡

∑

i∈N

φµ(i) = µ(N).

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❛ été ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✶✾✾✽✮✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ∈ Rn ❡t a ∈ R✱ ♥♦t♦♥s (x|xi = a) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Rn q✉✐ ❞✐✛èr❡
❞❡ x s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r s❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à a✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té
♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r N ❡t i ∈ N ✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s

∆iCµ(x) := Cµ(x|xi = 1) − Cµ(x|xi = 0).

▼❛r✐❝❤❛❧ ❛ ❛❧♦rs ♠♦♥tré q✉❡
∫

[0,1]n
∆iCµ(x)dx = φµ(i).

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡ i ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ♣❡✉t êtr❡ ❛✐♥s✐ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1]n ❞❡ ∆iCµ(x)✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡s♣éré❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ i s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r Cµ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é x ∈ (R+)n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ ΠN t❡❧ q✉❡ x ∈ Kσ ❡t ❛✐♥s✐

Cµ(x) =
∑

j∈N

ωµ
σ(j)xσ(j).

▲❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ σ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cσ ❞❡ (P(N),⊆) ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ét❛♥t ωµ

σ(σ−1(i))✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ n! ♠♦②❡♥♥❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ ✉♥❡
❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ❝♦♥s✐st❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r s♦♥
♣♦✐❞s ♠♦②❡♥✱ ❝✳✲à✲❞✳

1

n!

∑

σ∈ΠN

ωµ
σ(σ−1(i)),

❝❡ q✉✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❊q✳ ✭✶✳✹✮✱ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t ❝♦♠♠❡

1

n!

∑

σ∈ΠN

[

µ
(

{i, σ(σ−1(i) + 1), . . . , σ(n)}
)

− µ
(

{σ(σ−1(i) + 1), . . . , σ(n)}
)]

.

❆♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

1

n!

∑

π∈ΠN

[µ(Si
π ∪ i) − µ(Si

π)], ✭✷✳✷✮

✷✻



✷✳✷✳ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

♦ù Si
π := {j ∈ N | π(j) > π(i)}✱ ❝✳✲à✲❞✳ Si

π ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ❞❡ i ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ π✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✷✳✷✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✺✸✮
❞❡ i ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r Cµ✱ φµ(i) ♥✬❡st r✐❡♥
❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ i✳

✷✳✷✳✷ ❱❛❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✵❝✮ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡t ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✭❇♦✉r❣❛✐♥✱ ❑❛❤♥✱ ❑❛❧❛✐✱
❑❛t③♥❡❧s♦♥ ✫ ▲✐♥✐❛❧ ✶✾✾✷✱ ❑❛❤♥✱ ❑❛❧❛✐ ✫ ▲✐♥✐❛❧ ✶✾✽✽✮ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ✈♦t❡
r♦❜✉st❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✈♦t❡s ✭❇❡♥✲❖r ✫ ▲✐♥✐❛❧ ✶✾✾✵✮✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ GN ❞❛♥s P(N)✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✵❝✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥ ❥❡✉ µ s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Φµ(S) :=
∑

T⊆N\S

γt(n− s+ 1)[µ(T ∪ S) − µ(T )], ∀S ⊆ N.

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ S ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ µ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ µ(T ∪ S) − µ(T ) ❞❡ S à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ T
❞❡ N \ S✳

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡t ❞❡ s❡♠✐✈❛❧❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t
❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ❋✉❥✐♠♦t♦ ✭✷✵✵✻✮✳

✷✳✷✳✸ ■♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣♦❧❛✐r❡

❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② à ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✲
✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡

▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣❛r r❛♣♣♦rt ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n! ♠♦②❡♥♥❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ♣♦♥❞éré❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡✹ v s✉r N ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ x ∈ Rn✱ ✐❧ ❡①✐st❡ N+ ⊆ N ❡t σ ∈ ΠN

✹◆♦t❡r q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦✐❡♥t ♠❡♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❜✐✲
❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✭❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✱ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✮✱ ✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉ êtr❡ ♠❡♥és ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s
❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ♣rés❡♥té❡s✳

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

t❡❧s q✉❡ x ∈ KN+,σ ❡t✱ ωv
N+,σ

(i) ❡t xσ(i) ét❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱

Cv(x) =
∑

j∈N

|ωv
N+,σ(j)|xσ(j).

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (N+, σ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ cN+,σ ❞❡ (Q(N),⊆) ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ét❛♥t |ωv

N+,σ
(σ−1(i))|✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡

❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ 2nn! s♦♠♠❡s ♣♦♥❞éré❡s✳

■♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡

❆✜♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐✲
♣♦❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❛ été s✉❣❣éré ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❝✮ ❞❡ ♠❡s✉r❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s♦♥ ♣♦✐❞s
♠♦②❡♥✳ ■❢ ❢❛✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣❡✉t
êtr❡ s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t s♦✐t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❙♦✐t v ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r Cv✱
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φ+
v (i) :=

1

2n−1

∑

i∈N+⊆N

1

n!

∑

σ∈ΠN

|ωv
N+,σ(σ−1(i))|,

❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

φ−v (i) :=
1

2n−1

∑

N+⊆N\i

1

n!

∑

σ∈ΠN

|ωv
N+,σ(σ−1(i))|.

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ i ❞✉r❛♥t ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r Cv ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❝✳✲à✲❞✳

φv(i) :=
1

2
φ+

v (i) +
1

2
φ−v (i) =

1

2n

∑

N+⊆N

1

n!

∑

σ∈ΠN

|ωv
N+,σ(σ−1(i))|.

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❉❡s rés✉❧t❛ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❝✮ ❡t ❞❛♥s ✭▲❛❜r❡✉❝❤❡
✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❜✮✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ❡t t♦✉t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

φ+
v (i) =

∑

(S,T )∈Q(N\i)

γs+t(n)

2s+t
[v(S ∪ i, T ) − v(S, T )] ,

❡t

φ−v (i) =
∑

(S,T )∈Q(N\i)

γs+t(n)

2s+t
[v(S, T ) − v(S, T ∪ i)] .

✷✽



✷✳✷✳ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❛♣rès ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥té✲
❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝❛♣❛❝✐té q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡ ✭❝❢✳
❊q✳ ✭✶✳✼✮✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ vµ,µ̄ s✉r N ❡t t♦✉t i ∈ N ✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

φv(i) =
1

2
φ+

vµ,µ̄
(i) +

1

2
φ−vµ,µ̄

(i) = φµ(i).

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▼ö❜✐✉s s✉r (Q(N),⊆)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ❡t t♦✉t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

φ+
v (i) =

∑

(S,T )∈Q(N\i)

1

2s+t

1

s+ t+ 1
mv(S ∪ i, T ),

❡t
φ−v (i) = −

∑

(S,T )∈Q(N\i)

1

2s+t

1

s+ t+ 1
mv(S, T ∪ i).

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ♣r♦♣♦sés ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✶✾✾✽✮ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x ∈ Rn ❡t a ∈ R✱ (x|xi = a) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ Rn

q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ x s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r s❛ i✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✈❛✉t a✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té
♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ❡t i ∈ N ✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s

∆+
i Cv(x) := Cv(x|xi = 1) − Cv(x|xi = 0),

❡t
∆−

i Cv(x) := Cv(x|xi = 0) − Cv(x|xi = −1).

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ❡t t♦✉t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

1

2n

∫

[−1,1]n
∆+

i Cv(x)dx =
1

2
φ+

v (i),

❡t
1

2n

∫

[−1,1]n
∆−

i Cv(x)dx =
1

2
φ−v (i).

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ φ+
v (i) ❡t φ−v (i) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✐♥s✐ ✈✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s

❡s♣ér❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [−1, 1]n ❞❡ ∆+
i Cv(x) ❡t ∆−

i Cv(x) r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡s♣éré❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ i s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t

φv(i) =
1

2
φ+

v (i) +
1

2
φ−v (i) =

1

2n

∫

[−1,1]n
∆iCv(x)dx,

♦ù
∆iCv(x) := Cv(x|xi = 1) − Cv(x|xi = −1).

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

■♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ▲♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✶✳✾✮✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❝♦♠♠❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐❢ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✭❝❢✳ ❊q✳ ✭✶✳✽✮✮✳

❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
s❛t✐s❢❛✐t ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❝✮ ♣❛r

ψ+
v (i) :=

1

2n−1

∑

i∈N+⊆N

1

n!

∑

σ∈ΠN

pv
N+,σ(σ−1(i)),

❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ∈ N ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r

ψ−
v (i) :=

1

2n−1

∑

N+⊆N\i

1

n!

∑

σ∈ΠN

pv
N+,σ(σ−1(i)).

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥és ❡♥ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ✿

ψv(i) :=
1

2
ψ+

v (i) +
1

2
ψ−

v (i), ∀ i ∈ N.

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦sés ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞ès q✉❡ ❧❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡t
s♦♥ ♣♦✐❞s r❡❧❛t✐❢ s♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ vµ,µ̄ s✉r N ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

ψ+
vµ,µ̄

(i) = φ+
vµ,µ̄

(i) ❡t ψ−
vµ,µ̄

(i) = φ−vµ,µ̄
.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✶ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ vµ,µ̄ s✉r N ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s

ψvµ,µ̄(i) =
1

2
ψ+

vµ,µ̄
(i) +

1

2
ψ−

vµ,µ̄
(i) = φµ(i).

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❛♣rès ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬❡✣❝❛❝✐té s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té v s✉r N ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∑

i∈N

ψv(i) = 1.

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈r❛✐❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ✐♥t❡r✲
♣rét❡r ♣♦✉r ✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✸✵



✷✳✸✳ ■♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✷✳✷✳✹ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢

P❧✉s✐❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❡② à ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❞✉❡ à ❋❡❧s❡♥t❤❛❧ ✫ ▼❛❝❤♦✈❡r ✭✶✾✾✼✮✱ ❡st très s♣é❝✐✜q✉❡
❛✉① ❥❡✉① ❞❡ ✈♦t❡s t❡r♥❛✐r❡s ❡t ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳ ❯♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❡t à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
❜✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❡st ❞✉❡ à ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✺❛✮✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♣r♦♣♦sé
❡st q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t✱ ♥✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢✳ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❇✐❧❜❛♦✱ ❋❡r♥á♥❞❡③✱ ❏✐♠é♥❡③ ✫ ▲ó♣❡③ ✭✷✵✵✻✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❛ ❣r♦ss♦ ♠♦❞♦ ❝♦♥s✐sté à
tr❛♥s♣♦s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (P(N),⊆)
s✉r (Q(N),⊑) ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡✱ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s✱ ❡st ❞✉❡ à ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✻❜✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❥❡✉① ❜✐✲❝♦♦♣ér❛t✐❢s✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r rés✉❧t❛♥t❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✷✳✸ ■♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

▲❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t i ∈ N r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢
µ ♥❡ s♦✐t ♣❛s é❣❛❧❡ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ(i) ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡
é❧é♠❡♥ts ❞❡ N ✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙♦♥❡❞❛ ✭✶✾✾✸✮✱ ♣✉✐s ●r❛❜✐s❝❤
✭✶✾✾✼❜✮ ❡t ❘♦✉❜❡♥s ✭✶✾✾✻✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ❛♣♣❡❧és ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣r♦♣♦sés ♣❛r ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫
❙♦♥❡❞❛ ✭✶✾✾✸✮ ❡t ●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✼❜✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
✐♥❞✐❝❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

✷✳✸✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❆✜♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts i ❡t j
❞❡ N t❡❧s q✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ij s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s
❞❡ i ❡t ❞❡ j✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té

µ(ij) > µ(i) + µ(j)

s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ s②♥❡r❣✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr❡ i ❡t j ❡t ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ i ❡t j
✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

µ(ij) < µ(i) + µ(j)

s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ s✉❜st✐t✉t✐✈❡ ❡♥tr❡ i ❡t j✳ ❊♥✜♥✱ s✐

µ(ij) = µ(i) + µ(j),

❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts i ❡t j ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣❛s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉✬✐❧s
s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ i ❡t j s❡♠❜❧❡ ❛✐♥s✐ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ µ(ij)−µ(i)−µ(j)✳
❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t i ∈ N
❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ(i) ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ i à
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ♥❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ (µ(T ∪ i) − µ(T ))T⊆N\i✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts i ❡t j ❞❡✈r❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts µ(i)✱ µ(j) ❡t µ(ij) ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
µ(T ∪ i)✱ µ(T ∪ j) ❡t µ(T ∪ ij)✱ T ⊆ N \ ij✳

✷✳✸✳✷ ■♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ ❝♦♦♣ér❛t✐❢

▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙♦♥❡❞❛ ✭✶✾✾✸✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
i ❡t j ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❥❡✉ µ s✉r N ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

Iµ(ij) :=
∑

T⊆N\ij

γt(n− 1)[µ(T ∪ ij) − µ(T ∪ i) − µ(T ∪ j) + µ(T )].

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ T ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s i ❡t j✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

µ(T ∪ ij) − µ(T ∪ i) − µ(T ∪ j) + µ(T )

♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s µ(T ∪ ij) − µ(T ∪ i) ❡t
µ(T ∪ j) − µ(T )✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ●r❛❜✐s❝❤✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ i ❡t j ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ T ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ s✐

µ(T ∪ ij) − µ(T ∪ i) > µ(T ∪ j) − µ(T ) ✭r❡s♣✳ <✮,

i ❡t j ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ T ✳

▲✬✐♥❞✐❝❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ❙♦♥❡❞❛ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥tr❡ i ❡t j ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ T ✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s T ♥❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s i ❡t j ét❛♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st q✉❡ Iµ(ij) ∈ [−1, 1]
♣♦✉r t♦✉t ij ⊆ N ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❜✮✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶ ✭r❡s♣✳ ✲✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té
✭r❡s♣✳ s✉❜st✐t✉t✐✈✐té✮ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ i ❡t j✳

●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✼❜✮ ❛ ét❡♥❞✉ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✉① ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❥♦✉❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té µ s✉r N ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Iµ(S) :=
∑

T⊆N\S

γt(n− s+ 1)
∑

L⊆S

(−1)s−lµ(L ∪ T ), ∀S ⊆ N.

❈❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù✱ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ µ s✉r N ✱
Iµ(i) ❡t φµ(i) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳ ■❧ ❛ été ❝❛r❛❝tér✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✶✾✾✾✮✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✻✮✱ q✉✐ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛①✐♦♠❛t✐sé ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳

P♦✉r t♦✉t S ⊆ N t❡❧ q✉❡ s ≥ 2✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❡ Iµ(S) ♣❡✉t
êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ s✉❜st✐t✉t✐✈❡✮ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❡♥tr❡ t♦✉s
❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ S ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✮✳

✸✷



✷✳✸✳ ■♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡ µ✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r

Iµ(S) =
∑

T⊇S

1

t− s+ 1
mµ(T ), ∀S ⊆ N. ✭✷✳✸✮

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝
✷✵✵✻❝✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té
♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r N ✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡ ij ⊆ N ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Iµ(ij) =
1

(n− 1)!

∑

σ∈ΠN
σ(n)=j

ωµ
σ(σ−1(i)) −

1

(n− 1)!

∑

σ∈ΠN
σ(1)=j

ωµ
σ(σ−1(i)).

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥

1

(n− 1)!

∑

σ∈ΠN
σ(n)=j

ωµ
σ(σ−1(i))






r❡s♣✳

1

(n− 1)!

∑

σ∈ΠN
σ(1)=j

ωµ
σ(σ−1(i))







♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ i ❧♦rsq✉❡ j ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠✐❡✉①
s❛t✐s❢❛✐t ✭r❡s♣✳ ❧❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t✮✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té Iµ(ij) ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ i ❧♦rsq✉❡ j ♣❛ss❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠✐❡✉①
s❛t✐s❢❛✐t✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ Iµ(ij) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ ❞❡ i ❧♦rsq✉❡
j ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠✐❡✉① s❛t✐s❢❛✐t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥ ❞❡ i ❧♦rsq✉❡ j ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠♦✐♥s
❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr❛❞✉✐t ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s s✉r j
❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ i✱ ✐✳❡✱ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t♦❧ér❛♥t ♦✉ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♣♣♦sé❡ ✿ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ j ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ ❝r✐tèr❡
❧❡ ♠✐❡✉① s❛t✐s❢❛✐t ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ i✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐♥t♦❧ér❛♥t ♦✉ ❝♦♥❥♦♥❝t✐❢✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ j ❡st
❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳

P♦✉r tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ijk ⊆ N ✱ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Iµ(ijk)
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ Iµ(S)✱ S ⊆ N ✱ s ≥ 2✱
♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬♦r❞r❡ s− 1 ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥s✳

✷✳✸✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❜✐♣♦❧❛✐r❡

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é✜♥✐s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t ❝❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡
✭✉t✐❧✐sé❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✺❛✱ ▲❛♥❣❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺✮✱ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❑♦✲
❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❝✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐❞s ♠♦②❡♥s✳

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

✷✳✹ ▼❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té

▲❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧
s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✱ à ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱
s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♦♥t été ❞é✜♥✐❡s ✭❑❧✐r ✫ ❨✉❛♥ ✶✾✾✺✱ ❑❧✐r ✫ ❲✐❡r♠❛♥ ✶✾✾✾✱ ❉✉❜♦✐s
✫ Pr❛❞❡ ✶✾✽✼✱ ❉✉❜♦✐s ✫ ❘❛♠❡r ✶✾✾✸✱ ❑❧✐r ✫ ❙♠✐t❤ ✷✵✵✶✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s
✭✷✵✵✵❜✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✏❞✐r❡❝t❡✑ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡
♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✺✮ ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱
♣❛r ❍♦♥❞❛ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✻✮✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✵❜✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ❡t ét✉❞✐é❡s ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❛✮
q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✲
tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✻✮ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡
❡t s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r♦♥t é♥♦♥❝é❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦✐❡r♦♥s ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥✲
tr♦♣✐❡ ❡t ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ♣rés❡♥✲
té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥s✐❞éré✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t
❡♥ êtr❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳

✷✳✹✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❙❤❛♥♥♦♥ ✭✶✾✹✽✮✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r

HS(p) :=
∑

i∈N

h[p(i)]

♦ù

h(x) :=

{

−x lnx, s✐ x > 0✱

0, s✐ x = 0✱

▲❛ q✉❛♥t✐té HS(p) ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ✈❛✉t ③ér♦ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ p ❡st ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡
❉✐r❛❝ ✭♣r♦♣r✐été ❞✐t❡ ❞❡ ❞❡❝✐s✐✈✐té✮✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ p✱ HS ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥t s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭lnn✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ p ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭♣r♦♣r✐été ❞✐t❡ ❞❡
♠❛①✐♠❛❧✐té✮✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ HS(p) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♦✉
❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ p✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❧♦rsq✉❡ p s❡rt à ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ s②stè♠❡
st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t à n ét❛ts✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ p s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ✉♥ ét❛t ❢✉t✉r ❞✉ s②stè♠❡✳

P❧✉s✐❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❑❤✐♥❝❤✐♥ ✶✾✺✼✱ ❆❝③é❧ ✫ ❉❛ró❝③② ✶✾✼✺✱ ❊❜❛♥❦s✱ ❙❛❤♦♦ ✫ ❙❛♥❞❡r ✶✾✾✼✱
❏❛②♥❡s ✷✵✵✸✮✱ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ét❛♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋❛❞❞❡❡✈ ✭✶✾✺✼✮✳

✸✹



✷✳✹✳ ▼❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡st ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✲
✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t ✭✶✾✻✼✮ ❞✬♦r❞r❡ β ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ré❡❧ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ β ❡t t♦✉t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p s✉r N ✱ ♣❛r

Hβ
HC(p) :=



















1

1 − β

[

∑

i∈N

p(i)β − 1

]

, β 6= 1,

HS(p), β = 1.

✭✷✳✹✮

❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t ❞✬♦r❞r❡ β ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝✐s✐✈✐té ❡t ❞❡
♠❛①✐♠❛❧✐té ✭❛✈❡❝ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ q✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♥✬❡st lnn q✉❡ ❧♦rsq✉❡ β = 1✮✳

▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ Hβ
HC ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t ✭✶✾✻✼✮ ❡st

très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❋❛❞❞❡❡✈ ✭✶✾✺✼✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡✳ ▲❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❝❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ r❡❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❡t ❞❡
❞✐✈❡rs✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ XXe s✐è❝❧❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼♦r❛❧❡s✱ P❛r❞♦ ✫ ❱❛❥❞❛ ✶✾✾✻✮✳ ▲❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t s✐ ✈❛st❡ ✭❊st❡❜❛♥ ✫ ▼♦r❛❧❡s
✶✾✾✺✮ q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❛✐t été ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

✷✳✹✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s

▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✵❜✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥
❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✶✾✾✽✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✷❜✮✳ ❉✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠♦✐♥s
❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s s♦♥t ❞✉❡s à ❨❛❣❡r ✭✷✵✵✵✮ ❡t à ❉✉❦❤♦✈♥② ✭✷✵✵✷✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✶ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r N ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

HMR(µ) :=
∑

i∈N

∑

S⊆N\i

γs(n)h[µ(S ∪ i) − µ(S)].

▲✬❡♥tr♦♣✐❡ HMR ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❛①✐♦♠❛t✐sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♣❛r ❑♦❥❛❞✐✲
♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✺✮ ❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛r ❍♦♥❞❛ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✻✮✳

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ HMR ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (P(N),⊆) ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮✳
P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HMR(µ) =
1

n!

∑

c∈M(P(N),⊆)

HS(ωµ
c ),

♦ù ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱

HMR(µ) =
1

n!

∑

σ∈ΠN

HS(ωµ
σ). ✭✷✳✺✮

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

▲❛ q✉❛♥t✐té HMR(µ) ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r M(P(N),⊆) ❞❡s
❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ωµ

c ✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ HMR(µ) ♣❡✉t
êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s
❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (P(N),⊆)✳ ❆✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ HMR ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡s
❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ♥♦✉s ❧❛ ♥♦t❡r♦♥s HS ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ HMR = HS s♦♥t ✭▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✷❜✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐✲
❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✮ ✿

✶✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛❞❞✐t✐✈❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛❞❞✐t✐✈❡ µ ∈ C∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(µ) = HS(p),

♦ù p ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r p(i) = µ(i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳

✷✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛r❞✐♥❛❧❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛r❞✐♥❛❧❡ µ ∈ C∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(µ) = HS(pµ),

♦ù pµ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉rN ❞é✜♥✐❡ pµ(i) = µ({i, . . . , n})−µ({i+1, . . . , n})
♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳

✸✳ ❙②♠étr✐❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ❡t t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π ∈ ΠN ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(µ ◦ π) = HS(µ).

✹✳ ❊①♣❛♥s✐❜✐❧✐té✳ ❙♦✐t µ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N ✳ ❙✐ k ∈ N ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✉❧ ♣♦✉r µ✱
❝✳✲à✲❞✳ µ(T ∪ k) = µ(T ) ♣♦✉r T ⊆ N \ k✱ ❛❧♦rs

HS(µ) = HS(µN\k),

♦ù µN\k ❞és✐❣♥❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ µ à P(N \ k)✳

✺✳ ❉é❝✐s✐✈✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ✱

HS(µ) ≥ 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ HS(µ) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ t❡❧❧❡ q✉❡ µ(T ) ∈
{0, 1} ♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N ✳

✻✳ ▼❛①✐♠❛❧✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(µ) ≤ lnn,

❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ µ∗ s✉r N ✳

✼✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈❡rs µ
∗✳ ❙♦✐t µ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ µ 6= µ∗

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1]✱ s♦✐t µλ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r µλ := µ+λ(µ∗−µ)✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉t t♦✉t 0 ≤ λ1 < λ2 ≤ 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(µλ1) < HS(µλ2).

✽✳ ❙tr✐❝t❡ ❝♦♥❝❛✈✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés µ1, µ2 ∈ C∗
N ❡t t♦✉t λ ∈ ]0, 1[✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(λµ1 + (1 − λ)µ2) > λHS(µ1) + (1 − λ)HS(µ2).

✸✻



✷✳✹✳ ▼❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♠❛①✐♠✐s❡rHS s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ C∗
N ❝♦♥❞✉✐t

t♦✉❥♦✉rs à ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✉♥✐q✉❡✳

❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ s✉r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (P(N),⊆) ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t
ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ
s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

H
β
HC(µ) :=

1

1 − β





∑

i∈N

∑

S⊆N\i

γs(n)[µ(S ∪ i) − µ(S)]β − 1



 , β > 0, β 6= 1. ✭✷✳✻✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✷✳✹✮✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡ H

β
HC s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤✉✐t ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲

❞❡ss✉s ♣♦✉r HS ✭♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♠❛①✐♠❛❧✐té✮✳

✷✳✹✳✸ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡
à ❝❛❧❝✉❧❡r s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés
♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❛✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r N ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

V (µ) :=
1

n

∑

i∈N

∑

S⊆N\i

γs(n)

(

µ(S ∪ i) − µ(S) −
1

n

)2

. ✭✷✳✼✮

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t

❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H
2
HC(µ) =

n− 1

n
− nV (µ).

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡ V s❛t✐s❢❛✐t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s
❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▼✐♥✐♠❛❧✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

V (µ) ≥ 0.

❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ µ∗ s✉r N ✳

✷✳ ❉é❝✐s✐✈✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❛♣❛❝✐té µ ∈ C∗
N ✱

V (µ) ≤
n− 1

n2

❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ µ ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ t❡❧❧❡ q✉❡ µ(T ) ∈ {0, 1}
♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N ✳

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

✸✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈❡rs µ
∗✳ ❙♦✐t µ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ µ 6= µ∗

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1]✱ s♦✐t µλ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r µλ := µ+λ(µ∗−µ)✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ λ1 < λ2 ≤ 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

V (µλ1) > V (µλ2).

✹✳ ❙tr✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés µ1, µ2 ∈ C∗
N ❡t t♦✉t λ ∈ ]0, 1[✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

V (λµ1 + (1 − λ)µ2) < λV (µ1) + (1 − λ)V (µ2).

▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ V ❡t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❛✮✱ ❞✐t❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳

✷✳✹✳✹ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦✲

q✉❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ♣rés❡♥té❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❡s é✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡ [0, 1]✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s x ∈ [0, 1]n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ σ ∈ ΠN t❡❧ q✉❡
x ∈ Oσ := Kσ ∩ [0, 1]n ❡t

Cµ(x) =
∑

i∈N

ωµ
σ(i)xσ(i).

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ HS(ωµ
σ) ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ωµ

σ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛
ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ µ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ cσ ❞❡ (P(N),⊆)✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱
HS(ωµ

σ) ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r x ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❣ré❣é❡ Cµ(x)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ HS(ωµ

σ) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ lnn✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ωµ
σ ❡st

à ♣❡✉ ♣rès ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s❝♦r❡s ♣❛rt✐❡❧s xi ♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
s✉r Cµ(x) q✉✐ s❡r❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s xi✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ HS(ωµ

σ) ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡s ωµ

σ(i) ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡t Cµ(x) s❡r❛ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s❝♦r❡
♣❛rt✐❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✷✳✺✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∫

x∈Oσ

dx = 1/n!

❧✬❡♥tr♦♣✐❡ HS(µ) ♣❡✉t s❡ ré❡❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

HS(µ) =
∑

σ∈ΠN

∫

x∈Oσ

HS(ωµ
σ) dx =

∫

[0,1]n
HS(ωµ

σx
) dx,

♦ù σx ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ΠN t❡❧❧❡ q✉❡ x ∈ Oσx ✳ ❆✐♥s✐✱ HS(µ) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x ∈ [0, 1]n ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
x1, . . . , xn ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Cµ(x) ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✮✳

✸✽



✷✳✹✳ ▼❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té

◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡HS(µ)✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r H

∗
S(µ) := HS(µ)/ lnn✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ H

∗
S(µ) ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✏♥❡✉tr❡✑✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t s❡ ❝♦♥❢♦♥❞ ❛❧♦rs ♣r❡sq✉❡ ❛✈❡❝
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ➚ ❧✬♦♣♣♦sé❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ H

∗
S(µ) é❣❛❧❡ à 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡

❛❣ré❣❛t✐♦♥ très ❡①trê♠❡✱ ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡✱ ❝❛r s❡✉❧❡ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❣ré❣é❡✳

▲❡s q✉❛♥t✐tés H
β
HC(µ) ❡t V (µ) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❡t ✐♥t❡r♣rété❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

✷✳✹✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✷✵✵✻✮ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r✱
❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✹ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ à ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

HS(v) :=
1

2n

∑

N+⊆N

1

n!

∑

σ∈ΠN

HS(pv
σ,N+), ✭✷✳✽✮

♦ù pv
σ,N+ ✱ σ ∈ ΠN ✱ N+ ⊆ N ✱ ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✶✳✾✮✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r✲
♠❛❧✐sé❡ s✉r N ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ (Q(N),⊆)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té
♥♦r♠❛❧✐sé❡ v s✉r N ✱ HS(v) ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s x ∈ [−1, 1]n ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s x1, . . . , xn ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❣ré❣é❡ Cv(x)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r x ∈ [−1, 1]n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ N+ ⊆ N ❡t σ ∈ ΠN t❡❧s q✉❡
x ∈ Oσ,N+ := Kσ,N+ ∩ [−1, 1]n ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✶✳✽✮✱ Cv(x) ❡st
❛❧♦rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à

∑

i∈N pv
σ,N+(i)xσ(i)✳

❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬❊q✳ ✭✷✳✽✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
∫

x∈O
σ,N+

dx = 1/n!

❧✬❡♥tr♦♣✐❡ HS(v) ♣❡✉t s❡ ré❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡

HS(µ) =
1

2n

∑

N+⊆N

∑

σ∈ΠN

∫

x∈O
σ,N+

HS(pv
σ,N+) dx

=
1

2n

∫

[−1,1]n
HS(pv

σx,N+
x

) dx,

♦ù N+
x ⊆ N ❡t σx ∈ ΠN s♦♥t ❞é✜♥✐s t❡❧s q✉❡ x ∈ Oσx,N+

x
✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ HS(v) ♠❡s✉r❡

❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x ∈ [−1, 1]n ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
x1, . . . , xn ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Cv(x)✳

▲❛ q✉❛♥t✐té HS s❛t✐s❢❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❝❡❧❧❡s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r HS ✱ ♦♥t été
♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✻✮✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

✶✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛✲
❧✐sé❡ vµ,µ̄ s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(vµ,µ̄) = HS(µ).

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❝♦♠♣❧ét❡♠❡♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❊q✳ ✭✶✳✼✮✳

✷✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛❞❞✐t✐✈❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ vµ1,µ2

s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(vµ1,µ2) =
1

2n

∑

N+⊆N

∑

i∈N

h

[

µ1(i ∩N
+) + µ2(i ∩N

−)

µ1(N+) + µ2(N−)

]

✸✳ ❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ❛❞❞✐t✐✈❡ s②♠étr✐q✉❡✴❛s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té
❛❞❞✐t✐✈❡ s②♠étr✐q✉❡✴❛s②♠étr✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ vµ,µ s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(vµ,µ) = HS(p),

♦ù p ❡st ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r N ❞é✜♥✐❡ ♣❛r p(i) := µ(i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✳

✹✳ ❙②♠étr✐❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té v ∈ BC∗
N ❡t t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π s✉r N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(v ◦ π) = HS(v).

✺✳ ❊①♣❛♥s✐❜✐❧✐té✳ ❙♦✐t v ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N ✳ ❙✐ k ∈ N ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✉❧ ♣♦✉r
v✱ ❝✳✲à✲❞✳ s✐ v(S ∪ k, T ) = v(S, T ) = v(S, T ∪ k) ♣♦✉r t♦✉t (S, T ) ∈ Q(N \ k)✱ ❛❧♦rs

HS(v) = HS(vN\k),

♦ù vN\k ❞és✐❣♥❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ v à Q(N \ k)✳

✻✳ ❉é❝✐s✐✈✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té v ∈ BC∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(v) ≥ 0.

❉❡ ♣❧✉s✱ HS(v) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ [−1, 1]n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ ∈]0, 2] ❡t i ∈ N
t❡❧s q✉❡ Cv(x) = λxi✳

✼✳ ▼❛①✐♠❛❧✐té✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té v ∈ BC∗
N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(v) ≤ lnn,

❛✈❡❝ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ v ❡st ❧❛ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ v∗ s✉r N ✳

✽✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✈❡rs v∗✳ ❙♦✐t v ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉r N t❡❧❧❡ q✉❡ v 6= v∗

❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ [0, 1]✱ s♦✐t vλ ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉rN t❡❧❧❡ q✉❡ vλ := v+λ(v∗−v)✳
❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ λ1 < λ2 ≤ 1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

HS(vλ1) < HS(vλ2).

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐♣♦❧❛✐r❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦r♠❛✲
❧✐sé❡ ❞❡ HS(µ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r H

∗

S(µ) := HS(µ)/ lnn✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ H
∗

S(µ) ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ➚
❧✬♦♣♣♦sé❡✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ H

∗

S(µ) é❣❛❧❡ à 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✐❝t❛t♦r✐❛❧❡ ❝❛r s❡✉❧❡ ✉♥❡
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❣ré❣é❡✳

✹✵



✷✳✺✳ ▲♦✐ ❡t ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡

✷✳✺ ▲♦✐ ❡t ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ s♦♥
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s❛ ❧♦✐ ❡t ❞❡ s❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡
❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❞✉s à ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✶✾✾✽✮ q✉✐ ❛ ❞ét❡r♠✐♥é ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r
[0, 1]n✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻✮ q✉✐ ♦♥t
❞ét❡r♠✐♥é ❧❛ ❧♦✐ ❡①❛❝t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✺ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳
▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ s❡♠❜❧❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❛r❞✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❛s
❣❛✉ss✐❡♥ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ét✉❞✐é ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘❛✉❢❛st❡ ✭✷✵✵✻✮✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻✮ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①✐st❛♥t s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭●♦✈✐♥❞❛r❛❥✉❧✉ ✶✾✻✽✱ ▼❛ts✉♥❛✇❛ ✶✾✽✺✱ ❆❣❛r✇❛❧✱
❉❛❧♣❛t❛❞✉ ✫ ❙✐♥❣❤ ✷✵✵✷✮✳ ■❧s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥
❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s ❡t ❧❡s B✲s♣❧✐♥❡s ✭❞❡ ❇♦♦r ✶✾✼✷✱ ❉❛✈✐s ✶✾✼✺✱
P♦✇❡❧❧ ✶✾✽✶✮✳

✷✳✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s tr♦♥q✉é❡s ❡t ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ tr♦♥q✉é❡ (x)n
+ ❡st é❣❛❧❡ à xn s✐ x > 0 ❡t à ✵ s✐♥♦♥✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱

(x)n
− ✈❛✉t xn s✐ x < 0 ❡t ✵ s✐♥♦♥✳

▲❛ n✲✐è♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✐✈✐sé❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡
❞❡ n+ 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣❛r

∆[g : a0] := g(a0)

❡t

∆[g : a0, · · · , an] :=
∆[g : a0, · · · , an−1] − ∆[g : a1, · · · , an]

a0 − an

❧♦rsq✉❡ a0, · · · , an ∈ R s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✳ ❙✐ a0 = an✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ ✿

∆[g : a0, · · · , an−1, a0] :=
∂

∂a0
∆[g : a0, · · · , an−1].

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a0, · · · , an s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡

∆[g : a0, · · · , an] =

n
∑

i=0

g(ai)
∏n

j=0
j 6=i

(ai − aj)
.

✷✳✺✳✷ Pr✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✶ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t s♦✐t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r
[0, 1]n✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Cµ(X)✱ ♥♦té❡ FCµ✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

FCµ(y) =
1

n!

∑

σ∈ΠN

∆
[

(· − y)n
− : 0, µσ

n, · · · , µ
σ
1

]

, y ∈ R,

✺▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

♦ù µσ
i := µ

(

{σ(i), . . . , σ(n)}
)

♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ❡t t♦✉t σ ∈ ΠN ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ µσ
n+1 := 0✳ ▲❛

❞❡♥s✐té ❞❡ Cµ(X)✱ ♥♦té❡ fCµ✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

fCµ(y) =
1

(n− 1)!

∑

σ∈ΠN

∆
[

(· − y)n−1
+ : 0, µσ

n, · · · , µ
σ
1

]

, y ∈ R.

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❝✐✲❛♣rès ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✉♥✐❢♦r♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❡r♠é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❥❡✉ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
ré❣✉❧❛r✐té✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✺✳✶ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t σ ∈ ΠN ✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s (µσ
i )i∈N s♦✐❡♥t

t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts✱ ❡t s♦✐t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é s✉r [0, 1]n✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Cµ(X) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

FCµ(y) =
1

n!

∑

σ∈ΠN

n+1
∑

i=1

(µσ
i − y)n

−
∏n+1

k=1
k 6=i

(

µσ
i − µσ

k

) , y ∈ R.

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✶ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t s♦✐t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é
s✉r [0, 1]n✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ Cµ(X) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

MCµ(t) =
1

tn

∑

σ∈ΠN

∆
[

et(·) : 0, µσ
n, · · · , µ

σ
1

]

, t ∈ R.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✷ ❙♦✐t µ ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t s♦✐t X ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é
s✉r [0, 1]n✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r r > 0✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✬♦r❞r❡ r ❞❡ Cµ(X) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

E [Cµ(X)r] =
r!

(n+ r)!

∑

σ∈ΠN

∆
[

(·)n+r : 0, µσ
n, · · · , µ

σ
1

]

,

❡t ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❡♥tré ❞✬♦r❞r❡ r ♣❛r

E [(Cµ(X) − E[Cµ(X)])r] =
r!

(n+ r)!

∑

σ∈ΠN

∆
[

(· − E[Y ])n+r : 0, µσ
n, · · · , µ

σ
1

]

.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r
♣✳ ❡①✳ ❆❧✐ ✶✾✼✸✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s tr♦♥q✉é❡s
❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

✷✳✺✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❛♥❝❡s tr♦♥q✉é❡s

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s q✉❛♥t✐tés FCµ(y) ❡t fCµ(y) r❡q✉✐❡rt ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✐✈✐sé❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣✉✐ss❛♥❝❡s tr♦♥q✉é❡s✱ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ B✲s♣❧✐♥❡s ✭❞❡ ❇♦♦r ✶✾✼✷✱ ❉❛✈✐s ✶✾✼✺✱ P♦✇❡❧❧
✶✾✽✶✮✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B✲s♣❧✐♥❡s s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ♠ê♠❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✹✷



✷✳✺✳ ▲♦✐ ❡t ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❊♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❞❡♥s✐té ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ✳ ❊♥ tr❛✐t
❝♦♥t✐♥✉✱ ❞❡♥s✐té ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✵ ✵✵✵ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r
❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✳

❙♦✐t y ∈ R ❡t s♦✐❡♥t a0, · · · , an ∈ R ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts✳ ◆♦t♦♥s b1, . . . , br ❧❡s
ai t❡❧s q✉❡ ai < y ❡t ♥♦t♦♥s c1, . . . , cs ❧❡s ai t❡❧s q✉❡ ai ≥ y✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
r + s = n+ 1✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡

αk,l =
(cl − y)αk−1,l + (y − bk)αk,l−1

cl − bk
, ✭✷✳✾✮

♦ù
αk,l := ∆

[

(· − y)k+l−2
+ : b1, . . . , bk, c1, . . . , cl

]

, k + l ≥ 2.

▲✬❊q✳ ✭✷✳✾✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ à ❧❛ ❜❛s❡
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡ ❇♦♦r ✭✶✾✼✷✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s B✲s♣❧✐♥❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
α1,1 = (c1 − b1)

−1 ❡t α0,l = αk,0 = 0 ♣♦✉r t♦✉s l, k ≥ 2✱ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ αr,s = ∆[(· − y)n−1

+ : a0, . . . , an] ❡♥ O(n2) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é
q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡

βk,l := ∆
[

(· − y)k+l−1
− : b1, . . . , bk, c1, . . . , cl

]

, k + l ≥ 1,

s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✷✳✾✮ ✭❆❧✐ ✶✾✼✸✱ ❱❛rs✐ ✶✾✼✸✮✳ ❆✈❡❝ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s β0,l = 0 ♣♦✉r t♦✉t l ≥ 1 ❡t βk,0 = 1 ♣♦✉r t♦✉t k ≥ 1✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ βr,s = ∆[(· − y)n

− : a0, . . . , an] ❡♥ O(n2) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳

✷✳✺✳✹ ❊①❡♠♣❧❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
✉♥✐❢♦r♠❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❡②❡r ✷✵✵✺✮
♣♦✉r ●◆❯ ❘ ✭❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡ ❚❡❛♠ ✷✵✵✺✮ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✮✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ s✉r {1, 2, 3} ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t
µ(1) = 0.1✱ µ(2) = 0.6✱ µ(3) = µ(12) = µ(13) = µ(23) = 0.9✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à µ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳
▲❡ tr❛✐t ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✵ ✵✵✵
ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✳

✹✹



✸

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s

❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❏❛❝q✉❡s ❘♦✉①❡❧✱ ▲❡s ❙❤❛❞♦❦s✳

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦✲

q✉❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✸✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✸✳✹ ▼♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸✳✺ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✹✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✹✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

✸✳✹✳✹ ❈♦♥str❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✸✳✹✳✺ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✸✳✹✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ✭✶✾✽✾✮ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ r✐sq✉❡ ❡t ❧✬✐♥❝❡r✲
t❛✐♥✱ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉t✐✲
❧✐té ❡s♣éré❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❚✈❡rs❦② ✫ ❑❛❤♥❡♠❛♥ ✶✾✾✷✱ ❈❤❛t❡❛✉♥❡✉❢ ✶✾✾✹✱ ◆❛r✉❦❛✇❛ ✫
▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✹✮✳ ▲❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❛①✐♦✲
♠❛t✐q✉❡s ❡♥ t❛♥t q✉✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲
té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✷✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✺❛✱
▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❛✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❜✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✮ ❡t ❡♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫
◆✐❝♦❧❛s ✶✾✾✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✻✮✳

◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ r❡q✉✐❡rt ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❢♦rt❡♠❡♥t ❢♦♥❞é s✉r ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❡②❡r ✷✵✵✻✮✱ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦✛r✐r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✉♥✐✜é❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t
✭❑❡❡♥❡② ✫ ❘❛✐✛❛ ✶✾✼✻✱ ❱✐♥❝❦❡ ✶✾✾✷✮✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t
s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❡t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣rés❡♥té❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t à ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❡②❡r ✷✵✵✺✮✳ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ✭♣♦✉r ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r
❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st ✉♥ ❛❥♦✉t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❧✐❜r❡ ●◆❯ ❘ ✭❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡
❚❡❛♠ ✷✵✵✺✮ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ▼❛t❧❛❜ ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥
♣❧✉s ❞❡s r♦✉t✐♥❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✱ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ❡t ❞✬✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✮✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té
♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s s✉❝❝✐♥❝✲
t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❀ ♥♦✉s
❢❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❜✮✳
❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡✳

✹✻



✸✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

✸✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡

❈❤♦q✉❡t

✸✳✷✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ t❤é♦r✐q✉❡

❙♦✐t X := X1 × · · · × Xn✱ n ≥ 2✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞✬✐♥térêt ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
N := {1, . . . , n} ❞✬❛ttr✐❜✉ts✻✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ✭❑❡❡♥❡② ✫ ❘❛✐✛❛
✶✾✼✻✮ ❡st ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✼ ❞✬✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❈❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣r❡♥♥❡♥t
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ � q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ U : X → R t❡❧❧❡ q✉❡

x � y ⇐⇒ U(x) ≥ U(y), ∀x, y ∈ X.

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ � ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❇♦✉②ss♦✉
✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✻✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡s✮✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s
❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉t✐❧✐té ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳
❇♦✉②ss♦✉ ✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✺✱ ●♦♥③❛❧❡s ✶✾✾✻✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧✱ ❞✐t tr❛♥s✐t✐❢ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❞❡ ❑r❛♥t③✱ ▲✉❝❡✱ ❙✉♣♣❡s ✫ ❚✈❡rs❦② ✭✶✾✼✶✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❇♦✉②ss♦✉
✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✹✮✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ U ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

U(x) := F (u1(x1), . . . , un(xn)), ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ X, ✭✸✳✶✮

♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ui : Xi → R s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❡t F : Rn → R✱ ♥♦♥✲❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥
❛ttr✐❜✉t ❡♥ ❞❡❣rés ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ui(xi) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r xi ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t i✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❝r✐tèr❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t i ∈ N ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉t✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ui✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s ❡st q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ � s♦✐t ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳
❇♦✉②ss♦✉ ✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✺✮✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ U ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❢♦♥❞é✳ ▲♦rsq✉❡ q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡
❝r✐tèr❡s ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé❡ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❱✐♥❝❦❡ ✶✾✾✷✱ ●♦♥③❛❧❡s ✶✾✾✻✱ ❇♦✉②ss♦✉ ✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✻✮✱
✐❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❡st ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡
♣♦♥❞éré❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✮ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❞✐t✐❢
❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t r❛r❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝r✐tèr❡s✱ ✐❧ ❛ été ré✲
❝❡♠♠❡♥t s✉❣❣éré ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳
●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✷✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❛✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✮✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✮
♥é❝❡ss✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉t✐❧✐té
❞✬✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s❡❧♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

✻❚♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ X ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❡❧s✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡s ♦✉ ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛ttr✐❜✉ts s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐ts ✜❝t✐❢s✳

✼▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡s✉r❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ❲❛❦❦❡r ✶✾✽✾✱
❇♦✉②ss♦✉ ✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✻✮ à ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❞✬✉t✐❧✐té s♦✐❡♥t ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ ui(xi) = uj(xj) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱
❧✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ x ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡♥s✐té s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s i ❡t j ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ●r❛❜✐s❝❤✱
▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦ ✷✵✵✸✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐té✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✭✷✵✵✸✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✐✲
❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❆❈❇❊❚❍ ✭❇❛♥❛ ❡ ❈♦st❛ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦
✶✾✾✾✱ ❇❛♥❛ ❡ ❈♦st❛✱ ❈♦rt❡ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦ ✷✵✵✺✮✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé à ✭●r❛❜✐s❝❤ ✫
▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✷✵✵✹✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✮ ❝❛r ❝❡t ❛s♣❡❝t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ �✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ≻ s❛ ♣❛rt✐❡ ❛s②♠étr✐q✉❡
❡t ∼ s❛ ♣❛rt✐❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✉t✐❧✐tés ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ x s❡r❛
♥♦té u(x)✱ ❝✳✲à✲❞✳ u(x) := (u1(x1), . . . , un(xn))✳

✸✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés

❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té
r❡♣rés❡♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r r❛✐s♦♥♥❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
O✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✐♥térêts✳ ▲❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞♦✐t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡✱ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

✕ ❞✬✉♥ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ �O s✉r O ✭r❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✮ ❀
✕ ❞✬✉♥ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ �N s✉r N ✭r❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s✮ ❀
✕ ❞✬✐♥t✉✐t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ❀
✕ ❞✬✉♥ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ �P s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s ✭r❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❡♥tr❡ ❝r✐tèr❡s✮ ❀
✕ ❞✬✐♥t✉✐t✐♦♥s s✉r ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ❀
✕ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ ✈❡t♦ ♦✉ ❞❡ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ✭●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✼❛✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❜✱
▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✹❜✮ ❀

✕ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ N ✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❣r♦ss♦ ♠♦❞♦ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❡♥ ❝❧❛ss❡s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ✭❋✉❥✐♠♦t♦ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✷✵✵✵✮ ❀

✕ ❡t❝✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ✐❧

s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ x ≻O x′ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r Cµ(u(x)) − Cµ(u(x′)) ≥ δC ❀
✕ x ∼O x′ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r −δC ≤ Cµ(u(x)) − Cµ(u(x′)) ≤ δC ❀
✕ i ≻N j ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r φµ(i) − φµ(j) ≥ δSh ❀
✕ i ∼N j ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r −δSh ≤ φµ(i) − φµ(j) ≤ δSh ❀
✕ ij ≻P kl ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r Iµ(ij) − Iµ(kl) ≥ δI ❀
✕ ij ∼P kl ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r −δI ≤ Iµ(ij) − Iµ(kl) ≤ δI ❀

♦ù µ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t ♦ù δC ✱ δSh ❡t δI s♦♥t ❞❡s s❡✉✐❧s ❞✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜①és ♣❛r ❧❡
❞é❝✐❞❡✉r ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✵❛✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ♣❧✉s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡st❛♥t❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡ ♣❧✉s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r
a ≤ φµ(i) ≤ b✱ ♦ù a, b ∈ [0, 1]✱ a ≤ b✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✜①és ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❀

✕ ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s i ❡t j ♣♦✉rr❛✐t

✹✽



✸✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r a ≤ Iµ(ij) ≤ b✱ ♦ù 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❡♥tr❡
❝r✐tèr❡s ❡t ♦ù −1 ≤ a ≤ b ≤ 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝r✐tèr❡s s✉❜st✐t✉t✐❢s✳

◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Iµ(ij) − Iµ(kl) ≥ δI ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ s♦✐t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ 0 ≥ Iµ(ij) ♦✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ Iµ(kl) ≥ 0✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✈❡t♦ ✭r❡s♣✳ ❢❛✈❡✉r✮ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ i ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
tr❛❞✉✐t ♣❛r µ(T ) = 0 ♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N t❡❧ q✉❡ T 6∋ k ✭r❡s♣✳ µ(T ) = 1 ♣♦✉r t♦✉t T ⊆ N t❡❧ q✉❡
T ∋ k✮ ✭▼❛r✐❝❤❛❧ ✷✵✵✵❜✱ Pr♦♣✳ ✸ ❡t ✹✮✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s❡ ♠❡ttr❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

min ♦✉ max F(. . . )

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s



































































ν(S ∪ i) − ν(S) ≥ 0,∀ i ∈ N, ∀S ⊆ N \ i,
ν(N) = 1,
Cν(u(x)) − Cν(u

′(x)) ≥ δC ,
✳✳✳
φν(i) − φν(j) ≥ δSh,
✳✳✳
Iν(ij) − Iν(kl) ≥ δI ,
Iν(kl) ≥ 0
✳✳✳

♦ù ν ❡st ✉♥ ❥❡✉ s✉r N ❡t F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r 2n−1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ◆♦✉s
✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝
n✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❛✉t❛♥t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés k✲❛❞❞✐t✐✈❡s✱ k ét❛♥t ✜①é ❞❛♥s {1, . . . , n}✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t k = 2 ♦✉ ✸✳ ■❧
s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥ ❥❡✉ k✲❛❞❞✐t✐❢ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❡t ❧❡s ❊qs✳ ✭✶✳✺✮✱ ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✸✮✱ ❝❡
q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ 2n − 1 à

∑k
l=1

(

n
l

)

✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐

min ♦✉ max F(. . . )

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s



















































































∑

T⊆S
t≤k−1

mν(T ∪ i) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀S ⊆ N \ i,

∑

T⊆N
0<t≤k

mν(T ) = 1,

Cmν (u(x)) − Cmν (u′(x)) ≥ δC ,
✳✳✳
φmν (i) − φmν (j) ≥ δSh,
✳✳✳
Imν (ij) − Imν (kl) ≥ δI ,
Imν (kl) ≥ 0
✳✳✳

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

♦ù mν ❞és✐❣♥❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞✬✉♥ ❥❡✉ k✲❛❞❞✐t✐❢ ν s✉r N ✱ ❡t ♦ù Cmν ✱ φmν ❡t
Imν ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡ ν ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s
❊qs✳ ✭✶✳✺✮✱ ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✸✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t ♥✬❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ✐♥❝♦♥s✐s✲
t❛♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❞✉ s♦✐t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r
s♦♥t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❝✳✲à✲❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✱ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t à ✐♥❝ré♠❡♥t❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❛s êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♠ê♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té n✲
❛❞❞✐t✐✈❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✐ s✬✐♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡st q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ✭✈♦✐r ♣✳
❡①✳ ❲❛❦❦❡r ✶✾✽✾✮✳ ▲❡ r❡❝♦✉rs à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐té ♣❡✉t êtr❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✐ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉t✐❧✐té s✬❛✈èr❡ ❡♥ ré❛❧✐té ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

✸✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés

❆♣rès ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣♦✉✲
✈❛♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ♣r✐✈✐❧é✲
❣✐❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✏♠♦②❡♥♥❡s✑✱ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

✸✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

▼♦r✐ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✭✶✾✽✾✮ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❛✈♦✐r ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉❣❣éré❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ❙❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ r❡q✉✐❡rt ❡♥ ❡✛❡t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞✬✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ✏♦❜❥❡❝t✐❢s✑ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈❡s ✉t✐❧✐tés✱ ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱
s❡r♦♥t ♥♦té❡s (y(x))x∈O ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐❡ ♣❛r

FMC(mν) :=
∑

x∈O

[Cmν (u(x)) − y(x)]2 ,

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ν q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s (Cmν (u(x)))x∈O ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
♣❛r r❛♣♣♦rt à ν ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s (y(x))x∈O s♦✉❤❛✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡ ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ◆❣✉②❡♥ ✫ ❲❛❧❦❡r ✶✾✾✺✱ ▼✐r❛♥❞❛ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✾✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ▼♦r✐ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✭✶✾✽✾✮✱ ■s❤✐✐
✫ ❙✉❣❡♥♦ ✭✶✾✾✻✮ ❡t ●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✺❜✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❛♣rès ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♠ét❤♦❞❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rré❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✭✶✾✾✺❜✮ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣♦✐♥t
❞❡ ❞é♣❛rt ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♥♦r♠❛❧✐sé❡ µ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té

✺✵



✸✳✸✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés

✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r s❡ ❢❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ F ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✶✮✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣rér❡q✉✐s ❝❧❛✐rs s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❤♦✐① très ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r µ ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ µ∗ ❝❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t
♣❛r r❛♣♣♦rt à µ∗ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
✐♥✐t✐❛❧❡ µ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t x ∈ O✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ µ ✐♠♣❧✐q✉és
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Cµ(u(x))✱ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ µ✳ ❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉s
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ♠♦❞✐✜és ❞❡ µ s♦♥t r❛♣♣r♦❝❤és ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈♦✐s✐♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ tr❡✐❧❧✐s (P(N),⊆) ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮✳ ▲❡s ét❛♣❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡t s♦♥t ré♣été❡s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t✳
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ µ
❞♦✐t êtr❡ st♦❝❦é✱ ❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s
❞♦✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✱
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠♦✐♥s ❡①trê♠❡s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés k✲❛❞❞✐t✐✈❡s✱ 1 ≤ k < n✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱
❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st q✉✬❡❧❧❡s r❡q✉✐èr❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s s♦✉❤❛✐té❡s (y(x))x∈O✱ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs êtr❡
❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

✸✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✵❛✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

maxFPL(ε) := ε

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s























































∑

T⊆S
t≤k−1

mν(T ∪ i) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀S ⊆ N \ i,

∑

T⊆N
0<t≤k

mν(T ) = 1,

Cmν (u(x)) − Cmν (u(x′)) ≥ δC + ε,
✳✳✳
φmν (i) − φmν (j) ≥ δSh,
✳✳✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❣r♦ss♦ ♠♦❞♦ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts q✉✐ ♦♥t été r❛♥❣és ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ �O✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❡st✐♠❡ q✉❡ x ≻O x′✱ ❝✬❡st q✉❡ x ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ x′✳ ■❧
♣❡✉t ❛❧♦rs s❡♠❜❧❡r ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s♦✉❤❛✐t❡r q✉❡ ❧❡✉rs ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s r❡✢èt❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❡✉t ♣❛r❢♦✐s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ tr♦♣ ❡①trê♠❡ ❝❛r ❡❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts r❛♥❣és ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ét❡♥❞✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✉❧✲
t✐❝r✐tèr❡ ❞❡ tr✐ ✭▼❛r✐❝❤❛❧✱ ▼❡②❡r ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✮✳

✸✳✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮ ❡st ❞❡ ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❧❛ ✏♠♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡✑ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♣r✐s❡ é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✭❝❢✳ ❊q✳ ✭✷✳✼✮✮✱ ❝✳✲à✲❞✳

FMV (mν) :=
1

n

∑

i∈N

∑

S⊆N\i

γs(n)





∑

T⊆S

mµ(T ∪ i) −
1

n





2

.

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ♠❛①✐♠✐s❡r
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ❍❛✈r❞❛ ✫ ❈❤❛r✈❛t ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡❣❛r❞é❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✽✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡
s✉✐✈❛♥t ✿

minFMV (mν)

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s























































∑

T⊆S
t≤k−1

mν(T ∪ i) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀S ⊆ N \ i,

∑

T⊆N
0<t≤k

mν(T ) = 1,

Cmν (u(x)) − Cmν (u(x′)) ≥ δC ,
✳✳✳
φmν (i) − φmν (j) ≥ δSh,
✳✳✳

❈♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮ ❡t ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✹✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✈❛ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ♣❧✉s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳

❯♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱
à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ str✐❝t❡ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r s♦♥t ✏♣❛✉✈r❡s✑✱ ❝✳✲à✲❞✳ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♥✬❛✉r❛ ♣❛s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s tr♦♣ ❡①trê♠❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s très
❢♦rt❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ♦✉ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é♠❡s✉ré❡
❞❛♥s ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻❜✮✱ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r✱
s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐❞é❡
q✉❡ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r s❡ ❢❛✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣rér❡q✉✐s ❝❧❛✐rs ❞❡
❧❛ ♣❛rt ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❥à é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ✉♥ ❝❤♦✐① très ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r µ
❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ µ∗✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ t❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❞❛♥s

✽■❧ ❢❛✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s r❛♣♣❡❧❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s
✐❝✐ ❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳

✺✷



✸✳✸✳ Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés

✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❜✮✱ tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❧✐♠✐t♦♥s à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❥❡✉① µ, ν s✉r N ♣❛r

d2(mµ,mν) :=

∫

[0,1]n
[Cmν (x) − Cmµ(x)]2dx. ✭✸✳✷✮

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ét✉❞✐é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧ ✭✶✾✾✽✱ ❈❤❛♣✳ ✼✮ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣s❡✉❞♦✲❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r [0, 1]n ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r Cmµ ❡t ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r Cmν ✳

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣rér❡q✉✐s ❝❧❛✐rs s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❛t✉r❡❧❧❡
♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

FMD(mν) :=

∫

[0,1]n

[

Cmν (x) −
1

n

n
∑

i=1

xi

]2

dx.

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡①❡✳

✸✳✸✳✹ ▼♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés

▼❡②❡r ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✭✷✵✵✺✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡
q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡✉rs ✉t✐❧✐tés s♦✉❤❛✐té❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

FMCG(mν , y) :=
∑

x∈O

[Cmν (u(x)) − y(x)]2 ,

♦ù y = (y(x))x∈O s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡✈❛♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✐♠♣♦sé ♣❛r
❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✉✐✈❛♥t ✿

minFMCG(mν , y)

s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s























































∑

T⊆S
t≤k−1

mν(T ∪ i) ≥ 0, ∀i ∈ N, ∀S ⊆ N \ i,

∑

T⊆N
0<t≤k

mν(T ) = 1,

y(x) − y(x′) ≥ δy,
✳✳✳
φmν (i) − φmν (j) ≥ δSh,
✳✳✳

♦ù δy ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦✲
❜❛❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❯♥❡

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s mν ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té r❡❝❤❡r❝❤é❡
❡t ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s y = (y(x))x∈O s❡r✈❛♥t à tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r✳

❉♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡
❞é❝✐❞❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ✭❧✐és à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❝❤♦✐s✐✮ s♦✐t tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❝ré♠❡♥t❡r k✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à r❡❧â❝❤❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s (y(x))x∈O✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▼ö❜✐✉s mν ❡st
♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r✳

▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ (y(x))x∈O ❞✉ ♣ré♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t x✱ s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ y(x) ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐té ❛❣ré❣é❡ Cmν (u(x))✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s
✉t✐❧✐tés ❛❣ré❣é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣ré♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ δy ❡st r❡s♣❡❝té✳ ■❧ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❡①✐st❡r ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s❡r❛ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♣ré✈♦✐r✳
❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❛❣ré❣é❡s (Cmν (u(x)))x∈O ♥❡
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s (y(x))x∈O r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥✉✲
♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❉❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✿ s♦✐t ❧❡
♣ré♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❛❣ré❣é❡s (Cmν (u(x)))x∈O ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à �O ♠❛✐s x ≻O x′ ♥✬✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t Cmν (u(x)) ≥ Cmν (u(x′)) + δy ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✮✱ ♦✉ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t
♣❛r (Cmν (u(x)))x∈O ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à �O✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❡
s❡✉✐❧ ♠✐♥✐♠❛❧ δy ✜①é ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ❡st ✈✐♦❧é ✏❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✑ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ très ♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ s✉r ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ δy ❡st
tr♦♣ é❧❡✈é✱ ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré♦r❞r❡ ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥s s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ♥✉❧❧❡✱ ❝❛r ❛❧♦rs✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❧❛✐ss❡r ❧❡ s♦❧✈❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♣ré✈♦✐r✳

✸✳✸✳✺ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ✭●r❛❜✐s❝❤✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✫ ▼❡②❡r ✷✵✵✺✮ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ●◆❯ ❘ ✭❘ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❈♦r❡ ❚❡❛♠ ✷✵✵✺✮✳ ▲❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é s♦✉s ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❧✐❜r❡
❢r❛♥ç❛✐s❡ ❈❡❈■▲▲ ❞❡ ❈❊❆✱ ❞✉ ❈◆❘❙ ❡t ❞❡ ❧✬■◆❘■❆ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❡❝✐❧❧✳✐♥❢♦✮ ❡t ♣❡✉t êtr❡
té❧é❝❤❛r❣é s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞✉ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❘ ❆r❝❤✐✈❡ ◆❡t✇♦r❦ ✭❤tt♣✿✴✴❝r❛♥✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✮ ♦✉
à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐t❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞é❞✐é ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣♦❧②t❡❝❤✳✉♥✐✈✲♥❛♥t❡s✳❢r✴❦❛♣♣❛❧❛❜✳ P♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ▲♣❙♦❧✈❡ ✭❇❡r❦❡❧❛❛r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺✮ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s s♦♥t rés♦❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡◗✉❛❞♣r♦❣ ✭❚✉r❧❛❝❤ ✫
❲❡✐♥❣❡ss❡❧ ✷✵✵✹✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡①❡s
s♦♥t rés♦❧✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t✐♥❡ ✐♣♦♣ ❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❡r♥❧❛❜ ✭❑❛r❛t③♦❣❧♦✉✱ ❙♠♦❧❛✱ ❍♦r♥✐❦ ✫
❩❡✐❧❡✐s ✷✵✵✹✮✳

✺✹

http://www.cecill.info
http://cran.r-project.org
http://www.polytech.univ-nantes.fr/kappalab


✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣r❛t✐q✉❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ s❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s✳

✸✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❛✮ ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✐♥st✐t✉t ❢♦r♠❛♥t ❞❡s é❝♦♥♦♠étr✐❝✐❡♥s✳ ▲❡s ét✉❞✐❛♥ts s♦♥t
é✈❛❧✉és s❡❧♦♥ ✺ ♠❛t✐èr❡s ✿ st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭P✮✱ é❝♦♥♦♠✐❡ ✭❊✮✱ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭▼✮ ❡t
❛♥❣❧❛✐s ✭❆✮✳ ▲❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ [0, 20] ❞❡ s❡♣t ét✉❞✐❛♥ts✱ a✱ b✱ c✱ d✱ e✱ f ❡t g✱
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s✳

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡s s❡♣t ét✉❞✐❛♥ts✳

➱t✉❞✐❛♥t ❙ P ❊ ▼ ❆ ▼♦②❡♥♥❡
a ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽✵
b ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽✵
c ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽✵
d ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽✵
e ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✽✵
f ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹✵
g ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✷✳✹✵

▲❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱ ♦❝❝✉♣❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉① st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❛✉① ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés q✉✬❛✉① ❛✉tr❡s ♠❛t✐èr❡s✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧
② ❛ tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠❛t✐èr❡s ✿ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❡t ❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❡t
❧✬❛♥❣❧❛✐s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❣r♦✉♣❡s é✈❛❧✉❡♥t ❞❡s ❛♣t✐t✉❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱
❝✳✲à✲❞✳ ❡❧❧❡s s♦♥t q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉❜st✐t✉t✐✈❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✉♥ ét✉❞✐❛♥t ❡st ❜♦♥ ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡s ♦✉ ❡♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭r❡s♣✳ ♠❛✉✈❛✐s ❡♥ st❛t✐st✐q✉❡s ❡t ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✮✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r
q✉✬✐❧ s♦✐t ❜♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✭r❡s♣✳ ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡ ♦✉ ❡♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✮ ♣❧✉tôt q✉✬❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡ ♦✉ ❡♥
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ r❛♥❣❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❞❡s ✼ ét✉❞✐❛♥ts
❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✿

a ≻O b ≻O c ≻O d ≻O e ≻O f ≻O g. ✭✸✳✸✮

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡✉① ét✉❞✐❛♥ts s♦♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡✉rs ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡♠✐✲✉♥✐té✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts a ❡t b✱ ❡t f ❡t g✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡ ❧❡s ✺ ❝r✐tèr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉t✐❧✐té ❛❞❞✐t✐✈❡
q✉✐ ♣✉✐ss❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t
✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❑❛♣♣❛❧❛❜✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✼ ✈❡❝t❡✉rs ❘ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ✿

❃ ❛ ❁✲ ❝✭✶✽✱✶✶✱✶✶✱✶✶✱✶✽✮

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❃ ❜ ❁✲ ❝✭✶✽✱✶✶✱✶✽✱✶✶✱✶✶✮

❃ ❝ ❁✲ ❝✭✶✶✱✶✶✱✶✽✱✶✶✱✶✽✮

❃ ❞ ❁✲ ❝✭✶✽✱✶✽✱✶✶✱✶✶✱✶✶✮

❃ ❡ ❁✲ ❝✭✶✶✱✶✶✱✶✽✱✶✽✱✶✶✮

❃ ❢ ❁✲ ❝✭✶✶✱✶✶✱✶✽✱✶✶✱✶✶✮

❃ ❣ ❁✲ ❝✭✶✶✱✶✶✱✶✶✱✶✶✱✶✽✮

▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❃ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥✈✐t❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❘✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❁✲ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❡t ❝ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳

✸✳✹✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés✱ ❧❡s ✼ ✈❡❝t❡✉rs ❝ré❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡
r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✼ ❧✐❣♥❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐❝✐ ❈✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❜✐♥❞ ✭r♦✇ ❜✐♥❞✮ ❞❡
❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✿

❃ ❈ ❁✲ r❜✐♥❞✭❛✱❜✱❝✱❞✱❡✱❢✱❣✮

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s s♦✉❤❛✐té❡s ♣♦✉r ❧❡s s❡♣t ét✉❞✐❛♥ts✳ ❇✐❡♥
q✉✬✐❧ s♦✐t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣❡✉ ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❢♦✉r♥✐❡s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ❛ss✐❣♥❡ à a✱ b✱ c✱ d✱ e✱ f ❡t g ❧❡s ♥♦t❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✶✺✱ ✶✹✳✺✱ ✶✹✱ ✶✸✳✺✱ ✶✸✱ ✶✷✳✺ ❡t ✶✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ✉t✐❧✐tés s♦✉❤❛✐té❡s s♦♥t s❛✉✈é❡s
❞❛♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❘ ❞❡ ✼ é❧é♠❡♥ts ✿

❃ ♦✈❡r❛❧❧ ❁✲ ❝✭✶✺✱✶✹✳✺✱✶✹✱✶✸✳✺✱✶✸✱✶✷✳✺✱✶✷✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡①❛❝t❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✭❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠❛✐s ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✮ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ t❛♣❛♥t

❃ ❧s ❁✲ ❧❡❛st✳sq✉❛r❡s✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱✷✱❈✱♦✈❡r❛❧❧✮

❞❛♥s ❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❘✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✲
❛❞❞✐t✐✈✐té ❞és✐ré✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s s♦✉❤❛✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ r♦✉t✐♥❡ s♦♥t s❛✉✈és ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❘✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐❝✐ ❧s✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té 2✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼ö❜✐✉s✱
♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t❛♣❛♥t

❃ ♠ ❁✲ ❧s✩s♦❧✉t✐♦♥

❡t ♣❡✉t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡ ❡♥ s❛✐s✐ss❛♥t ♠ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❘ ✿

❃ ♠

▼♦❜✐✉s✳❝❛♣❛❝✐t②

④⑥ ✵✳✵✵✵✵✵✵

✺✻



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

④✶⑥ ✵✳✸✶✶✻✺✵

④✷⑥ ✵✳✶✼✻✵✸✸

✳✳✳ ✳✳✳

④✸✱✺⑥ ✵✳✵✼✶✹✷✽

④✹✱✺⑥ ✵✳✵✵✶✼✺✷

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ✭▼✐r❛♥❞❛ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✶✾✾✾✮✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❡ a ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
s❛✐s✐ss❛♥t ✿

❃ ❈❤♦q✉❡t✳✐♥t❡❣r❛❧✭♠✱❛✮

❬✶❪ ✶✺

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤
✭✶✾✾✺❜✮✱ ✐❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ■❝✐✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣rér❡q✉✐s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s ✿

❃ ♠✉✳✉♥✐❢ ❁✲ ❛s✳❝❛♣❛❝✐t②✭✉♥✐❢♦r♠✳❝❛♣❛❝✐t②✭✺✮✮

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥ t❛♣❛♥t ✿

❃ ❤❧s ❁✲ ❤❡✉r✐st✐❝✳❧s✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱♠✉✳✉♥✐❢✱❈✱♦✈❡r❛❧❧✱❛❧♣❤❛❂✵✳✵✺✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❞és✐ré❡s ❡t ❧❡
❞❡r♥✐❡r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳

▲❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❛ s✐①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s s♦✉❤❛✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

❙ P ❊ ▼ ❆ ❉❡❝ ▼♦② ▼❈ ▼❈❍

❛ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✺✳✵ ✶✸✳✽ ✶✺✳✵ ✶✺✳✵

❜ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✹✳✺ ✶✸✳✽ ✶✹✳✺ ✶✹✳✺

❝ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✹✳✵ ✶✸✳✽ ✶✹✳✵ ✶✹✳✵

❞ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✺ ✶✸✳✽ ✶✸✳✺ ✶✸✳✺

❡ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✵ ✶✸✳✽ ✶✸✳✵ ✶✸✳✵

❢ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✺ ✶✷✳✹ ✶✷✳✺ ✶✷✳✺

❣ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✷✳✵ ✶✷✳✹ ✶✷✳✵ ✶✷✳✵

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ✉t✐❧✐tés s♦✉❤❛✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✺✲❛❞❞✐t✐✈❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❙❤❛♣❧❡②✳✈❛❧✉❡ ❡t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❙ P ❊ ▼ ❆

▼❈ ✵✳✷✾ ✵✳✶✹ ✵✳✷✶ ✵✳✶✸ ✵✳✷✹

▼❈❍ ✵✳✷✹ ✵✳✶✽ ✵✳✷✵ ✵✳✶✻ ✵✳✷✶

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ♥♦✉s ② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧❡✳

✸✳✹✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐s✲

t❛♥❝❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠✉❧t✐❛ttr✐❜✉t ❝❛r ❡❧❧❡s r❡q✉✐èr❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✬✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢♦✉r♥✐r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t q✉✬✉♥
♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✸✮✳ ❈❡
♣ré♦r❞r❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t tr❛❞✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Cmν (a) > Cmν (b) > Cmν (c) > Cmν (d) > Cmν (e) > Cmν (f) > Cmν (g).

❛✈❡❝ δC = 0.5 ❝♦♠♠❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡✳

Pr❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❡st s❛✉✈é ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘

❃ ❞❡❧t❛✳❈ ❁✲ ✵✳✺

❡t ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❡st st♦❝❦é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✻ ❧✐❣♥❡s

❃ ❆❝♣ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭❛✱❜✱❞❡❧t❛✳❈✮✱

❝✭❜✱❝✱❞❡❧t❛✳❈✮✱

❝✭❝✱❞✱❞❡❧t❛✳❈✮✱

❝✭❞✱❡✱❞❡❧t❛✳❈✮✱

❝✭❡✱❢✱❞❡❧t❛✳❈✮✱

❝✭❢✱❣✱❞❡❧t❛✳❈✮✮

❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Cmν (u(x)) ≥ Cmν (u(x′)) + δC ✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ t❛♣❛♥t ✿

❃ ❧♣ ❁✲ ❧✐♥✳♣r♦❣✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱✷✱❆✳❈❤♦q✉❡t✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆❝♣✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té s♦✉❤❛✐té
♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣ré♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t s❛✉✈é❡s ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡t ❘ ❧♣✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❡①é❝✉té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✿

❃ ♠✈ ❁✲ ♠✐♥✐✳✈❛r✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱✷✱❆✳❈❤♦q✉❡t✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆❝♣✮

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝ré❡r ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❡ ❞é❝✐❞❡✉r ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝réé❡ ❡♥ t❛♣❛♥t ✿

✺✽



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❃ ♠✳♠✉ ❁✲ ❛❞❞✐t✐✈❡✳❝❛♣❛❝✐t②✭❝✭✵✳✷✱✵✳✷✱✵✳✷✱✵✳✷✱✵✳✷✮✮

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t❛♣❛♥t ✿

❃ ♠❞ ❁✲ ♠✐♥✐✳❞✐st✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭♠✳♠✉✱✷✱✧❣❧♦❜❛❧✳s❝♦r❡s✧✱

❆✳❈❤♦q✉❡t✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆❝♣✮

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té s♦✉❤❛✐té ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
✐♥❞✐q✉❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❜✮✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✧❣❧♦❜❛❧✳s❝♦r❡s✧ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❊q✳ ✭✸✳✷✮✳

▲❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr♦✐s
s♦❧✉t✐♦♥s 2✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❙ P ❊ ▼ ❆ ▼♦② P▲ ▼❱ ▼❉

❛ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✽✳✵✵ ✶✺✳✷✺ ✶✹✳✾✺

❜ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✼✳✸✻ ✶✹✳✼✺ ✶✹✳✹✺

❝ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✻✳✼✸ ✶✹✳✷✺ ✶✸✳✾✺

❞ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✻✳✵✾ ✶✸✳✼✺ ✶✸✳✹✺

❡ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✺✳✹✺ ✶✸✳✷✺ ✶✷✳✾✺

❢ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✹✳✽✷ ✶✷✳✼✺ ✶✷✳✹✺

❣ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✷✳✹ ✶✹✳✶✽ ✶✷✳✷✺ ✶✶✳✾✺

◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ♥♦✉s ② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ✉t✐❧✐tés ❧❡s
♣❧✉s ❞✐s♣❡rsé❡s✱ ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ♣♦✉r
❧❡s ✼ ét✉❞✐❛♥ts ✭❝✳✲à✲❞✳ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✶✽✮✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ét✉❞✐❛♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s
❞❛♥s ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ✈❛❧❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t δC ✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ tr❛✐té✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❣r♦ss♦ ♠♦❞♦ ❞❡ tr♦✉✈❡r
♣❛r♠✐ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ❝❡❧❧❡ q✉✐
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ✿

❙ P ❊ ▼ ❆

P▲ ✵✳✹✺ ✵✳✵✵ ✵✳✷✼ ✵✳✵✺ ✵✳✷✸

▼❱ ✵✳✷✼ ✵✳✶✻ ✵✳✷✶ ✵✳✶✹ ✵✳✷✷

▼❉ ✵✳✷✹ ✵✳✶✽ ✵✳✷✵ ✵✳✶✻ ✵✳✷✷

▲❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ❞és✐❣♥❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❧❡
♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st très ❡①trê♠❡ ❝❛r ❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡s
♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭P✮ ❡t ❞✉ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭▼✮ s♦♥t très ❢❛✐❜❧❡s ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✵✳✺✳ ◆♦✉s
✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥st✐t✉t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✭P✮✱ ❡t ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ✭❊✮ ❡t ❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
✭▼✮✱ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✉❞✐❛♥ts r❛♥❣és ♣❛r ❧❡
❞é❝✐❞❡✉r ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr✐❣é ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥♥❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ▼ö❜✐✉s ❞❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s ✿

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

P▲ ▼❱ ▼❉

④⑥ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵ ✵✳✵✵

④✶⑥ ✵✳✼✸ ✵✳✸✹ ✵✳✸✸

④✷⑥ ✵✳✵✵ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾

④✸⑥ ✵✳✺✺ ✵✳✷✺ ✵✳✷✶

④✹⑥ ✵✳✵✾ ✵✳✶✺ ✵✳✶✻

④✺⑥ ✵✳✹✺ ✵✳✶✽ ✵✳✶✹

④✶✱✷⑥ ✵✳✵✵ ✲✵✳✶✸ ✲✵✳✶✼

④✶✱✸⑥ ✲✵✳✸✻ ✲✵✳✵✻ ✲✵✳✵✺

④✶✱✹⑥ ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✵✻

④✶✱✺⑥ ✲✵✳✶✽ ✵✳✵✾ ✵✳✶✵

④✷✱✸⑥ ✵✳✵✵ ✵✳✵✷ ✵✳✵✸

④✷✱✹⑥ ✵✳✵✵ ✵✳✶✶ ✵✳✶✺

④✷✱✺⑥ ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✷

④✸✱✹⑥ ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✽ ✲✵✳✵✽

④✸✱✺⑥ ✲✵✳✶✽ ✵✳✵✹ ✵✳✵✽

④✹✱✺⑥ ✲✵✳✵✾ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✵

✸✳✹✳✹ ❈♦♥str❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ q✉✬❛♣rès
❛✈♦✐r ❡①❛♠✐♥é ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r
r❡q✉✐❡rt q✉❡ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭P✮✱ ❡t ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ✭❊✮ ❡t ❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✭▼✮✱
❛✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✱ ❝✳✲à✲❞✳ S ∼N P ❡t E ∼N M ✳

❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t tr❛❞✉✐t❡s ♣❛r −δφ ≤ φmν (S) − φmν (P ) ≤ δφ ❡t −δφ ≤
φmν (E)− φmν (M) ≤ δφ✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ δφ ét❛♥t s✉♣♣♦sé ♣r✐s é❣❛❧ à 0.01 ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳
❆✜♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❝❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞
❝réé❡ ✿

❃ ❞❡❧t❛✳♣❤✐ ❁✲ ✵✳✵✶

▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés é✈♦q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❛✉✈é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✹ ❧✐❣♥❡s

❃ ❆s♣ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✶✱✷✱✲❞❡❧t❛✳♣❤✐✮✱

❝✭✷✱✶✱✲❞❡❧t❛✳♣❤✐✮✱

❝✭✸✱✹✱✲❞❡❧t❛✳♣❤✐✮✱

❝✭✹✱✸✱✲❞❡❧t❛✳♣❤✐✮✮

❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φmν (i) − φmν (j) ≥ c✱ c ∈ [−1, 1]✳

▲❛ r♦✉t✐♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①é❝✉té❡ ❡♥ t❛♣❛♥t

❃ ❧♣✷ ❁✲ ❧✐♥✳♣r♦❣✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱✷✱❆✳❈❤♦q✉❡t✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆❝♣✱

❆✳❙❤❛♣❧❡②✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆s♣✮

❞❛♥s ❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❘✳ ▲❡s r♦✉t✐♥❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ✿

✻✵



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❙ P ❊ ▼ ❆

P▲ ✵✳✷✸ ✵✳✷✸ ✵✳✶✽ ✵✳✶✽ ✵✳✶✽

▼❱ ✵✳✷✷ ✵✳✷✶ ✵✳✶✽ ✵✳✶✼ ✵✳✷✷

▼❉ ✵✳✷✷ ✵✳✷✶ ✵✳✶✽ ✵✳✶✼ ✵✳✷✷

❈♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

▲❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s
✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

❙ P ❊ ▼ ❆ ▼♦② P▲ ▼❱ ▼❉

❛ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✻✳✵✸ ✶✺✳✶✷ ✶✹✳✽✹

❜ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✺✳✺✷ ✶✹✳✻✷ ✶✹✳✸✹

❝ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✺✳✵✶ ✶✹✳✶✷ ✶✸✳✽✹

❞ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✹✳✺✵ ✶✸✳✻✷ ✶✸✳✸✹

❡ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✸✳✾✾ ✶✸✳✶✷ ✶✷✳✽✹

❢ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✸✳✹✽ ✶✷✳✻✷ ✶✷✳✸✹

❣ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✷✳✾✼ ✶✷✳✶✷ ✶✶✳✽✹

❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s très ♣r♦❝❤❡s✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t✳

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s t❛❜❧❡❛✉
❝✐✲❞❡ss✉s ✿

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✷✼ ✲✵✳✶✼ ✵✳✵✵ ✲✵✳✵✸

P ✲✵✳✷✼ ◆❆ ✵✳✵✵ ✵✳✶✻ ✲✵✳✵✹

❊ ✲✵✳✶✼ ✵✳✵✵ ◆❆ ✲✵✳✶✷ ✲✵✳✵✻

▼ ✵✳✵✵ ✵✳✶✻ ✲✵✳✶✷ ◆❆ ✲✵✳✵✼

❆ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✵✻ ✲✵✳✵✼ ◆❆

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✷✶ ✲✵✳✵✺ ✲✵✳✵✻ ✵✳✶✵

P ✲✵✳✷✶ ◆❆ ✵✳✵✶ ✵✳✶✺ ✲✵✳✵✸

❊ ✲✵✳✵✺ ✵✳✵✶ ◆❆ ✲✵✳✶✷ ✵✳✵✺

▼ ✲✵✳✵✻ ✵✳✶✺ ✲✵✳✶✷ ◆❆ ✲✵✳✵✶

❆ ✵✳✶✵ ✲✵✳✵✸ ✵✳✵✺ ✲✵✳✵✶ ◆❆

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✷✶ ✲✵✳✵✹ ✲✵✳✵✼ ✵✳✶✵

P ✲✵✳✷✶ ◆❆ ✵✳✵✸ ✵✳✶✽ ✲✵✳✵✶

❊ ✲✵✳✵✹ ✵✳✵✸ ◆❆ ✲✵✳✶✵ ✵✳✵✾

▼ ✲✵✳✵✼ ✵✳✶✽ ✲✵✳✶✵ ◆❆ ✵✳✵✵

❆ ✵✳✶✵ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵ ◆❆

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝
♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✐èr❡s✱ ❝❡ q✉✐✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

❧✬✐♥st✐t✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ✭❙✮ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❧✉tôt ✐♥t❡r❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛t✐èr❡s s❛✉❢ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭P✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦rr✐❣é ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹✳✺ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❙✉♣♣♦s♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉✬❛✜♥ ❞✬êtr❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r
✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛t✐èr❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐✈❡ ❡t q✉❡ ❞❡✉①
♠❛t✐èr❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

P ❊ ▼ ❆

−1 ≤ Imν
(SP ) ≤ −δI δI ≤ Imν

(SE) ≤ 1 δI ≤ Imν
(SM) ≤ 1 δI ≤ Imν

(SA) ≤ 1 ❙

δI ≤ Imν
(PE) ≤ 1 δI ≤ Imν

(PM) ≤ 1 δI ≤ Imν
(PA) ≤ 1 P

−1 ≤ Imν
(EM) ≤ −δI δI ≤ Imν

(EA) ≤ 1 ❊

δI ≤ Imν
(MA) ≤ 1 ▼

♦ù δI ✱ s✉♣♣♦sé ✜①é à ✵✳✵✺ ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✱ ❡st ✉♥ s❡✉✐❧ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ✵✳

❆✜♥ ❞✬❡♥❝♦❞❡r ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❘ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡ s❡✉✐❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝réé❡ ✿

❃ ❞❡❧t❛✳■ ❁✲ ✵✳✵✺

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é✈♦q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ s❛✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✶✵ ❧✐❣♥❡s s✉✐✈❛♥t❡

❃ ❆✐✐ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✶✱✷✱✲✶✱✲❞❡❧t❛✳■✮✱

❝✭✶✱✸✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✶✱✹✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✶✱✺✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✷✱✸✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✷✱✹✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✷✱✺✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✸✱✹✱✲✶✱✲❞❡❧t❛✳■✮✱

❝✭✸✱✺✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✱

❝✭✹✱✺✱❞❡❧t❛✳■✱✶✮✮

❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a ≤ Imν (ij) ≤ b✱ a, b ∈ [−1, 1]✳

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲✬♦r❞r❡
❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❡st ❛❧♦rs ✐♥❝ré♠❡♥té ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❡♥ t❛♣❛♥t ✿

❃ ❧♣✸ ❁✲ ❧✐♥✳♣r♦❣✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱✸✱

❆✳❈❤♦q✉❡t✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆❝♣✱

❆✳❙❤❛♣❧❡②✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆s♣✱

❆✳✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳✐♥t❡r✈❛❧ ❂ ❆✐✐✮

✻✷



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡s r♦✉t✐♥❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❞❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ✸✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ✿

❙ P ❊ ▼ ❆

P▲ ✵✳✷✸ ✵✳✷✸ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✷✷

▼❱ ✵✳✷✸ ✵✳✷✷ ✵✳✶✽ ✵✳✶✽ ✵✳✷✵

▼❉ ✵✳✷✷ ✵✳✷✶ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾ ✵✳✷✶

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ✸✲❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s t❛❜❧❡❛✉①
❝✐✲❞❡ss✉s ✿

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✸✵ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✶✷

P ✲✵✳✸✵ ◆❆ ✵✳✵✼ ✵✳✶✹ ✵✳✵✺

❊ ✵✳✵✺ ✵✳✵✼ ◆❆ ✲✵✳✷✹ ✵✳✵✺

▼ ✵✳✵✺ ✵✳✶✹ ✲✵✳✷✹ ◆❆ ✵✳✵✺

❆ ✵✳✶✷ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ◆❆

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✶✸ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺

P ✲✵✳✶✸ ◆❆ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺

❊ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ◆❆ ✲✵✳✵✺ ✵✳✵✺

▼ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✲✵✳✵✺ ◆❆ ✵✳✵✺

❆ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ◆❆

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✷✶ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺

P ✲✵✳✷✶ ◆❆ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺

❊ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ◆❆ ✲✵✳✶✷ ✵✳✵✺

▼ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✲✵✳✶✷ ◆❆ ✵✳✵✺

❆ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ◆❆

❈♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

▲❡s ✉t✐❧✐tés ❣❧♦❜❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ✸✲
❛❞❞✐t✐✈❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿

❙ P ❊ ▼ ❆ ▼♦② P▲ ▼❱ ▼❉

❛ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✹✳✵✻ ✶✹✳✷✻ ✶✹✳✹✺

❜ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✸✳✺✺ ✶✸✳✼✻ ✶✸✳✾✺

❝ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✸✳✵✹ ✶✸✳✷✻ ✶✸✳✹✺

❞ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✷✳✺✸ ✶✷✳✼✻ ✶✷✳✾✺

❡ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✷✳✵✷ ✶✷✳✷✻ ✶✷✳✹✺

❢ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✶✳✺✶ ✶✶✳✼✻ ✶✶✳✾✺

❣ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✶✳✵✵ ✶✶✳✷✻ ✶✶✳✹✺

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

✸✳✹✳✻ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❛♣♣r♦❝❤é❡

❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛✲
♣❧❡② ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ét✉❞✐❛♥ts ❞♦✐t êtr❡ ❡♥❝♦❞é ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✻ ❧✐❣♥❡s ✿

❃ r❦✳♣r♦t♦ ❁✲ r❜✐♥❞✭❝✭✶✱✷✮✱ ❝✭✷✱✸✮✱ ❝✭✸✱✹✮✱ ❝✭✹✱✺✮✱ ❝✭✺✱✻✮✱ ❝✭✻✱✼✮✮

▲❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s a✱ b✱ c✱ d✱ e✱ f ❡t g ❞❛♥s ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❈ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳

▲❛ r♦✉t✐♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❛♣♣❡❧é❡
❡♥ t❛♣❛♥t ✿

❃ ❣❧s ❁✲ ❧s✳r❛♥❦✐♥❣✳❝❛♣❛✳✐❞❡♥t✭✺✱ ✷✱ ❈✱ r❦✳♣r♦t♦✱ ✵✳✺✱

❆✳❙❤❛♣❧❡②✳♣r❡♦r❞❡r ❂ ❆s♣✱

❆✳✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳✐♥t❡r✈❛❧ ❂ ❆✐✐✮

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✜①❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ k✲❛❞❞✐t✐✈✐té ❞és✐ré ♣♦✉r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡
❛✉ ♣ré♦❞r❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ δy✳ ▲❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡② ❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❛♥✲
t❛✐r❡s ✐♠♣♦sé❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ❣é♥ér❛❧✐sés r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❛♥♥✉❧❛♥t ♣❛s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✭❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ♥♦✉s ② ❛tt❡♥❞r❡✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✉t✐❧✐tés
❣❧♦❜❛❧❡s (Cmν (u(x)))x∈O ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❧❡s ✉t✐❧✐tés (y(x))x∈O ❞❛♥s ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐èr❡
❝♦❧♦♥♥❡ ✿

❙ P ❊ ▼ ❆ ▼♦② ② ▼❈●

❛ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✸✳✾✹ ✶✸✳✻✼

❜ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✸✳✹✹ ✶✸✳✹✹

❝ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✽ ✶✸✳✽ ✶✷✳✾✹ ✶✷✳✽✶

❞ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✷✳✹✹ ✶✷✳✺✼

❡ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✸✳✽ ✶✶✳✾✹ ✶✶✳✽✶

❢ ✶✽ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✶✳✹✹ ✶✶✳✺✼

❣ ✶✶ ✶✶ ✶✽ ✶✶ ✶✶ ✶✷✳✹ ✶✵✳✾✹ ✶✶✳✷✶

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ ♣ré♦r❞r❡ ✐♠♣♦sé ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ✈✐♦❧é ♠❛✐s ❧❡ s❡✉✐❧
♠✐♥✐♠❛❧ δy ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs r❡s♣❡❝té ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Cmν (f) − Cmν (g) < δy✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❙❤❛♣❧❡② ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✷✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❡st

❙ P ❊ ▼ ❆

✵✳✷✸ ✵✳✷✷ ✵✳✶✼ ✵✳✶✻ ✵✳✷✷

❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✻✹



✸✳✹✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❙ P ❊ ▼ ❆

❙ ◆❆ ✲✵✳✷✷ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✶✹

P ✲✵✳✷✷ ◆❆ ✵✳✵✻ ✵✳✵✾ ✵✳✵✻

❊ ✵✳✵✺ ✵✳✵✻ ◆❆ ✲✵✳✵✽ ✵✳✶✺

▼ ✵✳✵✺ ✵✳✵✾ ✲✵✳✵✽ ◆❆ ✵✳✵✺

❆ ✵✳✶✹ ✵✳✵✻ ✵✳✶✺ ✵✳✵✺ ◆❆

❧❡sq✉❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉✱ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

✻✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ s✬❛rt✐❝✉❧❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❛✉t♦✉r
❞❡ ❞❡✉① ❛①❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛①❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❛①❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ▲❛
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s
✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧ ✐❞❡♥t✐✜é✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡①♣❧✐q✉❡r s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s tr❛♥s♣❛r❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é❝✐❞❡✉r✳ ❘é✲
❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡
❞✉ ❞é❝✐❞❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥❞✐❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés r❡st❡♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r✳ ◗✉❡❧q✉❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❝✐✲❛♣rès✳

■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ♠❡s✉r❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t

▲✬✉♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ♣♦✉r ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❛✐t été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✹✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫
●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✸✱ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✺❜✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻❛✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡
s✉❣❣éré ♣❛r ❇♦✉②ss♦✉ ✭✷✵✵✻✮✱ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✉ ♠❡s✉r❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❞❡ s❛✈♦✐r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ✭♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞♦♥❝✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙✉❣❡♥♦✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ♦♥t été ré❝❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❙❧♦✇✐➠s❦✐✱ ●r❡❝♦ ✫ ▼❛t❛r❛③③♦ ✭✷✵✵✷✮ ❡t ❇♦✉②ss♦✉ ✫ ▼❛r❝❤❛♥t ✭✷✵✵✺❛✮ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ●r❡❝♦✱
▼❛t❛r❛③③♦ ✫ ❙❧♦✇✐➠s❦✐ ✷✵✵✹✱ ❇♦✉②ss♦✉ ✫ ▼❛r❝❤❛♥t ✷✵✵✺❜✮✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❛
été q✉❛❧✐✜é ♣❛r ❇♦✉②ss♦✉ ✭✷✵✵✻✮✱ ❡♥ s✉❜st❛♥❝❡✱ ❞❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✬❡♥
♣❡rs✉❛❞❡r✱ ❥✬❛✐ ré❝❡♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝é à ❡✤❡✉r❡r ❧✬❛❜♦♥❞❛♥t❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ ♠❡s✉r❛❣❡ ❝♦♥❥♦✐♥t✳
❏✬❛✐ été ❢r❛♣♣é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐té ❛❞❞✐t✐✈❡
✭●♦♥③❛❧❡s ✶✾✾✻✮✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❛①✐♦♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s tr❛❝❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♠✬❛ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❛r✉ ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❛r❞✉❡ ✭❇♦✉②ss♦✉ ✫ P✐r❧♦t ✷✵✵✹✱ ●r❡❝♦✱
▼❛t❛r❛③③♦ ✫ ❙❧♦✇✐➠s❦✐ ✷✵✵✹✮✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ♣♦✉ss❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✐❧
s✉✣r❛✐t ✏s✐♠♣❧❡♠❡♥t✑ ❞❡ r❛❥♦✉t❡r q✉❡❧q✉❡s ❛①✐♦♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡ ♠♦❞è❧❡ tr❛♥s✐t✐❢ ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t✳ ❈❡s ❛①✐♦♠❡s s✬✐♥s♣✐r❡r❛✐❡♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉t✐❧✐té ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❝❛r✱

✻✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❛♣rès t♦✉t✱ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✭♣♦♥❞éré❡✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❥❡ ❝r♦✐s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✏s✐ s✐♠♣❧❡✑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t très
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❡t ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳

▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡♥ ❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥

▲✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ✸ ❡st ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣r❛t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
●r❛❜✐s❝❤ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✭✷✵✵✹✮ ❝♦♥s✐st❡ ❣r♦ss♦ ♠♦❞♦ à ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜❧❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❆❈❇❊❚❍
✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▲❛❜r❡✉❝❤❡ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✸✮✱ ♣✉✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦✲
sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱
❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st très ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉
❞é❝✐❞❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
s❡r❛✐t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❡t ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆♥❣✐❧❡❧❧❛✱ ●r❡❝♦✱
▲❛♠❛♥t✐❛ ✫ ▼❛t❛r❛③③♦ ✭✷✵✵✹✮ ♠❛✐s ❡st très ❧♦✉r❞❡ à ♠❡ttr❡ ÷✉✈r❡ ❡t s❡♠❜❧❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss❡③ ❡①trê♠❡s✳

▼♦❞è❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❢♦♥❞és s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❜✐♣♦❧❛✐r❡

▲❡s ✐♥❞✐❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♦♥t été
ré❝❡♠♠❡♥t ét❡♥❞✉s ❛✉① ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés✳ ■❧ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡
❝❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣♦✉r q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐tés✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s ❛✉ ❝❛s ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳ ❈❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❝♦♠♠❡ é✈♦q✉é ❞❛♥s ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✷✵✵✻❜✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳

▲♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t

▲❛ ❧♦✐ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛ été ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ▼❛r✐❝❤❛❧
✫ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝ ✭✷✵✵✻✮ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ❯♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✐♥té❣r❛♥❞❡s✳ ●r❛❜✐s❝❤ ✫ ❘❛✉❢❛st❡
✭✷✵✵✻✮ s❡ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ssés ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♥té❣r❛♥❞❡s
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ✭●♦✈✐♥❞❛r❛❥✉❧✉ ✶✾✻✽✱ ▼❛ts✉♥❛✇❛ ✶✾✽✺✮
♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉❣❣èr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✉
♠♦✐♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❈❤♦q✉❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳

❆①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ✭❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱
▼❛r✐❝❤❛❧ ✫ ❘♦✉❜❡♥s ✷✵✵✺✱ ❍♦♥❞❛ ✫ ●r❛❜✐s❝❤ ✷✵✵✻✮ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s q✉✐ ♥❡ tr❛❞✉✐s❡♥t
♣❛s ❧✬❡ss❡♥❝❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ▼♦r❛❧❡s✱ P❛r❞♦ ✫ ❱❛❥❞❛ ✭✶✾✾✻✮ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s

✻✽



q✉✐ ❧✐❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✲❝♦♥❝❛✈✐té✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❞❡ ▲♦r❡♥③ ✭✈♦✐r ♣✳ ❡①✳ ▼❛rs❤❛❧❧ ✫ ❖❧❦✐♥ ✶✾✼✾✱ ❉✉❜♦✐s ✫ ❍ü❧❧❡r♠❡✐❡r ✷✵✵✻✮✳

❆♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s

❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ s②♥t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s❡
r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ♥♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡s✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s
✢❛❣r❛♥t s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛✐♥s✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r✱ ❞❛♥s
❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡①t❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♥♦♥
❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✳

✏❈✬❡st t♦✉t ♣♦✉r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✑

◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t✉ t❡ ❞♦✉t❡s ❜✐❡♥✱ ❝❤❡r
❧❡❝t❡✉r✱ q✉❡ ❧❡s ❙❤❛❞♦❦s ❞❛♥s ❧❡✉r ✐♥✜♥✐❡ s❛❣❡ss❡ ♦♥t ✉♥❡ ❞❡✈✐s❡ ❛❞❛♣té❡ à t♦✉t❡s ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✿

❏❛❝q✉❡s ❘♦✉①❡❧✱ ▲❡s ❙❤❛❞♦❦s✳

✻✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✼✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆❝③é❧✱ ❏✳ ✫ ❉❛ró❝③②✱ ❩✳ ✭✶✾✼✺✮✱ ❖♥ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝
Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✕❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦✕▲♦♥❞♦♥✳

❆❣❛r✇❛❧✱ ●✳ ●✳✱ ❉❛❧♣❛t❛❞✉✱ ❘✳ ❏✳ ✫ ❙✐♥❣❤✱ ❆✳ ❑✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❵▲✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♦r❞❡r
st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❇✲s♣❧✐♥❡s✬✱ ❈♦♠♠✉♥✳ ❙t❛t✳✱ ❚❤❡♦r② ▼❡t❤♦❞s ✸✶✭✷✮✱ ✶✽✶✕✶✾✷✳

❆❧✐✱ ▼✳ ▼✳ ✭✶✾✼✸✮✱ ❵❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✉st✉♠ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡①✬✱ P❛❝✐✜❝ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s
✹✽✭✷✮✱ ✸✶✸✕✸✷✷✳

❆♥❣✐❧❡❧❧❛✱ ❙✳✱ ●r❡❝♦✱ ❙✳✱ ▲❛♠❛♥t✐❛✱ ❋✳ ✫ ▼❛t❛r❛③③♦✱ ❇✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❵❆ss❡ss✐♥❣ ♥♦♥✲❛❞❞✐t✐✈❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r
♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛✐❞✬✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✺✽✱ ✼✸✹✕✼✹✹✳

❆✉❜✐♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✶✮✱ ❵❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❢✉③③② ❣❛♠❡s✬✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✻✱ ✶✕✶✸✳

❇❛♥❛ ❡ ❈♦st❛✱ ❈✳ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❈❉▼✱ ✐♥ ❚✳ ●❛❧ ✫ ❚✳ ❍✳
❚✳ ❙t❡✇❛r❞✱ ❡❞s✱ ❵▼✉❧t✐❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ▼❛❦✐♥❣ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼❈❉▼ ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✬✱ ❑❧✉✇❡r✳

❇❛♥❛ ❡ ❈♦st❛✱ ❈✳✱ ❈♦rt❡✱ ❏✳ ❉✳ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❖♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❆❈✲
❇❊❚❍✱ ✐♥ ❏✳ ❋✐❣✉❡✐r❛✱ ❙✳ ●r❡❝♦ ✫ ▼✳ ❊❤r❣♦tt✱ ❡❞s✱ ❵▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ✿
❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆rt ❙✉r✈❡②s✬✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✹✵✾✕✹✹✷✳

❇❛♥③❤❛❢✱ ❏✳ ✭✶✾✻✺✮✱ ❵❲❡✐❣❤t❡❞ ✈♦t✐♥❣ ❞♦❡s♥✬t ✇♦r❦ ✿ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✬✱ ❘✉t❣❡rs ▲❛✇
❘❡✈✐❡✇ ✶✾✱ ✸✶✼✕✸✹✸✳

❇❡♥✲❖r✱ ▼✳ ✫ ▲✐♥✐❛❧✱ ◆✳ ✭✶✾✾✵✮✱ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦✐♥ ✢✐♣♣✐♥❣✱ ✐♥ ❵❘❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✬✱
❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ♣♣✳ ✾✶✕✶✶✺✳ ✭❊❛r❧✐❡r ✈❡rs✐♦♥ ✿ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦✐♥ ✢✐♣♣✐♥❣✱ r♦❜✉st
✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ❇❛♥③❤❛❢ ✈❛❧✉❡s✱ Pr♦❝✳ ✷✻t❤ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡s✱ P♦rt❧❛♥❞✱ ✶✾✽✺✱ ♣♣✳ ✹✵✽✕✹✶✻✮✳

❇❡♥✈❡♥✉t✐✱ P✳✱ ▼❡s✐❛r✱ ❘✳ ✫ ❱✐✈♦♥❛✱ ❉✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ▼♦♥♦t♦♥❡ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✐♥ ❊✳ P❛♣✱
❡❞✳✱ ❵❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▼❡❛s✉r❡ ❚❤❡♦r②✬✱ ❊❧s❡✈✐❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣♣✳ ✶✸✷✾✕✶✸✼✾✳

❇❡r❦❡❧❛❛r✱ ▼✳ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❧♣❙♦❧✈❡ ✿ ■♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ▲P❙♦❧✈❡ ✈✳✺ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r✴✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠s✳
❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✶✳✾✳

❇✐❧❜❛♦✱ ❏✳ ✭✶✾✾✽✮✱ ❵❆①✐♦♠s ❢♦r t❤❡ ❙❤❛♣❧❡② ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❝♦♥✈❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✬✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✶✵✱ ✸✻✺✕✸✼✷✳

❇✐❧❜❛♦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P✉❜❧✐s❤❡rs✳

❇✐❧❜❛♦✱ ❏✳✱ ❋❡r♥á♥❞❡③✱ ❏✳✱ ❏✐♠é♥❡③✱ ◆✳ ✫ ▲ó♣❡③✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❵❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜✐❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s✬✱
❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ♣✳ ✐♥ ♣r❡ss✳
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❋❡❧s❡♥t❤❛❧✱ ❉✳ ✫ ▼❛❝❤♦✈❡r✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✱ ❵❚❡r♥❛r② ✈♦t✐♥❣ ❣❛♠❡s✬✱ ■♥t✳ ❏✳ ♦❢ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ✷✻✱ ✸✸✺✕
✸✺✶✳

❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑✳ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐✱ ❚✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐♥
▼✳ ●r❛❜✐s❝❤✱ ❚✳ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ▼✳ ❙✉❣❡♥♦✱ ❡❞s✱ ❵❋✉③③② ▼❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ■♥t❡❣r❛❧s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✬✱ P❤②s✐❝❛✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ✾✺✕✶✵✸✳

❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑✳ ✫ ▼✉r♦❢✉s❤✐✱ ❚✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❵❙♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ k✲♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❜✐♣♦❧❛r ▼ö❜✐✉s tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ❜✐✲❝❛♣❛❝✐t✐❡s✬✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
❛♥❞ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ✾✭✺✮✱ ✹✽✹✕✹✾✺✳

❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❑✳✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ■✳ ✫ ▼❛r✐❝❤❛❧✱ ❏✳✲▲✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❵❆①✐♦♠❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐s✲
t✐❝ ❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✲♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❡s✬✱ ●❛♠❡s ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦r ✺✺✱ ✼✷✕✾✾✳

●♦♥③❛❧❡s✱ ❈✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❯t✐❧✐tés ❛❞❞✐t✐✈❡s ✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s
✻✱ ❋r❛♥❝❡✳

●♦✈✐♥❞❛r❛❥✉❧✉✱ ❩✳ ✭✶✾✻✽✮✱ ❵❆s②♠♣t♦t✐❝ ♥♦r♠❛❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ♦r❞❡r
st❛t✐st✐❝s✬✱ Pr♦❝✳ ◆❛t❧✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳ ❯❙❆ ✺✾✭✸✮✱ ✼✶✸✕✼✶✾✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ❵❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③② ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✬✱ ❊✉r♦✲
♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✽✾✱ ✹✹✺✕✹✺✻✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✺❛✮✱ ❵❋✉③③② ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✬✱ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s
✻✾✱ ✷✼✾✕✷✾✽✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✺❜✮✱ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐❞❡♥t②✜♥❣ ❢✉③③② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❵■♥t✳ ✹t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❋✉③③② ❙②st❡♠s✬✱ ❨♦❦♦❤❛♠❛✱ ❏❛♣❛♥✱ ♣♣✳ ✶✹✺✕
✶✺✵✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❵❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ❢✉③③②
♠❡❛s✉r❡s✬✱ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs ✶✼✭✻✮✱ ✺✻✼✕✺✼✺✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼❛✮✱ ❵❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉③③② ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥
♠❛❦✐♥❣✬✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❋✉③③✐♥❡ss ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s
✺✭✺✮✱ ✺✽✼✕✻✵✼✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼❜✮✱ ❵k✲♦r❞❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢✉③③② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✬✱ ❋✉③③②
❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✾✷✭✷✮✱ ✶✻✼✕✶✽✾✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ▼ö❜✐✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉③③② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ✜♥✐t❡
s♣❛❝❡s✱ ❦✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ✿ ❆ s✉r✈❡②✱ ✐♥ ▼✳ ●r❛❜✐s❝❤✱ ❚✳ ▼✉r♦❢✉s❤✐ ✫ ▼✳ ❙✉❣❡♥♦✱ ❡❞s✱
❵❋✉③③② ▼❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ■♥t❡❣r❛❧s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✬✱ P❤②s✐❝❛✲❱❡r❧❛❣✱ ♣♣✳ ✼✶✕✾✸✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❚❤❡ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t♦r✱ ✐♥ ❵✶✵t❤ ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s ✭■P▼❯
✷✵✵✹✮✬✱ P❡r✉❣✐❛✱ ■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✸✼✸✕✸✼✽✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺❛✮✱ ❵❈❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❛♠❡s ♦♥ ❧❛tt✐❝❡s ✿ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ r❡s✉❧ts✬✱ ■♥t✳ ❏✳ ♦❢ ❯♥❝❡r✲
t❛✐♥t②✱ ❋✉③③✐♥❡ss ❛♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✲❇❛s❡❞ ❙②st❡♠s ♣✳ ✐♥ ♣r❡ss✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺❜✮✱ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥ ❉✳ ❇♦✉②ss♦✉✱ ❉✳ ❉✉❜♦✐s✱ ▼✳ P✐r❧♦t ✫ ❍✳ Pr❛❞❡✱
❡❞s✱ ❵❈♦♥❝❡♣ts ❡t ▼ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✬❆✐❞❡ à ❧❛ ❉é❝✐s✐♦♥✬✱ ■❈✷✱ ❍❡r♠ès✱ ♣✳ ✐♥ ♣r❡ss✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺❝✮✱ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ♠✉❧t✐❝r✐tèr❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

✼✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❵❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧s ♦♥
✜♥✐t❡ s♣❛❝❡s ❢♦r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✬✱ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❛♣❡rs ✹✸✱ ✸✼✕✺✷✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❋✉③③② ♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ▼❈❉❆✱ ✐♥ ❏✳ ❋✐❣✉❡✐r❛✱
❙✳ ●r❡❝♦ ✫ ▼✳ ❊❤r❣♦tt✱ ❡❞s✱ ❵▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s✬✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣♣✳ ✺✻✸✕✻✵✽✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺❛✮✱ ❵❇✐✲❝❛♣❛❝✐t✐❡s ■ ✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥✱ ▼ö❜✐✉s tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✬✱ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✶✺✶✱ ✷✶✶✕✷✸✻✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺❜✮✱ ❵❇✐✲❝❛♣❛❝✐t✐❡s ■■ ✿ ❚❤❡ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧✬✱ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞
❙②st❡♠s ✶✺✶✱ ✷✸✼✕✷✺✾✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺❝✮✱ ❇✐✲❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✿ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
♣r♦s♣❡❝t t❤❡♦r②✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✭✷✵✵✺❞✮✱ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✐♣♦❧❛r ❛♥❞ ❜✐♣♦❧❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❵✹t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❋✉③③② ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✭❊❯❙❋▲❆❚ ✷✵✵✺✮✬✱ ❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥✱ ♣♣✳ ✾✶✻✕✾✷✶✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ◆✐❝♦❧❛s✱ ❏✳✲▼✳ ✭✶✾✾✹✮✱ ❵❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❢✉③③② ✐♥t❡❣r❛❧s ✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❡st✬✱
❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✻✺✱ ✷✺✺✕✷✼✶✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ❘❛✉❢❛st❡✱ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❵❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❤♦q✉❡t
❛♥❞ ❙✉❣❡♥♦ ✐♥t❡❣r❛❧s✬✳ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✫ ❘♦✉❜❡♥s✱ ▼✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ❵❆♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣
♣❧❛②❡rs ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s✬✱ ■♥t❡r♥❛t✳ ❏✳ ●❛♠❡ ❚❤❡♦r② ✷✽✭✹✮✱ ✺✹✼✕✺✻✺✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ■✳ ✫ ▼❡②❡r✱ P✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❦❛♣♣❛❧❛❜ ✿ ◆♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✈❡rs✐♦♥ ✵✳✷✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳✱ ❑♦❥❛❞✐♥♦✈✐❝✱ ■✳ ✫ ▼❡②❡r✱ P✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❵❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❛s❡❞ ♠✉❧t✐✲❛ttr✐❜✉t❡ ✉t✐❧✐t② t❤❡♦r② ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❛♣♣❛❧❛❜ ❘
♣❛❝❦❛❣❡✬✳ s✉❜♠✐tt❡❞✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳✱ ▲❛❜r❡✉❝❤❡✱ ❈✳ ✫ ❱❛♥s♥✐❝❦✱ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❵❖♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✬✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤
✶✹✽✱ ✷✽✕✹✼✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳✱ ▼❛r✐❝❤❛❧✱ ❏✳✲▲✳ ✫ ❘♦✉❜❡♥s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ❵❊q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✬✱
▼❛t❤✳ ❖♣❡r✳ ❘❡s✳ ✷✺✭✷✮✱ ✶✺✼✕✶✼✽✳

●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳✱ ◆❣✉②❡♥✱ ❍✳ ✫ ❲❛❧❦❡r✱ ❊✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s t♦ ❢✉③③② ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝✱ ❉♦r❞r❡❝❤t✳

●r❡❝♦✱ ❙✳✱ ▼❛t❛r❛③③♦✱ ❇✳ ✫ ❙❧♦✇✐♥s❦✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✷✮✱ ❇✐♣♦❧❛r ❙✉❣❡♥♦ ❛♥❞ ❈❤♦q✉❡t ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✐♥
❵❙❡✈❡♥t❤ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❯❘❖ ❲♦r❦✐♥❣ ●r♦✉♣ ♦♥ ❋✉③③② ❙❡ts ✭❊❯❘❖❋❯❙❊✮✬✱ ❱❛r❡♥♥❛✱
■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✶✾✶✕✶✾✻✳

●r❡❝♦✱ ❙✳✱ ▼❛t❛r❛③③♦✱ ❇✳ ✫ ❙❧♦✇✐♥s❦✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❚❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ❜❛s✐s ♦❢ ♠✉❧t✐❝r✐t❡r✐❛ ♥♦♥❝♦♠♣❡♥✲
s❛t♦r② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥ ❵❋♦rt❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥s✬✱ ❚r❡♥t♦✱
■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✽✶✕✽✻✳

●r❡❝♦✱ ❙✳✱ ▼❛t❛r❛③③♦✱ ❇✳ ✫ ❙❧♦✇✐➠s❦✐✱ ❘✳ ✭✷✵✵✹✮✱ ❵❆①✐♦♠❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉t✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥❥♦✐♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ r♦✉❣❤✲s❡t ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s✬✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✺✽✭✷✮✱ ✷✼✶✕✷✾✷✳

❍❛♠♠❡r✱ P✳ ✫ ❘✉❞❡❛♥✉✱ ❙✳ ✭✶✾✻✽✮✱ ❇♦♦❧❡❛♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❛r❡❛s✱
❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✳

❍❛rs❛♥②✐✱ ❏✳ ❈✳ ✭✶✾✻✸✮✱ ❵❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥✲♣❡rs♦♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡✬✱ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇ ✹✱ ✶✾✹✕✷✷✵✳
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❍♦♥❞❛✱ ❆✳ ✫ ●r❛❜✐s❝❤✱ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✱ ❵❆♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦♥ s❡t s②st❡♠s✬✳
✇♦r❦✐♥❣ ♣❛♣❡r✳

■s❤✐✐✱ ❑✳ ✫ ❙✉❣❡♥♦✱ ▼✳ ✭✶✾✾✻✮✱ ❵❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ❢✉③③② ♠❡❛s✉r❡✬✱ ■♥t✳
❏✳ ▼❛♥✲▼❛❝❤✐♥❡ ❙t✉❞✐❡s ✻✼✱ ✷✹✷✕✷✺✼✳
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❏♦❡✱ ❍✳ ✭✶✾✽✾✮✱ ❵❘❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✬✱ ❏✳ ❆♠✳ ❙t❛t✐st✳ ❆ss♦❝✳
✽✹✱ ✶✺✼✕✶✻✹✳

❑❛❤♥✱ ❏✳✱ ❑❛❧❛✐✱ ●✳ ✫ ▲✐♥✐❛❧✱ ◆✳ ✭✶✾✽✽✮✱ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥
❵Pr♦❝✳ ✷✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡✬✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦✲
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♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❘✬✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡ ✶✶✭✾✮✱ ✶✕✷✵✳

❑❡❡♥❡②✱ ❘✳ ▲✳ ✫ ❘❛✐✛❛✱ ❍✳ ✭✶✾✼✻✮✱ ❉❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❲✐❧❡②✱ ◆❡✇✲❨♦r❦✳

❑❤✐♥❝❤✐♥✱ ❆✳ ✭✶✾✺✼✮✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❉♦✈❡r✳

❑❧✐r✱ ●✳ ✫ ❨✉❛♥✱ ❇✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ❋✉③③② ❙❡ts ❛♥❞ ❋✉③③② ❙②st❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ Pr❡♥t✐❝❡
❍❛❧❧✳

❑❧✐r✱ ●✳ ❏✳ ✫ ❙♠✐t❤✱ ❘✳ ▼✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❵❖♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿
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▼❡②❡r✱ P✳ ✫ ❘♦✉❜❡♥s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❈❤♦✐❝❡✱ r❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ✐♥ ❢✉③③② ▼✉❧t✐♣❧❡ ❈r✐t❡r✐❛ ❉❡❝✐s✐♦♥
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