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Résumé — Dans [1] nous avons proposé une nouvelle méthode non incrémentale pour résoudre l’équa-

tion de la chaleur linéaire, la PGD-BEM. Nous proposons, une adaptation de cet algorithme dans le cas

où le coefficient de conductivité thermique dépend de la température. Cette approche ne demande pas

de connaître le noyau de Green de l’équation de la chaleur non-linéaire, seul le noyau de l’équation de

Poisson en espace est nécessaire. Nous validons notre approche sur un exemple numérique.

Mots clés — Séparation de variables, PGD, équation de la chaleur non-linéaire.

1 Introduction

La résolution de l’équation de la chaleur non-linéaire par la méthode des éléments de frontière est

délicate car il n’est généralement pas possible d’en obtenir le noyau de Green. Une méthode de résolution

directe a été proposée par [2], celle-ci utilise le noyau de la chaleur linéaire. Une autre approche de type

homotopie est proposée dans [3].

Nous proposons, ici, une alternative totalement différente construite à l’aide de la méthode PGD

(Proper Generalised Decomposition). Cette méthode consiste à rechercher la solution du problème sous

forme séparée, c’est à dire comme la somme de couples de fonctions en espace et en temps. La recherche

d’une solution sous cette forme est tout d’abord motivée par une analyse à posteriori. D’une manière

générale, connaissant la solution d’un problème de thermique transitoire en un certain nombre de couples

espace-temps il est possible de construire une représentation séparée discrète de la solution. La méthode

classiquement employée pour y parvenir est la POD (Proper Orthogonal Decomposition). La méthode

PGD, permet de construire cette représentation séparée sans connaître de solution à priori. A chaque

itération, l’algorithme construit un nouveau couple à partir des couples déjà calculés. Cette méthode est

détaillée dans [4],[5],[6].

L’avantage de coupler la méthode PGD avec la BEM tient dans le fait qu’il n’est plus nécessaire

de connaître le noyau espace-temps de l’équation de la chaleur. Seul le noyau de Green de l’équation

de Poisson doit être connu. La méthode résultante, nommée PGD-BEM, est détaillée dans [1]. Ici, nous

montrons que cet algorithme est facilement transposable au cas de l’équation de la chaleur non-linéaire.

Dans une première partie nous présentons l’algorithme PGD-BEM non-linéaire. Puis, nous validons

l’approche sur un exemple numérique.

2 Méthode PGD-BEM pour résoudre l’équation de la chaleur non-linéaire

Nous allons présenter dans cette partie, la méthode PGD-BEM appliquée à la résolution de l’équation

de la chaleur pour laquelle le coefficient de conductivité thermique dépend de la température. Nous nous

limiterons au cas des conditions aux limites homogènes. On considère donc le problème suivant
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u
,t − (κ(u)u

,i)
,i
= b dans Ω× τ

u = 0 sur Γ× τ

u(t = 0) = 0 dans Ω

(1)

avec Ω le domaine spatial inclu dans Rn, Γ sa frontière, τ l’intervalle de temps, u le champ de température,

b le terme source et κ le coefficient de conductivité thermique.

Dans le cadre de la méthode PGD, la solution du problème (1) est recherchée sous la forme de la

somme de couples, constitués du produit d’une fonction spatiale Xα et d’une fonction temporelle T α, i.e.

u ≈
∞

∑
α=1

XαT α (2)

Connaissant les p− 1 premiers couples, nous allons décrire l’algorithme permettant de déterminer les

fonctions Xα et T α du nouveau couple p. Pour simplifier l’écriture, nous noterons maintenant ces fonc-

tions X et T .

Les fonctions X et T sont définies comme solution du système non-linéaire suivant

(∫
τ
u
(p)
,t T

)

−

(∫
τ

(

κ

(

u(p)
)

u
(p)
,i

)

,i
T

)

=

(∫
τ
b T

)

(3)

(∫
Ω

u
(p)
,t X

)

−

(∫
Ω

(

κ

(

u(p)
)

u
(p)
,i

)

,i
X

)

=

(∫
Ω

b X

)

(4)

où u(p) = ∑
p−1
α=1 XαT α +XT .

L’équation (3) est une équation aux dérivées partielles en espace et (4) est une équation différentielle

ordinaire en temps. Ces équations sont couplées, leur résolution se fait en utilisant une méthode de point

fixe que nous détaillerons par la suite.

La partie spatiale de la méthode PGD-BEM est résolue par la méthode des éléments aux frontières.

Il est donc nécessaire de réécrire (3) de manière à faire apparaître une équation aux dérivées partielles en

X , dont il sera possible de connaître le noyau de Green.

Le système se réécrit de la manière suivante
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Les fonctions κ
(

u(p)
)

et B sont des fonxtions de x et de t. Afin de calculer les intégrales de (5) et (6)

contenant ces fonctions, nous les décomposons sous forme séparée en utilisant la SVD. Nous notons

κ
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Le système (5), (6) devient
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L’équation (9) a la forme d’une équation de Poisson qui sera discrétisée efficacement par la BEM.
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Le système non-linéaire constitué des équations (9), (10) est résolu par une méthode de point fixe.

Nous supposons que les différents champs sont connus à l’itération q, nous allons indiquer comment les

calculer à l’itération q+1.

Premièrement, nous déterminons Xq+1 en résolvant l’équation (9), qui devient au pas q+1
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de même, Kα
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Deuxièmement, nous déterminons T q+1 en résolvant l’équation (10), qui devient au pas q+1
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Par rapport à la PGD-BEM linéaire, présentée dans [1], il est nécéssaire de calculer les formes sé-

parées de B et de κ(u). Ce surcoût en terme de temps calcul n’est pas négligeable. Une optimisation de

cette partie est en cours d’étude.

3 Validation numérique de la méthode

Afin de valider la méthode, nous allons résoudre l’équation de la chaleur définie par le système (1) sur

le domaine spatial Ω = [0,1]× [0,1] et sur le domaine temporel τ = [0,1]. Nous calculons le terme source

b tel que la solution analytique soit uex (x) = x(x− 1)y(y− 1)t, avec κ(u) = u2 + 1. Nous discrétisons

chaque côté de Ω avec 8 noeuds qui serviront à résoudre l’équation (11) par la méthode des éléments de

frontière. Le domaine temporel τ est discrétisé par 129 noeuds.

La figure 1 représente les températures exactes et calculées par l’algorithme PGD-BEM pour les ins-

tants t = {0,7.8e−3,2.5e−1,5e−1,7.5e−1,1}s. La figure 2 représente l’erreur absolue uex−u
uex pour les

mêmes instants. La figure 3 représente les 3 premiers couples (Xα
,T α)α=1,2,3 calculés par l’algorithme.

Les deuxième et troisième couples sont des couples parasites liés aux erreurs de discrétisation. En effet

l’erreur espace-temps discrète, définie par

e =
‖uex −u‖L2

Ω×τ

‖uex‖L2
Ω×τ

(15)

reste constante (e = 15e−2) quel que soit le nombre de couples pris en compte.

Le temps de calcul d’une simulation non-linéaire est environ 30% plus importante que dans le cas

linéaire, ce qui reste acceptable.
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FIGURE 1 – Températures exactes et calculées
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4 Conclusion

L’algorithme PGD-BEM a été adapté avec succés au cas de la résolution de l’équation de la chaleur

non-linéaire, tout en conservant des propriètés voisines en terme de complexité.

L’avantage principal de cette approche est de permettre de résoudre avec la méthode des éléments de

frontière l’équation de la chaleur non-linéaire en utilisant uniquement le noyau de Green de l’équation

de Poisson.

Notre travail actuel porte d’une part sur l’optimisation de l’algorithme, mais également sur une nou-

velle version intégrant les avantages de la transformée de Kirchhoff.
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