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Introduction

Cette thèse parle de géométrie de contact, de champs de Reeb, de courbes
holomorphes et de dynamique.

En dimension 3, une structure de contact, objet d’étude de la géométrie de
contact, est un champ de plans localement décrit par l’équation dz − ydx = 0 (voir
figure 1). Lorsqu’il est coorienté, ce champ de plans est globalement donné par une

Figure 1. Modèle local d’une structure de contact

équation alors appelée équation de contact ou forme de contact (et qui est une forme
différentielle de degré 1 sur la variété ambiante). Cette équation n’est pas unique
car tout multiple non nul d’une équation de plan reste une équation du même plan.

À partir d’une équation de contact α, on définit un champ de vecteurs transverse
au plan de contact appelé champ de Reeb et caractérisé par les équations α(R) = 1
et dα(R, ·) = 0. Dans l’exemple de la structure associée à l’équation standard
α0 = dz − ydx = 0 sur R2 × S1, le champ de Reeb est donné en tout point (x, y, z)
par le vecteur vertical (0, 0, 1) (voir figure 2). Cependant, pour l’équation de contact
α1 = e−y(dz − ydx) = 0 qui décrit la même structure de contact, le champ de
Reeb est (ey, 0, ey(1 − y)) en tout point (x, y, z) (voir figure 2). Ces deux champs de
vecteurs ont une dynamique différente : toutes les trajectoires du champ de Reeb
associé à α0 sont périodiques alors que le champ de Reeb associé à α1 n’admet
aucune trajectoire périodique (voir figure 3).

Les questions suivantes orientent l’étude présentée dans ce texte. La géométrie
de la variété impose-t-elle certaines propriétés aux champs de Reeb ? Les champs de
Reeb associés à des équations de contact différentes de la même structure de contact
ont-ils des propriétés communes ? Comment extraire des informations sur la structure
de contact à partir du champ de Reeb associé à une équation de contact ? Un angle
naturel d’attaque de ces questions est de s’intéresser aux orbites périodiques des
champs de Reeb. Ce sont en effet les premiers éléments examinés lors d’une étude
dynamique.

L’introduction de l’homologie de contact et plus généralement de la théorie des
champs symplectiques (SFT, Symplectic Field Theory) par Eliashberg, Givental
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8 INTRODUCTION

Figure 2. Champs de Reeb associés aux formes α0 et α1 dans
trois plans y = cst

Figure 3. Orbites de Reeb associées aux formes α0 et α1 dans
trois plans y = cst (en identifiant le haut et le bas de la figure)

et Hofer [25] en 2000 a fourni une réponse aux deux dernières questions. Avant
de présenter informellement cette homologie dont le complexe est engendré par les
orbites périodiques de Reeb, énonçons quelques résultats garantissant l’existence
de telles orbites. L’exemple développé précédemment montre qu’elle n’est pas
automatique. Néanmoins dans le cas d’une variété close (compacte sans bord) le
théorème suivant permet de conclure.

Théorème 0.1 (Taubes [67]). Tout champ de Reeb associé à une forme de
contact sur une variété close de dimension 3 admet au moins une orbite périodique.

Ce théorème, démontré par Taubes en 2007, est la restriction en dimension 3 de
la conjecture de Weinstein. Dans des cas particuliers, on dispose de résultats plus
précis, par exemple le théorème suivant démontré par Hofer en 1993.

Théorème 0.2 (Hofer [41]). Tout champ de Reeb sur une variété de contact
de dimension 3 close et vrillée 1 admet une orbite périodique contractile.

L’existence d’orbites périodiques associées à un champ de vecteurs sur une
variété compacte n’est pas automatique. Ainsi le théorème de Kuperberg [54] garantit
l’existence de champs C∞ sur S3 sans orbite périodique. Au-delà de l’existence d’une
orbite périodique, Colin et Honda [20] s’intéressent au nombre NL(α) d’orbites

1. Les structures vrillées, de même que les structures tendues et universellement tendues
mentionnées plus loin, sont définies dans la section 1 du chapitre 1.
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périodiques de période inférieure à L du champ de Reeb associé à l’équation de
contact α.

Conjecture 0.3 (Colin-Honda [20, Conjecture 2.10]). Sur une variété hyper-
bolique de dimension 3 compacte sans bord, pour toute équation de contact non
dégénérée associée à une structure universellement tendue, NL(α) croît exponentiel-
lement avec L.

Cette thèse traite du cas des variétés possédant un découpage JSJ non vide et
contenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle (on pourra consulter [4]
pour plus de détails sur la décomposition JSJ). Le théorème suivant est le résultat
principal du chapitre 7.

Théorème 0.4. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close, connexe,
qui peut être découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V porte une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues 2

et universellement tendues telles que pour toute équation de contact α non dégénérée
et hypertendue NL(α) croisse exponentiellement avec L.

Si l’homologie de contact est bien définie et invariante (hypothèse H, voir section
suivante), on peut retirer la condition hypertendue des hypothèses sur la forme α.

La croissance exponentielle du nombre d’orbites de Reeb pour des structures de
contact universellement tendues sur les variétés hyperboliques (sans bord) qui fibrent
sur le cercle, cas particulier de la conjecture 0.3, est toujours un problème ouvert. Si
la conjecture virtuellement fibrée de Thurston ([68]) est vérifiée, le cas des variétés
hyperboliques qui fibrent sur le cercle devient le cas général à revêtement fini près.
Un résultat de croissance exponentielle pour toutes les structures universellement
tendues sur les variétés hyperboliques qui fibrent sur le cercle induirait alors une
croissance exponentielle pour toutes les variétés hyperboliques.

Par ailleurs, Colin et Honda conjecturent que la croissance de l’homologie de
contact des structures universellement tendues est « généralement » quadratique
sur les variétés de géométrie ni hyperbolique ni sphérique et qu’elle est linéaire
dans le cas des variétés sphériques. On s’intéresse ici aux fibrés en cercles. Dans le
théorème 0.7, on calcule l’homologie de contact et on estime sa croissance dans le cas
des structures universellement tendues non transversales aux fibres en s’appuyant
sur la classification de Giroux [35] et Honda [46].

Enfin, le théorème 0.8 détermine les orbites de Reeb périodiques créées lors
d’un recollement de rocade, c’est-à-dire l’attachement d’un demi-disque le long
d’un arc legendrien γ0 situé dans le bord de la variété. Cette opération décrit une
modification élémentaire de la structure de contact. Les nouvelles orbites de Reeb
s’expriment alors comme mots en les cordes de Reeb de l’arc γ0.

Homologie de contact et croissance. L’homologie de contact est le principal
outil permettant d’estimer la croissance du nombre d’orbites périodiques de Reeb.
Elle est définie [25] à l’aide d’un complexe (C, ∂) où C est, dans le cas simplifié qui
nous intéresse ici, la Q-algèbre engendrée par les orbites périodiques de Reeb et ∂
s’obtient en « comptant » les solutions de l’équation de Cauchy-Riemann associée à
une structure presque complexe adaptée à l’équation de contact.

Bien que communément admises, l’existence et l’invariance de l’homologie de
contact demeurent non démontrées. Dans ce mémoire, certains résultats s’appuient
sur ces propriétés. On le précise 3 alors en utilisant l’hypothèse H (voir énoncé 3.11).

2. Une équation est dite hypertendue si aucune de ses orbites périodiques de Reeb n’est

contractile. Une structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.
3. Dans le cas d’énoncés publiés par d’autres auteurs, la précision n’est pas systématique.
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Le développement de la théorie des polyfolds par Hofer, Wysocki et Zehnder [42, 44]
devrait permettre d’obtenir une preuve. Mentionnons aussi les travaux menés par
Cieliebak et Oancea dans le cadre de l’homologie de contact équivariante [15]
(voir [12]). Enfin, les travaux de Dragnev [22] fournissent des résultats partiels.
L’homologie de contact ainsi que les points délicats évoqués ici seront développés
dans la section 2 du chapitre 3.

L’homologie de contact admet de nombreuses variantes comme l’homologie de
contact linéarisée et l’homologie de contact suturée [18] qui traite du cas des variétés
à bord. Ces invariants sont cependant délicats à calculer car il faut pour cela étudier
les orbites périodiques d’un champ de Reeb et résoudre des équations aux dérivées
partielles non linéaires.

La croissance de l’homologie de contact [8] est un invariant extrait de l’homologie
de contact et plus simple à évaluer. C’est l’analogue, dans le cas de l’homologie de
contact, de la croissance de l’homologie symplectique introduite par Seidel [66] et
utilisée par McLean [62]. Cet invariant est défini en considérant la croissance avec L
de l’homologie de contact restreinte aux orbites périodiques de période inférieure
à L.

L’homologie de contact des structures vrillées étant triviale [70], on ne peut
espérer obtenir des résultats de croissance caractéristiques pour toutes les structures
de contact portées par une même variété. On s’intéresse ici aux cas universellement
tendus. Ces structures sont à la fois celles fournies par les exemples les plus naturels,
les structures les plus « éloignées » des structures vrillées et celles pour lesquelles on
rencontre le moins de difficultés techniques pour définir la croissance de l’homologie
de contact.

Croissance exponentielle. Les résultats portant sur la croissance exponen-
tielle du nombre d’orbites de Reeb se déduisent de propriétés de croissance de
l’homologie de contact. Ainsi le théorème 0.4 découle du résultat suivant qui corres-
pond au théorème 7.13.

Théorème 0.5. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close et connexe
qui peut être découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V admet une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues
et universellement tendues munies d’une équation hypertendue ayant une homologie
de contact cylindrique de croissance exponentielle dans les classes primitives.

Sous l’hypothèse H, la variété V admet une infinité de structures de contact
non isomorphes, hypertendues et universellement tendues ayant une homologie de
contact linéarisée de croissance exponentielle.

Ce théorème s’inspire du résultat de Colin et Honda [20] concernant les structures
de contact portées par des livres ouverts avec monodromie pseudo-Anosov. Les
homéomorphismes pseudo-Anosov seront définis dans le chapitre 7. Pour la définition
de livre ouvert on pourra consulter [31] et [20] pour les coefficients de Dehn
fractionnaires.

Théorème 0.6 (Colin-Honda, [20, Theorem 2.3]). Soient V une variété close
munie d’une structure de contact ξ et (S, h) un livre ouvert portant ξ. On suppose
que ∂S est connexe et que h est homotope à un homéomorphisme pseudo-Anosov ψ
et possède un coefficient de Dehn fractionnaire k

n
avec k ≥ 3 (où n est le nombre

de singularités du feuilletage stable de ψ tracées sur ∂S). Alors, la croissance de
l’homologie de contact linéarisée est exponentielle.

D’après Thurston [69], un fibré sur le cercle de fibre S est hyperbolique si et
seulement s’il est une suspension de S par un difféomorphisme homotope à un
pseudo-Anosov.



INTRODUCTION 11

Fibrés en cercles. Les structures de contact sur les fibrés en cercles ont été
étudiées par Giroux [35] et Honda [46] et sont presque explicitement connues. Il
s’agit d’une large classe d’exemples pour lesquels on sait déjà calculer l’homologie
de contact (et sa croissance) dans les cas les plus simples. On rappelle de façon un
peu imprécise les résultats de classification des structures de contact universellement
tendues orientées sur les fibrés en cercles dont la base est de genre au moins 1. La
figure 4 résume les principales catégories de structures de contact et les résultats
connus concernant la croissance de l’homologie de contact. Les caractérisations
comme « tangente aux fibres » ou « transversale aux fibres » sont à comprendre à
isotopie près. Par ailleurs χ(S) désigne la caractéristique d’Euler de S et χ(S, V ) le
nombre d’Euler du fibré.

Structures de contact universellement tendues

Structures non
transversales aux fibres :

structures cloisonnées

Structures transversales
aux fibres

Structures tangentes aux
fibres

croissance :
quadratique si χ(S) = 0
exponentielle si χ(S) < 0

Structures non tangentes
aux fibres

χ(S, V ) < 0
croissance linéaire

0 ≤ χ(S, V ) ≤ −χ(S)

Figure 4. Classification des structures universellement tendues
sur les fibrés en cercles

Les structures tangentes aux fibres sont exactement les revêtements fibrés du
fibré unitaire tangent à la surface muni de la structure des éléments de contact. La
conjecture de Colin et Honda n’est pas vérifiée si la surface est hyperbolique. En
effet, le flot de Reeb de l’équation standard sur le fibré unitaire tangent est le flot
géodésique (voir par exemple [31]). Or, dans cette situation, il existe exactement une
géodésique fermée par classe d’homotopie libre [53, Theorem 3.9.5] et le nombre de
classes d’homotopie libre croît exponentiellement [63] avec la longueur. L’homologie
de contact est donc à croissance exponentielle.

Lorsque la base est de genre 1 les structures de contact décrites sont les structures
standard sur T 3. Par ailleurs, les structures transversales aux fibres avec χ(S, V ) < 0
sont exactement les structures transversales aux fibres admettant un représentant
S1-invariant. Elles ont été étudiées par Bourgeois [5].

La contribution de cette thèse à ce problème est le calcul de l’homologie de
contact (et de sa croissance) pour les structures de contact cloisonnées. Soit V
un fibré en cercles de base S. Une structure de contact ξ est cloisonnée par la
multicourbe Γ si

(1) Γ est une sous-variété compacte orientée de dimension 1 de S ;
(2) ξ est transversale aux fibres sur V \ π−1(Γ) ;
(3) la surface π−1(Γ) est transversale à ξ et les feuilles du feuilletage caracté-

ristique sont les fibres.
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Ces structures admettent un représentant S1-invariant.

Théorème 0.7. Soit (V, ξ) un fibré en cercles orienté de base compacte orientée
muni d’une structure de contact cloisonnée par une courbe Γ =

⋃n
i=0 Γi sans compo-

sante contractile. Si X = V \π−1(Γ), on note X+
1 . . . X+

n+
les composantes connexes

de X pour lesquelles ξ est positivement transversale aux fibres et X−
1 . . . X−

n−
les

composantes connexes pour lesquelles ξ est négativement transversale aux fibres. Soit
a un lacet de V . Il existe une équation de contact hypertendue α telle que l’homologie
de contact cylindrique HC [a]

∗ (V, α,Q) soit bien définie et

(1) si [a] = [fibre]k avec ±k > 0, on a HC [a]
∗ (V, α,Q) =

n±
⊕

j=1

H∗(W±
j ,Q) ;

(2) si [a] = [fibre]k[Γj ]k
′

avec k′ 6= 0 4 , on a HC [a]
∗ (V, α,Q) =

⊕

[Γi]=[Γj ]

H∗(S1,Q) ;

(3) sinon, HC [a]
∗ (V, α,Q) = 0.

Sous l’hypothèse H, les homologies de contact cylindriques calculées ci-dessus sont
les homologies HC [a]

∗ (V, ξ,Q) et leur croissance est quadratique.

Ce théorème est le résultat principal du chapitre 6. Pour achever l’étude de
l’homologie de contact des structures universellement tendues sur les fibrés en
cercles, il reste donc à étudier le cas des structures transversales aux fibres avec
0 ≤ χ(S, V ) ≤ −χ(S).

Recollement de rocade. La seconde partie de cette thèse est consacrée à
l’étude des orbites de Reeb qui apparaissent lors d’un recollement de rocade. Les
rocades ont été introduites par Honda dans [45] pour classifier les structures de
contact sur les tores pleins, les tores épais et les espaces lenticulaires.

Soient (V, ∂V, ξ) une variété de contact compacte de bord convexe 5. Le recol-
lement d’une rocade à V le long d’un arc legendrien γ0 (tangent à la structure
de contact) dans ∂V est celui d’un demi-disque D le long duquel on prescrit une
extension particulière de ξ. En ajoutant un épaississement de (D, ξ), on obtient une
nouvelle variété de contact à bord (V ′, ξ′) prolongeant (V, ξ).

Ce texte s’intéresse à la construction d’une forme de contact sur les variétés
obtenues par recollement de rocade et à la détermination des nouvelles orbites
périodiques de Reeb créées par ce recollement. Pour pouvoir effectuer un recollement
de rocade tout en contrôlant l’équation de contact, on impose que l’équation de
contact ait une forme fixée au voisinage de l’arc d’attachement. On dit alors que
l’arc d’attachement est en position de recollement (définition 8.2). Le théorème
suivant sera présenté en détail dans le chapitre 8.

Théorème 0.8. Soient (V, α) une variété de contact de bord convexe S et γ
une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement γ0 telle que
(S, γ) soit en position de recollement de rocade. Pour K > 0, on suppose que l’image
sur S de γ0 par le flot de Reeb en temps inférieur à K est transversale à γ0 en
dehors de la courbe de découpage de S. Alors il existe variété (V ′, S′, α′) obtenue
par recollement de rocade vérifiant les propriétés suivantes :

(1) S′ = ∂V ′ est convexe ;

(2) α′ est adaptée à S′ ;

4. La fibre est centrale dans π1(V ), les produits de classes d’homotopie libre considérés sont

donc bien définis.
5. Les surfaces convexes sont définies dans la section 1 du chapitre 1. Au voisinage d’une telle

surface, la structure de contact est « codée » par une courbe appelée courbe de découpage.
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(3) α′ est arbitrairement proche de α dans V ;

(4) les orbites périodiques du champ de Reeb de période inférieure à K rencon-
trant la zone de recollement sont en bijection avec les mots de longueur («
période ») inférieure à K en les cordes de Reeb de γ0.

La condition de transversalité entre γ0 et l’image de γ0 par le flot de Reeb pour
des temps bornés est générique.

Ce théorème est à mettre en parallèle avec les résultats de Bourgeois, Ekholm et
Eliashberg [9] qui expriment les nouvelles orbites de Reeb après une chirurgie le long
d’une sphère legendrienne Λ comme mots en les cordes de Reeb de Λ. Ce dernier
résultat est ensuite exploité pour obtenir des triangles exacts reliant l’homologie de
contact, l’homologie symplectique et l’homologie de contact legendrienne. Un des
développements du travail présenté ici serait d’obtenir ce type de triangles exacts
dans la situation d’un recollement de rocade.

Le théorème de recollement de rocade 0.8 est une première étape pour le calcul
de l’homologie de contact d’une variété obtenue par recollement de rocade en fonction
de celle de la variété de départ. Ce type de calculs reste en général inaccessible car
le théorème 0.8 fournit de nombreuses orbites périodiques homotopes proches ce
qui laisse penser que la différentielle est non triviale. Dans le cas des structures de
contact sur le tore plein ou des surfaces épaissies, on peut néanmoins obtenir des
résultats en utilisant des calculs déjà existants donnés dans [38]. L’homologie de
contact considérée ici est l’homologie de contact suturée [18] (voir chapitre 4) qui,
avec les mêmes restrictions que pour l’homologie de contact standard, permet de
calculer un invariant des variétés de bord suturé par la courbe de découpage. La
suture sépare le bord en deux zones respectivement positivement et négativement
transverses au champ de Reeb. On commence par donner l’homologie de contact
d’une surface épaissie (ce calcul est détaillé dans le chapitre 4) puis on étudie l’effet
d’un recollement de rocade (voir chapitre 9).

Proposition 0.9. Soit S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃n
i=0 Γi sans composante contractile. Soit V = S × [−1, 1] un voisinage de S avec

structure de contact invariante dans la direction [−1, 1]. Il existe une forme de
contact hypertendue α telle l’homologie de contact cylindrique suturée soit le Q-
espace vectoriel engendré par n+1 orbites périodiques homotopes à Γk×{0}, k ∈ J0, nK
et par leurs multiples.

Théorème 0.10. Soient S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃n
i=0 Γi sans composante contractile et γ0 un arc d’attachement reliant trois compo-

santes connexes différentes de Γ. On note Γ0 la composante intersectant l’intérieur
de γ0. On considère un voisinage V = S × [−1, 1] de S avec structure de contact
invariante dans la direction [−1, 1]. Sous l’hypothèse H, l’homologie de contact
cylindrique de (V ′, ξ′,Γ′) obtenue par recollement de rocade le long de γ0 ×{1} est le
Q-espace vectoriel engendré par n orbites périodiques homotopes à Γk×{0}, k ∈ J1, nK
et par leurs multiples.

Autrement dit, l’ajout d’une rocade le long d’un arc d’attachement rencon-
trant Γ0 dans son intérieur fait disparaître Γ0 et ses multiples de l’homologie de
contact.

Les structures de contact sur le tore plein avec un découpage longitudinal au
bord sont décrites par la courbe de découpage d’un disque méridien : en découpant
le long d’un tel disque, on obtient une boule dont la structure de contact est décrite
par le courbe de découpage au bord. Si le découpage du disque méridien est formé
de segments parallèles au bord, les résultats de Golovko [38] fournissent l’homologie
de contact suturée. D’autres travaux de Golovko [37] traitent du cas des découpages
non longitudinaux. Le théorème suivant, présenté dans le chapitre 9, concerne les
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structures de contact sur le tore plein dont le bord a une courbe de découpage avec 2n
composantes longitudinales et tel que la courbe de découpage des disques méridiens
D vérifie la propriété (P) (définition 9.2). De façon un peu imprécise, un découpage
ΓD d’un disque D vérifie la propriété (P) si le bord de D se décompose en deux
sous-intervalles tels que si on découpe D le long des arcs ayant une extrémité dans
chaque intervalle, chaque composante connexe contienne au plus une composante de
ΓD.

bigone extrémal bigone extrémal

Figure 5. Exemple de découpage vérifiant la propriété P

Théorème 0.11. Soit (V, ξ,Γ) une structure de contact sur le tore plein D2 ×S1

avec 2n courbes de découpage longitudinales et un découpage d’un disque méridien
vérifiant (P). Sous l’hypothèse H, l’homologie de contact cylindrique suturée de
(V, ξ,Γ) est le Q-espace vectoriel engendré par n+ courbes homotopes à {∗} × S1,
n− courbes homotopes à {∗} × (−S1) et leurs multiples où

n+ = χ(S+) + #{bigones négatifs non extrémaux} − #{bigones positifs}
et

n− = χ(S−) + #{bigones positifs non extrémaux} − #{bigones négatifs}.
Pour calculer ces homologies de contact, on part du tore plein muni d’une

structure de contact avec découpage du bord longitudinal et découpage des disques
méridiens composé d’arcs parallèles entre eux et on recolle un nombre fini de rocades
afin de se ramener à la structure de contact que l’on veut étudier.

Organisation du manuscrit. Cette thèse comprend trois parties. La première
est principalement consacrée à des rappels de géométrie et d’homologie de contact. Le
chapitre 1 rappelle les notions de base de géométrie de contact. Le chapitre 2 présente
les structures de contact sur les fibrés en cercles et sur le tore plein. On calculera
l’homologie de contact de certaines de ces structures dans les parties suivantes. La
suite de cette partie traite d’homologie de contact. Le chapitre 3 présente les notions
de base sur les structures presque complexes, les courbes pseudo-holomorphes ainsi
que le schéma de construction de l’homologie de contact et la définition de sa
croissance. Les deux chapitres suivants introduisent des variantes de l’homologie de
contact. Le chapitre 4 parle d’homologie de contact suturée (homologie de contact
pour les variétés à bord). Il comprend une définition rapide et des exemples de
calculs dans les cas simples (surfaces convexes épaissies et certaines structures sur
le tore plein). Le chapitre 5 explique une méthode développée par Bourgeois [5]
pour calculer l’homologie de contact dans le cas Morse-Bott, où les orbites de Reeb
sont dégénérées. Cette méthode permettra de calculer l’homologie de contact des
structures cloisonnées.

La deuxième partie explore les liens entre hyperbolicité et croissance exponen-
tielle du nombre d’orbites de Reeb ou de l’homologie de contact. Le chapitre 6
présente le calcul de l’homologie de contact de structures cloisonnées et le chapitre 7
traite celui des variétés ayant une composante hyperbolique.
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Enfin, la troisième partie traite des recollements de rocades. Le chapitre 8
présente le théorème principal ainsi que les premiers exemples d’applications. Le
chapitre 9 est consacré au calcul de l’homologie de contact suturée de certaines
structures sur le tore plein et d’une surface convexe épaissie. Pour finir, les chapitres
10, 11 et 12 composent la démonstration du théorème de recollement de rocade.





Partie 1

Géométrie de contact et homologie
de contact





CHAPITRE 1

Géométrie de contact

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base de géométrie de contact. On
pourra consulter [31] pour une présentation plus approfondie. La section 1 parcourt
les définitions standard de géométrie de contact et présente quelques éléments de
classification, la méthode de Moser ainsi que les notions de surface convexe et de
découpage. La section 2 est une section plus « pratique ». Elle traite de la condition
imposée par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18] sur la forme de contact au
voisinage du bord d’une variété pour définir l’homologie de contact suturée. La
section 3 se place dans l’optique de l’homologie de contact et définit les notions
relatives aux orbites périodiques de Reeb associées : orbite périodique non-dégénérée
et indice de Conley-Zehnder. Enfin, la section 4 est consacrée à la définition de
rocade, objet fondamental de la troisième partie de ce texte.

1. Structures de contact et convexité

1.1. Présentation générale. Comme expliqué dans l’introduction, une struc-
ture de contact ξ sur une variété V de dimension 3 est un champ de plans qui est
décrit dans un système de cartes locales par l’équation

(1) dz − ydx = 0.

Par le théorème de Darboux (voir par exemple [31, 2.5.1]), cette condition est
équivalente à la condition : au voisinage de tout point, il existe une 1-forme α, telle
que ξ = ker(α) et

(2) α ∧ dα 6= 0.

La condition 2 est appelée condition de contact. Si la structure de contact est
co-orientée, il existe une 1-forme globale, appelée équation de contact ou forme de
contact telle que ξ = ker(α). On pourra consulter [58] pour de nombreux exemples
illustrés.

Un champ de vecteurs dont le flot préserve ξ est appelé champ de contact. En
particulier, le champ de Reeb Rα associé à l’équation de contact α et caractérisé par

(3) α(Rα) = 1 et dα(R, ·) = 0.

est un champ de contact car son flot préserve α. On dit qu’une équation de contact
est hypertendue si aucune orbite périodique du champ de Reeb n’est contractile. On
dit que la structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.

La classification des structures de contact s’effectue à conjugaison ou à isotopie
près. Deux structures de contact ξ0 sur V0 et ξ1 sur V1 sont conjuguées s’il existe un
difféomorphisme ϕ : V0 → V1 tel que ϕ∗ξ1 = ξ0. Un tel difféomorphisme est appelé
un contactomorphisme. Deux structures de contact sur V0 sont dites isotopes si elles
sont conjuguées par un difféomorphisme isotope à l’identité. Deux structures de
contact isotopes sont clairement conjuguées. La réciproque est l’objet du théorème
de Gray.

Théorème 1.1 (Gray [39]). Sur une variété compacte sans bord, deux structures
de contact homotopes parmi les structures de contact sont isotopes.

19
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Une étape fondamentale dans la classification des structures de contact a été
l’introduction des notions de structures tendues et vrillées par Eliashberg [23] suite
aux travaux de Bennequin [3]. Une structure de contact est vrillée si elle contient un
disque plongé tangent à la structure de contact le long de son bord. Une structure
qui n’est pas vrillée est dite tendue. Par le théorème de Hofer 0.2, toute structure
hypertendue est tendue. On dit qu’une structure de contact sur V est universellement
tendue si son rappel sur le revêtement universel de V est tendu. Si la structure induit
une structure vrillée dans un revêtement fini, on parle de structure virtuellement
vrillée. D’après les travaux de Perelman (voir [4]), le groupe fondamental d’une
variété de dimension 3 est résiduellement fini et ainsi toute structure de contact est
dans l’une de ces catégories. On pourra consulter [33] pour un résumé des résultats
de classification des structures de contact tendues et vrillées.

La démonstration moderne du théorème de Gray, utilise la méthode de Mo-
ser [65]. Cette méthode sera utilisée à plusieurs reprises dans ce texte. On en
présente ici le principe général.

Lemme 1.2 (Méthode de Moser). Soit (αt)t∈[0,1] un chemin lisse d’équations de
contact sur une variété V , on note ξt = ker(αt). Considérons un champ de vecteurs
(Xt)t∈[0,1] dépendant du temps tel que Xt ∈ ξt pour tout t ∈ [0, 1] et dont le flot ψt
est défini jusqu’au temps 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Le flot vérifie ψ∗
t ξt = ξ0.

(2) Le champ de vecteurs Xt vérifie

µtαt =
∂αt
∂t

+ iXt
dαt

avec µt = ∂αt

∂t
(Rt), où Rt est le champ de Reeb associé αt.

Démonstration. Si ψ∗
t ξt = ξ0 alors il existe λt : V → R tel que ψ∗

t αt = λtα0.
En différentiant l’expression précédente par rapport à t on obtient

µtαt =
∂αt
∂t

+ iXt
dαt

avec µt = ( 1
λt

∂λt

∂t
) ◦ ψ−1

t . On évalue sur le champ de Reeb pour obtenir la valeur
de µt cherchée. Réciproquement, on a

∂

∂t
ϕ∗
tαt = ϕ∗

t

(

∂αt
∂t

+ iXt
dαt

)

= (µt ◦ ψ−1
t )ϕ∗

tαt.

Par conséquent ϕ∗
tαt = exp(µt ◦ ϕ−1

t ) exp(−µ0)α0. D’où ψ∗
t ξt = ξ0. �

La méthode de Moser fournit des isotopies des structures de contact mais pas
d’isotopie des équations associées, sauf si toutes les équations considérées ont le
même champ de Reeb. Par construction Xt ∈ ξ0 ∩ ξ1.

1.2. Sous-variétés dans les variétés de contact. Les sous-variétés de di-
mension 1 spécifiquement étudiées dans le cadre de la géométrie de contact sont les
courbes legendriennes et les courbes transverses. Ces courbes sont respectivement
les courbes tangentes en tout point ou transverses en tout point à la structure de
contact.

L’étude des surfaces dans les variétés de contact est un outil essentiel et a débuté
avec les travaux d’Eliashberg [23, 24]. Commençons par remarquer que la condition
de contact, qui peut se reformuler en « ξ est maximalement non intégrable » implique
qu’il n’existe pas de surface tangente en tout point à la structure de contact. La
structure de contact trace sur une surface S un feuilletage singulier appelé feuilletage
caractéristique dont les points singuliers sont les points x tels que ξx = TxS et qui
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est tangent à ξx ∩ TxS en tout point x non singulier. Le feuilletage caractéristique
de S est dirigé par le champ de vecteurs X tel que

(4) ιXω = i∗α

où i est l’inclusion de S dans V et ω est une forme volume sur S. Il détermine
entièrement le germe de ξ le long de S.

Théorème 1.3. Soit S une surface compacte plongée dans une variété de
contact V . Deux germes de structures de contact qui induisent le même feuilletage
caractéristique sur S sont conjugués par un germe de difféomorphisme isotope à
l’identité parmi les difféomorphismes préservant le feuilletage.

Une étape fondamentale dans l’étude des surfaces dans les variétés de contact
a été le développement par Giroux [32] de la notion de convexité introduite par
Eliashberg et Gromov [26]. Une surface S dans une variété de contact (V, ξ) est
convexe (ou ξ-convexe) s’il existe un champ de contact transverse à S. Un voisinage
d’une surface convexe compact S est donc contactomorphe à S × [−ε, ε] muni d’une
structure de contact décrite, dans les coordonnées (x, t), par une 1-forme

(5) α = β(x) + u(x)dt

où β est une 1-forme sur S et u : [−ε, ε] → R une fonction lisse. Au voisinage de
S la structure de contact est codée par une courbe tracée sur S appelée courbe de
découpage.

Soient S une surface dans une variété de dimension 3 et F un feuilletage
singulier localement orientable tracé sur S. Une multicourbe 1 Γ tracée sur S découpe
F s’il existe deux surfaces S+ et S− de bord Γ, un champ de vecteurs Y qui dirige
F et une forme volume ω de S tels que 2

(1) divω Y > 0 sur S+ ;

(2) divω Y < 0 sur S− ;

(3) Y est sortant de S+.

Une telle courbe Γ, orientée comme ∂S+, est appelée une courbe de découpage.

Théorème 1.4 (Giroux [32]). Soit S une surface plongée dans (V, ξ). On note
F son feuilletage caractéristique. La surface S est ξ-convexe si et seulement s’il
existe une courbe Γ qui découpe F . De plus, si S est convexe et si X est un champ
de contact transversal à S, on peut choisir Γ = {x ∈ S,X(x) ∈ ξ(x)}. Enfin, si la
variété est S × R munie de l’équation 5, Γ = {x ∈ S, u(x) = 0} est une courbe de
découpage.

La courbe de découpage d’une surface convexe n’est pas unique mais toutes
les courbes de découpage d’une même surface sont isotopes (parmi les découpages).
Giroux [32] montre que toute surface compacte S peut être rendue convexe par
une isotopie C∞-petite. En combinant cette généricité et le théorème 1.5 on obtient
une grande liberté dans le choix du feuilletage caractéristique tracé sur une surface
(quitte à perturber cette surface).

Théorème 1.5 (Giroux [32]). Soit S une surface convexe compacte dans une
variété de contact. On note Γ une courbe de découpage du feuilletage caractéristique
de S. Soit F un feuilletage singulier localement orientable découpé par Γ. Alors il
existe une isotopie δs : S → V, s ∈ [0, 1], telle que δs(S) soit C0-proche de S et le
feuilletage caractéristique de δ1S soit δ1F .

1. Une multicourbe sur une surface est une union disjointe de courbes fermées simples et d’arcs

proprement plongés (dans le cas à bord).
2. La divergence du champ de vecteurs Y pour la forme volume ω est définie par LY ω =

divω(Y )ω.
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Corollaire 1.6 (Lemme de réalisation, Giroux [32]). Soient S une surface
convexe dans une variété de contact, Γ une courbe de découpage de S et K une
courbe tracée sur S. On suppose que chaque composante de S \K rencontre Γ. Alors
il existe une isotopie δs : S → V où s ∈ [0, 1] telle que δ1(K) soit legendrienne et
δs(S) soit C0-proche de S, convexe et de courbe de découpage δs(Γ).

Terminons cette section par un lemme technique permettant de garantir la
convexité d’une surface et d’obtenir une courbe de découpage privilégiée en observant
les propriétés du champ de Reeb le long de cette surface.

Lemme 1.7. Soit S une surface compacte dans une variété de contact (V, α).
Si Rα est tangent à S le long d’une courbe lisse Γ et si, le long de Γ, le feuilletage
caractéristique de S pointe vers S+ – la zone où Rα est positivement transverse
à S – alors S est convexe de courbe de découpage Γ.

Démonstration. Soit ω une forme volume sur S. On choisit Y dirigeant le
feuilletage caractéristique de S tel que ιY ω = i∗α, où i est l’inclusion de S dans V .
Alors, divω Y ω = dιY ω = i∗dα qui est bien positif sur S+ et négatif sur S− (zone
sur laquelle R est négativement transverse à S). Par hypothèse, Y vérifie les bonnes
conditions de transversalité le long de Γ, donc S est convexe. �

2. Variétés de contact à bord

Les voisinages de surfaces convexes sont parmi les exemples de variétés de
contact à bord les plus élémentaires. Ce seront les premiers exemples sur lesquels on
calculera l’homologie de contact suturée (chapitre 4) et sur lesquels on appliquera
le théorème de recollement de rocade (chapitres 8 et 9). Pour effectuer ces deux
opérations, on aura besoin d’une équation de contact presque explicite.

Définition 1.8. Soit S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃n
i=0 Γi

dans une variété de contact. Une équation de contact α sur S × [−1, 1] est de la
forme (F) si

(1) il existe un voisinage Ui de chaque Γi muni de coordonnées

(x, y, z) ∈ [−xmax, xmax] × [−1, 1] × S1

dans lesquelles
– S ∩ Ui ≃ [−xmax, xmax] × {0} × S1 ;
– Γi ≃ {0} × {0} × S1 ;
– α = f(x)dy+cos(x)dz où f : [−xmax, xmax] → R est croissante, vaut

−1 au voisinage de −xmax , 1 au voisinage de xmax et x 7→ sin(x)
au voisinage de x = 0 ;

(2) α = β+ + dy sur V+ = S+ × [−1, 1] \ U où dβ+ > 0 et U =
⋃n
i=0 Ui ;

(3) α = β− − dy sur V− = S− × [−1, 1] \ U où dβ− < 0.

La proposition suivante est un cas particulier de la preuve du théorème 1.4 (voir
[32, Proposition 2.1]).

Proposition 1.9. Soit S une surface convexe compacte dans une variété de
contact (V, ξ). Alors, il existe un voisinage S × [−ε, ε] de S sur lequel ξ admet une
équation de forme (F).

Passons maintenant à des considérations plus générales sur les variétés de contact
à bord. La condition usuellement imposée au bord d’une variété de contact est
la convexité. Dans l’exemple de la surface convexe épaissie, les composantes du
bord sont S × {1} et S × {−1}. Ces deux composantes sont convexes car ∂

∂y
est un

champ de contact. Néanmoins pour certaines applications comme la définition de
l’homologie de contact suturée ([18], voir chapitre 4), la convexité du bord ne suffit
pas et il faut imposer des conditions supplémentaires sur l’équation de contact.
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Définition 1.10 ([18, 2.3, 4.1]). L’équation de contact α est adaptée à la surface
convexe S munie de la courbe de découpage Γ (on dit aussi que S est convexe pour
α) si le champ de Reeb associé à α est positivement transverse à S+, négativement
transverse à S−, tangent à S et pointe vers S+ le long de Γ. Symétriquement, la
surface S est concave pour α si le champ de Reeb associé à α est positivement
transverse à S+, négativement transverse à S−, tangent à S et pointe vers S− le
long de Γ.

Exemple 1.11. Dans R3, la forme de contact α = dz − ydx est adaptée à la
sphère unité : le champ de Reeb est ∂

∂z
et le feuilletage caractéristique de la sphère

unité est singulier aux pôles et admet l’équateur comme courbe de découpage.

Dans l’exemple de la surface épaissie, une équation de la forme (F) n’est adaptée
à aucune des composantes de bord. En effet, le champ de Reeb est bien tangent à
S×{1} et S×{−1} le long des courbes lisses Γi×{1} et Γi×{−1} pour i = 0, . . . , n
mais il est tangent à ces courbes. Le procédé permettant de modifier l’équation
de contact pour la rendre adaptée au bord a été développé dans [18]. On l’appelle
convexification. Dans l’exemple de la surface épaissie une perturbation arbitrairement
petite de l’équation sous forme (F) permet d’obtenir une équation adaptée au bord.
Dans le cas général, ce procédé modifie considérablement la forme de contact au
voisinage de la courbe de découpage.

Voyons comment perturber la forme de contact α = sin(x)dy + cos(x)dz définie
sur [−xmax, xmax] × [−1, 1] × S1 pour que α soit adaptée le long de I × {1} × S1 et
I × {−1} × S1. En effectuant cette perturbation dans chacun des ouverts Ui fournis
par la définition 1.8, on obtient une perturbation d’une équation de contact de forme
(F) sur une surface convexe épaissie rendant l’équation adaptée au bord. Pour cela,
considérons

αp = sin(x)dy + p(x, y) cos(x)dz
où p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe xpmax < xmax tel que p = 1 en dehors de [−xpmax, x
p
max] × [−1, 1] ;

(2) p(x, y) = 1 + k(x)l(y) où k est une fonction bosse égale à 1 au voisinage
de x = 0 et l est C∞-petite strictement décroissante sur [−1, 0], nulle en 0
et strictement croissante sur [0, 1].

Pour p > 0, αp est bien une équation de contact. Son champ de Reeb est donné par

Rαp
=

1
p(x, y)





l′(y)k(x) cos(x)
p(x, y) sin(x) − k′(x)l(y) cos(x)

cos(x)





et donc dans la zone k = 1 au voisinage de x = 0 on obtient

Rαp
=

1
1 + l(y)





l′(y) cos(x)
(1 + l(y)) sin(x)

cos(x)





et αp est bien adaptée au bord (voir figure 1).
Dans le cas général, il est plus délicat de rendre une équation de contact adaptée

au bord. Cette question est un des aspects clés de la démonstration du théorème 0.8.
Le procédé de convexification décrit par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18]
s’applique dans le cas où l’équation de contact est concave. On en rappelle ici
l’énoncé car ce sera le point de départ de la construction de convexification présentée
dans la troisième partie de ce texte.

Proposition 1.12 ([18, Proposition 4.4]). Soit (M, ξ = ker(α)) une variété
de bord concave. Il existe une variété de contact (M ′, ξ′ = ker(α′)) de bord convexe
S′telle que
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x

y

x

y

Avant perturbation Après perturbation

Figure 1. Champ de Reeb dans le plan (x, y) au voisinage de
x = 0. Après perturbation, au voisinage de (0, 0), le champ de Reeb
a une composante non nulle sur ∂

∂z
.

(1) M →֒ M ′ ;

(2) α′ est adaptée à S′ ;

(3) (M, ξ) et (M ′, ξ′) sont contactomorphes par un contactomorphisme qui
induit l’inclusion sur une petite rétraction de M ;

(4) un voisinage de M ′ \ M est difféomorphe à une union (un élément par
composante connexe de la courbe de découpage) de fermés du produit
[−η, η] × S1 × [−ε, ε] de coordonnées (t, u, v) munis d’une équation de
contact de la forme

α = h(u)g(v, t)du+ f(v, t)dt

où g a pour champ hamiltonien Xg associé à la forme symplectique dv∧ dt
donné dans la figure 2.

v

t
S

S′

M

Figure 2. modèle de Xg et S′

En particulier, dans chaque plan u = cst, S′ est tangent à une orbite périodique
de Xg en un unique point et transversale aux autres orbites et, dans ces plans, Rα′ est
positivement colinéaire à Xg. Le procédé de convexification crée pour l’équation α′

une orbite périodique hyperbolique par composante connexe concave de la courbe
de découpage. Cette orbite est homotope à la composante associée.

3. Orbites périodiques du champ de Reeb

3.1. Orbites périodiques non dégénérées. Soit X un champ de vecteurs
sur une variété compacte. On note ϕt son flot au temps t. Considérons une orbite
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périodique γ de X de période T , x0 ∈ γ et Σ = u−1(0) un germe de surface
transverse à γ en x0. Par le théorème des fonctions implicites, il existe T : Σ → R

appelé temps de premier retour sur Σ tel que u(ϕT (x)(x)) = 0. L’application de
premier retour sur Σ est définie par

f : Σ −→ Σ
x 7−→ ϕT (x)(x).

L’orbite γ est une orbite périodique non dégénérée si df(x0) n’a pas 1 pour valeur
propre. Dans le cas contraire on dit que γ est dégénérée. La dégénérescence d’une
orbite périodique ne dépend ni du choix du point x0 ni du choix de la surface
transverse Σ.

La proposition classique suivante permet de garantir la généricité des équations
de Reeb non dégénérées (c’est-à-dire dont le champ de Reeb est non dégénéré). On
pourra en trouver une démonstration dans [20, 7].

Proposition 1.13. Soit α une forme de contact sur une variété compacte V .
Alors il existe f : V → R∗

+ lisse et arbitrairement proche de la fonction constante 1
en norme C∞ telle que fα ait toutes ses orbites périodiques de Reeb non dégénérées.

3.2. Indice de Conley-Zehnder. L’indice de Conley-Zehnder, introduit dans
[21], est à l’origine défini pour les chemins de matrices symplectiques. La description
donnée ici s’inspire fortement de [56]. On note Sp(2) l’ensemble des matrices
symplectiques de M2(R) et Sp∗(2) les matrices symplectiques n’ayant pas 1 pour
valeur propre. L’ensemble Sp∗(2) a deux composantes connexes contractiles Sp+ =
{A ∈ Sp(2),det(A− I) > 0} et Sp− = {A ∈ Sp(2),det(A− I) < 0}. Soit

S∗ = {R : [0, 1] → Sp(2), R0 = I et R1 ∈ Sp∗(2)}.
On pose

W+ =
(

−1 0
0 −1

)

et W− =
(

2 0
0 1/2

)

.

Soit R ∈ S∗, on prolonge R sur [1, 2] par un chemin dans S∗ tel que R2 = W±.
Par décomposition polaire, toute matrice de R ∈ Sp(2) s’écrit R = SO où S est
symétrique définie positive et O une rotation. On relève en θt l’angle de la rotation Ot
dans la décomposition polaire Rt = StOt. L’indice de Conley-Zehnder de R est
défini par

µ
(

(Rt)t∈[0,1]
)

=
θ2 − θ0

π
.

Comme Sp(2) = SL2, une matrice symplectique a soit 1, soit −1, soit λ et 1
λ

,
soit λ et λ comme valeurs propres. Par conséquent si R1 est du type

(

λ 0
0 λ

)

ou
(

λ 0
0 1/λ

)

avec λ < 0 ou
(

−1 ∗
0 −1

)

le prolongement R̃ relie I à W+ et l’indice de Conley-Zehnder est impair. À l’inverse
si R1 est du type

(

λ 0
0 1/λ

)

avec λ > 0

le prolongement R̃ relie I à W− et l’indice de Conley-Zehnder est pair.
Soient (V, ξ = ker(α)) une variété de contact et γ une orbite périodique de Rα

non dégénérée. Le long de γ, on choisit une trivialisation symplectique de ξ (pour
la forme dα). Pour tout T > 0 et x0 ∈ γ, la différentielle du flot de Reeb ϕt induit
une application symplectique entre ξx0

et ξϕT (x0) et donc un chemin de matrices
symplectiques (Rt)t∈[0,T ] ∈ S∗ dans la trivialisation précédente. L’indice de Conley-

Zehnder de γ dans cette trivialisation est µ
(

R t
T

)

où T est la période de γ. L’indice
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de Conley-Zehnder dépend du choix de trivialisation mais sa parité n’en dépend
pas.

Définition 1.14. Un orbite périodique de Reeb de période T est dite hyperbo-
lique si dϕT |ξ est à valeurs propres réelles de module différent de 1. Elle est dite
elliptique si dϕT |ξ est à valeurs propres complexes non réelles.

Un orbite elliptique est d’indice de Conley-Zehnder impair, une orbite hyper-
bolique est d’indice de Conley-Zehnder pair si ses valeurs propres sont positives et
d’indice de Conley-Zehnder impair si ses valeurs propres sont négatives.

Définition 1.15. L’orbite de Reeb est une bonne orbite si les indices de Conley-
Zehnder de tous ses multiples ont la même parité. Dans le cas contraire on parle de
mauvaise orbite.

Concrètement les mauvaises orbites sont les multiples pairs d’orbites hyperbo-
liques impaires.

4. Rocades et recollement de rocades

Définition 1.16. Soit S une surface convexe de courbe de découpage Γ. On
appelle arc d’attachement de (S,Γ) un arc legendrien tracé sur S qui rencontre Γ
en exactement trois points : les deux extrémités de l’arc et un point intérieur.

Définition 1.17 (Honda [45]). Soit S une surface convexe (compacte, sans
bord) dans une variété de contact de dimension 3. Une rocade appuyée sur S est
un demi-disque D plongé dans V , transverse à S, de bord legendrien γ1 ∪ γ2, tel
que D ∩ S = γ1 soit un arc d’attachement. De plus, le feuilletage caractéristique
de D a pour singularités une singularité elliptique 3 négative à l’intérieur de γ1, deux
singularités elliptiques positives aux extrémités de γ1 et des singularités positives le
long de γ2 alternant singularités elliptiques et hyperboliques (voir figure 3). On dit
que γ1 est l’arc d’attachement de la rocade.

−+ +

+

γ2

γ1

Figure 3. Feuilletage caractéristique d’une rocade

Proposition 1.18 (Honda [45]). Si D est une rocade pour S d’arc d’attachement
γ1, il existe un voisinage de S ∪D difféomorphe à S × [0, 1] tel que S = S × {ε}, la
structure ξ soit invariante dans la direction transverse à S sur S× [0, ε], les surfaces
S × {0} et S × {1} soient convexes de courbes de découpage Γ et Γ′ où Γ′ ne diffère
de Γ qu’au voisinage de γ1 et est obtenue à partir de Γ par l’opération décrite à la
figure 4.

Dans la proposition précédente, S × {1} est obtenue à partir de S × {0} en
« bombant » S pour passer au-dessus de la rocade (voir figure 5).

3. Une singularité est dite elliptique (resp. hyperbolique) si elle correspond à une source ou un
puits (resp. à un point selle) pour un champ de vecteurs dirigeant le feuilletage caractéristique

fourni par l’équation 4. Une singularité est positive si l’orientation du plan de contact et du plan
tangent à la surface coïncident et négative sinon.
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γ1

Figure 4. Modification de Γ au voisinage de la rocade.

Bombage de la surface

Effet sur la courbe de découpage

Figure 5. Rocade et courbe de découpage

Définition 1.19. Soit (V, ξ) une variété de contact de bord convexe S de courbe
de découpage Γ. Soit γ1 un arc d’attachement. Un recollement de rocade le long
de γ1 est une variété de contact (V ′, ξ′) de bord convexe S′ prolongeant (V, ξ) telle
qu’il existe un voisinage S × [0, 1] de S′ où

(1) S′ ≃ S × {1} et est convexe ;

(2) S × {0} est une surface obtenue à partir de S en suivant un champ de
contact rentrant ;

(3) il existe une rétraction de contact de S × [0, 1] sur un voisinage arbitraire-
ment petit de S × {0} ∪D où D est une rocade appuyée sur S × {0} d’arc
d’attachement l’image de γ1 sur S × {0}.

La courbe de découpage de S′ est alors obtenue à partir de la courbe de
découpage de S par la figure 4. La troisième partie de cette thèse est consacrée à la
construction d’un modèle explicite de recollement de rocade sur une variété pour
lequel on contrôle la dynamique du champ de Reeb.

Il existe deux exemples particuliers de recollement de rocades : le recollement
de rocade trivial qui crée une structure de contact difféomorphe à celle de départ et
le recollement de rocade vrillé qui crée une structure de contact vrillée.
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Rocade triviale Rocade vrillée

γ1 γ1

Figure 6. Rocades triviale et vrillée



CHAPITRE 2

Exemples de variétés de contact

On présente ici les structures de contact qui seront étudiées dans la suite : les
structures de contact sur les fibrés en cercles et certaines structures de contact sur
le tore plein. Ces variétés de contact ont été étudiées indépendamment par Giroux
[35, 34] et Honda [46, 45].

Les fibrés en cercles sont les variétés sur lesquelles on va tester la conjecture de
Colin et Honda concernant la croissance quadratique de l’homologie de contact sur
les variétés paraboliques (théorème 0.7).

Les structures de contact sur le tore plein sont décrites combinatoirement par
l’étude du découpage des disques méridiens. Ces variétés à bord permettront par la
suite d’appliquer le théorème de recollement de rocade : elles représentent une classe
naturelle d’exemples à considérer car ce sont à la fois des variétés avec des structures
de contact relativement simples et une classe stable par certains recollements de
rocade.

Dans la section 1, on énonce de façon résumée et partielle des résultats de
classification des structures de contact sur les fibrés en cercles. La section 2 est
consacrée au cas particulier des structures cloisonnées qui est l’objet du théorème 0.7.
On y détermine une équation de contact particulière de ces structures. Enfin, la
classification des structures de contact sur le tore plein avec découpage longitudinal
est présentée dans la section 3.

1. Classification des structures de contact sur les fibrés en cercles

On s’intéresse ici aux fibrés en cercles orientés sur une surface compacte orientée.
Ces fibrés sont décrits par le genre de la base et le nombre d’Euler. On pourra
consulter [64] pour le cas général ou [1] dans le cas des fibrés en cercles.

La classification des structures de contact sur les fibrés en cercles est décrite
à l’aide de la notion d’enroulement. Le long d’une fibre, on possède une classe
d’homotopie privilégiée de sections du fibré normal : la classe d’homotopie d’une
section constituée de vecteurs qui se projettent sur un même vecteur dans la base. Si
la variété considérée n’est pas S2 ×S1, cette classe est invariante par difféomorphisme
isotope à l’identité. L’enroulement d’une courbe legendrienne L isotope à la fibre est
le nombre de tours que fait ξ le long de L par rapport au champ normal canonique.
L’enroulement de ξ est le supremum des enroulements des courbes legendriennes
isotopes à la fibre.

Une structure S1-invariante est une structure de contact invariante par l’action
de S1 le long des fibres. Une structure de contact ξ sur V transversale aux fibres est
S1-invariante si et seulement s’il existe une équation de ξ dont le champ de Reeb
est tangent aux fibres.

Remarque 2.1. Par le théorème de Stokes, si ξ est S1-invariante et transversale
aux fibres et si S est connexe alors toutes les orbites périodiques d’un champ de
Reeb tangent aux fibres ont même période.

Définition 2.2. [35] Une structure de contact ξ sur un fibré en cercles orienté
π : V → S au-dessus d’une surface compacte est cloisonnée par la multicourbe Γ si

29
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(1) Γ est une sous-variété compacte de dimension 1 de S ;

(2) ξ est transversale aux fibres sur V \ π−1(Γ) ;

(3) la surface π−1(Γ) est transversale à ξ et les feuilles du feuilletage caracté-
ristique sont les fibres.

Soit V connexe, orientée, fibrée en cercles au-dessus d’une surface orientée S de
caractéristique d’Euler négative et portant une structure de contact positive. Les
figures 1 et 2 résument les principaux résultats de [35]. Les caractérisations comme
« tangente aux fibres » sont à comprendre à isotopie près. Par ailleurs χ(S) désigne
la caractéristique d’Euler de S et χ(S, V ) le nombre d’Euler du fibré.

Structures de contact transversales aux fibres
⇔ universellement tendue et enroulement strictement négatif

existence : χ(V, S) ≤ −χ(S)
existence en enroulement −n : n = 1 ou nχ(V, S) = −χ(S)

Structures tangentes aux fibres
existence : nχ(V, S) = −χ(S), n > 0

enroulement −n
infinité de classes d’isotopie

Structures non tangentes aux fibres
existence : χ(V, S) < −χ(S)

enroulement −1
une classe d’isotopie

Structures S1-invariantes
existence : χ(V, S) < 0

Structures non S1-invariantes
existence : 0 ≤ χ(V, S) < −χ(S)

Figure 1. Classification des structures de contact transversales aux fibres

Structures de contact non transversales aux fibres
⇔ il existe une courbe d’enroulement nul dans un revêtement fini

Structures
universellement tendues
⇔ structures cloisonnées
par une multicourbe sans
composante contractile

enroulement ≥ 0
structures S1-invariantes

une classe d’isotopie par
classe d’homotopie de

cloisonnement

Structures virtuellement
vrillées d’enroulement

positif
⇔ structures cloisonnées

par une courbe
contractile

structures S1-invariantes
χ(V, S) > 0

une classe d’isotopie

Structures virtuellement
vrillées d’enroulement −1

χ(V, S) < −χ(S)

nombre fini de classes
d’isotopie

Figure 2. Classification des structures de contact tendues non
transversales aux fibres

Enfin, énonçons de façon précise le résultat concernant les structures de contact
tangentes aux fibres. Ce résultat permettra d’obtenir la croissance de l’homologie
de contact des structures tangentes aux fibres dans le chapitre 6.
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Proposition 2.3 (Giroux [35]). Soit V une variété connexe et orientée, fibrée
en cercles au-dessus d’une surface quelconque S. L’application qui, à tout revêtement
fibré ρ : V → UTS, associe la structure de contact ξ = ρ∗ξS est une bijection de
l’espace de revêtement fibrés et orientés V → UTS dans l’espace des structures de
contact tangentes aux fibrés et coorientées. En outre l’enroulement de ξ = ρ∗ξS
autour des fibres vaut −d, où d est le degré du revêtement.

2. Structures cloisonnées

Les structures de contact cloisonnées ressemblent aux structures S1-invariantes
transversales aux fibres en dehors de l’image réciproque du cloisonnement. Au
voisinage de ce cloisonnement, elles sont proches des structures standards sur le
tore T 3. On donne ici une équation de contact particulière qui exploite ces similitudes
et permettra de déterminer l’homologie de contact de ces structures (voir chapitre 6).

Proposition 2.4. Soit ξ une structure de contact sur le fibré en cercles V
cloisonnée par une multicourbe Γ non vide et sans composante contractile. Alors, il
existe une structure isotope à ξ, d’équation α, et un voisinage U ≃ ]−1, 1[ × Γ × S1

de π−1(Γ) ≃ {0} × Γ × S1 muni de coordonnées (x, y, z) tels que :

(1) la structure associée à α soit cloisonnée par Γ ;

(2) sur V \U ≃ S1 ×S1 on ait α = β+εdz avec ε = ±1 suivant la composante
connexe considérée ;

(3) sur U , α = f(x)dy + g(x)dz où f est strictement négative et strictement
convexe et g vaut ±1 au voisinage de ±1 et est strictement croissante en
dehors de ces voisinages avec un point d’inflexion en 0 ;

(4) le changement de trivialisation entre U est un voisinage de V \ U soit
linéaire (soit de la forme (x, y, z) 7→ (x, y, z + ky)).

Remarque 2.5. Les fonctions f et g vérifient les propriétés graphiques sui-
vantes :

− 1

2
1

2

f g f ′

g′

Remarque 2.6. Dans U , on alors

Rα =





0
−g′(x)
f ′(x)



 .

L’ouvert U est une union de tores épaissis feuilletés par des orbites de Reeb. En
dehors de U le champ de Reeb est ± ∂

∂z
.

Démonstration. On considère un voisinage ]−1, 1[ × Γ × S1 de coordonnées
(x, y, z) de π−1(Γ) = {0} × Γ × S1 dans lequel ∂

∂x
∈ ξ et S1 est la fibre. Dans ces

coordonnées, une équation quelconque de ξ est de la forme

α = f(x, y, z)dy + g(x, y, z)dz



32 2. EXEMPLES DE VARIÉTÉS DE CONTACT

avec g(0, y, z) = 0 et g(x, y, z) 6= 0 pour x 6= 0. On oriente Γ pour que Γ soit
négativement transverse à ξ. On peut alors supposer que f(0, y, z) = −1. On définit

αs =
(

sf(x, y, z) + (1 − s)f(x, 0, 0)
)

dy +
(

sg(x, y, z) + (1 − s)g(x, 0, 0)
)

dz

au voisinage de {0} × Γ × S1. Ce sont bien des équations de contact car f(0, y, z) =
f(0, 0, 0) et g(0, y, z) = g(0, 0, 0). La méthode de Moser (1.2) fournit un champ de
vecteurs Xs défini au voisinage de {0} × Γ × S1 qui vérifie Xs(0, y, z) = 0 et est
colinéaire à ∂

∂x
car ξs ∩ ξ = R ∂

∂x
.

On prolonge Xs à V × [0, 1] en le multipliant par une fonction bosse. On
note ϕs le flot de Xs. Il est défini pour tout temps dans [0, 1]. Au voisinage de
{0} × Γ × S1, la structure de contact définie par ϕ∗

sα coïncide avec la structure
de contact définie par αs. La structure de contact ϕ∗

sα reste transverse aux fibres
en dehors de {0} × Γ × S1 car ϕ∗

sα = f ◦ ϕsdy + g ◦ ϕsdz, ϕs est l’identité sur
{0} × Γ × S1 et α est inchangée en dehors de U . Ainsi on a isotopé ξ pour obtenir
une nouvelle structure de contact toujours cloisonnée par Γ et qui, dans un voisinage
U ′ = ]−1, 1[ × Γ × S1 de π−1(Γ), a pour équation après reparamétrage

α = f(x)dy + g(x)dz

avec g(0, θ, z) = 0 et g 6= 0 sinon. Comme g′(0) > 0 par la condition de contact, on
peut imposer g = −1 sur ]−1, 1

2 ] et g = 1 sur [ 1
2 , 1[.

Pour chaque composante connexe de Γ, on considère f0 et g0 vérifiant les
conditions de l’énoncé. On suppose de plus que f0 et g0 sont égales à f et g au
voisinage de −1 et 1 et que f0 (resp. g0) ont les mêmes valeurs pour toutes les
composantes connexes de Γ sur [− 3

4 ,
3
4 ]. On relève (f(x), g(x)) en ρ(x) exp(iθ(x))

et (f0(x), g0(x)) en ρ0(x) exp(iθ0(x)). Par la condition de contact θ et θ0 sont
strictement décroissantes et définies sur le même intervalle car g et g0 ne s’annulent
qu’en 0. On crée un chemin de structures de contact en considérant

(

(1 − s)ρ(x) + sρ0(x)
)

exp
(

i((1 − s)θ(x) + sθ0(x))
)

.

En utilisant le théorème de Gray, on se ramène à la situation où, sur U ′,

α = f0(x)dy + g0(x)dz.

Soit W un voisinage d’une composante connexe de V \
(

]− 1
2 ,

1
2 [×Γ×S1

)

. Comme

Γ 6= ∅ et S est connexe, W est une variété à bord et donc la fibration est triviale
sur W . On l’écrit S′ × S1 et on suppose la trivialisation choisie pour que, dans des
coordonnées polaires adaptées au voisinage de ∂S′, le changement de trivialisation
entre W et ]−1, 1[ × Γ ×S1 soit linéaire au voisinage de chaque composante connexe,
c’est-à-dire de la forme (x, y, z) 7→ (x, y, z + ky). Par conséquent α = β + εdz au
voisinage du bord. Plus généralement α = βz(x) + h(x, z)dz avec h 6= 0. On peut
donc supposer que h = ε. Le chemin de 1-formes αs = sβz(x) + (1 − s)β0(x) + εdz
est un chemin de structures de contact. Le théorème de Gray (1.1) transforme ce
chemin en isotopie. �

3. Tores pleins avec découpage longitudinal

Cette section présente un résultat dû indépendamment à Giroux [34] et Honda
[45]. On adopte ici la présentation de Mathews [59]. On ne s’intéresse qu’aux
structures de contact avec découpage longitudinal au bord.

Définition 2.7. Un diagramme de cordes Γ est un ensemble d’arcs disjoints
proprement plongés du disque D2 à isotopie relative au bord près.



3. TORES PLEINS AVEC DÉCOUPAGE LONGITUDINAL 33

Théorème 2.8 (Giroux, Honda). Soient F ⊂ ∂D2 un ensemble de cardinal 2n
et F un feuilletage singulier découpé par F × S1 possédant une feuille méridienne
intersectant 2n fois F × S1. Les structures de contact tendues sur D2 × S1, de bord
convexe de feuilletage caractéristique F et considérées à isotopie relative au bord
près sont en bijection avec les diagrammes à n cordes de bord dans F .

De plus, le diagramme associé à une structure est fourni par le découpage de
tout disque méridien de bord legendrien intersectant la courbe de découpage du bord
en 2n points.

En découpant le long d’un disque méridien de bord convexe, on obtient un boule
dont la structure de contact est décrite par le courbe de découpage au bord. Par le
lemme de réalisation (lemme 1.5), quitte à effectuer une isotopie on peut toujours
fixer le feuilletage caractéristique au bord.

Proposition 2.9 (Honda [45]). Soit ξ une structure de contact sur D × S1

telle que le découpage du bord soit composé de 2n courbe longitudinales. Soit D′

un disque méridien de bord legendrien intersectant la courbe de découpage du bord
en 2n points. On considère un arc d’attachement γ contenu dans ∂D′. Alors la
structure de contact sur D × S1 obtenue par recollement de rocade le long de γ a
une courbe de découpage au bord composée de 2(n − 1) cercles longitudinaux. De
plus, le découpage des disques méridiens s’obtient à partir d’une découpage Γ′ de D′

en reliant les deux extrémité de Γ′ rencontrant γ comme expliqué dans la figure 3
sur un exemple.

γ

recollement de rocade

le long de γ

Figure 3. recollement de rocades et tores pleins





CHAPITRE 3

Courbes holomorphes et homologie de contact

Les courbes holomorphes ont été introduites en géométrie symplectique par
Gromov [40] en 1985. Les premières variétés considérées étaient des variétés sym-
plectiques compactes. L’utilisation des courbes holomorphes dans la symplectisation
d’une variété de contact (variété symplectique non compacte) date des travaux de
Hofer sur la conjecture de Weinstein [41]. On s’intéresse ici à l’homologie de contact
définie par Eliashberg, Givental et Hofer [25] et on travaille avec Q pour anneau
de référence. Pour plus d’informations, en particulier sur la définition générale de
l’homologie de contact sur un anneau de Novikov, on pourra consulter [7]. Dans
ce chapitre, on présente l’homologie de contact sans entrer dans les détails de la
théorie, en particulier les détails analytiques. Par ailleurs, une partie de ces détails,
concernant en particulier les revêtements multiples de courbes holomorphes, n’est
pas encore publiée.

Dans la section 1, on rappelle les définitions de base concernant les courbes
pseudo-holomorphes ainsi que certaines de leurs propriétés, en particulier la positivité
d’intersection. Cette propriété sera fondamentale pour contrôler les courbes holo-
morphes lors des calculs d’homologie de contact et de croissance dans la deuxième
partie de ce document. La section 2 est consacrée à la présentation de l’homologie
de contact. On s’intéresse particulièrement à l’homologie de contact cylindrique et à
l’homologie de contact linéarisée. Ce sont ces homologies qui permettent de définir
la notion de croissance. Enfin, dans la section 3, on définit la croissance et le taux
de croissance de l’homologie de contact.

1. Structures presque complexe et courbes holomorphes

On pourra consulter [61] pour plus d’information sur les notions évoquées dans
cette section.

1.1. Définitions. Une structure presque complexe sur une variété de dimension
paire M est la donnée d’une application J : TM → TM préservant les fibres telle
que J2 = −Id. Une application u : (V1, J1) → (V2, J2) est dite pseudo-holomorphe si

(6) du ◦ J1 = J2 ◦ du.

L’équation 6 est appelée équation de Cauchy-Riemann. C’est une équation aux
dérivées partielles elliptique. Dans toute la suite on considérera des applications
pseudo-holomorphes d’une surface de Riemann (Σ, j) dans une variété de dimension 4
munie d’une structure presque complexe J . Le théorème suivant est à mettre en
parallèle avec les propriétés de zéros isolés des applications holomorphes.

Théorème 3.1. Soient U un ouvert de surface de Riemann (S, j) et (M,J)
une variété munie d’une structure presque complexe. Soit u : (U, j) → (M,J) une
application pseudo-holomorphe non constante. Alors les points critiques de u sont
isolés.

Ce théorème est démontré dans [61, Lemma 2.4.1]. Il existe plusieurs théorèmes
concernant les courbes pseudo-holomorphes qui exploitent des propriétés de type

35
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zéros isolés. On pourra par exemple consulter le chapitre 2 de [61] pour plus
d’informations.

1.2. Cas des symplectisations. La symplectisation d’une variété V munie
d’une forme de contact α est la variété R × V munie de la forme symplectique
ω = d(eτα) où τ est la coordonnées sur R. Une structure presque complexe J sur la
symplectisation de (V, α) est adaptée à α si

(1) J est τ -invariante ;

(2) J ∂
∂τ

= Rα ;

(3) Jξ = ξ ;

(4) ω(·, J ·) est une métrique riemannienne.

Pour définir la différentielle du complexe de l’homologie de contact, on va s’intéresser
aux applications pseudo-holomorphes d’une surface de Riemann épointée (Σ̇, j) dans
la symplectisation (R × V, ω) munie d’une structure presque complexe adaptée. Les
exemples de courbes pseudo-holomorphes non constantes les plus simples sont dans
ce contexte les courbes au-dessus des orbites de Reeb : si γ est une orbite périodique
de Reeb de période T , le cylindre trivial associé à γ est l’application :

R × S1 −→ R × V
(s, t) 7−→ (Ts, γ(Tt)).

Soit u = (a, f) : Σ̇ → R × V , on définit l’aire de contact A et l’énergie de Hofer E
par

A(u) =
∫

Σ̇
u∗dα(7)

E(u) = sup
{∫

Σ̇
u∗d(ϕα), ϕ : R → [0, 1], ϕ′ ≥ 0

}

(8)

Proposition 3.2 (voir [10, 5.3]). Si u = (a, f) est pseudo-holomorphe, alors
A(u) ≥ 0 et E(u) ≥ 0. De plus, si E(u) = 0 l’image de f est incluse dans une orbite
de Reeb.

Intéressons-nous maintenant au comportement d’une courbe pseudo-holomorphe
au voisinage d’une perforation x de Σ. On choisit des coordonnées polaires (ρ, θ)
centrées en x. Soit γ une orbite périodique de Reeb de période T . La courbe
u = (a, f) : Σ̇ → R × V est positivement asymptote à γ en x si

(1) limρ→0 a(ρ, θ) = +∞ ;

(2) limρ→0 f(ρ, θ) = γ (−Tθ).
De même, u est négativement asymptote à γ en x si

(1) limρ→0 a(ρ, θ) = −∞ ;

(2) limρ→0 f(ρ, θ) = γ (Tθ).

On suppose maintenant que la forme de contact sur V est non dégénérée.

Théorème 3.3 (Hofer [41, Theorem 31]). Soit u : (Σ̇, j) → (R × V, J), une
courbe holomorphe d’énergie de Hofer finie. Alors, en chaque perforation, u est
asymptote à une orbite périodique de Reeb.

Proposition 3.4 (voir [10, 5.8]). Soit u : Σ̇ → R × V , une courbe holomorphe
d’énergie finie positivement asymptote aux orbites γ+

1 , . . . , γ
+
n+

et négativement
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asymptote aux orbites γ−
1 , . . . , γ

−
n−

. Alors

A(u) =
n+
∑

i=1

A(γ+
i ) −

n−
∑

i=1

A(γ−
i )(9)

E(u) =
n+
∑

i=1

A(γ+
i )(10)

où A(γ) est la période de l’orbite périodique γ.

Remarque 3.5. A(γ) =
∫

γ
α est l’action associée à l’homologie de contact.

Pour terminer cette section, on énonce un résultat du type zéros isolés dans la
cadre de la symplectisation. La démonstration est analogue à celle de 3.1.

Proposition 3.6. Soient (V, ξ) une variété de contact, α une équation de ξ et
J une structure presque-complexe adaptée sur la symplectisation (R × V,d(eτα)).
On considère la structure complexe standard j sur R × S1. Pour toute application
pseudo-holomorphe u : (R × S1, j) → (R× V, J) qui n’est pas un cylindre trivial ni
une constante, les couples (s, t) ∈ R × S1 tels que ∂

∂τ
∈ im(du(s, t)) sont isolés.

1.3. Positivité d’intersection. La positivité d’intersection de deux courbes
holomorphes en dimension 4 a été établie par Gromov [40] et McDuff [60]. Elle
garantit que deux courbes J-holomorphes distinctes C et C ′ dans une variété
presque complexe (V, J) de dimension 4 ont un nombre fini de points d’intersection
et que chacun de ces points contribue de façon strictement positive à l’intersection
algébrique C · C ′. On pourra consulter [61] pour des énoncés alternatifs ou plus
précis des propriétés d’intersections de deux courbes holomorphes en dimension 4.

Dans le cas d’une intersection transverse de deux courbes en un point qui est
régulier pour chacune de ces courbes, la positivité d’intersection est évidente. En
effet, notons p ce point d’intersection et soient v ∈ TpC et v′ ∈ TpC

′. Alors (v, Jv) et
(v′, Jv′) sont des bases directes de TpC et TpC ′ respectivement et (v, Jv, v′, Jv′) est
une base directe de TpV par définition de l’orientation associée à J . On n’utilisera
ici la positivité d’intersection que sous sa forme la plus simple.

La suite de cette section est consacrée à l’étude de quelques conséquences
élémentaires de la positivité d’intersection. La motivation principale est d’obtenir
des critères qui garantiront l’absence de certaines courbes holomorphes dans des
parties d’une variété. Pour cela, on se place dans la symplectisation d’une variété
de contact (éventuellement à bord) et on intersecte une courbe holomorphe avec
les courbes holomorphes les plus simples à notre disposition : les courbes au-dessus
d’une orbite de Reeb. Dans le cas régulier la positivité d’intersection se reformule
de la façon suivante.

Lemme 3.7. Soient (V, ξ) une variété de contact munie d’une équation de contact
α et J une structure presque complexe adaptée sur la symplectisation (R×V, d(eτα)).
Soient u = (a, f) une courbe pseudo-holomorphe définie d’un ouvert U de C dans
(R×V, J) et p ∈ U tel que dfp soit injective et transverse à R(f(p)). Alors, R(f(p))
est positivement transverse à dfp.

Démonstration. Soit γ : [−ε, ε] → V un arc d’orbite de Reeb tel que γ(0) =
f(p). Considérons la courbe pseudo-holomorphe

v : R × [−ε, ε] −→ R × V
(s, t) 7−→ (s+ f(p), γ(t)).

Les courbes u et v sont transverses au point u(p). Or, en u(p), le plan tangent à v
est orienté par

(

∂
∂τ
, R(f(p))

)

. De plus la projection sur V est régulière en ce point
par injectivité de dfp. La positivité d’intersection permet de conclure. �
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Les hypothèses « dfp injective et transverse à R(f(p)) » sont vérifiées en dehors
de points isolés comme le montrent les propositions 3.1 et 3.6.

1.3.1. Positivité d’intersection et tores feuilletés par des orbites de Reeb. Soit
V une variété de contact possédant une carte I × S1 × S1 de coordonnées (x, y, z)
munie de l’équation de contact α = f(x)dθ + g(x)dz. On suppose que les tores
{∗} × S1 × S1 sont incompressibles 1 dans V . Soit u : R × S1 → R × V un cylindre
holomorphe d’énergie finie ayant pour orbites périodiques asymptotes γ+ et γ−. On
suppose que pour tout x ∈ I, u rencontre R × {x} × S1 × S1 = R × Tr.

Lemme 3.8. Quitte à prendre I plus petit, pour tout x0 ∈ I

u−1 (u(R × S1) ∩ (R × Tx0
)
)

est une union de cercles lisses homotopes à {∗} × S1.

Soit C un des cercles fournis par 3.8, on l’oriente comme {∗} × S1, il induit une
classe d’homotopie sur Tx0

. On note p un vecteur dirigeant un représentant linéaire
de cette classe. Si A est un voisinage collier de C, on note A± les deux composantes
connexes de A \ C respectivement dans la composante connexe de R × S1 ⊂ C
asymptote à {±∞} × S1.

Lemme 3.9. Si (p,R) définit l’orientation de Tx0
alors

u (A−) ⊂ ]x, x0[ × S1 × S1 et u (A+) ⊂ ]x0, x[ × S1 × S1.

Sinon
u (A−) ⊂ ]x0, x[ × S1 × S1 et u (A+) ⊂ ]x, x0[ × S1 × S1.

Autrement dit, on sait dans quel sens un cylindre holomorphe traverse un
cylindre feuilleté par des orbites de Reeb. Ce lemme sera utilisé dans le chapitre 6.

Démonstration du lemme 3.8. Les points tels que du(s, t) 6= 0 et les points
tels que ∂

∂τ
∈ im(du(s, t)) sont isolés dans R × S1. Quitte à réduire I, I × S1 × S1

ne rencontre pas des voisinages de γ+ et γ− et donc u−1
(

u(R × S1) ∩ I × S1 × S1
)

est inclus dans un compact de R×S1 et ainsi les points à éviter sont en nombre fini.
Soient x0 ∈ I et (s, t) ∈ R × S1 tels que u(s, t) ∈ R × Tx0

. Comme ∂
∂τ

/∈
im(du(s, t)) et u est holomorphe, R(s, t) /∈ im(du(s, t)) et il en est de même pour
toute combinaison linéaire de R et ∂

∂τ
. Donc

Vect
(

∂

∂τ
,Ru(s,t)

)

⊕ im(d(s,t)u) = Tu(s,t)(R × V )

car du(s, t) 6= 0. Ainsi im(du) + T (R × Tx0
) = Tu(R × V ) et par transversalité

u−1 (u(R × S1) ∩ (R × Tx0
)
)

est une sous-variété compacte de R × S1 de dimension 1. C’est donc une union de
cercles.

Si on suppose par l’absurde qu’il existe un cercle contractile C, alors u(C) = c
est aussi contractile dans R × V . Or c ⊂ R × Tx0

et Tx0
est incompressible. Par

conséquent c est aussi contractile dans R × Tx0
. On considère la projection de c

sur Tx0
. Cette projection est régulière car ∂

∂τ
/∈ im(du). Comme R /∈ im(du), la

projection est transverse à R. Or Tx0
est feuilleté par les orbites de Reeb et donc la

projection de c ne peut pas être contractile dans Tx0
. Comme le cercle obtenu est

une sous-variété non contractile (et qu’il ne s’autointersecte pas) il est homotope à
{∗} × S1. �

1. Un tore est incompressible dans une variété si son π1 s’injecte dans le π1 de la variété
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Démonstration du lemme 3.9. On considère un cercle C que l’on paramètre
par C(t). On note c la projection de u(C) sur Tx0

. Cette courbe est régulière et
transverse à R. Donc si la base

(

c′(t), R(c(t))
)

définit l’orientation de Tx0
en un

point t, elle la définit en tous les points de c. Alors (p,R) définit l’orientation de
Tr0

si et seulement si
(

c′(t), R(c(t))
)

définit l’orientation.
u(A±) est connexe et donc inclus dans ]x0, x[×S1 ×S1 ou dans ]x, x0[×S1 ×S1.

Pour déterminer la composante connexe précise, on utilise la positivité d’intersection
des courbes holomorphes en dimension 4 : le champ de Reeb intersecte positivement
u(A±). Soit V tangent à R × S1 en C(t) tel que (V,C ′(t)) définisse l’orientation (V
pointe vers A+). On note v son image dans I ×S1 ×S1. On a (v, c′(t), R) qui définit
l’orientation. Si (p,R) définit l’orientation de Tx0

, (c′(t), R) définit aussi l’orientation
et donc la composante sur ∂

∂r
de v est positive. Réciproquement si (p,R) ne définit

pas l’orientation de Tx0
, (c′(t), R) ne définit pas non plus l’orientation et donc la

composante sur ∂
∂x

de v est négative. �

1.3.2. Positivité d’intersection et cordes de Reeb. Soient (V, ξ = kerα) une
variété de contact à bord non vide et α une équation de contact. On suppose qu’il
existe deux ensembles d’intérieur non vide X+ et X− qui sont réunion de cordes de
Reeb de ∂V . Soit J une structure presque complexe adaptée à α sur (R × V, deτα).

Lemme 3.10. Soit u : (R × S1, j) → (R × V, J) un cylindre pseudo-holomorphe
d’énergie bornée asymptote à γ+ et γ− tel que toute corde de X± soit homotope
parmi les courbes proprement plongées de V \ (γ+ ∪ γ−) à l’opposé d’une corde de
l’intérieur de X∓. Alors u ne rencontre pas l’intérieur de X+ et X−.

Démonstration. Une corde de Reeb générique est transverse à u puisque les
points où du = 0 ou im(du) contient R sont isolés (résultats 3.1 et 3.6). Soit c+ une
corde de X+ rencontrant u transversalement. Soit c− une corde de X− rencontrant
u transversalement telle qu’il existe un chemin ct de courbes proprement plongées
entre c+ et −c− ne rencontrant pas V \ (γ+ ∪ γ−). Par positivité d’intersection,
l’intersection entre u et c± est positive et strictement positive s’il y a intersection.
Or l’intersection (homologique) de u et ct est constante et par conséquent nulle. �

2. Homologie de contact

2.1. Homologie de contact totale. Soit V une variété de contact munie
d’une équation de contact non dégénérée. On décrit ici brièvement le complexe de
l’homologie de contact totale (A∗(V, α), ∂J) introduit par Eliashberg, Givental et
Hofer [25]. Le complexe de chaînes A∗(V, α) est la Q-algèbre super-commutative
engendrée par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb Rα (on considère
ici les orbites périodiques simples et leurs bons multiples). Les orbites périodiques
sont relativement graduées par l’indice de Conley-Zehnder. On choisit une structure
presque complexe J sur la symplectisation adaptée à α. Pour définir ∂ on considère
l’ensemble des classes d’équivalences (par reparamétrisation de la source) de solutions
de l’équation de Cauchy-Riemann pour J qui sont positivement asymptotes à γ,
négativement asymptotes à γ′

1 . . . γ
′
n et dans la classe d’homologie relative [Z]. On

le note

(11) M[Z](J, γ, γ
′
1, . . . γ

′
n).

Cet ensemble est soumis à l’action par translation de R.

Hypothèse H. Il existe un modèle de perturbation abstraite de l’équation de
Cauchy-Riemann tel que

M[Z](J, γ, γ
′
1, . . . γ

′
n) = M[Z](J, γ, γ

′
1, . . . γ

′
n)/R
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soit une union de variétés branchées à coins de poids rationnels et de dimensions
données par [Z] et les indices de Conley-Zehnder des courbes asymptotes.

La théorie de Fredholm au voisinage des revêtements multiples de courbes
holomorphes pose encore problème et les perturbations abstraites ne sont pas
traitées en toute généralité. Il existe néanmoins des modèles dus à Fukaya et Ono
[29], Liu et Tian [57], Hofer, Wysocki et Zehnder [42, 44, 43] ([43] est annoncé
dans [44]) ou encore Cieliebak et Oancea dans le cadre de l’homologie de contact
équivariante [15] (voir [12]) ainsi que des résultats partiels de transversalité [22].

On note nγ,γ′
1
,...γ′

n
la somme pondérée et signée [25, 11] pour toutes les classes

d’homologie relatives [Z] des éléments de M[Z](J, γ, γ′
1, . . . γ

′
n) de dimension 0. La

différentielle d’une orbite périodique γ est donnée par

(12) ∂γ =
∑

{γ′
1
...γ′

n}

nγ,γ′
1
,...γ′

n

i1! . . . il!κ(γ′
1) . . . κ(γ′

n)
γ′

1 . . . γ
′
n

où i1 . . . il sont les multiplicités de l’ensemble {γ′
1 . . . γ

′
n} et κ(γ) est la multiplicité

de l’orbite γ. On étend la formule par la règle de Leibniz.
Sous l’hypothèse H, on espère obtenir le résultat suivant : s’il existe un ou-

vert U de la symplectisation contenant toutes les images des courbes J-holomorphes
positivement asymptotes à γ et négativement asymptotes à γ′

1 . . . γ
′
n alors les so-

lutions obtenues pour toute perturbation abstraite assez petite de l’équation de
Cauchy-Riemann vérifient aussi cette propriété.

L’hypothèse H permet obtenir l’existence et l’invariance de l’homologie de
contact. Dans ce mémoire, certains résultat s’appuient sur cette hypothèse H.

Théorème 3.11 (Eliashberg-Givental-Hofer). Sous l’hypothèse H,

(1) ∂2 = 0 ;

(2) l’homologie HC∗(V, ξ) associée est indépendante des choix d’équation de
contact de ξ, de structure presque complexe J et de perturbation abstraite.

Remarque 3.12. Sans l’hypothèse H, si, pour une équation de contact α, on
a ∂2 = 0, on définit l’homologie de contact associée à la forme α et on la note
HC∗(V, α).

Précisons maintenant les propriétés des morphismes qui existent entre les
complexes associés à des équations de contact et à des structures presque complexes
adaptées différentes. On pourra consulter [5] ou [20] pour des descriptions plus
détaillées de ces applications. Soit α une équation de contact non dégénérée sur (V, ξ)
et J une structure presque complexe adaptée. Pour tout c > 0, on définit une nouvelle
structure presque complexe Jc sur la symplectisation par Jc|ξ = J|ξ et Jc ∂

∂τ
= Rα

c
.

La structure Jc est adaptée à l’équation de contact cα et le difféomorphisme

ϕc : R × V −→ R × V
(τ, x) 7−→ (cτ, x)

envoie toute courbe J-holomorphe sur une courbe Jc-holomorphe. Par conséquent,
les complexes (A∗(V, α, J), ∂) et (A∗(V, cα, Jc), ∂) s’identifient en associant les or-
bites périodiques de Reeb géométriquement. On note θ(α, J, c) cette application et
Θ(α, J, c) l’application induite en homologie.

Soient α1 et α0 deux équations non dégénérées homotopes. Il existe c > 0 et une
homotopie (αt)t∈R telle que lim

t→−∞
αt = cα0 , lim

t→∞
αt = α1 et dατ ∧ dατ > 0 dans

R × V . On choisit une structure presque complexe J adaptée à dατ qui interpole
entre des structures presque complexes J1 et Jc0 adaptées à α1 et cα0. Il existe un
morphisme de chaînes

(13) ψ((α1, J1), (cα0, J
c
0)) : (A∗(V, α1, J1), ∂) → (A∗(V, cα0, J

c
0), ∂)
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obtenu en comptant des courbes J-holomorphes et qui diminue l’action (par le
théorème de Stokes). Le morphisme

(14) Ψ((α1, J1), (cα0, J
c
0)) : HC∗(V, α1, J1),→ HC∗(V, cα0, J

c
0).

induit en homologie est indépendant des choix précédents.

Théorème 3.13 (Eliashberg-Givental-Hofer). Soit V une variété close de
dimension 3. Sous l’hypothèse H

(1) Si Ψ((α2, J2), (α1, J1)) et Ψ((α1, J1), (α0, J0)) sont bien définis alors

Ψ((α2, J2), (α0, J0)) = Ψ((α1, J1), (α0, J0)) ◦ Ψ((α2, J2), (α1, J1)).

(2) Ψ((α1, J1), (α1, J
′
1)) et Ψ((α1, J

′
1), (α1, J1)) existent.

(3) Pour tout c > 0,

Θ(α0, J0, c) ◦ Ψ((α1, J1), (α0, J0)) = Ψ((cα1, J
c
1), (cα0, J

c
0)) ◦ Θ(α1, J1, c).

(4) Soit c < 1, on peut choisir ψ((α, J), (cα, Jc)) = θ(α, J, c).

Terminons cette section en donnant quelques éléments de preuve de ce théorème.
Pour la propriété 3, on considère une structure presque complexe J permettant
de définir ψ((α1, J1), (α0, J0)) et associée à une homotopie notée αt. On considère
l’homotopie cα t

c
et la structure adaptée Jc définie par

Jc(τ, x) = J
(τ

c
, x
)

sur ξ τ
c

Jc(τ, x)
∂

∂τ
=

1
c
Rα τ

c

Le difféomorphisme (τ, x) 7−→ (cτ, x) envoie les courbes J-holomorphes sur les
courbes Jc-holomorphes.

Pour la propriété 4, on considère un chemin αt = c(t)α0 entre cα0 et α0 avec
t → c(t) croissante. Soient J0 une structure presque complexe adaptée à α0 et C
une primitive de c. La structure presque complexe définie par

J(τ, x) = J0
(

C−1(τ), x
)

sur ξ

J(τ, x)
∂

∂τ
=

1
c(C−1(τ))

Rα0
(x)

est adaptée à αt. Le difféomorphisme (τ, x) 7−→ (C(τ), x) envoie les courbes J0-
holomorphes sur les courbes J-holomorphes. Or les seules courbes J0-holomorphes
considérées pour définir Ψ((α0, J0), (α0, J0)) sont les cylindres triviaux.

2.2. Homologie de contact cylindrique. Soit V une variété de contact
munie d’une équation de contact non dégénérée et hypertendue. Le complexe de
l’homologie de contact cylindrique est noté (Ccyl

∗ (V, α, J), ∂) où Ccyl
∗ (V, α, J) est le

Q-espace vectoriel engendré par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb
Rα. La différentielle d’une orbite périodique γ est donnée par la formule

(15) ∂γ =
∑

γ′

nγ,γ′

κ(γ′)
γ′.

Dans le cas de l’homologie cylindrique, les revêtements multiples de cylindres
holomorphes posent encore problème, l’hypothèse H se traduit de la façon suivante.

Théorème 3.14 (Eliashberg-Givental-Hofer). Sous l’hypothèse H,

(1) ∂2 = 0 ;

(2) l’homologie HCcyl∗ (V, ξ) associée est indépendante des choix d’équation de
contact hypertendue de ξ, de structure presque complexe J et de perturba-
tion abstraite.
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Il existe néanmoins une version partielle de l’homologie de contact cylindrique
pour laquelle l’homologie de contact est bien définie et invariante.

Définition 3.15. Soit Λ un ensemble inclus dans le groupe d’homotopie libre
de V . L’homologie cylindrique partielle associée à Λ est l’homologie du complexe
engendré par les orbites périodiques dont la classe d’homotopie est dans Λ et dont la
différentielle est obtenue par restriction de la différentielle de l’homologie de contact
cylindrique.

Si Λ est inclus dans l’ensemble des classes d’homotopies primitives, les travaux
de Dragnev [22, Corollary 1] garantissent que pour un choix de structure presque
complexe adaptée générique, l’homologie de contact HCΛ

∗ (V, α, J) est bien définie et
invariante parmi les choix de formes hypertendues : si une orbite périodique de Reeb
est dans une classe primitive, alors toute courbe pseudo-holomorphe asymptote à
cette orbite est « quelque part injective » (somewhere injective).

Fait 3.16. Les morphismes définis dans 3.13 induisent des morphismes ψcyl

et Ψcyl vérifiant les mêmes propriétés en restriction au complexe et à l’homologie
cylindrique.

2.3. Homologie de contact linéarisée. L’homologie de contact cylindrique
est un cas particulier d’homologie de contact linéarisée obtenue à partir d’une
augmentation. Elle a été introduite par Chekanov [14] dans le cadre de l’homologie
legendrienne des nœuds de R3. Elle est développée dans le cas de l’homologie de
contact dans [9]. On pourra aussi consulter [20].

Définition 3.17. Une augmentation est un homomorphisme de Q-algèbre
(A, ∂) → (Q, 0) qui est aussi un morphisme de chaîne.

S’il existe une augmentation ε de (A, ∂) alors, en effectuant le « changement de
coordonnées » a 7→ a = a−ε(a) dans (A, ∂), on obtient un complexe (Aε(V, α, J), ∂ε).
On écrit ∂ε = ∂ε1 + ∂ε2 + . . . en utilisant la filtration par la longueur des mots en les
générateurs de Aε(V, α, J). En particulier, on a ∂ε0 = 0.

Proposition 3.18 (Bourgeois-Ekholm-Eliashberg). Pour toute augmentation ε,
on a (∂ε1)2 = 0.

Définition 3.19. L’homologie de contact linéarisée HCε(V, α, J) associée
à l’augmentation ε est l’homologie de complexe composé du Q-espace vectoriel
engendré par les γ et la différentielle ∂ε1 .

Proposition 3.20. Sous l’hypothèse H, si α est non dégénérée et hypertendue,
le morphisme trivial est une augmentation. Dans ce cas, l’homologie de contact
linéarisée est l’homologie cylindrique.

Soient α0 et α1 deux équations de contact non dégénérées homotopes et

ϕ : (A(V, α1, J1), ∂) → (A(V, α0, J0), ∂)

un morphisme de chaîne. Si le complexe (A(V, α0, J0), ∂) admet une augmentation
ε0 alors ϕ permet de construire une augmentation tirée en arrière ε1 = ε0 ◦ ϕ sur
(A(V, α1, J1), ∂). Les morphismes ψ et Ψ étudiés dans le théorème 3.13 induisent
ainsi des morphismes ψε0 entre les complexes linéarisés et Ψε0 entre leurs homologies
vérifiant des propriétés analogues à celle énoncées dans 3.13. On définit de même
θε0 et Θε0 .

Théorème 3.21 (Bourgeois-Ekholm-Eliashberg, voir [20, Theorem 3.2]). Sous
l’hypothèse H.



3. CROISSANCE DE L’HOMOLOGIE DE CONTACT 43

(1) L’ensemble des homologies de contact linéarisées

{HCε(V, α, J), ε augmentation de (A∗(V, α, J), ∂)}
est un invariant de la classe d’isotopie de la structure de contact ξ = ker(α).

(2) Soient ϕ1, ϕ2 : (A(V, α1, J1), ∂) → (A(V, α0, J0), ∂) deux morphismes de
chaînes homotopes et ε0 une augmentation de (A(V, α0, J0). On note ε1 et
ε2 les augmentations tirées en arrière par ϕ1 et ϕ2. Alors l’application

ϕ(ε1, ε2) : (Aε1∗ (V, α1, J1), ∂) −→ (Aε2∗ (V, α1, J1), ∂)
γ − ε1(γ) 7−→ γ − ε2(γ)

induit un isomorphisme Φ(ε1, ε2) en homologie tel que

HCε1∗ (V, α1, J1) HCε2∗ (V, α1, J1)

HCε0∗ (V, α0, J0)

Φ1

Φ(ε1, ε2)

Φ2

commute où Φ1 et Φ2 sont les morphismes induits en homologie par ϕ1

et ϕ2.

Les augmentations ε1 et ε2 du second point sont dites homotopes, on pourra
consulter [20, 3.2] pour une définition générale.

3. Croissance de l’homologie de contact

La croissance de l’homologie de contact est définie à partir de l’homologie
de contact cylindrique sur Q ou, plus généralement, d’une homologie de contact
linéarisée. C’est un invariant plus facile à calculer que l’homologie de contact car pour
le déterminer il peut suffire d’estimer le nombre d’orbites périodiques de Reeb et il
n’est pas toujours nécessaire de résoudre les équations de Cauchy-Riemann associées
au calcul de la différentielle. Les concepts présentés dans cette section seront utilisés
dans le chapitre 7 pour garantir une croissance exponentielle du nombre d’orbites
périodiques de Reeb (avec la période). Dans ce chapitre, on déterminera la croissance
de l’homologie de contact dans un cas où on ne sait pas la calculer explicitement.

La croissance de l’homologie de contact a été introduite par Bourgeois et
Colin [8, 3.6]. L’analogue en homologie symplectique a été défini par Seidel [66] et
développé par McLean [62]. Ce dernier montre que des fibrés cotangents ne sont
pas symplectomorphes à des variétés affines lisses en déterminant que les taux de
croissance de l’homologie symplectique associée à ces variétés sont différents.

3.1. Définitions préliminaires. Commençons par définir précisément les
croissances et taux de croissance qui seront utilisés dans la suite de ce texte.

Définition 3.22. Soit f : R+ → R+. On dit que la croissance de f est
polynomiale de degré ≤ n s’il existe a > 0 tel que pour tout x, on ait f(x) ≤ axn.
On dit que la croissance de f est exponentielle s’il existe a > 0 et b > 0 tels que
pour tout x, on ait f(x) ≥ a exp(bx).

Les deux situations présentées dans la définition 3.22 ne couvrent pas tous les
cas. Pour une présentation plus complète, on utilise la notion de taux de croissance.
On pourra consulter [52] pour plus de détails concernant les taux de croissance dans
un cadre plus topologique.

Définition 3.23. Soit f : R+ → R+, le taux de croissance de f est

Γ(f) = lim sup
x→∞

log
(

max(f(x), 1)
)

log(x)
.
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Le taux de croissance considéré ici est polynomial. Il existe aussi un taux de
croissance exponentiel défini par

lim sup
x→∞

log
(

max(f(x), 1)
)

x
.

On verra pourquoi le taux de croissance exponentiel n’est pas adapté par la suite.

Fait 3.24. Si f est à croissance exponentielle alors Γ(f) = +∞. Si f admet
une croissance polynomiale de degré n, Γ(f) ≤ n.

3.2. Filtration par l’action. La présentation algébrique est inspirée de [62].
On pourra consulter [36, Chapitre I] pour plus de détails sur les préliminaires
algébriques.

3.2.1. Préliminaires algébriques. Un système inductif est une famille d’espaces
vectoriels (Ex)x∈[0,∞[ telle que pour tout x1 ≤ x2 il existe une application linéaire
ϕx1,x2

: Ex1
−→ Ex2

vérifiant ϕx1,x1
= Id pour tout x1 ≥ 0 et ϕx1,x3

= ϕx2,x3
◦ϕx1,x2

pour tous 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ x3.
Un système inductif admet une limite inductive E = lim

→∞
Ex. Par définition, il

existe ϕx : Ex → E tel que le diagramme

Ex1

E

Ex2

ϕx1,x2

ϕx1
ϕx2

commute pour tous 0 ≤ x1 ≤ x2. Pour définir la croissance de (Ex), on suppose que
tous les espaces Ex sont de dimension finie.

Définition 3.25. Le taux de croissance de (Ex) est

Γ((Ex)x∈[0,∞[) = Γ(x 7→ rg(ϕx)).

De plus, la famille (Ex)x∈[0,∞[ croît exponentiellement (resp. polynomialement) si
x 7→ rg(ϕx) croît exponentiellement (resp. polynomialement).

Fait 3.26. Pour tout C > 0, les systèmes inductifs (Ex) et (ECx) ont le même
taux de croissance.

Un résultat analogue serait faux si on choisissait le taux de croissance exponentiel
pour définir la croissance d’un système inductif. Un morphisme de systèmes inductifs
entre (Ex)x∈[0,∞[ et (Fx)x∈[0,∞[ est la donnée d’un réel strictement positif C et
d’une famille d’applications linéaires Φx : Ex −→ FCx tels que le diagramme

Ex1
FCx1

Ex2
FCx2

Φx1

Φx2

commute pour tous 0 ≤ x1 ≤ x2. Deux systèmes (Ex) et (Fx) sont isomorphes s’il
existe un morphisme (C,Φ) de (Ex) dans (Fx) et un morphisme (C ′,Ψ) de (Fx)
dans (Ex) tels que ΨCx ◦ Φx = ϕEx,CC′x et ΦC′x ◦ Ψx = ϕFx,CC′x pour tout x ≥ 1.

Lemme 3.27. Deux systèmes isomorphes ont le même taux de croissance et la
même croissance.

Démonstration. Soient (Ex) et (Fx) deux systèmes isomorphes. Par définition
de limite inductive, on obtient le diagramme commutatif suivant.
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Ex1 limE

FCx1
limF

ECC′x1

limElimE

Id

ϕx1

ϕx,CC′x

ψCx1

u

v

Par conséquent rg(ϕx1
) ≤ rg(ψCx1

) et donc Γ(E) ≤ Γ(F ) par le fait 3.26. Symétri-
quement, on obtient Γ(F ) ≤ Γ(E). �

3.2.2. Homologie de contact et systèmes inductifs. Soit V une variété com-
pacte munie d’une forme de contact α sans orbite de Reeb contractile. Soit L > 0,
on note Ccyl

≤L(V, α, J) le Q-espace vectoriel engendré par les bonnes orbites pério-
diques de Reeb de période inférieure à L. Comme la différentielle diminue l’action,
on obtient une nouvelle famille de complexes (Ccyl

≤L(V, α, J), ∂≤L)L>0 d’homologie

(HCcyl
≤L(V, α, J))L>0. Ces espaces vectoriels sont tous de dimension finie et l’inclusion

i : Ccyl
≤L(V, α, J) −→ Ccyl

≤L′(V, α, J) induit une application linéaire en homologie pour
tout L′ ≥ L. De façon analogue, pour tout ensemble Λ de classes d’homotopie libre
et pour tout L > 0 on définit le complexe (CΛ

≤L(V, α, J), ∂≤L) ainsi que l’homologie
associée HCΛ

≤L(V, α, J).

Fait 3.28. Les familles (HCcyl
≤L(V, α, J))L>0 et (HCΛ

≤L(V, α, J))L>0 sont deux
systèmes inductifs. Les morphismes associés sont les morphismes induits par l’in-
clusion. De plus, la limite inductive de (HCcyl

≤L(V, α, J))L>0 est HCcyl
∗ (V, α, J) et la

limite inductive de (HCΛ
≤L(V, α, J))L>0 est HCΛ

∗ (V, α, J).

Soit V une variété de contact compacte munie d’une forme de contact α non
dégénérée et telle que (C∗(V, α), ∂) admette une augmentation ε. Alors la différen-
tielle ∂ε1 diminue l’action sur Aε(V, α) et on définit le système inductif associé de la
même façon.

Fait 3.29. Les applications décrite dans 3.13 se restreignent aux complexes
filtrés en ψ≤L et Ψ≤L (et ψcyl

≤L et Ψcyl
≤L dans le cas cylindrique). Par construction les

applications θ et Θ se restreignent en

θ≤L :A≤L(V, α, J) → A≤cL(V, cα, Jc)

Θ≤L :HC≤L(V, α, J) → HC≤cL(V, cα, Jc)

et de façon analogue dans le cas cylindrique. De plus il existe des restrictions similaires
dans le cas linéarisé. Enfin les applications ϕ(ε1, ε2) induisent des applications

Φ≤L(ε1, ε2) : HCε1

≤L(V, α, J) → HCε1

≤L(V, α, J).

En plus des propriétés déduites du théorème 3.13, les applications vérifient les
propriétés suivantes. Pour tout 0 < c < 1

Θ≤L

(

cα, Jc,
1
c

)

◦ Ψ≤L((α, J), (cα, Jc))
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est le morphisme induit par l’inclusion HC≤L(α, J) → HC≤ L
c
(α, J). De plus si

ϕ1 = ψ((α1, J1), (cα, Jc)) ◦ ψ((α, J), (α1, J1)) et ϕ2 = θ(α, J, c)

Φ≤ L
c

(ε2, ε1) ◦ Θε2

≤L

(

cα, Jc,
1
c

)

◦ Ψε0

≤L((α, J), (cα, Jc))

est le morphisme induit par l’inclusion HCε1

≤L(α, J) → HCε1

≤ L
c

(α, J).

3.2.3. Croissance de l’homologie de contact. Les taux de croissance de l’homolo-
gie de contact cylindrique, de l’homologie de contact partielle et de l’homologie de
contact linéarisée sont les taux de croissance des systèmes inductifs associés

Proposition 3.30. Soient α0 et α1 deux formes de contact homotopes et
hypertendues sur une variété compacte V . Alors, sous l’hypothèse H, les systèmes
inductifs HCcyl

≤L(V, α0) et HCcyl
≤L(V, α1) sont isomorphes.

Démonstration. Les morphismes entre HCcyl
≤L(V, α1) et HCcyl

≤L(V, α0) sont

ϕL : HCcyl
≤L(V, α1) → HCcyl

≤ L
C

(V, α0)

ϕL = Θcyl
≤L

(

cα0, J
c
0 ,

1
c

)

◦ Ψcyl
≤L ((α1, J1), (cα0, J

c
0))

et

ϕ′
L : HCcyl

≤L(V, α0) → HCcyl
≤ L

c′

(V, α1)

ϕ′
L = Ψcyl

≤ L
c′

((α0

c′ , J
1

c′

0

)

, (α1, J1)
)

◦ Θcyl
≤L

(

α0, J0,
1
c′

)

.

Par 3.29, on définit bien ainsi un isomorphisme. �

Corollaire 3.31. Soient α0 et α1 deux formes de contact homotopes et hy-
pertendues sur une variété compacte V , alors, sous l’hypothèse H les homologies
cylindriques associées ont le même taux de croissance.

On montre le résultat suivant de manière analogue mais sans faire intervenir
l’hypothèse H

Proposition 3.32. Soient α0 et α1 deux formes de contact homotopes et
hypertendues sur une variété compacte V , alors les homologies partielles associées à
des classes primitives ont le même taux de croissance.

Proposition 3.33. Soient α0 et α1 deux équations de contact non dégéné-
rées isotopes et J0 et J1 deux structures presque complexes adaptées telles que
(A∗(α0, J0), ∂) admette une augmentation ε0 et ψ((α1, J1), (α0, J0)) existe. Alors,
sous l’hypothèse H, les systèmes HCε1

≤L(α1, J1) et HCε0

≤L(α0, J0) sont isomorphes.
Les taux de croissance de l’homologie de contact linéarisée sont donc les mêmes.

Démonstration. Les morphismes sont

ϕL : HCε1

≤L(V, α1, J1) → HCε0

≤L(V, α0, J0)

ϕL = Ψε0

≤L ((α1, J1), (α0, J0))

et

ϕ′
L : HCε0

≤L(V, α0, J0) → HCε1

≤ L
c

(V, α1, J1)

ϕ′
L = Ψε1

≤ L
c

((α0

c
, J

1
c

0

)

, (α1, J1)
)

◦ Φ≤ L
c

(εc0, ε
′
0) ◦ Θεc

0

≤L

(

α0, J0,
1
c

)
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où εc0 est l’augmentation obtenue à partir de ε0 par θ
(

1
c
α0, J

1
c

0 , c
)

et ε′
0 l’augmen-

tation fournie par ψ((α1, J1), (α0, J0)) ◦ ψ
((

1
c
α0, J

1
c

0 , c
)

, (α1, J1)
)

. Par 3.29, on
définit bien ainsi un isomorphisme. �





CHAPITRE 4

Homologie de contact suturée

Introduite par Colin, Ghiggini, Honda et Hutchings [18], l’homologie de contact
suturée est une version de l’homologie de contact pour les variétés à bord. Les variétés
suturées on été introduites par Gabai [30]. Soit V une variété de dimension 3 de
bord S. Une suture Γ sur S est une collection de courbes orientées telle que S \ Γ
soit réunion des intérieurs de deux surfaces de bord Γ et orientées, notées R+(Γ) et
R−(Γ) telles que les orientations de ∂R+(Γ) et Γ coïncident et que les orientations
de ∂R−(Γ) et Γ soient opposées. Pour une variété de bord convexe, c’est la courbe
de découpage du bord convexe qui sert de suture.

Dans ce chapitre, on introduit l’homologie de contact suturée et on étudie le cas
d’une surface convexe épaissie et de certains tores pleins. Les techniques utilisées
pour démontrer ces résultats élémentaires seront reprises dans l’étude d’exemples
obtenus par recollement de rocade dans les chapitres 8 et 9.

Proposition 4.1. Soit S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃n
i=0 Γi sans composante contractile. Soit V = S × [−1, 1] un voisinage de S tel que

la structure de contact soit invariante dans la direction [−1, 1]. Il existe une forme de
contact hypertendue α telle l’homologie de contact cylindrique suturée soit le Q-espace
vectoriel engendré par n+ 1 orbites périodiques homotopes à Γk × {0}, k ∈ J0, nK et
par leurs multiples.

Proposition 4.2. Soit V = D2 × S1 muni d’une structure de contact ξ qui
découpe le bord ∂D2 × S1 avec 2n courbes longitudinales. On suppose de plus que le
découpage d’un disque méridien de bord convexe intersectant 2n fois la courbe de
découpage de ∂D2 × S1 est composé d’arcs parallèles entre eux. Alors il existe une
forme de contact hypertendue α telle que l’homologie de contact suturée cylindrique
soit le Q-espace vectoriel engendré par n+ orbites homotopes à {∗}×S1 et n− orbites
homotopes à {∗} × −S1 et par leur multiples où n+ =

⌈

n−1
2

⌉

et n− = n− 1 − n+.

La classification des structures de contact tendues sur le tore plein avec courbe de
découpage longitudinale au bord est rappelée dans le chapitre 2. La proposition 4.2
est un cas particulier du théorème 0.11. La section 1 présente les propriétés de base
de l’homologie de contact suturée. On démontre la proposition 4.1 dans la section 2
et la proposition 4.2 dans la section 3.

1. Présentation de l’homologie de contact suturée

Soit (V, ξ) une variété de contact de bord convexe et de courbe de découpage Γ.
Soit α une forme de contact adaptée au bord. Le complexe de chaînes de l’homologie
de contact est engendré par les bonnes orbites périodiques du champ de Reeb et
la différentielle ∂ est définie en « comptant » des courbes holomorphes dans la
symplectisation pour une structure presque complexe adaptée J . Elle s’obtient par
une formule analogue à la formule 12 du chapitre 3. Par la forme du champ de
Reeb au voisinage du bord les courbes holomorphes ne peuvent pas sortir de la
variété. L’homologie de contact obtenue est notée HC(V,Γ, ξ). Comme l’homologie
de contact totale pour une variété sans bord, elle est bien définie sous l’hypothèse H.

49
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Théorème 4.3 (Colin-Ghiggini-Honda-Hutchings [18]). Sous l’hypothèse H,

(1) ∂2 = 0 ;

(2) l’homologie obtenue est indépendante des choix d’équation de contact α,
de structure presque-complexe J et de perturbation abstraite.

Ce théorème s’adapte au cas de l’homologie de contact cylindrique, toujours
sous l’hypothèse H. Par les travaux de Dragnev [22] l’homologie de contact suturée
cylindrique est bien définie dans les classes primitives si l’équation de contact est
hypertendue. Les premiers calculs d’homologie de contact suturée sur les tores pleins
on été effectués par Golovko [38, 37]. En particulier il démontre le résultat suivant
qui sera utile dans le chapitre 9.

Théorème 4.4 (Golovko [38]). Soit V = D2 × S1 muni d’une structure de
contact ξ possédant 2n courbes de découpage longitudinales au bord. On suppose
que le découpage d’un disque méridien de bord convexe et rencontrant la courbe de
découpage de ∂D2 × S1 en 2n points est composé d’arcs parallèles au bord. Alors,
l’homologie de contact suturée cylindrique est le Q-espace vectoriel engendré par
n− 1 orbites homotopes à {∗} × S1 et par leur multiples.

2. Exemple d’une surface épaissie

Soit S une surface convexe dans une variété de contact, alors S admet un
voisinage S×[−1, 1] muni d’une équation de contact de forme (F) (voir définition 1.9).
On note Γ =

⋃n
i=0 Γi le courbe de découpage de S associée à la forme (F). Chaque

voisinage Ui fourni par le forme (F) est muni de coordonnées

(x, y, z) ∈ [−xmax, xmax] × [−1, 1] × S1

dans lesquelles
– S ∩ Ui ≃ [−xmax, xmax] × {0} × S1 ;
– Γi ≃ {0} × {0} × S1 ;
– α = f(x)dy + cos(x)dz.

On perturbe l’équation de contact en

αp = f(x)dy + p(x, y) cos(x)dz

où p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe xpmax < xmax tel que p = 1 en dehors de [−xpmax, x
p
max] × [−1, 1]

et pour tout x ∈ [−xpmax, x
p
max], f(x) = sin(x) ;

(2) p(x, y) = 1 + k(x)l(y) où k est une fonction bosse constante égale à 1 au
voisinage de x = 0 et l est C∞-petite strictement décroissante sur [−1, 0],
nulle en 0 et strictement croissante sur [0, 1] avec l′′(0) 6= 0.

On obtient bien une équation de contact adaptée au bord (voir chapitre 1, section 2).
Le champ de Reeb est décrit dans la figure 1.

Lemme 4.5. Le champ de Reeb associé à αp admet pour orbites périodiques les
courbes Γi × {0} pour i = 0 . . . n. Ces orbites ont toutes la même période. De plus
ces orbites sont hyperboliques d’indice de Conley-Zehnder pair.

Démonstration. En dehors de l’ouvert Ui, le champ de Reeb est ± ∂
∂y

donc il
ne peut pas y avoir d’orbite périodiques. On se place dans un ouvert Ui, la courbe
Γi × {0} est bien une orbite périodique. Dans la zone dans laquelle k = 0, le champ
de Reeb est donné par

Rαp
=





0
sin(x)
cos(x)
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x

y

Figure 1. Champ de Reeb dans le plan (x, y) au voisinage de
x = 0. Au voisinage de (0, 0) le champ de Reeb a une composante
non nulle sur ∂

∂z
.

et il n’y a pas d’orbite périodique. Si k 6= 0, le projection dans le plan (x, y) du
champ de Reeb est positivement colinéaire à

(

l′(y) cos(x)
(1 + l(y)) sin(x)

)

et donc au champ hamiltonien associé à la fonction H : (x, y) 7→ l(y) cos(x) pour la
forme symplectique standard. Le point critique (0, 0) est une selle et il n’y a pas de
niveau fermé. Il ne peut donc pas y avoir d’orbite périodique autre que Γi × {0}.

En linéarisant le flot de Reeb ϕt le long des orbites Γi × {0}, on obtient

tr
(

ϕt(O)|ξ
)

= 2 cosh
(

√

tl′′(0)
)

> 2.

Par conséquent l’orbite est paire et hyperbolique. �

Démonstration de la proposition 4.1. La différentielle de l’homologie de
contact cylindrique est nulle car la différentielle d’une orbite paire ne fait intervenir
que des orbites impaires. Or, pour la structure αp, toutes les orbites périodiques
sont paires. �

Corollaire 4.6. L’homologie de contact cylindrique suturée HCcyl(V, ξ,Γ) a
une croissance linéaire.

Ce résultat en dimension 3 se généralise probablement en toute dimension. Soit
Σ une hypersurface convexe dans une variété de contact de dimension 2n+ 1 (voir
[18, 2.2]). Il existe alors une sous-variété Γ de Σ de dimension 2n−1 et une équation
de contact α telles que Γ décompose Σ en régions orientées R± de bord Γ vérifiant :

– les orientations de ∂R+ et Γ coïncident et les orientations de ∂R− et Γ sont
opposées ;

– (R+, dα) et (R−, dα) sont des variétés symplectiques positives si on renverse
l’orientation de R− ;

– α|Γ est une forme de contact.
La sous-variété Γ est appelé découpage de Σ.

Conjecture 4.7. Soit Σ une surface convexe dans une variété de contact (W, ξ)
de dimension 2n+ 1 découpée par Γ. Soit Σ × [−1, 1] un voisinage de Σ obtenu en
suivant un champ de vecteurs transverse. Alors, si Γ est incompressible et si α|Γ
est hypertendue, l’homologie de contact suturée cylindrique de (Σ × [−1, 1],Γ, ξ) est
l’homologie de contact cylindrique de (Γ, ξ′ = kerα|Γ).
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Remarque 4.8. L’homologie de contact plongée, introduite par Hutchings
[48, 49, 50, 51], est définie grâce à un complexe de chaînes engendré par des
ensembles finis {(γi,mi)} où les γi sont des orbites de Reeb distinctes et mi ∈ N∗

avec mi = 1 si l’orbite est hyperbolique. La différentielle est obtenue en comptant des
courbes holomorphes plongées. C’est un invariant de la variété. L’analyse précédente
s’adapte dans ce contexte et permet de monter que la différentielle de l’homologie
de contact plongée est nulle. Ainsi l’homologie de contact plongée d’une surface
épaissie est engendrée par les sous-ensembles de {Γi × {0}, i ∈ {1, . . . , n}}.

3. Exemple du tore plein

On démontre ici la proposition 4.2. Pour calculer l’homologie de contact de
certaines structures sur le tore plein, on construit une équation de contact appropriée
inspirée des structures de contact sur les surfaces épaissies. Dans le plan R2 de
coordonnées (x, y), on considère le disque (voir figure 3)

Dn = {(x, y), y ∈ [−1, 1], x ∈ [−π + 2ε− h(y), nπ − 2ε+ h(y)]}
où h : [−1, 1] → R lisse sur ]−1, 1[, nulle et verticale à tout ordre en −1 et 1,
atteignant son maximum ε en 0.

Proposition 4.9. Pour η assez petit, il existe une famille αε, ε → 0 de struc-
tures de contact sur Vn = Dn × S1 telle que

– αε = f(x)dy + βε ;
– βε = cos(x)dz sur I×[−1, 1]×S1 où I =

[

−π+ε, nπ−ε
]

\
[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

;
– f est une fonction lisse, 2π-périodique, égale à (−1)k au voisinage de x =
kπ + π

2 , égale à x 7→ sin(x) au voisinage de x = kπ, valant −1 au voisinage
sur

[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

et ayant le même sens de variation que la fonction
sinus ;

– ∂Dn × S1 est muni d’une feuilletage legendrien lisse par des courbes méri-
diennes invariantes dans le direction ∂

∂z
et tendant vers les cercles z = cst

quand ε → 0.

Démonstration. On va perturber la structure de contact α0 = f(x)dy +
cos(x)dz dans

[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

× [−1, 1] × S1. On choisit η assez petit pour que
f
([

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
])

= {−1}.
Sur ∂Dn × S1, il existe une unique courbe legendrienne δ0 lisse passant par

(− 3π
4 , 1, z). En effet, dans la zone plate, les seules courbes legendriennes lisses sont les

courbes z = cst et x = kπ+ π
2 et dans la zone non plate le feuilletage caractéristique

n’a pas de singularité.
Montrons que la monodromie l sur le cercle {− 3π

4 }×{1}×S1 vérifie |l(z)−z| =
O(ε). Le passage dans la zone plate ne fait pas changer la coordonnée z de la courbe
legendrienne. Au voisinage de x = nπ, on tire l’équation de contact en arrière par
l’inclusion

i : (y, z) 7→ (nπ − 2ε+ h(y), y, z)
et on pose h+(y) = nπ − 2ε+ h(y). On obtient alors

i∗α = f(h+(y))dy + cos(h+(y))dz

et le feuilletage caractéristique est dirigé par
(

cos(h+(y))
−f(h+(y))

)

avec

∣

∣

∣

∣

−f(h+(y))
cos(h+(y))

∣

∣

∣

∣

= O(ε).

On effectue une analyse symétrique au voisinage de x = −π. On obtient alors que
le passage dans la zone non plate fait varier en O(ε) la coordonnée z d’une courbe
legendrienne.

Dans I × [−1, 1] × S1, on remplace la 1-forme cos(x)dz par βε telle que
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(1) βε = cos(x)dz au voisinage de ∂I × S1 ;

(2) βε ne dépend pas de z ;

(3) une feuille de βε relie δ0 ∩
{

− 3π
4 − η

}

× S1 et δ0 ∩
{

− 3π
4 + η

}

× S1 (voir
figure 2) ;

(4) dβε < 0.

δ0

feuilles de β

feuilles de cos(x)dz

Figure 2. Formes de feuilles de β

On obtient alors bien une équation de contact de la forme cherchée. �

Lemme 4.10. La structure α sur le tore plein Vn = Dn × S1 a pour découpage
sur les disques méridiens une courbe composée de n arcs parallèles (voir figure 3).
Le bord de la variété est convexe et une courbe de découpage est donnée par les
points de tangence entre le champ de Reeb et le bord. Les composantes connexes de
Γ sont les courbes {−π + ε} × {0} × S1, {nπ − ε} × {0} × S1, {kπ} × {±1} × S1

pour k ∈ 0, . . . , n.

x

y

Dn

−π nπ

Figure 3. Découpage d’un disque méridien

Démonstration. Le champ de Reeb est donné par

Rα =
1

f ′(x) cos(x) + f(x) sin(x)





0
sin(x)
f ′(x)





dans I × [−1, 1] × S1 et par Rα = − ∂
∂y

dans
[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

× [−1, 1] × S1.

Le champ ∂
∂z

est un champ de contact transverse à un disque méridien de bord
legendrien (inclus dans deux plans z = cst pour x ∈ I), ce disque est donc convexe.
Une courbe de découpage est donnée par les points de ce disque où ∂

∂z
est dans le

plan de contact, c’est-à-dire par les segments x = kπ + π
2 (par le théorème 1.4).

Les propriétés de la courbe de découpage au bord sont une conséquence directe
de la forme du champ de Reeb par le lemme 1.7. En effet sur la zone plate du bord
les points de tangences sont donnés par l’équation sin(x) = 0 et dans le zone non
plate par l’équation h′(x) sin(x) = 0. �
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En dehors de la zone de lissage du bord par h, la structure de contact est la même
que la structure de contact au voisinage d’une surface convexe décrite dans la section
précédente. On perturbe l’équation αε en αp au voisinage de x = kπ, k ∈ J0, nK en
suivant le modèle décrit dans la section précédente.

Lemme 4.11. L’équation de contact αp sur Vn est adaptée au bord et les orbites
périodiques associées sont exactement les courbes {kπ} × {0} ×S1, k ∈ 0, . . . , n. Ces
orbites sont toutes hyperboliques et paires.

Démonstration. Les résultats de la section précédente s’appliquent. Il reste
à montrer que l’équation de contact est bien adaptée au niveau des courbes de
découpage dans la zone non plate du bord et que dans cette zone il n’y a pas d’orbite
périodique. Dans cette zone, α n’a pas été perturbée et donc

Rαp
=

1
f ′(x) cos(x) + f(x) sin(x)





0
sin(x)
f ′(x)



 .

Par conséquent toutes les orbites de Reeb sont à extrémités dans le bord de la
variété et il n’y a pas d’orbite périodique. De plus, par la forme du champ de Reeb
l’équation de contact est adaptée le long de la courbe de découpage dans cette
zone. �

Démonstration de la proposition 4.2. Pour la forme αp, toutes les or-
bites périodiques sont paires. Par conséquent, la différentielle de l’homologie de
contact cylindrique est nulle. �

Remarque 4.12. De même, on peut montrer que l’homologie de contact plongée
est engendrée par les sous ensembles de {Γi × {0}, i ∈ {1, . . . , n}}.



CHAPITRE 5

Homologie de contact Morse-Bott

L’homologie de contact Morse-Bott a été introduite par Bourgeois dans sa
thèse [5] en 2002. Dans ce texte on n’utilisera pas la construction proprement
dite du complexe de Morse-Bott mais des résultats intermédiaires présentés eux
aussi dans [5]. L’homologie de contact Morse-Bott est une méthode de calcul de
l’homologie de contact utilisant des structures de contact qui sont dégénérées et
qui ont en général des sous-variétés d’orbites périodiques de mêmes périodes. Ce
type d’équation de contact apparaît naturellement en présence de symétrie et
couvre une partie non négligeable des équations de contact usuelles. L’intérêt de
l’homologie de contact Morse-Bott est de pouvoir calculer l’homologie de contact
sans avoir au préalable à perturber une équation de contact symétrique. En effet,
cette perturbation de l’équation de contact complique la dynamique de Reeb et par
conséquent la résolution des équations de Cauchy-Riemann.

L’idée générale de l’homologie de contact Morse-Bott est de faire le lien entre la
situation dégénérée et une situation non dégénérée contrôlée, obtenue en perturbant
l’équation de contact à l’aide de fonctions définies au voisinage des variétés d’orbites
périodiques.

1. Formes de contact Morse-Bott et perturbations

Commençons par décrire le cadre d’application de la théorie de Morse-Bott et
par donner quelques exemples.

Définition 5.1 ([5]). Une équation de contact α sur V est de Morse-Bott
si l’ensemble des périodes σ(α) est discret, si pour tout T ∈ σ(α), l’ensemble
NT = {p ∈ V, ϕT (p) = p} est une sous-variété lisse close pour laquelle dαNT

est de
rang localement constant et TpNT = ker(ϕT − I).

Exemple 5.2. Sur le tore T 3, les équations de contact αn = sin(nx)dy +
cos(nx)dz sont des équations de Morse-Bott. En effet le champ de Reeb associé à
αn est

Rαn
=





0
sin(nx)
cos(nx)





le flot de Reeb préserve les tores {x = cst} et est linéaire sur ces tores. Un tore
{x = x0} est feuilleté par des orbites de Reeb si et seulement si la pente de Rαn

est
rationnelle. Si p sin(nx0) = q cos(nx0) avec p et q premiers entre eux, la période des
orbites périodiques associées est

√

p2 + q2. Les périodes forment donc un ensemble
discret.

Exemple 5.3. Soit ξ une structure de contact transversale aux fibres et S1-
invariante sur un fibré en cercles. Alors ξ admet une équation de contact dont le
champ de Reeb est partout tangent aux fibres. Toutes la variété est alors composée
d’orbites périodiques de Reeb de même période.

Le flot de Reeb induit une action de S1 sur les espaces NT . Le quotient, noté
ST , est en général un orbifold. Néanmoins dans tous les exemples considérés par la
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suite, ST aura une structure de variété. Pour des raisons de simplicité, on détaille
donc la construction dans le cas où ST est lisse. On va perturber l’équation de
contact Morse-Bott à partir de fonctions de Morse définies sur les espaces ST .
Détaillons cette construction. Soit T > 0. Pour tout T ′ ∈ σ(α) ∩ [0, T ], on choisit
une fonction de Morse fT ′ sur ST ′ . On prolonge cette fonction en fT ′ à NT ′ en
garantissant que dfT ′(Rα) = 0. On la prolonge alors à V en fT ′ en garantissant que
fT ′ = 0 en dehors d’un voisinage de NT ′ . On demande de plus que les domaines
des différentes fonctions fT ′ pour T ′ ∈ σ(α) ∩ [0, T ] soient disjoints et que les choix
soient cohérents. On note fT la fonction obtenue on additionnant les différentes
fonctions pour T ′ ∈ σ(α) ∩ [0, T ]. On perturbe alors l’équation Morse-Bott α en

αλ,T = (1 + λfT )α.

Proposition 5.4 ([5]). Soit T > 0, il existe Λ > 0 tel que pour tout 0 < λ ≤ Λ,
les orbites périodiques de αλ,T de période inférieure à T correspondent aux points
critiques des fonctions fT ′ , T ′ ∈ σ(α)∩[0, T ]. De plus ces orbites sont non dégénérées.

Un choix de structure presque complexe S1-invariante dans la symplectisation
R×V détermine une métrique sur les variétés ST par dα(·, J ·). On peut donc parler
de gradient de fT .

2. Homologie de contact Morse-Bott

Pour définir l’homologie de contact dans le cas Morse-Bott on retrouve les mêmes
étapes que dans le cas non-dégénéré. Superficiellement, le complexe de l’homologie
de contact dans le cas Morse-Bott est engendré par les points critiques des fonctions
fT . La différentielle est obtenue en comptant des courbes holomorphes généralisées
mélangeant des lignes de gradient de fT et des cylindres holomorphes asymptotes à
des orbites périodiques dans les espaces NT . Le schéma reste le même et comprend
un théorème de compacité, des problèmes de transversalité et un choix d’orientations
cohérentes. Pour plus d’information on pourra consulter [5] pour une présentation
très détaillée, [6] pour un résumé des résultats de la référence précédente, ou encore
[7] pour une présentation générale. Dans la suite de cette section, on illustre sur des
exemples très simples des éléments de la constructions de l’homologie de contact
Morse-Bott. L’objectif est double, ces exemples permettent de mettre en lumière
les spécificités de la théorie Morse-Bott en détaillant le rôle joué par les lignes de
gradient dans la calcul de la différentielle. De plus, ces résultats spécifiques seront
utilisés dans la suite de ce texte pour calculer l’homologie de contact des structures
cloisonnées.

Le théorème de compacité demandé dans la cas Morse-Bott est un peu différent
du théorème de compacité dans le cas non dégénéré. En effet, on cherche ici à faire
le lien entre les situations non dégénérées (équations αλ,T ) et la situation dégénérée
(équation α). On veut analyser le comportement des courbes holomorphes pendant
que λ devient de plus en plus petit (et donc pour des structures presque complexes
différentes). L’idée est de montrer que dans des situations favorables, les courbes
holomorphes généralisées comptées dans la différentielle du complexe Morse-Bott
correspondent aux limites de courbes holomorphes usuelles.

Lorsque λ devient de plus en plus petit (et que les structures presque-complexes
considérées convergent) on observe deux phénomènes principaux entrelacés. D’un
côté, et de façon analogue à ce qui se passe dans le cas non dégénéré, des immeubles
holomorphes apparaissent : quitte à reparamétrer, on obtient des convergences dans
C∞-loc vers des courbes holomorphes asymptotes à des niveaux NT intermédiaires.
D’un autre côté, quand les orbites asymptotes de deux niveaux de l’immeuble
holomorphe sont différentes (on est dans une situation dégénérée à la limite) la
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courbe holomorphe se « rapproche » d’une ligne de gradient de fT en projection
sur la surface ST .

On se concentre sur des situations dans lesquelles seul le second phénomène est
présent : si toutes les orbites périodiques homotopes sont de même période les seuls
cylindres holomorphes entre niveaux NT sont des cylindres triviaux et la « limite »
s’exprime uniquement à l’aide de lignes de gradient.

Théorème 5.5 (Bourgeois [5]). Soient π : V → S un fibré en cercles sur une
surface compacte orientée et α une forme de contact S1-invariante, transversale aux
fibres. Soient T > 0 et fT une perturbation Morse-Bott associée obtenue à partir
d’une fonction de Morse f : S → R.

Soient λn une suite de réels strictement positif de limite nulle et Jλn
des

structures presque-complexes, S1-invariantes, adaptées à αλn,T et convergeant vers
J . Soient γ+ et γ− deux orbites périodiques de périodes inférieures à T et associées
aux points critiques x+ et x− de f . Considérons un : R × S1 → R × V , suite de
fonctions Jλn

-holomorphes, d’énergie bornée, asymptotes à γ+ et γ−. Alors, quitte à
extraire, il existe une ligne de gradient lisse ou brisée δ de f vérifiant les propriétés
suivantes.

(1) Pour tout voisinage O de R × π−1(δ), pour tout n assez grand, l’image de
un est incluse dans O.

(2) Pour tout p ∈ δ, il existe un voisinage Up de p dans S et une trivialisa-
tion Up × S1 de π−1(Up) tel que pour toutes suites (s1

n) et (s2
n) vérifiant

un([s1
n, s

2
n] × S1) ⊂ R × π−1(Up) on ait

∥

∥

∥

∥

un(s, t) −
(

(s− s1
n)T + an, ϕ

f
1+λnf

λn(s−s1
n)(pn), θn + t

)∥

∥

∥

∥

C∞

−→ 0

pour tout k ∈ N∗ où un(s1
n, 0) = (an, pn, θn) et les angles de S1 sont relevés

pour coïncider en (s1, 0). De plus, de telles suites existent toujours.

Autrement dit, à la limite, (un) se rapproche de courbes au-dessus d’une
trajectoire de gradient de f (ou de trajectoires brisées) parcourue de plus en plus
lentement quand λ tend vers 0, tout en tendant vers un cylindre trivial (défini à
l’aide de un(0, 0)) dans C∞-loc. Quitte à reparamétrer un, on peut faire converger
la suite dans C∞-loc vers un cylindre trivial au-dessus de n’importe quel point de la
trajectoire de gradient limite.

Remarque 5.6. Il existe un théorème analogue pour le tore T 3 muni de la
forme de contact αn = sin(nx)dy + cos(nx)dz.

Théorème 5.7 (Bourgeois [5]). Soient π : V → S un fibré en cercles sur une
surface compacte orientée muni d’une forme de contact α S1-invariante. Soient
T > 0 et fT une perturbation Morse-Bott de α associée à T obtenue à partir d’une
fonction de Morse f : S → R. Soit Jλ une famille de structures presque complexes
sur R×V adaptées à αλ,T et S1-invariantes qui converge vers la structure J adaptée
à α. On suppose que (f, g) est Morse-Smale où g est la métrique sur S induite par
J et α.

Soient x+et x− deux points critiques de f de différence d’indice 1 et γ+ et
γ− les orbites périodiques associées. Alors, pour λ assez petit, l’espace de module
M(γ+, γ−, Jλ) admet une structure de variété compacte de dimension 0. De plus,
M(γ+, γ−, Jλ) est en bijection avec l’espace des trajectoires de gradient de f reliant
x+ et x− et les orientations fournies par les deux théories (homologie de contact et
homologie de Morse) coïncident.

Théorème 5.8 (Bourgeois). On considère le tore T 3 muni de la forme de
contact α = sin(x)dy + cos(x)dz. Soient T > 0 et fT une perturbation Morse-Bott
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de α associée à T obtenue à partir d’une fonction de Morse f : S1 → R ayant deux
points critiques. Soit Jλ une famille de structures presque complexes sur R × V
adaptées à αλ,T et S1-invariantes sur les espaces NT ′ , où T ′ ≤ T , qui converge vers
la structure J .

Soient T un tore de NT ′ , où T ′ ≤ T et γ+ et γ− les deux orbites périodiques de
T associées aux points critiques de f . Alors, pour λ assez petit, l’espace de module
M(γ+, γ−, Jλ) contient exactement deux éléments associés aux lignes de gradient
de f avec des orientations opposées. Par ailleurs, si γ+ et γ− ne sont pas incluses
dans le même tore M(γ+, γ−, Jλ) est vide.

Remarque 5.9. Le théorème précédent se généralise au cas des structures sur
T 3 d’équations sin(nx)dy + cos(nx)dz et f(x)dy + g(x)dz, où f et g ont les mêmes
variations que les fonctions x 7→ sin(nx) et x 7→ cos(nx).

Ces théorèmes sont des corollaires logiques de la théorie développée dans [5]. La
démonstration se décompose en plusieurs étapes. Dans un premier temps, on étudie
l’espace des solutions de l’équation de Cauchy-Riemann. Pour obtenir que cet espace
est une variété de dimension trois, on montre qu’il s’agit de l’intersection transverse
d’une section d’un fibré banachique (décrit dans [5, 5.1.1]) avec la section nulle et
que cette section est Fredholm. Pour cela, il faut monter que la dérivée verticale
de cet opérateur de Fredholm est surjective. Pour obtenir cette surjectivité, on va
garantir la surjectivité [5, Proposition 4.13 et 5.14] pour des points proches des
solutions de l’équation de Cauchy-Riemann (décrits dans [5, 5.3.2]) puis utiliser un
théorème des fonctions implicites adapté (voir [5, Proposition 5.16]). Après l’étude
de l’espace des solutions des équation de Cauchy-Riemann, il faut s’intéresser à son
quotient par les biholomorphismes de R × S1 et par l’action de R et montrer que
l’on peut faire le lien entre la variété de dimension 0 obtenue et les trajectoires de
gradient de f . On utilise le théorème 5.5 et [5, Proposition 7.6] pour les orientations.

Ces théorèmes impliquent les résultats suivants.

Proposition 5.10 (Bourgeois, [5]). Soit un fibré en cercles V orienté, de base S
compacte orientée et muni d’une structure de contact ξ qui est S1-invariante. Notons
f la classe d’homotopie associée à la fibre. Alors, pour tout k > 0, il existe une
forme de contact α telle que

HCf
k

∗ (V, α,Q) = H∗(S,Q).

Pour toutes les autres classes d’homotopie, l’homologie de contact cylindrique est
nulle. De plus, sous l’hypothèse H, la croissance de l’homologie de contact est linéaire.

Proposition 5.11. Considérons T 3 muni de la structure de contact ξn décrite
par l’équation αn = sin(nx)dy+cos(nx)dz et notons cy et cz les classes d’homotopies
libres associées respectivement aux cercles S1 × {0} × S1 et S1 × S1 × {0}. Soit
a = c

ny
y c

nz
z une classe d’homotopie non triviale. Alors il existe une forme de contact

α′
n telle que

HCa∗ (T 3, α′
n,Q) =

n
⊕

i=1

H∗(S1,Q).

Pour toutes les autres classes d’homotopie, l’homologie de contact cylindrique est
triviale. De plus, sous l’hypothèse H, la croissance de l’homologie de contact est
quadratique.
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CHAPITRE 6

Homologie de contact cylindrique des structures
de contact sur les fibrés en cercles

Ce chapitre est consacré à la conjecture suivante.

Conjecture 6.1 (Colin-Honda). À l’exception de la structure standard sur
le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique et de ses revêtements fibrés,
les structures de contact universellement tendues sur les fibrés en cercles ont une
homologie de contact de croissance au plus quadratique.

La classification des structures de contact sur les fibrés en cercles est rappelée
dans le chapitre 2. Le cas de T 3 et des structures S1-invariantes transversales aux
fibres est présenté dans le chapitre 5. On s’intéresse ici aux revêtements fibrés du
fibré unitaire tangent et aux structures cloisonnées. Les résultats principaux sont
les suivants.

Proposition 6.2 (Folklore). L’homologie de contact cylindrique d’une structure
de contact tangente aux fibres d’un fibré en cercles orienté de base hyperbolique
compacte orientée est bien définie et à croissance exponentielle.

Théorème 6.3. Soit (V, ξ) un fibré en cercles orienté de base compacte orientée
muni d’une structure de contact cloisonnée par une courbe Γ =

⋃n
i=0 Γi sans compo-

sante contractile. Si X = V \π−1(Γ), on note X+
1 . . . X+

n+
les composantes connexes

de X pour lesquelles ξ est positivement transversale aux fibres et X−
1 . . . X−

n−
les

composantes connexes pour lesquelles ξ est négativement transversale aux fibres. Soit
a un lacet de V . Il existe une équation de contact hypertendue α telle que l’homologie
de contact cylindrique HC [a]

∗ (V, α,Q) soit bien définie et

(1) si [a] = [fibre]k avec ±k > 0, on a HC [a]
∗ (V, α,Q) =

n±
⊕

j=1

H∗(W±
j ,Q) ;

(2) si [a] = [fibre]k[Γj ]k
′

avec k′ 6= 0 1, on a HC [a]
∗ (V, α,Q) =

⊕

[Γi]=[Γj ]

H∗(S1,Q) ;

(3) sinon, HC [a]
∗ (V, α,Q) = 0.

Sous l’hypothèse H, les homologies de contact cylindriques calculées ci-dessus sont
les homologies HC [a]

∗ (V, ξ,Q) et leur croissance est quadratique.

Les structures de contact (T 3, ξn = kerαn) où αn = sin(nx)dy+ cos(nx)dz sont
des structures cloisonnées par les courbes d’équations x = π

2n + kπ
n

si on voit T 3

comme le fibré en cercles T 3 → S1×S1×{0}. On retrouve bien les résultats présentés
dans la proposition 5.11. La proposition 6.2 sera démontrée dans la section 1 et le
théorème 6.3 dans la section 2.

1. La notation [a] = [fibre]k[Γj ]k
′

est à comprendre comme : a est librement homotope à un

lacet représentant [fibre]k[Γj ]k
′

dans π1(V ).
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1. Structures de contact tangentes aux fibres

On démontre ici la proposition 6.2. Commençons par étudier le cas du fibré
unitaire tangent. Soit (S, g) une surface hyperbolique. L’équation de contact standard
sur π : UTS → S est

αS(vx)(X) = g(x) (vx,dπ(x)X) .

Le flot de Reeb est alors le flot géodésique et les orbites périodiques de Reeb
correspondent aux géodésiques fermées (voir par exemple [31, 1.5]). Or, il existe une
unique géodésique fermée par classe d’homotopie libre [53, Theorem 3.9.5]. Ainsi
l’homologie de contact cylindrique est bien définie et sa différentielle est nulle pour
ce choix de forme de contact. De plus, le nombre de classes d’homotopie libre croît
exponentiellement [63] avec la longueur et la croissance de l’homologie de contact
est donc exponentielle.

Considérons maintenant le cas général d’une structure tangente aux fibres (V, ξ).
D’après Giroux (voir proposition 2.3), une structure de contact tangente aux fibres
est le tiré en arrière de la structure standard sur le fibré unitaire tangent par un
revêtement fibré. Notons ρ : V → UTS ce revêtement et d son nombre de feuillets.
Une équation de ξ est alors α = ρ∗αS sur V . Les orbites périodiques du champ de
Reeb associé à α sont les relevés fermés des orbites périodiques (éventuellement
parcourues plusieurs fois) du champ de Reeb associé à αS . Chaque orbite périodique
de période T dans UTS crée au moins une orbite périodique dans V et cette orbite a
pour période au plus dT . De plus, toutes les orbites homotopes ont la même période.
La différentielle de l’homologie de contact cylindrique est donc nulle et la croissance
de l’homologie de contact est exponentielle.

2. Cas des structures cloisonnées

On démontre ici le théorème 6.3. Soit (V, α) un fibré en cercles orienté de base
compacte orientée muni d’une structure de contact ξ cloisonnée par une courbe
Γ =

⋃n
i=1 Γi sans composante contractile. On note α l’équation de ξ fournie par la

proposition 2.4.
En dehors d’un voisinage de π−1(Γ), le champ de Reeb est tangent aux fibres.

Au voisinage de π−1(Γ), c’est-à-dire sur une union de tores épais, le champ de Reeb
est constant le long des tores et tangent à ces tores. Comme dans l’exemple 5.2,
un tore est feuilleté par des orbites périodiques de Reeb si et seulement si la pente
du champ de Reeb est rationnelle. Ce n’est pas une situation Morse-Bott car les
variétés NT contenant les orbites périodiques correspondant aux fibres sont des
variétés à bord.

On va appliquer la théorie Morse-Bott sur chacune des parties et montrer qu’il
n’y a pas d’interaction entre les parties en utilisant la positivité d’intersection. La
positivité d’intersection est décrite dans la section 1.3.1.

2.1. Perturbation Morse-Bott. Comme dans le cas Morse-Bott, on note
σ(α) l’ensemble des périodes des orbites périodiques de Rα,

NT = {p ∈ V, ϕT (p) = p} et ST = NT /S1

où T ∈ σ(α). Le champ de Reeb est tangent aux fibres en dehors d’un voisinage U
de π−1(Γ) et toutes les orbites périodiques sont de période 1. L’ouvert U est une
union de tores épaissis Ui et le champ de Reeb est tangent à ces tores et de flot
linéaire.

Plus précisément, on peut supposer que Ui = ]− 1
2 ,

1
2 [ × Γi × S1 pour tout

i = 1, . . . , n. Sur Ui, on a α = f(x)dy + g(x)dz avec f 6= ±1. Le champ de Reeb est
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donné par

R =
1

f ′g − fg′





0
−g′

f ′





Si f(x) 6= 0 et −g′(x)
f ′(x) = p

q
et p∧ q = 1, les orbites périodiques de Tx = {x} × Γi ×S1

sont de période

T =









(f ′g − fg′)q
f ′









= |qg + fp| .

Si g′(x) 6= 0 et f ′(x)
−g′(x) = q

p
et p∧ q = 1, les orbites périodiques de Tr sont de période

T =









(f ′g − fg′)p
−g′









= |qg + fp| .

Dans la suite, on supposera toujours q ≥ 0. On note W = V \⋃Ui.
Lemme 6.4. σ(α) est discret et #(σ(α) ∩ [0, T ]) croît quadratiquement avec T .

Démonstration. On écrit ]− 1
2 ,

1
2 [ = I1 ∪ I2 de sorte qu’il existe A > 0 avec

∣

∣

∣

1
g′

∣

∣

∣ < A sur I1 et
∣

∣

∣

1
f ′

∣

∣

∣ < A sur I2. On suppose de plus que 1
A
< f ′g − fg′ < A,

|f ′| < A et |g′| < A. Soient T > 0 et r ∈ I1 tels que f ′(x)
−g′(x) = q

p
et
∣

∣

∣

(f ′g−fg′)p
−g′(x)

∣

∣

∣ < T .

Alors |p| < A2T et comme | q
p
| < A2 il n’y a qu’un nombre fini de rationnels

grossièrement borné par 3A6T 2 vérifiant ces conditions. Par la forme du graphe de
x 7→ f ′(x)

−g′(x) , pour chaque rationnel il y a au plus un x tel que la pente du champ
de Reeb sur Tx soit donnée par ce rationnel. Sur I2 le raisonnement est identique.
Par conséquent la croissance du nombre de périodes inférieures à T est au plus
quadratique.

Si p2 +q2 ≤ B, il existe x tel que f ′(x)
−g′(x) = q

p
et la période des orbites périodiques

associées est inférieure à A2B. Par conséquent la croissance de #(σ(α) ∩ [0, T ]) est
au moins quadratique. �

Comme dans le cas Morse-Bott, on perturbe l’équation dégénérée à l’aide de
fonctions de Morse sur les espaces ST . On construit des fonctions fT ′ sur NT ′ pour
T ′ ≤ T telles que dfT ′ .R = 0 et fT ′ : NT ′/S1 → R soit de Morse. Pour cela on
choisit

(1) sur les tores Tx de NT ′ , fT ′(x, y, z) = h(qy − pz) où h : S1 → R est une
fonction de Morse ;

(2) sur W , une fonction z-invariante f1 telle que dans des coordonnées cylin-
driques (x, y, z) au voisinage du bord de W on ait f1 indépendante de y et
±∂f1

∂x
> 0 si ε = ±1.

Enfin on prolonge ces fonctions à la variété entière en utilisant des fonctions bosses
ne dépendant que de x. La longueur des intervalles (en x) sur lesquels les fonctions
bosses sont non constantes tend vers 0 quand T tend vers l’infini. On note fT la
fonction obtenue.

Par construction, dom(fT ) et V \ dom(fT ) sont stables par le flot de RαT,λ
.

Pour λ assez petit, on contrôle les orbites périodiques de période inférieure à T .

Lemme 6.5. Pour tout T > 0, il existe Λ(T ) > 0 tel que pour tout 0 < λ ≤ Λ(T )
le champ de Reeb associé à l’équation de contact αT,λ = (1 + λfT )α ait toutes ses
orbites périodiques de période T ′ ≤ T associées aux points critiques des fT ′ . De plus
ces orbites périodiques sont non dégénérées.
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Démonstration. En dehors d’un voisinage de ∂W , la théorie Morse-Bott
s’applique et fournit le résultat cherché. Au voisinage de ∂W , on se place dans les
coordonnées (x, y, z) trivialisant W . Comme le changement de carte est linéaire
(proposition 2.4), l’équation de contact s’écrit

α = (f(x) + kg(x))dy + g(x)dz = fW (x)dy + g(x)dz.

Par hypothèse fT ne dépend que de x dans ce voisinage, on a donc :

RαT,λ
=

1

(f ′
W g − fW g′)(1 + λfT )2





0
−g′(1 + λfT ) − λgf

′
T

f ′
W (1 + λfT ) + λfW f

′
T



 .

Quitte à restreindre le voisinage du bord considéré et pour λ assez petit le terme
en ∂

∂y
est de signe constant et aussi petit qu’on veut. Donc il n’y a pas d’orbite

périodique de période inférieure à T . �

2.2. Contrôle des orbites périodiques dans une classe d’homotopie
fixée et conséquences. On montre ici les résultats ne nécessitant pas de contrôle
des cylindres holomorphes.

Lemme 6.6. Soit a tel que [a] = [fibre]k avec k 6= 0 ou [a] = [fibre]k[Γj0
]k

′

avec
k′ 6= 0. Il existe T0 et T 7→ λ(T ) > 0 décroissante tels que pour tous T ≥ T0 et
λ ≤ λ(T ) les orbites périodiques du champ de Reeb de αT,λ homotopes à a soient de
période inférieure à T .

Démonstration. On considère un recouvrement ouvert de V formé de voisi-
nages W ′

i de chaque Wi qui ne rencontrent pas
⋃n
i=0 π

−1(Γj) et de voisinages U ′
j des

Γj qui ne rencontrent pas les Wi. Il existe ε > 0 tel que dans la trivialisation de W ′
i

donnée par 2.4 la composante sur ∂
∂z

(c’est-à-dire le long de la fibre) du champ de
Reeb Rα soit minorée en valeur absolue par ε. De même, quitte à diminuer ε, dans
la trivialisation de U ′

j au voisinage de π−1(Γj), la composante sur ∂
∂y

du champ de
Reeb Rα est minorée par ε.

Si [a] admet un représentant dans Wi (resp. Uj), on note ki (resp. k′
j) la

multiplicité de la fibre (resp. Γj) dans la décomposition de [a] dans la trivialisation
de Wi (resp. de Uj). Soit T0 > 0 tel que

(1) T0 >
max({|ki|, |k′

j |})

ε
;

(2) les orbites périodiques de Rα homotopes à a sont de période inférieure
strictement à T0 ;

(3) les composantes connexes du domaine de fT ′′ pour tout T ′′ ≥ T0 sont
incluses chacune dans un des ouverts du recouvrement.

Par le lemme 6.5, on choisit λ(T ) pour que pour tout λ ≤ λ(T ), la forme αT,λ ait
toute ses orbites périodiques de période ≤ T non dégénérées et que les minorations
précédentes sur le champ de Reeb restent vérifiées pour RαT,λ

.
Soit γ une orbite périodique du champ de Reeb associé à αT,λ de période

supérieure à T . Alors γ est soit incluse dans dom(fT ) soit incluse dans V \ dom(fT ).
Si γ ⊂

(

V \ dom(fT )
)

alors γ n’est pas homotope à a car les orbites périodiques
sont les mêmes que celles de Rα et toutes les orbites de Rα homotopes à a sont
de période inférieure à T (par la condition 2). Sinon, par la condition 3, on a soit
γ ⊂

(

dom(fT ) ∩ W ′
i

)

soit γ ⊂ (dom(fT ) ∩ U ′
j

)

. Si γ ⊂
(

dom(fT ) ∩ W ′
i

)

, alors γ
parcourt au moins ±εT fois la fibre et donc au moins |ki| + 1 ou −|ki| − 1 fois la
fibre (par la condition 1). De même si γ ⊂ (dom(fT ) ∩ U ′

j

)

alors elle parcourt au
moins |k′

j | + 1 ou −|k′
j | − 1 fois Γj . Donc γ n’est pas homotope à a. �
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La démonstration précédente montre aussi le lemme suivant qui permet de
justifier l’existence de l’homologie de contact cylindrique.

Lemme 6.7. Il existe T1 et T 7→ λ1(T ) > 0 décroissante tels que pour tout
T ≥ T1 et λ ≤ λ1(T ) l’équation de contact αT,λ soit hypertendue. De plus, il
existe des perturbations arbitrairement petites de αT,λ qui sont non dégénérées et
hypertendues.

Démonstration. Par la démonstration précédente, pour T assez grand et λ
assez petit toutes les orbites périodiques de périodes inférieures à T sont associées
aux points critiques de fT et donc non contractiles et les orbites périodiques de
période supérieures à T restent dans un U ′

i ou dans un W ′
j et parcourent au moins

une fois Γj ou au moins une fois la fibre. Or les composantes de Γ ne sont pas
contractiles et la fibre n’est pas de torsion donc ces orbites périodiques ne sont
pas contractiles. Pour obtenir une perturbation non dégénérée et hypertendue, on
choisit une perturbation non dégénérée telle que les orbites de Reeb restent dans
un des ouverts U ′

i ou W ′
j décrits dans la preuve précédente. Pour cela, on perturbe

l’équation en conservant des tore feuilletés par des orbites de Reeb denses. �

Fait 6.8. Soit [a] 6= [fibre]k et [a] 6= [fibre]k[Γj ]k
′

, alors il existe une équation α
telle que HC [a]

∗ (V, α) = 0.

Lemme 6.9. Sous l’hypothèse H, la croissance de l’homologie de contact est
quadratique.

Démonstration. Soit α′ une équation de ξ non dégénérée et sans orbite
contractile obtenue par exemple en appliquant 6.7. On construit une suite d’équation
αTi,λi

telles que Ti → ∞ et que pour tout i ∈ N∗ on ait Ti /∈ σ(α) et λi ≤ λ1(Ti). On
perturbe ces équations en équations α′

Ti,λi
non dégénérées et sans orbites contractiles

en utilisant le lemme 6.7. Pour λi assez petit et des perturbations assez petites, on
peut supposer que les orbites périodiques de période inférieure à Ti de α′

Ti,λi
sont

en bijection avec les orbites périodiques de période inférieure à Ti de αTi,λi
et de

périodes proche à 1
2 -près des éléments de σ(α) associés. Ainsi, il existe C > 0 tel

que pour tout i∈ N∗ et tout T ≤ Ti

#Ccyl
≤T (V, α′

Ti,λi
) ≤ C# (σ(α) ∩ [0, T + 1]) .

Par ailleurs, il existe M > 0 tel que

1
M

< sup
{

fTi,λi
(p),

1
fTi,λi

(p)

}

< M

où α′ = fTi,λi
α′
Ti,λi

.
Par invariance de la croissance de l’homologie de contact cylindrique (voir

corollaire 3.31) et par [20], il existe C(M) tel que pour tout T > 0 on ait rg(ψT ) ≤
rg(ψiC(M)T ) où ψiT : HCcyl

≤T (V, α′
Ti,λi

) → HCcyl(V, α′
Ti,λi

) et ψT : HCcyl
≤T (V, α′) →

HCcyl(V, α′) sont les applications permettant de définir la croissance. Par conséquent,
on a

rg(ψT ) ≤ C# (σ(α) ∩ [0, T + 1])

et rg(ψT ) croît donc quadratiquement avec T . �

2.3. Contrôle des cylindres holomorphes. Soit [a] une classe d’homotopie
telle que [a] = [fibre]k ou [a] = [fibre]k[Γj ]k

′

. Par les lemmes 6.6 et 6.7, on prend T
assez grand et λ assez petit pour que toutes les orbites périodiques du champ de
Reeb associé à αT,λ homotopes à a soient de période ≤ T , associées à des points
critiques de fT et donc non dégénérées.
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On considère une composante connexe Wj ≃ Sj × S1 de W . On ajoute à Wj

les tores Ul adjacents et on obtient une variété à bord W ′
j ≃ S′

j × S1. Dans des
coordonnées cylindriques au voisinage du bord adaptées à la trivialisation précédente
et données par 2.4, l’équation de contact s’écrit α = (f(x) +mg(x)) dy + g(x)dz et
le champ de Reeb associé est positivement colinéaire à





0
−g′

f ′ +mg′



 .

Donc la composante sur ∂
∂y

est toujours strictement négative sur S′
j \ Sj .

Lemme 6.10. Soit u une courbe holomorphe d’énergie finie asymptote à γ ∈ Wj

en −∞. Alors u(R × S1) ⊂ Wj.

Démonstration. Par l’absurde, on suppose que u rencontre W ′
j \ Wj . Si u

rencontre Ul, il existe un intervalle I tel que dans le sous-ensemble I ×S1 ×S1 ⊂ Ul
de la trivialisation associée à W ′

j on ait α = f1(x)dθ + g1(x)dz et tel que pour tout
x ∈ I, l’image de u rencontre {x} × S1 × S1. On applique alors le lemme 3.8 : pour
tout x0 ∈ I,

u−1 (u(R × S1) ∩ R × Tx0

)

est une union de cercles lisses homotopes à {∗} × S1. On découpe R × S1 le long
de ces cercles pour chaque Ul bordant Wj et rencontré par u. On considère la
composante connexe de R × S1 après découpage qui est asymptote à −∞ × S1. On
note C le bord (orienté) de cette composante et c son image projetée dans Tx0

. On
choisit deux colliers A+ et A− de C tels que A± soit ouvert et contenu dans la
composante de R × S1 \ C asymptote à ±∞ × S1.

Si γ est orienté comme la fibre, alors Wj ⊂ W+ et un vecteur p dirigeant le
représentant linéaire de la classe d’homologie de c est (0, 1). Donc (p,R) définit
l’orientation. Par le lemme 3.9, on a u (A−) ⊂ ]x, x0[ × S1 × S1.

W− W+

x0

u(A−) u(A+)

x

Or, par connexité, u (A−) ⊂ ]x0, x[ × S1 × S1, d’où une contradiction.
De même si γ est orienté comme l’opposé de la fibre alors Wj ⊂ W− et on peut

prendre p = (0,−1). Donc (p,R) ne définit pas l’orientation. Par le lemme 3.9, on a
u (A−) ⊂ ]x0, x[ × S1 × S1.

W− W+

x0

u(A+) u(A−)

x

Par connexité, on obtient aussi une contradiction. �

Lemme 6.11. Soit u un cylindre holomorphe asymptote à γ ⊂ Uj en −∞ alors
u(R × S1) ⊂ Uj et plus précisément u(R × S1) reste dans la zone perturbée par fT
au voisinage de γ.

Démonstration. Soit x0 tel que γ ∈ Tx0
dans la trivialisation

]

− 1
2 ,

1
2

[

×S1×S1

de Uj . Si le résultat n’est pas vérifié, il existe un intervalle I ⊂
]

− 1
2 ,

1
2

[

sur lequel
α = f(x)dy+g(x)dz et tel que, pour tout x ∈ I, l’image de u rencontre {x}×S1 ×S1.
On applique alors le lemme 3.8 : pour tout x1 ∈ I,

u−1 (u(R × S1) ∩ R × Tx1

)
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est une union de cercles lisses homotopes à {∗} ×S1. Comme dans la démonstration
précédente, on note C le cercle le plus proche de −∞ × S1, c son image sur Tx1

, p
un vecteur dirigeant le représentant linéaire de la classe d’homologie de c et A±
deux colliers de C dans les composantes de R × S1 \ C asymptote à ±∞ × S1.

Si x0 > x1 alors (p,R) ne définit pas l’orientation et u (A−) ⊂ ]x0, x[ × S1 × S1

d’après le lemme 3.9. Si x0 < x1 alors (p,R) définit l’orientation et u (A−) ⊂
]x, x0[ × S1 × S1.

xx0

u(A−) u(A+)

x0

u(A+) u(A−)

x1

Dans cette situation par connexité, u ne peut pas être asymptote en −∞ à une
orbite périodique γ ∈ {x1} × S1 × S1. On obtient donc une contradiction. �

2.4. Utilisation de la théorie Morse-Bott.

Lemme 6.12. Pour tout j = 1 . . . n+ ou j = 1 . . . n−, il existe une variété de
contact compacte sans bord (W̃j , α̃) prolongeant (Wj , α) telle que α̃ soit de Morse-
Bott. De même, pour tout i = 1 . . . n, il existe une variété de contact compacte sans
bord (Ũi, α̃) prolongeant (Ui, α) telle que α̃ soit de Morse-Bott.

Démonstration. Sur Wj ≃ Sj × S1 l’équation de contact s’écrit α = β + εdz.
Par construction, au voisinage d’une composante connexe de ∂Wj on a α = f(x)dy+
εdz dans des coordonnées (x, y, z) ∈ [0, 1] × S1 × S1 où {1} × S1 × S1 ⊂ ∂Wj .

Soit S′ une surface orientée, ayant autant de composantes connexes de bord que
Sj . On associe deux à deux les composantes connexes de ∂Sj et les composantes
connexes de ∂S′. On recolle Wj et S′ × S1 en utilisant ϕ : (x, y, z) 7→ (x, y, z + ey)
avec e ∈ Z dans un tore épais au voisinage du bord. Dans les coordonnées de S′ ×S1

l’équation de contact s’écrit ϕ∗α =
(

f(x) + eε
)

dy + εdz = β̃e + εdz.
Si ε = 1, quitte à prendre e assez petit β̃e est négatif sur le bord. Sur S′, il existe

une 1-forme β′ telle que dβ′ > 0 et β′ coïncide avec βe au voisinage du bord (S′ est
un épaississement de bouquet de cercles). Si ε = −1, on effectue un raisonnement
similaire et on recolle (Wj , α) et (S′ × S1, α = −β′ − dz).

Sur Uj = A×S1, l’équation de contact s’écrit α = f(x)dy+g(x)dz. On prolonge
f et g à des applications sur S1 prolongeant celles sur I et vérifiant toujours l’équation
de contact et on obtient une nouvelle équation sur T 3 de type Morse Bott. �

Démonstration du théorème 6.3. Soit [a] = [fibre]k ou [a] = [fibre]k[Γj ]k
′

.
Par les lemmes 6.6 et 6.7, on prend T assez grand et λ assez petit pour que toutes
les orbites périodiques du champ de Reeb associé à αT,λ homotopes à a soient
de période ≤ T , associées à des points critiques de fT ′ pour T ′ ≤ T et donc non
dégénérées.

On prolonge l’application fT en f̃T sur les variétés W̃j et Ũi fournies par le
lemme 6.12 pour obtenir une perturbation Morse-Bott (voir chapitre 5). Soit (λn)
une suite de réels dans ]0, λ], décroissante et de limite nulle. On choisit des structures
presque complexes Jλn

adaptées à (V, αT,λn
) et J̃λn

adaptées à l’union des variétés
(W̃j , α̃T,λn

) et (Ũi, α̃T,λn
) et qui coïncident sur R × Wj et R × Ui. On impose de

plus que ces structures soient S1-invariantes sur les espaces R×NT ′ pour T ′ ≤ T et
que la métrique gT ′ induite sur les espaces ST ′ forme une paire Morse-Smale avec
fT ′ ou f̃T ′ .

Par les théorèmes 5.7 et 5.8, pour λn assez petit, les solutions cylindriques des
équations de Cauchy Riemann associées à J̃λn

ayant leurs deux asymptotes dans
Wj (resp. Ui) restent dans cet ensemble. En effet, toutes les lignes de gradient de
f̃1 reliant deux points critiques de Wj restent dans l’intérieur de Wj . De plus en
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chacune de ces solutions les conditions analytiques nécessaires à la définition de
l’homologie de contact sont bien vérifiée et on sait décrire ces solutions à l’aide des
trajectoires de gradient de f̃T ′ .

Par ailleurs, par les lemmes 6.10 et 6.11, les solutions cylindriques des équations
de Cauchy Riemann associées à Jλn

ayant leurs deux asymptotes dans Wj (resp.
Ui) restent dans cet ensemble. Ainsi l’homologie de contact est bien définie. Comme
la différentielle s’identifie avec la différentielle de l’homologie de Morse on obtient

(1) si [a] = [fibre]k avec ±k > 0,

HC
[a]
∗ (V, α,Q) =

n±
⊕

j=1

HM
∗ (W+

j , (f1, g1),Q)

(2) si [a] = [fibre]k[Γj ]k
′

avec k′ 6= 0,

HC
[a]
∗ (V, α,Q) =

⊕

[Γi]=[Γj ]

HM
∗ (S1, (fT , gT ),Q)

où HM
∗ (X, (f, g),Q) est l’homologie de Morse associée à la fonction f et à la métrique

g. Comme on ne tient pas compte de la graduation, on obtient bien le résultat
annoncé. �

Ce type de contrôles des cylindres holomorphes a été utilisé par Latschev et
Wendl [55] pour étudier la torsion algébrique de l’homologie de contact.



CHAPITRE 7

Croissance exponentielle des orbites périodiques
de Reeb sur une variété avec composante

hyperbolique

Ce chapitre est consacré à la démonstration du théorème 0.4 dont on rappelle
ici l’énoncé. Pour toute forme de contact α, on note NL(α) le cardinal de l’ensemble
des orbites périodiques de Rα de période inférieure à L.

Théorème 7.1. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close, connexe,
qui peut être découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V porte une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues 1

et universellement tendues telles que pour toute équation de contact α non dégénérée
et hypertendue NL(α) croisse exponentiellement avec L.

Sous l’hypothèse H, on peut retirer la condition hypertendue des hypothèses sur
la forme α.

Ce résultat découle de la croissance exponentielle de l’homologie de contact
pour une famille particulière de structures de contact. L’invariance de la croissance
de l’homologie de contact implique la croissance exponentielle de NL(α). Cette
invariance est complètement établie dans le cas hypertendu. Dans le cas général,
elle dépend de résultats de transversalité pour les perturbations abstraites (voir
chapitre 3, section 2). Ici, comme on se restreint à des classes d’homotopies primitives,
il est possible que la démonstration d’invariance de l’homologie de contact augmentée
pour les augmentations tirées en arrière se simplifie.

Les variétés hyperboliques à bord qui fibrent sur le cercle sont des suspensions par
des difféomorphismes homotopes à un pseudo-Anosov. Dans la section 1, on rappelle
les propriétés de ces applications qui seront utilisées par la suite. La section 2 est
consacrée à la construction d’équations de contact particulières sur V . La croissance
de leur homologie de contact sera étudiée dans la section 3. Enfin, on démontre le
théorème 7.1 dans la section 4.

1. Propriétés des pseudo-Anosov

Un automorphisme ψ : S → S où S est une surface compacte orientable est
pseudo-Anosov s’il existe sur S deux feuilletages singuliers transverses Fu et F s

munis de deux mesures transverses µu et µs tels que ψ(Fu, µu) = (Fu, λ−1µu) et
ψ(F s, µs) = (F s, λµs) où λ est un réel strictement positif. On pourra consulter [13]
pour une étude dans le cas sans bord ou [27] pour une présentation plus complète
dans le cas général.

Théorème 7.2. Le nombre de points k périodiques simples d’un automorphisme
pseudo-Anosov sur une surface compacte sans bord croît exponentiellement avec k.

1. Une équation est dite hypertendue si aucune de ses orbites périodiques de Reeb n’est
contractile. Une structure est hypertendue si elle admet une équation hypertendue.

69
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Ce résultat est un corollaire de l’existence d’une partition de Markov (voir [20,
11] et les références associées). Pour étendre les propriétés des points périodiques des
pseudo-Anosov aux difféomorphismes homotopes, on utilise les classes de Nielsen.

Définition 7.3. Soient S une surface sans bord, h : S → S un automorphisme
et x ∈ S et y ∈ S tels que h(x) = x et h(y) = y. Les points x et y sont dans la
même classe de Nielsen s’il existe δ : [0, 1] → S tel que δ(0) = x, δ(1) = y et h(δ)
est homotope à δ.

Soient ht : S → S où t ∈ [0, 1], x ∈ S et y ∈ S tels que h0(x) = x et h1(y) = y.
Les points x et y sont dans la même classe de Nielsen s’il existe δ : [0, 1] → S tel
que δ(0) = x, δ(1) = y et t 7→ ht(δ(t)) est homotope à δ.

Pour plus d’informations sur les classes de Nielsen, on pourra consulter [28].
Deux points périodiques sont dans la même classe de Nielsen pour un automorphisme
h : S → S si et seulement si les orbites périodiques associées pour le champ vertical
dans la suspension de S par h sont homotopes.

Théorème 7.4. Les points périodiques d’un pseudo-Anosov sur une surface
compacte sans bord sont tous dans des classes de Nielsen différentes.

Soient S une surface sans bord, h : S → S un automorphisme et k ∈ N∗. Un
point k-périodique x ∈ S est non dégénéré si dhk(x) n’a pas 1 pour valeur propre. On
pose alors εhk (x) = 1 si det(dhk(x)− Id) > 0 et εhk (x) = −1 si det(dhk(x)− Id) < 0.
Enfin, si S et compacte et tous les points périodiques dans la même classe de Nielsen
n que x0 sont non dégénérés, on note

Λhk (n) =
∑

x∈n
εhk (x).

Théorème 7.5. Soient h0 : S → S et h1 : S → S homotopes et x0 ∈ S et
x1 ∈ S des points périodiques de h0 et h1 dans la même classe de Nielsen. Si les
classes de Nielsen n0 et n1 associées à x0 et x1 pour h0 et h1 ne contiennent que
des points non dégénérés alors Λhk

0
(n0) = Λhk

1
(n1).

Théorème 7.6. Soient S1 une surface à bord obtenue en retirant des disques à
une surface sans bord S, h : S1 → S1 un automorphisme tel que h = Id au voisinage
de ∂S1 et ψ : S1 → S1 un pseudo-Anosov homotope à h. On prolonge h à S par
l’identité. Alors, quitte à considérer un revêtement ramifié Ŝ de S, il existe un
pseudo-Anosov ψ̂ qui se projette sur ψ et est homotope au relevé ĥ de h.

2. Construction des équations de contact

Soit V une variété de dimension 3 connexe qui peut être découpée le long
d’une famille non vide T1 . . . TN de tores incompressibles en variétés irréductibles
comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.

2.1. Construction dans la partie hyperbolique. La composante hyperbo-
lique V0 s’écrit (S ×S1)/h où S est une surface orientée à bord non vide et h est un
difféomorphisme de S qui est l’identité au voisinage du bord et est homotope à un
pseudo-Anosov. On utilise ici la construction standard d’une structure de contact
sur une suspension. On choisit des coordonnées cylindriques (r, θ) au voisinage des
composantes de bord de S, avec ∂

∂θ
qui oriente ∂S. Soit β une 1-forme sur S telle

que dβ > 0 et au voisinage du bord β = b(r)dθ où b > 0 et b′ > 0. On pose alors
sur S × [0, 1]

α = (1 − F (t))β + F (t)h∗β + dt

où F est une fonction croissante, valant 0 au voisinage de 0 et 1 au voisinage de 1
et t est la coordonnée sur [0, 1]. Cette équation de contact passe au quotient par la
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monodromie et définit donc une équation sur V0. La structure de contact obtenue
est universellement tendue.

Lemme 7.7. Le champ de Reeb est positivement transverse à S × {∗} et l’appli-
cation premier retour sur S × {0} induite par le flot de Reeb est homotope à h et
donc à ψ.

Démonstration. On a

dα = (1 − F (t))dβ + F (t)h∗dβ + F ′(t)dt ∧ (h∗β − β)

par conséquent, si R est tangent à S × {t} en un point (p, t) on obtient

ιR((1 − F (t))dβ + F (t)h∗dβ)(p, t) = 0

ce qui est impossible car dβ et h∗dβ sont deux formes volume définissant la même
orientation. Donc R est transverse à S × {t}, il est positivement transverse par la
condition au voisinage du bord. Par conséquent l’application retour sur S × {0}
induite par le flot de Reeb est bien définie. Cette application retour est isotope à h
car h est l’application retour sur S × {0} induite par le flot de ∂

∂t
, or R et ∂

∂t
sont

homotopes parmi les champs transverses à S × {∗}. �

Dans V0 les orbites périodiques du champ de Reeb correspondent donc aux
points périodiques de l’application premier retour sur S × {0}. Quitte à perturber
α dans l’intérieur de V0 (1.13), les points périodiques de l’application retour sur S
par le flot de Reeb sont tous non dégénérés dans l’intérieur de V0.

2.2. Construction dans les composantes non hyperboliques. Dans les
composantes non hyperboliques, on utilise un théorème démontré par Colin et
Honda. La construction de [19] fournit les mêmes structures que les constructions
de [47] et [17].

Théorème 7.8 (Colin-Honda, [19]). Toute variété de dimension 3 compacte,
orientable, irréductible, bordée par une union non vide de tores porte une forme de
contact α hypertendue. La structure associée est donc universellement tendue. De
plus, dans un voisinage T × I de chaque tore du bord muni de coordonnées (x, y, z)
on peut supposer que α s’écrit cos(z)dx− sin(z)dy. Enfin, il existe des perturbations
arbitrairement petites de α non dégénérées et hypertendues.

On suppose que toutes les orbites périodiques de Reeb dont la classe d’homotopie
libre n’a pas de représentant inclus dans le bord sont non dégénérées.

2.3. Interpolation entre les équations. Soit T un tore incompressible sépa-
rant deux composantes irréductibles. Au voisinage de T chacune de ces composantes
admet une trivialisation privilégiée de la forme T × I définie dans le théorème 7.8.
Quitte à effectuer une isotopie, on peut supposer que l’application de recollement
entre ces deux trivialisations est linéaire. En épaississant le tore T en T × [a, b] et
en transportant dans cette trivialisation les équations construites au voisinage de
T×{a} et T×{b} on obtient deux équations de contact qui s’écrivent respectivement

αa = fa(x)dy + ga(x)dz(16)

αb = fb(x)dy + gb(x)dz.(17)

Lemme 7.9. Pour tout n ∈ N∗, il existe fn : [a, b] −→ R et gn : [a, b] −→ R

deux fonctions lisses prolongeant respectivement fa et ga au voisinage de a et fb et
gb au voisinage de b telles que

(18) α = fn(x)dy + gn(x)dz

soit une équation de contact telle que Rα parcourt un angle dans
]

2nπ − π
2 , 2nπ + 3π

2

]

entre a et b dans les coordonnées (θ, z).
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Démonstration. La condition de contact est f ′
ngn − fng

′
n > 0 et le champ de

Reeb est donné par la formule

Rα =
1

f ′
ngn − fng′

n





0
−g′

n

f ′
n



 .

Les conditions se reformulent en la courbe paramétrée (fn, gn) dans R2 tourne
dans le sens horaire autour de l’origine et la normale parcourt un angle dans
]

2nπ − π
2 , 2nπ + 3π

2

]

le long de la courbe. Ces conditions peuvent clairement être
vérifiées. �

Pour tout n ∈ N∗ on construit une structure de contact ξn sur V en utilisant
fn et gn pour recoller les structures de contact sur les différentes composantes le
long de T1 et les fonctions f1 et g1 le long des autres tores incompressibles.

Remarque 7.10. Si {b} × T correspond au bord de V0, on a f < 0, f ′ > 0 et
g = 1 au voisinage de b. De même, si {a} × T correspond au bord de V0, on a f > 0,
f ′ > 0 et g = 1 au voisinage de b (la différence de signe est due aux différentes
conventions d’orientation).

Par [16, Théorème 4.2], comme les structures de contact sont universellement
tendues sur chaque composante irréductible, (V, ξn) est universellement tendue pour
tout n ∈ N∗. De plus la construction présentée ici correspond à la construction des
familles de structures de contact de [17, 4] et ainsi par le théorème [17, 4.5], parmi
les structures de contact ξn, il existe une infinité de structures deux à deux non
isomorphes.

3. Homologie de contact

3.1. Contrôle des cylindres holomorphes.

Lemme 7.11. Pour toute structure presque complexe adaptée sur R × V , il
n’existe pas de cylindre holomorphe u : R × S1 → R × V asymptote à γ0 et γ1 avec
γ0 et γ1 dans des composantes connexes différentes de V \ (

⋃N
i=1 Ti × [a, b]).

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’un tel u existe. On se place dans
les coordonnées T × [a, b] données lors de la construction de α. Alors, u(R × S1)
rencontre tous les tores T × {∗}. Or, d’après 3.1 et 3.6, il n’y a qu’un nombres fini
de points tels que u(R × S1) ∈ T × [a, b] et du(s, t) = 0 ou ∂

∂τ
∈ im(du(s, t)), où τ

est la coordonnée sur R dans R × V . Par construction il existe donc r0 et r1 dans
[a, b] tels que R(r0) = −R(r1) et

C0 = u−1 (u(R × S1) ∩ (R × {r0} × T )
)

et

C1 = u−1 (u(R × S1) ∩ (R × {r1} × T )
)

ne rencontrent pas les points tels que du(s, t) = 0 ou ∂
∂τ

∈ im(du(s, t)).
Par le lemme 3.9, C0 et C1 sont constitués de cercles homotopes à {∗} × S1.

On découpe R × S1 le long de ces cercles et on garde une composante connexe Σ
telle que u(Σ) rencontre tous les tores {r} × T pour r ∈ [r0, r1]. Les images des
bords de Σ sont des cercles de {r0} × T et {r1} × T lisses et homotopes. Par la
positivité d’intersection le champ de Reeb intersecte positivement ces courbes mais
R(r0) = −R(r1) et on obtient ainsi une contradiction. �
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3.2. Croissance de l’homologie de contact partielle. Soit Λ0 l’ensemble
des classes d’homotopies libres primitives qui ne représentent pas des classes issues
des tores incompressibles Ti et ayant un représentant qui est une orbite périodique
associée à un point périodique de h dans V0. Par construction toutes les orbites de
Reeb de α homotopes à un élément de Λ0 sont non-dégénérées et il n’y a pas d’orbite
de Reeb contractile. Ainsi l’homologie de contact cylindrique est bien définie pour
ces classes. Par ailleurs, il existe C tel que toutes les orbites périodiques associées à
des points k périodiques de h1 soient de périodes inférieures à kL. En effet, il existe
C > 0 tel que le temps de retour sur S soit majoré par C, le temps de k-ième retour
est alors majoré par kC.

Lemme 7.12. Pour tout a ∈ Λ0, l’homologie cylindrique HCa∗ (V, α) est de
dimension au moins 1. De plus, si a est la classe associée à un point k périodique,
pour tout L > kC l’image de HCa≤L(V, α) dans HCa∗ (V, α) est de dimension au
moins 1.

Démonstration. Décomposons le complexe Ca∗ en somme directe Ca∗ = C0 ⊕
C1 où C0 est engendré par les orbites périodiques de Reeb homotopes à a et contenues
dans V0 (et donc associées à des points périodiques de h) et C1 est engendré par les
autres orbites périodiques de Reeb homotopes à a. Par le lemme 7.11, la différentielle
se décompose en

(

∂a 0
0 ∗

)

.

Pour obtenir le résultat cherché, il suffit donc de montrer que ker(∂a)/im(∂a) est
de dimension au moins 1. Or l’espace vectoriel C0 se décompose en C0 = P ⊕ I
où P est l’espace vectoriel engendré par les orbites d’indice de Maslov pair et I
est l’espace vectoriel engendré par les orbites d’indice de Maslov impair (toutes les
orbites périodiques sont bonnes car a est une classe primitive). On a alors

∂a =
(

0 ∂I
∂P 0

)

et
ker(∂a)/im(∂a) = ker(∂P )/im(∂I) ⊕ ker(∂I)/im(∂P )

ker(∂a)/im(∂a) est trivial si et seulement si

dim(ker(∂P )) = dim(im(∂I))

et
dim(ker(∂I)) = dim(im(∂P )).

Par la section 1, quitte à considérer un revêtement ramifié fini à s feuillets Ŝ de S, ĥ1

est homotope à un pseudo-Anosov ψ̂. Notons n la classe de Nielsen associée à la classe
d’homotopie a et k l’ordre des points périodiques associés. Comme n n’est pas une
classe de Nielsen associée aux points de ∂S, chaque point périodique de n est associé
à exactement s points périodiques de ĥ1 et n̂ ne contient que des points périodiques
associés aux points de n. Donc Λĥk

1
(n̂) est bien défini et Λĥk

1
(n̂) = Λψ̂k (n̂) 6= 0 (par

le théorème 7.4 car n̂ contient un unique représentant pour ψ et donc s représentants
pour ψ̂, tous étant de la même parité). Or, l’indice de Maslov de l’orbite issue de x
est pair si x est un point périodique hyperbolique de h0 à valeurs propres positives
et impair si x est un point périodique de h0 elliptique ou hyperbolique à valeurs
propres négatives où h0 est l’application premier retour du champ de Reeb sur
une surface transverse à l’orbite périodique. Donc Λĥk

1
(n̂) = sdim(P ) − sdim(I)

et dim(ker(∂I)) + dim(im(∂I)) 6= dim(ker(∂P )) + dim(im(∂P )). Par conséquent,
ker(∂a)/im(∂a) n’est pas trivial.
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Pour L > kC, le complexe Ca≤L en somme directe Ca∗ = C0⊕C≤L, la différentielle
est toujours de la forme

(

∂a 0
0 ∗

)

.

Par conséquent, ker(∂a)/im(∂a) forme un sous-espace vectoriel de dimension au
moins 1 de HCa≤L(V, α) qui s’injecte dans HCa∗ (V, α). �

Théorème 7.13. Soit V une variété de dimension 3 orientée, close et connexe
qui peut être découpée le long d’une famille non vide de tores incompressibles en
variétés irréductibles comprenant une composante hyperbolique qui fibre sur le cercle.
Alors V admet une infinité de structures de contact non isomorphes, hypertendues
et universellement tendues munies d’une équation hypertendue ayant une homologie
de contact cylindrique de croissance exponentielle dans les classes primitives.

Sous l’hypothèse H, la variété V admet une infinité de structures de contact
non isomorphes, hypertendues et universellement tendues ayant une homologie de
contact linéarisée de croissance exponentielle.

Démonstration. Il reste à montrer que la croissance de l’homologie de contact
HCΛ

∗ (V, α) est exponentielle. Le nombre d’éléments de Λ0 associés à des points au
plus k-périodiques croît exponentiellement avec k. En effet, le nombre de points k
périodiques de l’application premier retour croît exponentiellement avec k (par mes
théorèmes 7.2, 7.4 et 7.5). Le nombre de classes de points périodiques de l’application
retour retirées pour obtenir Λ0 croît polynomialement avec k (voir lemme 6.4). �

4. Croissance du nombre d’orbites de Reeb

On achève ici la démonstration du théorème 7.1. Par l’invariance de la croissance
de l’homologie de contact cylindrique partielle dans les classes primitives (proposition
3.32), la croissance du nombre d’orbites périodiques de Reeb est exponentielle dès
que cette homologie est bien définie, c’est-à-dire dès que le champ de Reeb a toutes
ses orbites simples non dégénérées et n’a pas d’orbite périodique contractile. En
effet dans ce cas

rg(ϕ≤T ) ≤ dimHCΛ0

≤T (V, α, J) ≤ dimCΛ0

≤T (V, α, J)

où ϕ≤T : HCΛ0

≤T (V, α, J) → HCΛ0∗ (V, α, J) est l’application permettant de définir
la croissance de l’homologie de contact partielle (voir chapitre 3, section 3).

On suppose maintenant que l’hypothèse H est vérifiée. Soit αpn une équation de
contact de ξn non dégénérée. On considère une équation de contact de ξn hypertendue
et non dégénérée, notée α′

n (obtenue en perturbant par le théorème 7.8 et par le
lemme 6.7 l’équation construite dans la section 2). La croissance exponentielle de
l’homologie de contact partielle (obtenue pour l’équation αn) implique la croissance
exponentielle de l’homologie cylindrique. On considère l’application fournie par le
théorème 3.13 entre A∗(V, αpn, J) et A∗(V, α′

n, J
′) et on tire en arrière l’augmentation

triviale associée à l’homologie de contact cylindrique. Par invariance de l’homologie
de contact linéarisée sous l’hypothèse H (proposition 3.33), un raisonnement analogue
au raisonnement précédent permet de conclure sur la croissance exponentielle de
NL(αpn).



Partie 3

Recollement de rocade





CHAPITRE 8

Théorème de recollement de rocade

Dans ce chapitre on présente l’énoncé du théorème de recollement de rocade
0.8 ainsi que des exemples simples d’application : le recollement de rocade au bord
d’une surface convexe épaissie.

1. Énoncé du théorème

On note Sn = R/2πnZ. Dans toute la suite de cette section (V, ξ = kerα) est
une variété de contact de bord S convexe. On fixe un découpage Γ de S et on se
donne une courbe legendrienne fermée γ tracée sur S contenant un arc d’attachement
γ0. On note S+ et S− les surfaces à bord associées au découpage Γ.

Pour construire explicitement le recollement de rocade, il faut garantir que la
structure de contact soit standard au voisinage de l’arc d’attachement et que le
champ de Reeb soit bien adapté au bord en dehors de la zone de recollement.

Définition 8.1. Une zone de recollement autour de γ est un voisinage Z de γ
muni de coordonnées

(x, y, z) ∈ Sn × [−ymax0] × [−zmax, zmax]

où n ≥ 2 dans lesquelles α = sin(x)dy + cos(x)dz, γ = Sn × {0} × {0} et γ0 =
[0, 2π] × {0} × {0}. On appelle SZ = S ∩ Z = Sn × {0} × [−zmax, zmax] la surface
de recollement.

Définition 8.2. La courbe γ est en position de recollement de rocade s’il existe
une zone de recollement de γ telle que α soit adaptée à S \ SZ .

Les définitions précédentes s’adaptent au cas dans lequel γ est une courbe
legendrienne non connexe. Par abus de langage, on dira aussi que (S, γ0) est en
position de recollement de rocade si γ0 admet un prolongement legendrien γ tel que
(S, γ) soit en position de recollement de rocade.

Soit K > 0. Génériquement les cordes de Reeb de γ0 de période inférieure à
K sont en nombre fini. On note a1 . . . aN ces cordes et T (ai) leur « période ». On
s’intéresse aux mots en a1 . . . aN à permutation cyclique près. Soit ai une corde de
Reeb, on note a−

i l’extrémité de ai sur S− et a+
i l’extrémité de ai sur S+. On étend

cette longueur aux mots en a1 . . . aN par la formule

l(ai1 . . . aik ) = T (ai1) + · · · + T (aik ).

Théorème 8.3. Soient (V, α) une variété de contact de bord convexe S et γ
une courbe legendrienne fermée tracée sur S contenant un arc d’attachement γ0 telle
que (S, γ) soit en position de recollement de rocade. Soit K > 0, on suppose que
l’image de γ0 sur S par le flot de Reeb en temps inférieur à K est transversale à γ0

en dehors de ΓS. Alors il existe une variété (V ′, S′, α′) obtenue par recollement de
rocade à (V, α) le long de γ0, vérifiant les propriétés suivantes

(1) S′ = ∂V ′ est convexe ;

(2) α′ est adapté à S′ ;

(3) α′ est arbitrairement proche de α dans V ;

77
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(4) les orbites périodiques du champ de Reeb de période inférieure à K ren-
contrant la zone de recollement sont en bijection avec les mots a en les
cordes de Reeb de γ0 tels que l(a) ≤ K.

De plus, l’orbite γa associée au mot a = ai1 . . . aik de longueur inférieure à K
intersecte successivement SZ en les points p−

1 , p
+
1 , . . . , p

−
k , p

+
k où l’arc entre p−

j et
p+
j est une corde de SZ dans V arbitrairement proche de aj et l’arc entre p+

j et p−
j+1

est inclus dans la rocade.

Pour obtenir une trivialisation du fibré normal des nouvelles orbites de Reeb, on
commence par prendre une trivialisation du fibré normal des cordes de Reeb. Pour
cela on considère un prolongement de la structure de contact sur SZ × [0, ε[ par
α = sin(x)dy+ cos(x)dz. Pour chaque corde ai, on choisit un collier Si dans V dont
l’un des bords est ai ∪ [a+

i , a
−
i ], où [a+

i , a
−
i ] est le segment reliant les extrémités de

la corde ai dans les coordonnées de la zone de recollement. Dans une trivialisation
symplectique de ξ le long de ai de base (e1, e2) , on considère le chemin (Rt)t∈[0,T (ai)]

de matrices symplectiques donné par la différentielle du flot de Reeb. Pour tout
t ∈ [0, T (ai)], on relève l’angle entre e1 et Rt (e1) et on note θt l’angle obtenu.

Définition 8.4. L’indice µ̃(ai) est l’unique entier relatif tel que

θT (ai) ∈ ]πµ̃(ai), π(µ̃(ai) + 1)[.

L’angle θT (ai) dépend du choix de Si mais µ̃(ai) ne dépend que de sa classe
d’homologie. On a µ̃(ai) ∈ {µ(ai) − 2, µ(ai) − 1, µ(ai), µ(ai) + 1}.

Les colliers Si permettent d’obtenir un collier Sγa
de γa, où a est un mot en

a1 . . . aN de longueur inférieure à K, de la façon suivante.. On écrit a = ai1 . . . aik ,
l’orbite périodique γa intersecte SZ en les points p−

1 , p
+
1 , . . . p

−
k , p

+
k (voir théorème

8.3). Pour tout i ∈ i1 . . . ik on construit un collier S̃i proche de Si qui borde la courbe
obtenue par réunion de l’arc de γa entre p−

i et p+
i et de [p−

i , p
+
i ]. Soit maintenant

un disque immergé dans un voisinage de la rocade, plongé au voisinage de son bord,
de bord l’union des segments [p−

ij
, p+
ij

] et des arcs de γa entre p+
ij

et p−
ij+1

. La surface

Sγa
est obtenue en recollant ce disque aux surfaces S̃ij .

Théorème 8.5. Soit a = ai1 . . . aik un mot de longueur inférieure à K en
a1 . . . aN . Alors, dans la trivialisation symplectique de ξ le long de γa décrite ci-
dessus, l’indice de Conley-Zehnder de γa est donné par

µ(γa) =
k
∑

j=1

µ̃(aij ).

Terminons cette section en énonçant une version du théorème de recollement de
rocade qui décrit de façon moins précise toutes les orbites périodiques obtenues. On
dit qu’une fonction (partielle) ϕ : X → Y se décompose en applications ϕi : Xi → Yi
si chaque Xi est une union de composantes connexes de dom(ϕ), si les Xi forment
une partition de dom(ϕ) et si ϕi = ϕ|Xi

.

Proposition 8.6. Soient (V, α) une variété de contact de bord convexe S et
γ une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement γ0 telle
que (S, γ) soit en position de recollement de rocade. On suppose qu’il existe λ > 0
tel que l’image de ]π, 2π[ × Imax sur ]0, π[ × Imax par le flot de Reeb se décompose
en applications (ψj)j∈J de sources dans [π + λ, 2π − λ] × Imax et d’images dans
[λ, π − λ] × Imax. On demande de plus que pour toute perturbation assez petite α′

de α l’application retour par Rα′ de [π + λ, 2π − λ] × Imax sur [λ, π − λ] × Imax se
décompose en (ψ′

j)j∈J . Alors il existe une variété (V ′, S′, α′) obtenue par recollement
d’une rocade à (V, α) le long de γ0, vérifiant les propriétés suivantes :
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(1) S′ = ∂V ′ est convexe ;

(2) α′ est adapté à S′ ;

(3) α′ est arbitrairement proche de α dans V ;

(4) pour tout nouvelle orbite périodique de Reeb δ, il existe une suite finie
d’indices I = (i1, . . . , ik) ∈ Jk tels que δ intersecte SZ en un point fixe de
FI = ϕ ◦ ψ′

ik
◦ · · · ◦ ϕ ◦ ψ′

i1
, où ϕ est l’application retour sur SZ dans la

rocade.

La décomposition de l’orbite obtenue est alors la même que celle décrite à la fin du
théorème 8.3.

Si les hypothèses du théorème 8.3 et de la proposition 8.6 sont vérifiées, on peut
faire coïncider les deux constructions. Dans ce cas, pour un mot a en les cordes de
Reeb de période inférieure à K, les deux ensembles d’indices considérés sont les
mêmes, FI admet un unique point fixe et γa passe par ce point fixe.

La cœur de la proposition réside dans le fait que, pour construire une rocade
avec équation adaptée au bord, il faut perturber l’équation de contact α et donc
l’application retour dans la variété (en particulier au voisinage de la courbe de
découpage). Les conclusions du théorème ne portent que sur l’application retour sur
[λ, π − λ] × Imax et pas sur ]0, π[ × Imax (où le résultat ne serait pas vérifié).

Remarque 8.7. Pour des raisons techniques, le recollement de rocade décrit ici
est effectué le long de la courbe legendrienne γ (et pas seulement le long de l’arc
d’attachement). En dehors d’un voisinage de γ0, la partie ajoutée à la variété se
rétracte par une rétraction de contact sur la variété de départ.

2. Équation de contact sur une surface épaissie

2.1. Modèle de perturbation. Soit S une surface convexe close de courbe
de découpage Γ dans une variété (V, ξ). On se place dans un voisinage S × [−1, 1]
de S. Soit γ une courbe legendrienne tracée sur S contenant un arc d’attachement.
Une équation α de ξ sur S × [−1, 1] est de la forme (F1) s’il existe des coordonnées
(u, v) ∈ Sn × I dans un voisinage S1 de γ dans S telles que

(1) α est de la forme (F) (définition 1.8) en dehors de S1 × [−1, 1] ;

(2) dans S1 × [−1, 1], on a α = f(u, v)dt+ cos(u)dv où pour tout v ∈ I, f(·, v)
a le même tableau de variation que la fonction sinus et f(·, v) = sin pour
z proche de 0 ;

(3) il existe des coordonnées (x, y, z) dans un voisinage U ′
i de chaque compo-

sante connexe Γi de Γ qui prolongent les coordonnées du voisinage Ui four-
nies par la forme (F) et telles que

(

∂
∂x
, ∂
∂z

)

=
(

∂
∂u
, ∂
∂v

)

sur S1 × [−1, 1]∩U ′
i .

Lemme 8.8. Soit S une surface convexe de courbe de découpage Γ. Soient α une
équation de contact de forme (F) sur S × [−1, 1] et γ0 un arc d’attachement tracé
sur S. Alors, quitte à effectuer une isotopie de ξ = kerα, il existe un prolongement
legendrien γ de γ0 et une équation de contact de forme (F1).

Démonstration. On construit au voisinage de S une équation de contact α′

vérifiant (F1) et adaptée à Γ. Par le lemme de réalisation 1.5 et le lemme 1.3, les
structures de contact kerα et kerα′ sont alors isotopes au voisinage de S. �

Pour obtenir une courbe legendrienne en position de recollement à partir de
la forme (F1) il reste à perturber l’équation de contact en dehors de la zone de
recollement pour que le champ de Reeb pointe vers S+ le long de la courbe de
découpage. On applique une construction similaire à celle décrite dans la section 2
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du chapitre 1 en annulant la perturbation dans la zone de recollement. Ainsi dans
chaque U ′

i , on perturbe α en

αp = f(x)dy + p(x, y, z) cos(x)dz

où p est une fonction lisse vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe xpmax < xmax tel que p = 1 en dehors de [−xpmax, x
p
max] × [−1, 1] ×

S1 ⊂ U0 et f(x) = sin(x)pour tout x ∈ [−xpmax, x
p
max] ;

(2) p(x, y) = 1 + k(x)l(y)m(z) ;

(3) k est une fonction bosse constante égale à 1 au voisinage de x = 0 ;

(4) l est C∞-petite strictement décroissante sur [−1, 0], nulle en 0 et strictement
croissante sur [0, 1] avec l′′(0) 6= 0 ;

(5) m est lisse, positive, nulle dans la zone de recollement, strictement positive
hors de cette zone et constante égale à 1 en dehors d’un petit voisinage de
la zone de recollement.

La fonction p−1 est donc C∞-petite et αp est bien une équation de contact adaptée au
bord en dehors de la zone de recollement (voir figure 1). On dira que (S× [−1, 1], αp)

x

y

x

y

Dans la zone de recollement Hors de la zone de recollement

Figure 1. Champ de Reeb dans U ′
j

est de la forme (F2).

Proposition 8.9. Soient (V, ξ) une variété de contact de bord S et Γ une
courbe de découpage de S. On considère un arc d’attachement de S noté γ0. Alors,
quitte à effectuer une isotopie de ξ, il existe une équation α de ξ et un prolongement
legendrien de γ0 en position de recollement pour α.

2.2. Étude des orbites périodiques et des cordes de Reeb. Soient S
une surface convexe de courbe de découpage Γ dans une variété (V, ξ) et γ une
courbe legendrienne fermée tracée sur S contenant un arc d’attachement γ0. Soit
αp une équation de forme (F2) sur S × [−1, 1].

Lemme 8.10. Pour une perturbation p adaptée, les orbites périodiques sont
exactement les courbes Γi×{0} pour i = 0 . . . n et ces orbites sont toutes hyperboliques
paires.

Démonstration. Le champ de Reeb est donné par (voir figure 1)

(19) Rαp
=

1
p− k′(x)l(y)m(z) cos(x) sin(x)





l′(y)k(x)m(z) cos(x)
p sin(x) − k′(x)l(y)m(z) cos(x)

cos(x)
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dans la zone p 6= 1 et donc dans la zone k = 1 au voisinage de x = 0 on obtient

Rαp
=

1
1 + l(y)m(z)





l′(y)m(z) cos(x)
(1 + l(y)m(z)) sin(x)

cos(x)





Dans la zone k = 0, les orbites de Reeb ont toutes des extrémités sur le bord de V
et il n’y a donc pas d’orbite périodique. Dans la zone k 6= 0, les courbes Γi × {0},
pour i = 0, . . . , n, sont clairement des orbites périodiques. Il reste à montrer qu’il
n’y en a pas d’autres.

Dans un ouvert U ′
i fourni par la forme (F2), on découpe le plan des (x, y) en

quarts de plans séparés par les droites x = 0 et y = 0. Dans un quart de plan ouvert
fixé, la coordonnée du champ de Reeb sur ∂

∂y
(donnée dans 19) est de signe constant

pour une perturbation avec l assez petit. Par conséquent, toute orbite incluse dans
un quart de plan ouvert pour des temps assez grands ou assez petits ne peut pas
être périodique.

Par ailleurs, par la forme du champ de Reeb au bord (voir figure 1), les quarts
de plans xy ≥ 0 sont stables par le flot de Reeb, leurs bords ouverts ne sont pas
stables et toute orbite périodique passant par un point des quarts de plans xy < 0
entre dans un quart de plan xy ≥ 0. Par conséquent, l’orbite Γi × {0} est la seule
orbite périodique de U ′

i .
Pour montrer que ces orbites sont hyperboliques paires, on utilise la linéarisation

du flot ϕt le long de Γi × {0}. Dès que l’orbite sort de la zone m = 0, on obtient

tr
(

dϕt(0, 0, 0)|ξ
)

> tr
(

dϕ0(0, 0, 0)|ξ
)

= 2. �

Soit Γ0 la composante connexe de Γ rencontrée par l’intérieur de γ0. On se place
dans le voisinage U ′

0 = [−xmax, xmax] × [−1, 1] × S1 de Γ0 fourni par la forme (F2)
(voir section 2.1). L’image de [−xmax, 0[ × {1} × {0} sur [0, xmax] × {1} × S1 est
une courbe lisse. Soit smax la borne supérieure de l’ensemble de s ∈ [0, xmax] tel que
l’image de [−s, 0] × {0} × {0} sur [0, xmax] × {0} × S1 par le flot de Reeb soit bien
définie. Le réel smax est strictement positif. On relève la coordonnée S1 à R et on
paramètre cette image δ0 en

(20)
δ0 : ]−smax, 0[ −→ [0, xmax] × {0} × R

s 7−→ (x(s), z(s))
.

On pose M0 = {z,m(z) = 0} et z0 = sup{z, [0, z] ⊂ M0}. Alors, lim
s→0

δ0(s) = (0, z0)

(voir figure 2).

z

2π

z0
x

Figure 2. Image de γ0 sur S+

Proposition 8.11. Pour une perturbation p adaptée, les cordes de Reeb de
S × {1} issues de [−xmax, 0[ × {1} × {0} sont contenues dans U ′

0 et si les extrémités
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d’une telle corde sont (s0, 1, 0) et (x(s0), 1, z(s0)) avec z(s0) ∈ M̊0, alors x′(s0) < 0
et z′(s0) > 0. De plus, si smax < xmax, on a lim

s→−smax

z(s) = +∞.

Démonstration. Pour toute perturbation assez petite, les cordes de Reeb
issues de [−xmax, 0[ × {1} × {0} sont incluses dans U ′

0 et plus précisément dans la
zone pour laquelle k = 1 si l est choisi assez petit. En effet, avant la perturbation
toutes les orbites de Reeb en dehors des Γ0 × {t} ont des extrémités au bord de V .
Par ailleurs, par construction (voir figure 1) les cordes de Reeb restent incluses dans
la zone y > 0.

Dans U ′
0, la composante Rz est minorée par un réel strictement positif. Si

smax < xmax, on a lim
s→smax

T (s) = +∞ où T (s) est la temps de retour sur S × {1}
de point (s, 1, 0). Ainsi lim

s→−smax

z(s) = +∞.

Soit c la corde de Reeb issue du point γ0(s0) = (s0, 1, 0). On note δz0
= (xz0

, yz0
)

l’image de γ0 dans le plan z = z0. La courbe δz0
est lisse,

x′
z0

(0) = −1 et y′
z0

(0) = − 1
cos2(x0)

z0.

En étudiant le signe de d
dz

(

xz(0) − xz(η)
)

et d
dz

(

yz(0) − yz(η)
)

pour η assez petit,
on montre que pour tout z ≥ z0, on a

(21) x′
z(0) ≤ −1 y′

z(0) ≤ − 1
cos2(x0)

z0.

En la coordonnée z(s0), les inégalités précédentes s’appliquent. Comme z est dans
l’intérieur de M0, l’image sur S × {1} de δz(s0) est

s →
(

xz(s), 1,
1 − yz(s)

tan(xz(s))
+ z

)

et donc

z′(s0) = − 1
tan(xz(0))

y′
z(0) > 0

car tan(xz(0)) > 0. �

3. Recollement de rocade sur une surface épaissie

On distingue deux cas en fonction du nombre de composantes connexes de la
courbe de découpage intersectées par γ0.

3.1. L’arc d’attachement rencontre trois composantes distinctes de
la courbe de découpage. Soit S une surface convexe munie d’une courbe de
découpage Γ et d’un arc d’attachement γ0. On note Γ0 la composante connexe de Γ
rencontrée par l’intérieur de γ0. On suppose que γ0 rencontre trois composantes
connexes de Γ différentes. On se place dans S × [−1, 1] muni d’une équation de
contact de forme (F2) (voir section 2.1). On considère l’arc d’attachement du bord
γ0 × {1}.

Les seules cordes de Reeb de γ0 × {1} sont alors dans U ′
0. L’arc [−xmax, xmax] ×

{1}×{0} est la seule intersection de γ0×{1} avec U ′
0. On définit la classe d’homotopie

d’une corde de Reeb de l’arc d’attachement comme classe d’homotopie de l’union
de cette corde et du segment de l’arc d’attachement reliant ses deux extrémités.

Proposition 8.12. Pour tout k ∈ N∗, il y a exactement une corde de Reeb ck
parcourant k fois le facteur S1. De plus, toutes les cordes de Reeb sont de ce type.
Enfin, pour K > 0 et pour une perturbation dans la forme (F2) assez petite, pour
tout k ∈ J1,KK la période de la corde ck est arbitrairement proche de 2kπ et ses
extrémités arbitrairement proches de Γ0 × {1}.
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Démonstration. On relève le voisinage U ′
0 de Γ0 fourni par la forme (F2) à

[−xmax, xmax] × [−1, 1] × R. L’image δ0 de γ0 × {1} sur S+ par le flot de Reeb est
une courbe lisse. Dans les coordonnées de U ′

0 on paramètre δ0 par

]−smax, 0[ −→ [0, xmax] × {0} × R

s 7−→ (x(s), z(s))

en suivant la notation de l’équation 20. On a 0 < z(0) < 2π. Par la proposition 8.11,
on a lim

s→−smax

z(s) = +∞ et z′(s) > 0 si δ(s) ∈ γ0. Par conséquent δ0 intersecte en

un unique point tous les segments [−xmax, xmax] × {1} × {kπ} pour tout k entier
strictement positif et n’intersecte que ces segments (voir figure 2). �

On choisit un collier de trivialisation Sck
ne rencontrant pas le cône positif

engendré par les vecteurs ∂
∂y

et ∂
∂z

.

Proposition 8.13. Dans la trivialisation Sck
, on a µ̃(ck) = 1.

Démonstration. Soit s0 tel que la corde ck soit issue du point {s0}×{1}×{0}.
Considérons une bande B constituée de l’image de ck par le flot de ∂

∂y
pour des

temps petits. Soit cη la corde de Reeb de S×{1} issue du point {s0 +η}×{1}×{0}.
La corde cη ne rencontre pas la bande B par la condition 21.

On se place dans la base (R, e1, e2) fournie par la trivialisation symplectique. On
note v la projection de ∂

∂y
sur le plan Vect(e1, e2). Alors v ne rencontre pas e1, vaut

e2 en t = 0 et −e2 en t = T (ck). Par ce qui précède, dRt · e1 ne rencontre pas v. De
plus dRT (ck) · e1 est dans le quart de plan négatif. En écrivant dRt · e1 = r(t)eiθ(t)

on obtient θ(T (ck)) ∈ [π, 2π] (voir figure 3) et donc µ̃(ck) = 1. �

t

angle

v
θ

π
2

2π

Figure 3. Relevé des angles entre e1 et v et angle θ

En appliquant le théorème de recollement de rocade 8.3, on obtient le résultat
suivant.

Corollaire 8.14. Soit K > 0, K 6= πZ. Il existe un modèle de recollement de
rocade le long de γ0 tel que pour tout l ∈ N∗ avec l < K

2π , le nombre de nouvelles
orbites périodiques homotopes à [Γ0]l soit exactement le cardinal de

{

κ = (k1, . . . , km) ∈ (N∗)l, l = k1 + · · · + km
}

/{permutations cycliques}.
De plus, le choix de trivialisation Sck

induit un choix cohérent de trivialisation des
nouvelles orbites périodiques et l’indice de Conley-Zehnder d’une nouvelle orbite est
le nombre de lettres du mot associé.

Les trivialisations des différentes orbites périodiques fournies par le théorème
de recollement de rocade sont toutes les mêmes pour des orbites homotopes car on
peut toujours choisir le disque immergé prolongeant les trivialisations le long des
cordes de sorte que la nouvelle trivialisation ne soit jamais tangente à ∂

∂y
.
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3.2. Rocade triviale et rocade vrillée. Considérons (Vt = St × [−1, 1], αt)
où αt est de forme (F2) (voir section 2.1) et l’arc d’attachement γt correspond à
une rocade triviale (voir section 4, chapitre 1) et (Vv = Sv × [−1, 1], αv) où αv est
de forme (F2) et l’arc d’attachement γv correspondant à une rocade vrillée (voir
section 4, chapitre 1). On se place dans le voisinage U ′

0 (fourni par la forme (F2))
de la composante connexe Γ0 de Γ intersectée par l’intérieur de γt et γv. Il existe z1

tel que l’arc d’attachement γt ou γv intersecte le voisinage U ′
0 le long des segments

[−xmax, xmax] × {1} × {0} et [0, xmax] × {1} × {z1}. On définit la classe d’homotopie
d’une corde de Reeb de l’arc d’attachement comme classe d’homotopie de l’union
de cette corde et du segment de l’arc d’attachement reliant ses deux extrémités.

Proposition 8.15. Pour tout k ∈ N∗, Vt et Vv admettent exactement deux
cordes de Reeb ck et c′

k de γt et γv dans la classe d’homotopie [Γ0]k. De plus γv
admet une corde homotopiquement triviale c′

0. Les cordes ck relient [−xmax, 0] ×
{1} × {0} et [0, xmax] × {1} × {0} et les cordes c′

k relient [−xmax, 0] × {1} × {0} et
[0, xmax] × {1} × {z1} (voir figure 4). Enfin, toutes les cordes de Reeb sont de ce
type.

Démonstration. Les seules cordes de Reeb qui peuvent exister sont dans U ′
0.

On relève le voisinage U ′
0 de Γ0 fourni par la forme (F2) à [−xmax, xmax]× [−1, 1]×R.

L’image δ0 de γ0 × {1} sur S+ par le flot de Reeb est une courbe lisse. Dans les
coordonnées de U ′

0 on paramètre δ0 par

]−smax, 0[ −→ [0, xmax] × {0} × R

s 7−→ (x(s), z(s))

en suivant l’équation 20. On a alors lim
s→0

z(s) ∈ ]0, z1[ et lim
s→−smax

z(s) = +∞
par la proposition 8.11. De plus z′(s) > 0 pour tous les s tels que δ0(s) ∈ γ0. Par
conséquent δ(s) intersecte en un unique point tous les segments [0, xmax]×{1}×{kπ}
et [0, xmax] × {1} × {z1 + kπ} pour k ∈ N∗ et n’intersecte pas ces segments pour
k < 0. Les différentes classes d’homotopie obtenues sont expliquées dans la figure 4.

�

x x

c′0

c1

c′1
c2

c′2

c′1

c1

c′2

c2

z z

cas trivial cas vrillé

γ

δ

2π 2π

z1 z1

Figure 4. Cordes ck et c′
k
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On choisit des colliers de trivialisation Sck
et Sc′

k
ne rencontrant pas le cône

positif engendré par les vecteurs ∂
∂y

et ∂
∂z

.

Proposition 8.16. Dans les trivialisations Sck
et Sc′

k
, µ̃(ck) = 1 et µ̃(c′

k) = 0.

Démonstration. La démonstration de résultat pour ck est la même que celle
de la proposition 8.13. Démontrons le résultat pour c′

k. On reprend les notations de
la preuve de la proposition 8.13 la stratégie de preuve est la même. Dans la base
(R, e1, e2), la projection v de ∂

∂y
sur Vect(e1, e2) ne rencontre pas e1, vaut e2 en

t = 0 et t = T (c′
k). De plus, dRt · e1 ne rencontre pas v et dRT (c′

k
) · e1 est dans le

quart de plan positif. En écrivant dRt · e1 = r(t)eiθ(t) on obtient θ(T (c′
k)) ∈ [0, π]

et donc µ̃(c′
k) = 0. �

Ainsi dans le cas vrillé, le théorème de recollement de rocade crée bien une
orbite contractile (associée à la corde c′

0). Dans le cas trivial, comme les structures
de contact avant et après recollement de rocade sont isotopes, les homologies de
contact associées doivent être les mêmes. Dans ce texte, on se contente de remarquer
que les classes d’homotopie et les indices de Conley-Zehnder des nouvelles orbites
périodiques obtenues ne contredisent pas ce résultat.





CHAPITRE 9

Applications du théorème de recollement de
rocade

Dans ce chapitre, on utilise la forme générale des orbites périodiques de Reeb
créées par un recollement de rocade et fournies par la proposition 8.6 pour calculer
l’homologie de contact de la nouvelle variété suturée. Les principaux résultats de ce
chapitre sont les suivants.

Théorème 9.1. Soient S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃n
i=0 Γi sans composante contractile et γ0 un arc d’attachement reliant trois compo-

santes connexes différentes de Γ avec Γ0 pour composante intersectant l’intérieur
de γ0. On considère un voisinage V = S × [−1, 1] de S avec structure de contact
invariante dans la direction [−1, 1]. Alors, sous l’hypothèse H, l’homologie de contact
cylindrique de (V ′, ξ′,Γ′) obtenue par recollement de rocade le long de γ0 ×{1} est le
Q-espace vectoriel engendré par n orbites périodiques homotopes à Γk×{0}, k ∈ J1, nK
et par leurs multiples.

Autrement dit, l’ajout d’une rocade le long d’une rocade rencontrant Γ0 dans
son intérieur fait disparaître Γ0 et ses multiples de l’homologie de contact (voir la
proposition 4.1) sans créer d’autres générateurs. Le théorème suivant concerne les
structures de contact sur le tore plein avec 2n composantes longitudinales pour
la courbe de découpage au bord et tel que la courbe de découpage des disques
méridiens D vérifie la propriété (P)

Définition 9.2. Un découpage ΓD =
⋃n
i=1 Γi d’un disque D vérifie la propriété

(P) si ∂D se décompose en deux sous intervalles I1 et I2 tels que (voir figure 1) :

(1) ∂I1 est contenu dans des bigones ;

(2) si I est l’ensemble des i ∈ 1 . . . n tels que Γi possède une extrémité dans I1

et l’autre dans I2 alors chaque composante connexe de D \⋃i∈I Γi contient
au plus une composante connexe de ΓD.

I1
I2
Γ

Figure 1. Propriété (P)

Théorème 9.3. Soit (V, ξ,Γ) une structure de contact sur le tore plein avec 2n
courbes de découpage longitudinales et un découpage d’un disque méridien vérifiant
(P). Alors, sous l’hypothèse H, l’homologie de contact cylindrique suturée est le
Q-espace vectoriel engendré par n+ courbes homotopes à S1, n− courbes homotopes

87
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à −S1 et leurs multiples où 1

n+ = χ(S+) + #{bigones négatifs non extrémaux} − #{bigones positifs}
et

n− = χ(S−) + #{bigones positifs non extrémaux} − #{bigones négatifs}.
La suite de ce chapitre s’organise de la façon suivante : dans la section 1 on

adapte la construction de la section 2 du chapitre 4 sur le tore plein pour garantir
l’existence d’arcs d’attachements avec zones de recollement. Dans la section 2, on
étudie le cas particulier n = 4 et on montre que les cylindres holomorphes restent
au voisinage de leurs orbites périodiques asymptotes. Dans la section 3, on utilise le
modèle de courbes holomorphes de la section 2 pour calculer l’homologie de contact
de certains tores pleins et démontrer le théorème 9.3. Enfin, la section 4 est consacrée
à la démonstration du théorème 9.1.

1. Structures de contact sur le tore plein

Considérons le disque

Dn = {(x, y), y ∈ [−1, 1], x ∈ [−π + ε− h(y), nπ − ε+ h(y)]}
où h : [−1, 1] → R est lisse sur ]−1, 1[, nulle et verticale à tout ordre en −1 et 1 et
atteint son maximum ε en 0. La démonstration du résultat suivant est analogue à
celle de 4.9.

Proposition 9.4. Pour η assez petit, il existe une famille αε, ε → 0 de struc-
tures de contact sur Vn = Dn × S1 telle que

(1) α = f(x)dy + βε ;

(2) βε = cos(x)dz sur I × [−1, 1] × S1 où I = [−π, nπ] \
[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

;

(3) f est une fonction lisse, 2π-périodique, égale à (−1)k au voisinage de
x = kπ + π

2 , égale à x 7→ sin(x) au voisinage de x = kπ, valant −1 au
voisinage de

[

− 3π
4 − η,− 3π

4 + η
]

et ayant le même sens de variation que
la fonction sinus ;

(4) ∂Dn × S1 est muni d’un feuilletage legendrien lisse par des courbes méri-
diennes invariantes dans la direction ∂

∂z
et tendant vers les cercles z = cst

quand ε → 0.

Lemme 9.5. Quitte à effectuer une perturbation arbitrairement petite de ξ au
voisinage de x = −π et x = nπ, il existe des coordonnées (u, v) ∈ Sn×I au voisinage
de toute feuille legendrienne du bord de Dn × S1 dans lesquelles α = cos(u)dv.

Démonstration. On prend une paramétrisation u 7→ γ(u) de la feuille legen-
drienne choisie par laquelle les singularités du feuilletage caractéristique apparaissent
en u = kπ + π

2 et les points de tangence avec le champ de Reeb apparaissent en
u = kπ. On choisit comme plongement :

i : R/2πnZ × I −→ ∂Dn × S1

(u, v) 7−→
(

γ(u) + v ∂
∂z

) .

En suivant un champ de contact transverse, on obtient dans les coordonnées (t, u, v)
une équation de contact de la forme α = b(t, u, v)dt + c(t, u, v)dv vérifiant les
propriétés suivantes

– c(t, 0, v) = 0 ⇐⇒ z = kπ + π
2 , k ∈ Z ;

– c(kπ, 0, v) = (−1)k.

1. Un bigone est extrémal s’il contient une extrémité de l’intervalle I1 (ou, de façon équivalente,
une extrémité de I2).
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De plus la coordonnée sur ∂
∂t

du champ de Reeb Rα est un multiple strictement
positif de − ∂c

∂u
et Rα(0, kπ, v) = (−1)k ∂

∂v
. Par conséquent, c(0, ·, v) possède le même

tableau de variations que cosinus. Quitte à effectuer une perturbation C∞-petite de
α, on peut de plus supposer que

(−1)k
∂2c

∂u2 (kπ, v) < 0.

Dans les coordonnées (u, v), on pose

βs(u, v) = f(s)c(0, u, v) + (1 − f(s)) cos(u)

où f : [0, 1] → [0, 1] est croissante, nulle au voisinage de 0 et vaut 1 au voisinage de 1.
On cherche une famille de difféomorphismes ϕs telle que ϕ∗

sβs = β0. En suivant la
méthode de Moser, on cherche ϕs comme flot de Xs. Posons

Xs =
f ′(s)(cos(u) − c(0, u, v))
f(s) ∂c

∂u
− (1 − f(s)) sin(u)

∂

∂u
.

Un tel champ de vecteurs est défini et lisse. Le flot de Xs est défini pour tout
temps car les orbites sont contenues dans les cercles z = cst. Enfin ∂

∂s
ϕ∗
sβs = 0. Le

changement de variable donné par ϕ1 permet d’obtenir la forme cherchée pour α. �

Lemme 9.6. Quitte à effectuer une perturbation arbitrairement petite de ξ au
voisinage de x = −π et x = nπ, toute feuille legendrienne du bord de Dn×S1 admet
une zone de recollement.

Démonstration. On applique le lemme 9.5. On se place dans un voisinage
de la feuille legendrienne obtenu à partir des coordonnées précédentes en suivant
un champ de contact transverse qui vaut ± ∂

∂y
dans la zone où le bord est plat. On

obtient la forme cherchée dans la zone de bord plat. Dans la zone de bord non plat,
quitte à changer de coordonnées, on peut supposer que les champs de Reeb associés
à α et sin(u)dt+ cos(u)dv coïncident le long du bord. La méthode de Moser fournit
alors une isotopie des structures de contact qui fait coïncider ces équation le long
du bord. �

Une démonstration analogue à celle du lemme 4.10 permet de montrer le résultat
suivant.

Proposition 9.7. La courbe de découpage au bord de (Dn × S1, α) a 2n com-
posantes connexes longitudinales et celle d’un disque méridien contient n segments
parallèles entre eux. De plus, le champ de Reeb est tangent aux courbes de découpage
au bord.

On considère une feuille legendrienne du bord munie d’une zone de recollement
(fournie par le lemme 9.6). Il reste à perturber l’équation de contact en dehors de la
zone de recollement pour être en position de recollement de rocade. Au voisinage de
la courbe de découpage dans la zone plate, on utilise la perturbation décrite dans la
forme (F2) (voir section 2.1). Dans la zone [−π,−π + ε] × [−1, 1] × S1, on perturbe
l’équation de contact en ajoutant un terme de la forme k(x, y, z)dz tel que

(1) k = 0 en dehors d’un voisinage produit V de {−π} × [−1, 1] × S1 et k = 0
dans la zone de recollement ;

(2) k = ν(x+ π) avec ν > 0 en dehors d’un voisinage de la feuille legendrienne
dans

[

−π,−π + ε
2

]

× [−1, 1] × S1 ;

(3) ∂k
∂x

≥ 0 ;

(4) ∂k
∂y

(−π, 0, z) = 0.
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Pour des perturbations assez petites, on obtient toujours une équation de contact
et la courbe de découpage n’est pas modifiée. De plus l’équation de contact est
adaptée en dehors de la zone de recollement. On effectue une construction analogue
au voisinage de x = nπ. On note αp l’équation obtenue.

Lemme 9.8. Pour une perturbation adaptée dans le lemme 9.6 et pour k adapté,
il n’y a pas d’orbite périodique dans [−π,−π + ε] × [−1, 1] × S1.

Démonstration. Quitte à choisir des perturbations assez petites, les orbites
périodiques potentielles ne peuvent exister que dans la zone

[

−π,−π + ε
2

]

× [−1, 1]×
S1. On note ∆M la longueur de l’intervalle en z de V et ∆m la longueur de l’intervalle
en z en dehors de V . Il existe N > 0 tel qu’on puisse choisir k avec |k|C∞ < Nν. Soit
∆p < ∆m. On suppose que la perturbation donnée par le lemme 9.6 est de taille
inférieure à ν et effectuée pour z dans un intervalle de longueur ∆p inclus dans V.

Considérons l’orbite de Reeb entrant par le point p0 = (x0, y0, z0) dans la zone
k = ν(x+ π). Lors de son passage dans la zone dans laquelle α n’est pas perturbée
par le lemme 9.6, on a

−∆y ≥ | sin(x0)| + ν

1 + 2ν
∆M et |∆x| ≤ 2Nν∆m.

Dans la zone dans laquelle α n’est pas perturbée par le lemme 9.6,

|∆y| ≤ O(| sin(x0)| + ν)∆p et |∆x| ≤ ν∆m

Par conséquent pour ∆p ≪ ∆M la coordonnée y diminue le long d’une orbite et il
ne peut pas y avoir d’orbite périodique. �

Proposition 9.9. Le champ de Reeb associé à (Dn × S1, αp) a pour orbites
périodiques les courbes {kπ} × {0} × S1, k ∈ J0, n− 1K, et toutes ces orbites sont
hyperboliques paires.

De plus, pour un arc d’attachement [(k−1)π, (k+1)π]×{1}×{z0}, k ∈ J1, n−2K,
il y a exactement une corde de Reeb par multiple positif j de S1. Pour des périodes
bornées et pour une perturbation assez petite, cette corde est de période arbitrairement
proche de 2πj et a ses extrémités arbitrairement proches de {kπ} × {1} × {z0}.

2. Étude d’un cas particulier

Considérons le cas n = 4 dans la construction décrite dans la section précédente.
Soit γ0 = [0, 2π] × {1} × {0}, on a γ0 ⊂ D4 × S1. Un recollement de rocade le long
de γ0 produit une structure de contact sur le tore plein possédant une courbe de
découpage au bord qui est longitudinale avec six composantes connexes et qui trace
un découpage parallèle au bord sur les disques méridiens (voir figure 2). On note

Avant recollement de rocade Après recollement de rocade

Figure 2. Deux découpages méridiens

(V ′, ξ′) la variété obtenue par recollement de rocade le long de γ0 et Γ′ une courbe de
découpage du bord. Les résultats de Golovko [38] (voir 4.4) permettent de calculer
son homologie de contact suturée. En particulier HC [S1]l

(V ′, ξ′,Γ′) = 0 pour l ≥ 0.
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Par la proposition 9.6, γ0 possède bien un prolongement en position de recol-
lement de rocade. Par la proposition 9.9 on connaît les cordes de Reeb de γ0. On
note cj la corde de Reeb qui parcourt j fois −S1 (l’orbite périodique {π} × {0} ×S1

n’est pas orientée comme la coordonnées z). L’image de γ0 sur S est bien transverse
à γ0. Dans les coordonnées associées à la zone de recollement, l’application retour
de ]π, 2π] × {0} × Imax sur [0, π] × {0} × Imax se décompose en applications définies
au voisinage de chaque corde ck et est d’image dans [λ, π − λ] × {0} × Imax pour
λ > 0. Pour tout K > 0 le théorème 8.3 et la proposition 8.6 s’appliquent.

Lemme 9.10. Pour tout recollement de rocade le long de γ0 associé à un
paramètre K assez grand, toutes les orbites périodiques homotopes à

[

S1
]l

sont

les courbes
[

{0} × {0} × S1
]l

et
[

{2π} × {0} × S1
]l

si l est strictement positif et

les courbes
[

{π} × {0} × S1
]l

et les orbites périodiques associées à des mots a =
ci1 . . . cik avec i1 + · · · + ik = −l si l est strictement négatif.

Démonstration. Par la proposition 8.6 les cordes de Reeb créées par recolle-
ment de rocade sont homotopes à

[

S1
]m

avec m < 0.

Soit γ une nouvelle corde de Reeb homotope à
[

S1
]l

avec l < 0. Par la proposition
8.6 il existe un mot en les cordes de Reeb a = ci1 . . . cik tel que γ intersecte S le
long d’un point fixe de F(i1...ik). La condition sur la classe d’homotopie implique
que i1 + · · · + ik = −l. Pour K assez grand toutes les cordes cj avec j ≤ |l| et tous
les mots en ces cordes sont de longueur inférieure à K. L’orbite périodique γ est
donc bien fournie par le théorème 8.3. �

Lemme 9.11. Soit J une structure presque complexe adaptée à αp. Les cylindres

holomorphes d’énergie finie asymptotes à des orbites homotopes à
[

S1
]l

avec l
strictement négatif sont inclus dans

U = U0 ∪ U1 ∪ U2 ∪
(

[0, 2π] × [−1,+∞[ × Imax

)

où les Ui sont les voisinage des courbes de découpages provenant de la forme (F2)
et Imax est l’intervalle de la zone de recollement (voir figure 3).

U

γ0

U0 U1 U2

c−0 c+0 c−1 c+1

Figure 3. Voisinage U

Démonstration. On considère un cylindre u asymptote aux orbites de Reeb
γ+ et γ−. Par hypothèse, γ+ et γ− sont incluses dans U1 ∪

(

[0, 2π]×[−1,+∞[×Imax
)

.
On note W la zone de bord plat privée de U . Dans W, les orbites de Reeb vont du
bord au bord (même dans la zone de recollement). De plus, chaque corde de W est
homotope dans W ∪ U0 ∪ U2 à une corde de Reeb dont on a renversé l’orientation.
Par exemple dans la figure 3 les cordes c+

0 et c+
1 sont respectivement homotopes à

−c−
0 et −c−

1 dans W ∪U0 ∪U2. D’après la positivité d’intersection (proposition 3.10)
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l’image de u ne rencontre pas W. Par connexité l’image de u ne rencontre pas la
zone dans laquelle le bord n’est pas plat. �

3. Cas des structures de contact sur le tore plein

Soit (D× S1, ξ) une structure de contact sur le tore plein qui a 2n composantes
longitudinales pour sa courbe de découpage au bord Γb et dont le découpage Γ des
disques méridiens vérifie la propriété (P).

Lemme 9.12. Il existe n′ > 0 et une famille finie d’arcs d’attachements dans la
zone plate de Dn′ ×S1 munie de la structure de contact décrite dans la proposition 9.4
tels que après recollement de rocade le long de ces arcs la structure de contact obtenue
soit isotope à (D × S1, ξ).

Démonstration. Par définition de la propriété (P), ∂D se décompose en deux
sous-intervalles I1 et I2. Soit

n′ = #{arcs reliant I1 et I2} + 2#{arcs avec extrémités dans le même intervalle}.
Le disque découpé (D,Γ) est alors isotope à Dn′ muni d’un découpage Γ′ tel que
(voir figure 4) :

(1) les extrémités de Γ′ sont incluses dans l’ensemble des points
{

kπ + π
2

}

×
{±1} pour k ∈ J0, n′ − 1K ;

(2) I1 = ∂Dn′ ∩ {(x, y), y ≥ 0} et I2 = ∂Dn′ ∩ {(x, y), y ≤ 0} ;
(3) les arcs reliant les segments I1 et I2 sont des segments verticaux.

(Dn′ ,Γ′)

γ1 γ2

Figure 4. Disque (Dn′ ,Γ′) et courbes γj

On paramètre l’ensemble des arcs ayant deux extrémités dans le même intervalle
par {kj , εj}j∈1...m où l’arc correspondant à {kj , εj} est l’arc reliant les points
(

kjπ − π
2 , εj

)

et
(

kjπ + π
2 , εj

)

. Les recollements de rocade le long des arcs

γj = [kjπ − 1, kjπ + 1] × {−εj} ×
{

2πkj
n′

}

transforment la structure de contact avec découpage du bord longitudinal et dé-
coupage méridien parallèle en la structure avec découpage du bord longitudinal et
découpage méridien Γ′. �

Sur Dn′ × S1 muni de la structure construite dans la section 3. On considère
les arcs d’attachements

γj = [kjπ − 1, kjπ + 1] × {−εj} ×
{

2πkj
n′

}

fournis par le lemme 9.12 où {kj}j∈1...m est une famille croissante d’entiers entre
1 et n′ − 2 tels que kj+1 − kj ≥ 3. Ces arcs possèdent bien un prolongement en
position de recollement de rocade par le lemme 9.6. Notons

σ+ = {kj , j = 1 . . .m, kj pair}
σ− = {kj , j = 1 . . .m, kj impair}.
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Par la proposition 9.9 on connaît les cordes de Reeb de γj . On note cji la corde de
Reeb de γj qui parcourt i fois (−1)kjS1. On est bien dans le cadre d’application du
théorème 8.3 et de la proposition 8.6. Comme kj+1 − kj ≥ 3, les arcs d’attachement
n’interagissent pas entre eux. Une démonstration analogue à la démonstration du
lemme 9.10 permet ainsi d’obtenir le résultat suivant.

Lemme 9.13. Pour tout recollement de rocade le long des arcs γj de paramètre

K assez grand, toutes les orbites périodiques homotopes à
[

S1
]l

sont les courbes
[

{2kπ} × {0} × S1]l

et les orbites périodiques associées à des mots a = c
i

j
1
. . . c

i
j

k

avec i1 + · · · + ik = l et
kj ∈ σ+ si l est positif et les courbes

[

{(2k + 1)π} × {0} × S1]l

et les orbites périodiques associées à des mots a = cji1 . . . c
j
ik

avec i1 + · · · + ik = −l
si l est négatif et kj ∈ σ−.

On note (V ′, ξ′ = kerα′) la variété obtenue par ces recollement de rocade et
Γ′ sa courbe de découpage. Soit Ej le Q-espace vectoriel engendré par les orbites
[

{kjπ} × {0} × S1
]l

et par les nouvelles orbites périodiques crées par le recollement
de rocade le long de

[(kj − 1)π, (kj + 1)π] × {0} × S1.

On considère de plus les Q-espaces vectoriels E+ et E− engendrés respectivement
par les orbites périodiques

[

{2kπ} × {0} × S1]l pour 2k /∈ σ+
[

{(2k + 1)π} × {0} × S1]l pour 2k + 1 /∈ σ−

Le complexe de l’homologie de contact se décompose en

C
[S1]l

∗ (V ′, α′, J ′) =
⊕

kj∈σ+

Ej ⊕ E+ pour l pair

C
[S1]l

∗ (V ′, α′, J ′) =
⊕

kj∈σ−

Ej ⊕ E− pour l impair.

Lemme 9.14. La différentielle préserve la décomposition précédente. De plus,
les cylindres holomorphes d’énergie finie avec asymptotes dans Ej où kj ∈ σ± sont
inclus dans (voir figure 5)

Uj = Ukj−1 ∪ Ukj
∪ Ukj+1 ∪

(

[(kj − 1)π, (kj + 1)π] × {−εj} × Ijmax

)

et la différentielle restreinte à E± est nulle.

Démonstration. De façon analogue à la preuve de lemme 9.11, on note W la
zone de bord plat privée de U , où

U =
⋃

j=1...n′

Uj ∪
⋃

j∈σ±

(

[(kj − 1)π, (kj + 1)π] × {−εj} × Ijmax

)

.

Comme les intervalles [(kj − 1)π, (kj + 1)π] sont disjoint, les composante connexe
de U sont les ouverts Ui pour i 6∈ σ± ∪ (σ± − 1) ∪ (σ± + 1) et les ensembles Uj pour
j ∈ σ±.

Dans W , les orbites de Reeb vont du bord au bord. Soit u un cylindre holomorphe
asymptote à γ+ et γ−. Toute corde de W est homotope dans W\(γ+∪γ−) à une corde
de W dont on a renversé l’orientation. Par conséquent, par positivité d’intersection
(lemme 3.10), l’image de u est incluse dans U .
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U3 U4 U5U0 U1 U2

U1 U2

Figure 5. Voisinage U

De plus, si γ+ et γ− n’appartiennent pas au même espace Ej , alors γ+ et γ−
ne sont pas homotopes dans U . On obtient ainsi une contradiction à l’existence du
cylindre u et la différentielle associée à l’homologie de contact cylindrique ∂ préserve
la décomposition ⊕Ej ⊕ E±. De plus ∂|E±

= 0 sous l’hypothèse H. �

Démonstration du théorème 9.3. Le voisinage

Uj = Uj−1 ∪ Uj ∪ Uj+1 ∪
(

[(kj − 1)π, (kj + 1)π] × {−εj} × Ijmax

)

décrit dans le lemme 9.14 est contactomorphe à U décrit dans le lemme 9.11. Par
conséquent, par les lemmes 9.11 et 9.14, les différentielles associées sont les mêmes
et par le calcul de Golovko

ker(∂|Ej
)/im(∂|Ej

) = 0.

Ainsi,

HC [S1]l

(V ′, ξ′,Γb) =
⊕

2k 6=σ+

Q ·
[

{2kπ} × {0} × S1]l pour l positif

HC [S1]l

(V ′, ξ′,Γb) =
⊕

(2k+1) 6=σ−

Q ·
[

{(2k + 1)π} × {0} × S1]l pour l négatif.

L’arc associé à (kj , εj) correspond à un bigone positif (non extrémal) si kj est pair
et à un bigone négatif (non extrémal) si kj est impair. De plus

n′ = χ(S+) + #{bigones négatifs} = χ(S−) + #{bigones positifs}.
Par conséquent le nombre de générateurs pour l positif est bien n+ et n− pour l
négatif. �

4. Cas d’une surface épaissie

Soient S une surface convexe de courbe de découpage Γ =
⋃

Γi sans composante
contractile dans une variété (V, ξ) et γ0 un arc d’attachement rencontrant Γ0 dans
son intérieur. On se place sur S × [−1, 1] muni d’une équation de contact de forme
(F2).

Lemme 9.15. Soit [a] une classe d’homotopie. Pour un recollement de rocade le
long de γ0 de paramètre K assez grand, les orbites périodiques homotopes à [a] sont
les suivantes

(1) si [a] n’est pas homotope à [Γ0]l avec l > 0, les orbites périodiques sont les
courbes [Γj × {0}]l homotopes à [a] ;
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(2) si [a] est homotope à [Γ0]l avec l > 0, les orbites périodiques sont les
courbes [Γj × {0}]l homotopes à [a] et les nouvelles orbites périodiques
associées à un mot a = ci1 . . . cik avec i1 + · · · + ik = l.

La démonstration est analogue à la démonstration du lemme 9.10. En utilisant
les mêmes arguments que ceux développés pour montrer le lemme 9.11, on prouve
le résultat suivant.

Lemme 9.16. Soit J une structure presque-complexe adaptée sur la symplecti-
sation de (V ′, α′). Alors, les courbes J-holomorphes d’énergie bornée sont incluses
dans

U =
n
⋃

i=0

Ui ∪ [0, 2π] × [−1, 1] × Imax.

γ0

Γ0

Γ2

Γ1

U

Figure 6. Voisinage U en projection sur S

Démonstration. Soit W = S × [−1, 1] \ U . Dans W, les orbites de Reeb
vont du bord au bord. De plus soient γ+ et γ− deux orbites périodiques de Reeb
homotopes, alors toute corde de Reeb de W est homotope dans W \ (γ+ ∪ γ−) à une
corde de Reeb dont on a renversé l’orientation. En effet cela revient à dire que toutes
les composantes connexes de S \ (Γi ∪ Γj), où Γi et Γj sont homotopes, rencontrent
S+ et S−. Par positivité d’intersection, un cylindre holomorphe homotope à γ+ et
γ− ne rencontre par W. �

Démonstration du théorème 9.1. Par le lemme 9.16, il n’y a pas de cy-
lindres holomorphes entre deux orbites périodiques qui ne sont pas parmi [Γ0 × {0}]l

et les nouvelles orbites obtenues après recollement de rocade, car les autres orbites
ne sont pas homotopes dans U . De plus, dans la classe d’homotopie [Γ0]l, la diffé-
rentielle du complexe de l’homologie de contact stabilise le Q-espace vectoriel E0

engendré par [Γj × {0}]l et les orbites périodiques associées à un mot a = ci1 . . .ik
avec i1 + · · · + ik = l. Les cylindres holomorphes qui contribuent à cette différentielle
sont inclus dans

U0 = U0 ∪ U1 ∪ U2 ∪ γ0 × [−1, 1] × Imax

où Γ0, Γ1 et Γ2 sont les trois composantes connexes de Γ qui rencontrent γ0. Ainsi
U0 est difféomorphe à U défini dans le lemme 9.11. Par conséquent

ker(∂|E0
)/im(∂|E0

) = 0

sous l’hypothèse H. �

Le théorème se généralise au recollement de plusieurs rocades le long d’arcs
intersectant des composantes connexes distinctes de la courbe de découpage.





CHAPITRE 10

Stratégie de preuve du théorème de recollement
de rocade

La rocade permet de relier les orbites de Reeb de V sortantes au voisinage
de l’arc d’attachement aux orbites rentrantes au voisinage de cet arc. Une orbite
périodique de Reeb qui naît après un recollement de rocade est donc la répétition du
motif : passage dans la rocade puis passage dans la variété en suivant une corde de
Reeb. Le flot de Reeb pour des points proches de l’arc d’attachement dans la zone
sortante est ainsi obtenu en composant l’application retour ϕB sur SZ dans la rocade
et l’application retour ψV sur SZ dans la variété. Or cette dernière application se
décompose en applications définies au voisinage des extrémités des cordes de Reeb
et les orbites de Reeb qui y contribuent restent dans un voisinage d’une corde
de Reeb. À chaque passage dans la variété, une orbite périodique passe dans la
composante associée à une corde de Reeb, ainsi, en considérant les cordes associées
aux composantes successivement empruntées par une orbite périodique, on obtient
un mot cyclique en a1 . . . aN .

L’existence et l’unicité de l’orbite périodique associée au mot ai1 . . . aik reposent
sur l’existence d’un unique point fixe de l’application

Fa = ψik ◦ ϕB · · · ◦ ψi1 ◦ ϕB
où ψi est la composante de ψV définie au voisinage des extrémités de la corde ai.
Cet unique point fixe sera fourni par la proposition suivante qui est démontrée dans
la section 5.

Proposition 10.1. Soit F : R → R′ un difféomorphisme entre rectangles de R2.
On suppose que F préserve les fibres, que F est a-contractante 1 (avec a < 1) sur les
fibres horizontales et 1

a
-dilatante sur les fibres verticales. On suppose de plus que les

itérés par F−1 des fibres horizontales de R et les itérés par F des fibres verticales
de R′ s’intersectent transversalement en au plus point et en exactement un point
sans itération. Alors F admet un unique point fixe.

La démonstration du théorème 8.3 repose sur la construction d’un modèle
explicite de rocade (de bord convexe avec champ de Reeb adapté) pour lequel on
contrôle l’application retour sur la surface de recollement. Le contrôle recherché est
l’obtention d’une structure analogue à celle demandée dans la proposition 10.1 :
l’application retour se décompose en difféomorphismes entre rectangles préservant
les fibres, dilatant ou contractant certaines directions. C’est toujours ce genre de
contrôles qu’on cherchera pour l’application induite par le flot de Reeb.

Dans le suite de cette section, on présente les principales étapes de la démons-
tration du théorème 8.3. Dans la section 1 on présente les notations et conventions
utilisées par la suite. La section 2 est consacrée au contrôle de l’application retour
sur la zone de recollement par le flot de Reeb dans la variété. Dans la section 3,
on présente le modèle de rocade, appelé rocade convexe hyperbolique, que l’on va

1. Pour la norme euclidienne de R2.

97
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construire dans la suite. La section 4 présente le modèle de rocade convexe hyperbo-
lique utilisé et décrit la dynamique de Reeb associée. Dans la section 5, on montre
comment les résultats précédents impliquent le théorème 8.3 et dans la section 6 on
voit comment démontrer le théorème 8.5 sur l’indice de Conley-Zehnder des orbites
périodiques obtenue par le théorème 8.3.

Les démonstrations des théorèmes 8.3 et 8.5 se poursuivent dans les chapitres 11
et 12. Le chapitre 11 est consacré à la première étape de la construction d’une rocade
hyperbolique : la construction d’une rocade pré-convexe. Dans le chapitre 12, on
démontre principalement le théorème 10.8 sur l’existence des rocades hyperboliques
et dans la section 6, on démontre les résultats permettant de contrôler l’indice de
Conley-Zehnder nécessaires à la démonstration du théorème 8.5.

1. Conventions et notations

Dans les coordonnées (x, z), on appelle x la coordonnée horizontale et z la
coordonnée verticale. On parle de courbe ε-horizontale (resp. ε-verticale) pour une
courbe qui est un graphe en x, ε-proche d’une courbe horizontale (resp. verticale) en
norme C1. Sauf mention explicite du contraire ε-proche se réfèrera toujours à la norme
C1. Dans les coordonnées (x, y, z), on note Sy0

le plan d’équation y = y0, X≤y0 =
X ∩ {(x, y, z), y ≤ y0}, X≥y0 = X ∩ {(x, y, z), y ≥ y0} et X [y0,y1] = X≤y1 ∩X≥y0

Pour une zone de recollement Z, on pose Imax = [−zmax, zmax] et pour 0 < ε < π
4 ,

on note (voir figure 1)

Rε =

(

⋃

k=1...2n

[

kπ

2
+ ε,

(k + 1)π
2

− ε

]

)

× Imax ⊂ SZ

et

Qε =

(

⋃

k=1...n

[

kπ − ε

2
, kπ +

ε

2

]

)

× Imax ⊂ SZ .

−π
2

π
2

π

z

x

Rλ Rλ Rλ

λ

Qλ Qλ

Figure 1. Rectangles Rε

On appelle rectangle un fermé difféomorphe à [0, 1] × [0, 1]. Un rectangle a
donc une double structure de fibré en intervalles sur l’intervalle. On appelle fibres
horizontales les fibres de type [0, 1] × {∗} et fibres verticales les fibres de type
{∗} × [0, 1]. On choisira toujours le difféomorphisme avec [0, 1] × [0, 1] pour que les
deux notions d’horizontalité et de verticalité présentées dans cette section coïncident.
Une application entre deux rectangles préserve les fibres si elle préserve les deux
structures de fibrés et renverse les fibres si elle préserve les fibres et envoie les fibres
verticales sur les fibres horizontales et les fibres horizontales sur le fibres verticales.
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Une application ϕ est K-dilatante sur C si pour tous points p1 ∈ C et p2 ∈ C
avec p1 6= p2 on a |ϕ(p1)−ϕ(p2)| > K|p1 −p2| et ϕ est K-contractante sur C si pour
tous points p1 ∈ C et p2 ∈ C avec p1 6= p2 on a |ϕ(p1) − ϕ(p2)| < K|p1 − p2|. Enfin
pour une application ϕ : X −→ Rn où Rn est muni de coordonnées (x1, . . . , xn) on
écrit ϕ = (ϕx1

, . . . , ϕxn
).

2. Zone de recollement

Dans cette section on s’intéresse aux propriétés de l’application retour sur SZ
dans la variété V . On veut qu’au voisinage des extrémités d’une corde de Reeb
l’application retour soit une application entre rectangles. Par ailleurs, comme la
courbe de découpage Γ dans SZ est composée de segments d’orbites de Reeb, une
perturbation de α, même C∞-petite, peut faire apparaître des cordes de Reeb au
voisinage de Γ qui contribuent à l’application retour sur SZ .

Soit K > 0. Soient γ une courbe legendrienne tracée sur une surface S et SZ
une zone de recollement de γ. On note ψV la fonction (partielle) retour sur Sγ en
temps inférieur à K.

Définition 10.2. Soit λ > 0. On dit que le couple (SZ , λ) est une surface K-
hyperbolique si ψV se décompose en applications (ψj)j∈J0,NK vérifiant les propriétés
suivantes (voir figure 2) :

(1) dom(ψ0) ⊂ Qλ et im(ψ0) ⊂ Qλ ;

(2) si x ∈
[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

et (x, z) ∈ dom(ψ0) alors la coordonnée sur z de
ψ0, notée (ψ0)z, vérifie (ψ0)z(x, z) < z si k est impair et (ψ0)z(x, z) > z si
k est pair, de plus, on a (ψ0)x(x, z) ∈

[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

;

(3) pour tout j ∈ J1, NK, dom(ψj) et im(ψj) sont des rectangles à fibres
horizontales inclus dans Rλ ;

(4) pour tout j ∈ J1, NK, ψj renverse les fibres.

Les cas dom(ψ0) = ∅ et N = 0 sont admis dans la définition précédente.

−π
2

π
2

π

z

x

Rλ Rλ
Rλ

Qλ QλD2,j

ψ0

ψj

ψ0

dom(ψj)

im(ψj)

π

Rλ Rλ

QλD1,j

Figure 2. Surface K-hyperbolique

Les définitions suivantes permettent de préciser le contrôle recherché sur l’ap-
plication ψV . La composition d’applications entre rectangles fournit de nouvelles
applications entre rectangles mais avec des structures différentes. Pour garantir la
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transversalité des fibres des différents rectangles, on va montrer que les fibres ne
« bougent » pas trop lors des compositions. En particulier, on veut que les fibres
des rectangles considérés soient presque linéaires. C’est le rôle du paramètre ν et
des segments Di,j . Les paramètres µ et ν permettent de contrôler les images des
courbes proches des fibres par ψV . De plus, on a besoin d’informations sur le temps
de retour sur SZ : on utilise pour cela le paramètre τ . Enfin, on veut que toutes ces
propriétés soient stables par petites perturbations de l’équation de contact.

Définition 10.3. Une surface K-hyperbolique est contrôlée par ω = (µ, ν, τ)
où µ, ν et τ sont des réels strictement positifs si, pour tous i ∈ {0, 1}, j ∈ J1, NK,
il existe des segments D1,j ⊂ dom(ψj) et D2,j ⊂ im(ψj) reliant des points sur les
segments horizontaux z = ±zmax tels que (voir figure 2) :

(1) les fibres verticales de dom(ψj) et im(ψj) soient ν-proches de Di,j ;

(2) ψj (resp. ψj
−1) envoie toute courbe ν-horizontale sur une courbe µ-proche

de D2,j (resp. D1,j) et toute courbe ν-proche de D1,j (resp. D2,j) sur une
courbe µ-horizontale ;

(3) le temps de retour de ψj soit dans l’intervalle ]T (aj) − τ, T (aj) + τ [.

Définition 10.4. Soit ε > 0. Une zone de recollement K-hyperbolique (Sγ , λ)
(ω contrôlée) est ε-stable si pour toute perturbation de α de taille inférieure à ε
en norme C∞ qui préserve γ, (Sγ , λ) est toujours une surface K-hyperbolique (ω
contrôlée).

Lemme 10.5. Soient K > 0 et (S, γ) en position de recollement sur une variété
de contact de bord S. On note SZ = Sn × [−zmax, zmax] la surface de recollement.
Pour tous τ > 0, µ et ν, quitte à effectuer une homotopie C∞-petite de α et à
diminuer zmax, il existe ε arbitrairement petit et λ tels que (SZ , λ) soit une surface
de recollement K-hyperbolique (µ, ν, τ)-contrôlée et ε-stable.

Démonstration. Notons δ0 l’image par le flot de Reeb de ]π, 2π[ × {1} × {0}
sur S et δ1 l’image par l’inverse du flot de Reeb de ]0, π[ × {1} × {0} sur S. Les
cordes de Reeb de γ0 ont pour extrémité sur S+ les points d’intersection de γ0 et δ0

et dans S− les points d’intersection de γ0 et δ1. Quitte à effectuer une homotopie
C∞-petite de α, les intersections entre δ0 ou δ1 et γ0 correspondant à des cordes
de période inférieure à K sont transverse. On note a1 . . . aN les cordes de Reeb
associées. Quitte à prendre une zone de recollement assez petite, l’application retour
sur SZ est définie au voisinage de ces cordes.

On choisit alors dom(ψ0) = ∅ et on déduit les structures de rectangles au
voisinage des extrémités des cordes a1 . . . aN à partir des fibres horizontales et de
leurs images par l’application retour et son inverse. Les segments D1,j et D2,j

associés à la corde aj sont respectivement donnés par les tangentes à δ1 et δ0 aux
extrémités de la corde (voir figure 3). Quitte à diminuer zmax on obtient ainsi une
surface de recollement K-hyperbolique (µ, ν, τ)-contrôlée.

Pour toute perturbation de l’équation de contact assez petite les propriétés de
l’application retour dans Qλ restent vérifiées et les seules cordes de Reeb de SZ
qui contribuent à cette application en dehors de Rλ sont des cordes de longueur
arbitrairement petite au voisinage des segments x = kπ. Or, pour une perturbation
assez petite, Rz est de signe constant dans ces voisinages et on obtient les propriétés
de ψ0 cherchées. �

3. Modèle de rocade hyperbolique

Intéressons-nous maintenant aux propriétés d’un attachement de rocade néces-
saires au contrôle des nouvelles orbites périodiques. L’application retour sur SZ doit
vérifier des propriétés analogues à celles décrites dans la section précédente pour
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γ0

δ0

D2,1

x

z

Figure 3. im(ψ1) et D2,1

l’application retour dans la variété. En particulier, on sépare la composante créée par
de petites cordes de Reeb de SZ au voisinage de la courbe de découpage des autres
composantes. De plus, comme dans la variété, en dehors de cette composante spéciale
au voisinage de la courbe de découpage, les images et sources des composantes de
l’application retour sont dans Rλ. On s’intéresse aux propriétés de l’application
retour dans la rocade en restriction à Rλ et on les exprime en termes de rectangles.

Dans les coordonnées (x, z) ∈ Sn × I d’une une surface de recollement, on pose
(voir figure 4)

X =
([

0,
π

4

]

× [−zmax, 0[
)

∪
([

π

4
,

3π
4

]

× I

)

∪
([

3π
4
, π

]

× ]0, zmax]
)

et

Y =
([

π,
5π
4

]

× [−zmax, 0[
)

∪
([

5π
4
,

7π
4

]

× I

)

∪
([

7π
4
, 2π
]

× ]0, zmax]
)

On étend la carte Z au voisinage de l’arc d’attachement en Sn×[−ymax, ymax]×Imax.

π 2π

Y

X

z

x

Figure 4. Voisinages X et Y

Définition 10.6. Une rocade convexe hyperbolique dans une zone de recollement
Z est un triplet (B, αB , λ) où (B, αB) est une variété de contact contenue dans Z et
λ est un réel positif tels que

(1) B≤0 = Z≤0 et αB soit adaptée au bord dans Z≥0 ;
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(2) la fonction retour ϕB sur SZ dans B≥0 se décompose en ϕ0 et ϕ1 vérifiant
– dom(ϕ0) ⊂ Qλ et im(ϕ0) ⊂ Qλ ;
– dom(ϕ1) ⊂ X et im(ϕ1) ⊂ Y ;
– si x ∈

[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

et (x, z) ∈ dom(ϕ0) alors (ϕ0)z(x, z) < z
pour k impair et (ϕ0)z(x, z) > z pour k pair, de plus (ϕ0)x(x, z) ∈
[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

;

(3) la restriction de ϕ1 à Rλ se décompose en ϕi,j , i ∈ {0, 1} et j ∈ {0, 1}
(voir figure 5) où dom(ϕi,j) et im(ϕi,j) sont des rectangles de fibres ver-
ticales aussi larges que Rλ (c’est-à-dire que les bases des fibrés verticaux

sont respectivement
[

iπ
2 + λ, (i+1)π

2 − λ
]

et
[

(i+)π
2 + λ, (i+3)π

2 − λ
]

) et ϕi,j
renverse les fibres.

π

Rλ

Rλ

Rλ

Rλ

x

z

ϕ0,1

ϕ1,0

ϕ0,0

ϕ1,1

Figure 5. Voisinages dom(ϕi,j) et im(ϕi,j)

Comme dans la section précédente, on veut contrôler plus finement les fibres des
rectangles ainsi que le temps de retour. De plus, on veut garantir des propriétés de
dilatation et de contraction des fibres. Pour obtenir ces propriétés après composition
et donc changement des structures de rectangle, on commence par les garantir pour
une large classe de courbes (les courbes A-verticales) qui comprendra par les suites
toutes les fibres verticales des rectangles Ri,j fournies par l’application retour dans
la variété.

Définition 10.7. Une rocade convexe hyperbolique (B, αB , λ) est contrôlée par
les paramètres strictement positifs ωB = (ν, τ, A, η) si :

(1) dom(ϕi,j) et im(ϕi,j) sont des rectangles à fibres ν-horizontales ;

(2) ϕi,j et ϕ−1
i,j envoient tout graphe A-vertical sur une courbe ν-horizontale

et 1
η
-dilatent les courbes A-verticales ;

(3) le temps de retour entre (x0, z0) et (x1, z1) = ϕi,j(x0, z0) est majoré par
8τ

Théorème 10.8. Soit (V, ξ = kerα) une variété de contact de bord convexe muni
d’une courbe legendrienne en position de recollement contenant un arc d’attachement
γ0. Alors pour tous réels strictement positifs ν, τ , A, η, ε et λ, quitte à restreindre
Z, il existe un modèle de rocade hyperbolique (VB , αB , λ) sur SZ de paramètres
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(ν, τ, A, η) tel que (VB , ξB = kerαB) soit obtenue par recollement de rocade à (V, ξB)
le long de γ0 et αB soit ε-proche de α.

Ce théorème sera démontré dans les chapitres 11 et 12.

Définition 10.9. Soit K > 0. Soit Z une zone de recollement munie d’une
surface de recollement K-hyperbolique (SZ , λ), ε-stable et (µ, ν, τ)-contrôlée. Alors,
pour tout (A, η) strictement positifs, le recollement de rocade décrit dans le théorème
10.8 est appelé recollement de rocade K-hyperbolique.

4. Rocades convexes hyperboliques

Dans cette section on explique schématiquement comment construire une rocade
convexe hyperbolique. Pour cela, on part du modèle décrit par Honda [45]. Soit
A un anneau muni d’un feuilletage β découpé par une courbe Γ et décrit dans la
figure 6. Il existe une équation de contact α sur A × [−zprod, zprod] telle que :

y

x
π 2π0

Γ

Figure 6. Feuilletage β et anneau A

– le feuilletage caractéristique de A × {∗} soit donné par β ;
– Γ × {0} soit composé d’orbites de Reeb ;
– α = sin(x)dy + cos(x)dz au voisinage du bord inférieur (les coordonnées sur

A sont données dans la figure 6).
On lisse les bords de A × [−zprod, zprod] comme expliqué à la figure 7. L’ensemble

z

y

z

y

z

y

lissage supérieur lissage inférieur modèle de rocade

zprod zprod zprod

Figure 7. Lissage

des points de tangence entre Rα et le bord de la rocade forme une courbe lisse qui
est une courbe de découpage du bord. On note R+ et R− les surfaces sur lesquelles
le champ de Reeb est respectivement positivement et négativement transverse au
bord de la rocade. La figure 8 représente la courbe de découpage ainsi que le champ
de Reeb le long de celle-ci en projection sur le plan (x, z). L’équation de contact α
n’est pas adaptée au bord car Rα pointe vers R− dans la zone de lissage inférieur.

La dynamique de l’application retour sur la zone de recollement pour Rα est
décrite à la figure 9. Cette dynamique s’explique par l’alternative suivante :
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z

x

zmax

zprod

R+

Figure 8. Courbe de découpage du bord de la rocade

Rλπ x

z

Figure 9. Application retour pour une équation non adaptée

(1) les orbites issues de points de coordonnée x proche de π
2 +2kπ sont proches

de la courbe de découpage Γ × {0} ;

(2) au voisinage de la zone de recollement le champ de Reeb est contenu dans
les plans {x = cst} et est de pente tan(x) : toutes les orbites issues de
points de coordonnée x trop éloignée de kπ + π

2 sortent de la rocade (voir
figure 10).

z

y

Figure 10. Application retour pour une équation non adaptée

Par définition de zone de recollement K-hyperbolique, il n’y a pas de corde de Reeb
au voisinage des points de coordonnées x proche de π

2 et donc le recollement de
rocade ne crée pas d’orbite périodique pour ce choix d’équation de contact non
adaptée au bord.

La dynamique décrite dans la définition de rocade convexe hyperbolique apparaît
lorsqu’on rend l’équation de contact adaptée au bord. Pour effectuer cette opération,
on utilise le procédé de convexification [18] décrit dans la section 2 du chapitre 1 :
on ajoute à la variété une « bosse » le long de la courbe de découpage dans la zone
de lissage inférieure (voir figure 11). On obtient alors une application retour sur Rλ
(voir figure 12). La zone de convexification permet aux orbites issues de points de Rλ
d’atteindre le voisinage de Γ × {0} (partie gauche de la figure) et donc de traverser
la rocade pour revenir dans la variété en repassant par la zone de convexification
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y

z

y

z

x

Figure 11. Convexification

z

y z

y

dans la
convexification

dans la
convexification

dans les coordonnées (x, y)

x

y

Figure 12. Corde de Rλ dans la rocade

(partie droite de la figure). Pour comprendre la dynamique de l’application retour
sur Rλ, on étudie l’image des courbes verticales de SZ . Pour cela, on s’intéresse
à des surfaces intermédiaires : la surface {z = zprod} et une surface {y = ystd}
au dessus de la zone de convexification (voir figure 13). Une courbe verticale est
« étirée » dans la zone de convexification, puis transportée dans la partie supérieure
de la rocade (et à nouveau légèrement étirée). Après un nouveau passage dans la
zone de convexification la courbe devient presque horizontale. L’effet du passage
dans la rocade au niveau des rectangles est présenté à la figure 14. En composant
les applications entre SZ et {y = ystd}, on obtient la dynamique demandée pour
une rocade hyperbolique et décrite dans la figure 5.

Le chapitre 11 décrit en détail le modèle de rocade non adapté au bord ainsi que
la première étape de convexification : la construction d’une rocade pré-convexe, c’est
cette étape qui garantit la transversalité des rectangles observée dans la figure 14.
Le chapitre 12 décrit le processus de convexification.

5. Démonstration du théorème de recollement de rocade

Dans cette section on montre comment obtenir le théorème 8.3 modulo le
théorème 10.8. Soient K > 0, (V, α) une variété de contact de bord S convexe
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z

y z

y

Figure 13. Effet du passage dans la rocade sur une courbe verticale

z z

xx

π

Rλ

SZ y = ystd
découpage

Figure 14. Application retour entre SZ et {y = ystd}

et γ une courbe legendrienne tracée sur S contenant l’arc d’attachement γ0 et en
position de recollement. Quitte à perturber α, les cordes de Reeb a1 . . . aN de période
inférieure à K sont en nombre fini et K 6= l(a) pour tout mot en a1 . . . aN .

Soit εK tel que |K − l(a)| > εK pour tout mot en a1 . . . aN . Soit l0 > 0 tel que
toutes les cordes de Reeb soient de période supérieure à l0. Pour toute perturbation
assez petite de α ces propriétés restent vérifiée. Dans toute la suite on garantira
toujours ces conditions. Soit τ < l0

18K εK . D’après le lemme 10.5 il existe une surface
de recollement K-hyperbolique (SZ , λ) qui est ε-stable et (µ, ν, τ)-contrôlée au
voisinage de γ où ν ≤ µ et µ est assez petit pour que toute courbe µ-horizontale
et toute courbe µ-proche d’un segment Di,j s’intersectent transversalement en
un unique point. Soit A tel que toute courbe µ-proche des droites D1,i et D2,i

associées à la surface de recollement K-hyperbolique soient A-verticales pour toute
ε-perturbation de l’équation de contact. Soit M majorant les constantes de Lipschitz
des applications ψj qui apparaissent dans la décomposition de l’application retour
sur la surface de recollement pour toute ε-perturbation de l’équation de contact. On
choisit η < 1

3M . D’après le théorème 10.8, il existe un modèle de rocade hyperbolique
(VB , αB , λ) de paramètres (ν, τ, A, η) où αB est ε-proche de α et ∂VB est convexe
et adapté à Rα′ .

Lemme 10.10. Soit a = ai1 . . . aik un mot en les cordes de Reeb de γ0 de
longueurs inférieures à K. Alors Fa = ψik ◦ ϕB . . . ψi1 ◦ ϕB en restriction à Rλ se
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décompose en deux difféomorphismes de rectangles F a
0 et F a

1 préservant les fibres et
vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 15) :

(1) dom(F a
0 ) et dom(F a

1 ) sont des rectangles de fibres ν-horizontales et verti-
cales, sous-fibrés verticaux d’un composante connexe de Rλ ;

(2) im(F a
0 ) et im(F a

1 ) sont des rectangles de fibres horizontales et ν-proches
de D2,ik , sous-fibrés horizontaux de im(ψik ) ;

(3) F a
0 et F a

1 (ηM)k-contractent les fibres horizontales et 1
(ηM)k -dilatent les

fibres verticales ;

(4) Fa envoie toute courbe A-verticale sur une courbe ν-proche de D2,ik .

π

x

z

F a
0

F a
1

Figure 15. Domaines de définition des applications F a

i

L’application Ga = ϕB ◦Fa ◦ϕ−1
B vérifie des propriétés analogues, en particulier

elle envoie toute courbe ν-horizontale sur une courbe µ-horizontale. Avant de dé-
montrer ce lemme, on présente un résultat permettant de composer des applications
entre rectangles.

Lemme 10.11. Soient R1, R2, R3 et R4 des rectangles de R2 tels que les
fibres verticales de R2 rencontrent transversalement en un unique point les fibres
horizontales de R3. Soient F : R1 → R2 et G : R3 → R4 deux difféomorphismes
préservant les fibres. Alors H = G ◦ F est un difféomorphisme préservant les fibres
défini de R′

1 dans R′
4 où R′

1 est un rectangle sous-fibré vertical de R1 et R′
4 est un

rectangle sous-fibré horizontal de R4.

Démonstration. Par construction, H est définie de F−1(R2∩R3) dans G(R2∩
R3). On note πv2 est la projection associée à la structure de fibré vertical sur R2 et
πh3 la projection associée au fibré horizontal de R3. L’application

R2 ∩R3 −→ πh3 (R3) × πv2(R2)
p 7−→ (πh3 (p), πv2(p))

est un difféomorphisme. Ainsi, R2 ∩ R3 possède une structure de rectangle dont
les fibres sont les fibres verticales de R2 et les fibres horizontales de R3. Cette
structure induit des structures de rectangle sur F−1(R2 ∩ R3) et G(R2 ∩ R3) qui
sont préservées par H. Enfin, les fibres verticales de F−1(R2 ∩ R3) sont incluses
dans les fibres verticales de R1 et les fibres horizontales de G(R2 ∩R3) sont incluses
dans les fibres horizontales de R4. �
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F
G

H

R1
R4

R2

R3

R′
1 R′

4

Figure 16. Composition de difféomorphismes entre rectangles

Démonstration du lemme 10.10. On démontre ce résultat par récurrence
sur le nombre de lettre du mot. Pour un mot d’une seule lettre, Fa = ψi ◦ ϕB
en restriction à Rλ. On suppose que dom(ψi) ⊂

[

π, 3π
2

]

× Imax (le cas dom(ψi) ⊂
[

3π
2 , 2π

]

× Imax se traite de façon similaire). L’application Fa se décompose alors
en F a

0 = ψi ◦ ϕ0,0 et F a
1 = ψi ◦ ϕ1,0. Par le lemme 10.11, F a

0 et F a
1 sont bien

deux applications entre rectangles. De plus, dom(F a
0 ) et dom(F a

1 ) sont des sous-
fibrés verticaux de dom(ϕ0,0) et dom(ϕ1,0) et donc à fibres verticales. Leurs fibres
horizontales sont les images des fibres verticales de dom(ψi) par ϕ−1

0,0 et ϕ−1
1,0 et donc

ν-horizontales. De même, im(F a
0 ) et im(F a

1 ) sont des sous-fibrés horizontaux de
im(ψi) et donc à fibres horizontales. Leurs fibres verticales sont les images des fibres
horizontales de im(ϕ0,0) et im(ϕ1,0) par ψi et sont donc ν-proches de D2,i.

Les applications F a
0 et F a

1 envoient clairement toute courbe A-verticale sur une
courbe ν-proche de D2,i. Enfin, l’image par ϕB d’une fibre horizontale de dom(F a

0 )
ou dom(F a

1 ) est une fibre verticale de im(ψi). Cette fibre est donc η-contractée.
De plus, par définition de M , l’application ψi contracte d’un facteur M et dilate
d’un facteur 1

M
toutes les courbes de dom(ψi). Par conséquent les applications F a

0

et F a
1 contractent d’un facteur ηM les fibres horizontales et 1

ηM
-dilatent les fibres

verticales.
On suppose maintenant le résultat vrai pour tous les mots de moins de k

lettres. Soit a = ai1 . . . aik+1
un mot de k+ 1 lettres. Alors Fa = Fai1

...aik
◦Fa1

. Une
nouvelle application du lemme 10.11 permet d’obtenir les propriétés cherchées sur les
rectangles. Les conditions de contraction et de dilatation s’obtiennent directement.
Ceci clôt la récurrence. �

Corollaire 10.12. Pour tout mot a en les cordes de Reeb de γ0 de longueurs
inférieures à K, l’application Fa a un unique point fixe et l’orbite périodique associée
a une période dans [l(a) − 9kτ, l(a) + 9kτ ].

Démonstration. C’est une application immédiate du lemme 10.10 et de la
proposition 10.1. En effet, soit a un mot en les cordes de Reeb a1 . . . aN , on applique
le lemme 10.10 et on choisit la composante F a

i pour laquelle dom(F a
1 ) ∩ im(F a

i ) est
non vide. Cette composante existe toujours car les fibres horizontales de dom(F a

0 )
et dom(F a

1 ) sont des graphes sur
[

λ, π2 − λ
]

et
[

π
2 + λ, π − λ

]

respectivement et
que les fibres verticales de im(F a0 ) et im(F a1 ) sont des graphes sur Imax inclus dans
[

λ, π2 − λ
]

× Imax ou
[

π
2 + λ, π − λ

]

× Imax.
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Par hypothèse sur µ et ν, les fibres horizontales de dom(F a1 ) et les fibres verticales
de im(F ai ) s’intersectent transversalement en un unique point. De plus, les fibres
horizontales sont (ηM)k-contractées et les fibres verticales 1

(ηM)k -dilatées. On peut
donc appliquer la proposition 10.1 pour conclure sur l’existence et l’unicité du point
fixe.

La condition sur la période découle directement des propriétés sur les temps de
retour des définitions 10.3 et 10.7. �

Lemme 10.13. Soit p0 = (x0, y0) ∈ im(ψ0) tel que x0 ∈
[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

. On
note Xk cet intervalle.

(1) Supposons k impair et z0 ≥ 0. Tant que c’est possible, on définit p2l+1 =
ψV

−1(p2l) et p2l+2 = ϕB
−1(p2l+1). Alors pour tout l pour lequel ces ex-

pressions ont un sens, on a xl ∈ Xk et z2l < z2l+1 < z2l+2.

(2) Si k est pair et z0 ≤ 0, la construction précédente fournit une suite telle
que xl ∈ Xk et z2l > z2l+1 > z2l+2.

(3) Si k est pair et z0 ≥ 0, tant que c’est possible, on définit p2l+1 = ϕB(p2l)
et p2l+2 = ψV (p2l+1). Alors pour tout l pour lequel ces expressions ont un
sens, on a xl ∈ Xk et z2l < z2l+1 < z2l+2.

(4) Si k est impair et z0 ≤ 0, la construction précédente fournit une suite telle
que xl ∈ Xk et z2l > z2l+1 > z2l+2.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur l dans le cas k
impair et z0 ≥ 0. Si x2l ∈ Xk, z2l ≤ 0 et p2l+1 existe alors p2l = ψV (p2l+1). Donc
p2l ∈ ⋃

j im(ψi) et comme p2l ∈ Qλ, on a p2l ∈ im(ψ0). Ainsi, p2l = ψ0(p2l+1)
et p2l+1 ∈ dom(ψ0). Par conséquent, x2l+1 ∈ Xk et z2l+1 > z2l. Si x2l+1 ∈ Xk,
z2l+1 ≥ 0 et p2l+2 existe alors p2l+1 = ϕB(p2l+2). Donc p2l+1 ∈ Y ∪ im(ϕ0),
or k est impair, z2l+1 ≥ 0 et p2l+1 ∈ Qλ d’où p2l+1 ∈ im(ϕ0). Par conséquent,
p2l+1 = ϕ0(p2l+2) et p2l+2 ∈ dom(ϕ0). Donc x2l+2 ∈ Xk et z2l+2 > z2l+1.

On se place maintenant de la cas k pair et z0 ≥ 0. Si x2l ∈ Xk, z2l ≥ 0 et
p2l+1 existe alors p2l+1 = ϕB(p2l). Donc p2l ∈ X ∪ dom(ϕ0) et comme z2l ≥ 0
et p2l ∈ Qλ on a p2l ∈ dom(ϕ0) d’où x2l+1 ∈ Xk et z2l+1 > z2l. Si x2l+1 ∈ Xk,
z2l+1 ≥ 0 et p2l+2 existe alors p2l+1 = ψV (p2l). On obtient p2l+1 ∈ dom(ψ0) et
p2l+2 = ψ0(p2l+1). D’où x2l+2 ∈ Xk et z2l+2 > z2l+1. Les autres cas se traitent de
manière analogue. �

Corollaire 10.14. Soit γ une orbite périodique de période inférieure à K
rencontrant SZ en pγ , alors pγ n’appartient pas à Qλ.

Démonstration. On suppose par l’absurde que γ intersecte Qλ en pγ au
temps t = 0. Chaque point d’intersection d’une orbite périodique avec SZ doit
être dans im(ψV ) ∩ dom(ϕB) si ce point est dans la zone sortante de SZ et dans
im(ϕB) ∩ dom(ψV ) si ce point est dans la zone rentrante de SZ .

Si pγ est dans le zone rentrante alors pγ ∈ Qλ∩ dom(ψV ) et donc pγ ∈ dom(ψ0).
Dans ce cas γ intersecte aussi Qλ en ψV (pγ). Si pγ est dans la zone sortante alors
pγ ∈ Qλ ∩ im(ψV ) et donc pγ ∈ im(ψ0). On peut donc imposer que pγ soit dans la
zone avec champ de Reeb sortant et que pγ ∈ im(ψ0).

Soit k tel que xγ ∈
[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

. Supposons que k est impair et zγ ≥ 0.
Alors, par le lemme 10.13, les points d’intersection entre γ et SZ pour des temps
négatifs sont exactement les pl et ces points sont définis pour tout l car l’orbite est
périodique. On obtient alors une contradiction car zl est strictement croissante. Les
autres cas se traitent de façon similaire. �
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Lemme 10.15. Soit γ une orbite périodique de période inférieure à K rencontrant
SZ en pγ dans la zone avec champ de Reeb sortant, alors il existe un mot a en les
cordes de Reeb de γ0 de longueurs inférieures à K tel que pγ soit le point fixe de Fa.

Démonstration. On note p0 = pγ , p
1 . . . pk = p0 les points d’intersection de

γ avec la surface SZ dans la zone avec champ de Reeb sortant et q0, q1 . . . qk = q0

les points d’intersection dans la zone de champ de Reeb rentrant. Alors, par 10.14,
pour tout j ∈ 0 . . . k il existe ij tel que qj ∈ R1,ij et pj+1 = ψij (qj). Le point pγ est
alors un point fixe de Fai1

...aik
. �

Démonstration du théorème 8.3. Le corollaire 10.12 garantit l’existence
d’orbites périodiques associées à chaque mot en a1 . . . aN . Si la longueur du mot a
est inférieure à K alors k ≤ K

l0
et donc la période T (γa) de l’orbite périodique

associée à a vérifie

T (γa) ∈
[

l(a) − 9K
l0
τ, l(a) +

9K
l0
τ

]

par conséquent

T (γa) ∈
[

l(a) − εK
2
, l(a) +

εK
2

]

et donc T (γa) < K. Enfin le lemme 10.15 permet de conclure sur la surjectivité de
l’application

{mots de longueur ≤ K} → {orbites périodiques de longueur ≤ K}. �

Démonstration de la proposition 8.6. Une preuve analogue à celle du
lemme 10.5 permet de montrer que pour une perturbation assez petite α′ de l’équation
de contact, l’application retour de [π, 2π] × Imax sur [0, π] × Imax sur décompose en
(ψ′
J)j∈J et ψ0 où dom(ψ0) ⊂ Qλ, im(ψ0) ⊂ Qλ. De plus si x ∈

[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

et
(x, z) ∈ dom(ψ0) alors (ψ0)z(x, z) < z si k est impair et (ψ0)z(x, z) > z si k est pair
(ψ0)x(x, z) ∈

[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

. On applique alors le théorème 10.8. Les propriétés
décrites dans le lemme 10.13, le corollaire 10.14 et le lemme 10.15 sont valables dans
ce contexte. �

Démonstration de la proposition 10.1. Par le lemme 10.11 et la condi-
tion de transversalité des fibres, les itérés F k : Rk → R′

k sont des applications entre
rectangles, Rk est un sous fibré vertical de R et R′

k un sous fibré horizontal de R′.
Par les conditions de contraction et de dilatation, il existe L > 0 tel que les fibres
verticales de Rk et les fibres horizontales de R′

k soient de longueur inférieure à Lak

pour tout k > 0. Ainsi, pour tout k > 0, Rk ∩R′
k est un rectangle obtenu grâce aux

fibres horizontales de Rk et aux fibres verticales de R′
k (condition de transversalité

des fibres) de diamètre inférieur à 2Lak. Ainsi
⋂∞
i=1 Rk ∩ R′

k est une intersection
décroissante de fermés dont le diamètre tend vers 0 et est donc réduit à un point.
Donc F admet un unique point fixe. �

6. Propriétés de l’indice de Conley-Zehnder

6.1. Deux lemmes techniques sur l’indice de Conley-Zehnder. Le résul-
tat suivant permet de déterminer, dans des cas favorables, l’indice de Conley-Zehnder
en observant l’image d’un vecteur par Rt.

Lemme 10.16. Soit (Rt)t∈[0,1] un chemin de matrices symplectiques avec R1 ∈
Sp∗. Dans les coordonnées polaires sur R2, on écrit Rte1 = r(t)eiα(t). Alors, si
l’indice de Conley-Zehnder de (Rt) est impair et α(1) est contenu dans un intervalle
de longueur π centré en (2k + 1)π, on a µ (Rt) = 2k + 1. De même, si l’indice de
Conley-Zehnder de (Rt) est pair et α(1) est contenu dans un intervalle de longueur
π centré en 2kπ, on a µ (Rt) = 2k.
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Démonstration. On prolonge Rt et donc αt et rt comme expliqué dans
la construction de µ. On note toujours θt l’angle associé à la rotation Ot de la
décomposition polaire Rt = StOt. On suppose que θ0 = 0. Comme St est symétrique
définie positive, pour tout t, on a θt − π

2 < αt < θt + π
2 . Par ailleurs pour tout

t ∈ [1, 2], si θt = 0[2π] alors Rt ∈ Sp−(2) et si θt = π[2π] alors Rt ∈ Sp+(2).
Par conséquent, si µ(R) est impair, pour tout t ∈ [1, 2], θt ne rencontre pas 2πZ

et ainsi θ1 − π < θ2 < θ1 + π. D’où α1 − 3π
2 < θ2 < α1 + 3π

2 . Par hypothèse, on
obtient

(2k + 1)kπ − 2π < θ2 < (2k + 1)π + 2π.
Si µ(R) est pair, on obtient de façon analogue

2kπ − 2π < θ2 < 2kπ + 2π. �

Concluons cette section par un lemme permettant de déterminer qu’une matrice
symplectique en dimension 2 est hyperbolique. On se place dans R2 muni de
sa structure symplectique standard et du produit scalaire standard dans la base
canonique (e1, e2). On note C(x, θ) le cône centré en x et d’angle θ et, pour θ0 ∈
]

0, π2
[

, on pose ν(θ0) = min
(

π−2θ0

4 , 1
6

)

.

Lemme 10.17. Soit R ∈ Sp(2) tel que Re1 ∈ C(e1, ν(θ0)), ‖Re1‖2 ≥ 3 et qu’il
existe f ∈ C(e2, θ0) avec Rf ∈ C(e2, θ0). Alors, R est diagonalisable sur R et le
signe de ses valeurs propres est donné par le signe de < e1, Re1 >.

Démonstration. Comme R est symplectique, son polynôme caractéristique
est donné par X2 − tr(R)X + 1. Par conséquent, si |tr(R)| > 2, R est diagonalisable.
Quitte à considérer −f , (e1, f) est une base directe. Pour calculer tr(R) on effectue
le changement de base de (e1, e2) vers (e1, f). La matrice de changement de base
est donnée par

P =
(

1 cos(θ)
0 sin(θ)

)

où θ ∈
[

π
2 − θ0,

π
2 + θ0

]

. Dans la base (e1, f) la matrice de R s’écrit

P−1
(

µ1 cos(θ1) µ2 cos(θ2)
µ1 sin(θ1) µ2 sin(θ2)

)

=
1

sin(θ)

(

µ1 sin(θ − θ1) µ2 sin(θ − θ2)
µ1 sin(θ1) µ2 sin(θ2)

)

où θ1 ∈ [−ν(θ0), ν(θ0)], θ2 ∈
[

π
2 − θ0,

π
2 + θ0

]

et |µ1| ≥ 3. Les réels µ1 et µ2 sont de
même signe car R préserve l’orientation. Ainsi

tr(R) ≥ 1
sin(θ)

(|µ1| sin(θ − θ1) + |µ2| sin(θ2)) ≥ 2. �

6.2. Schema de preuve du théorème 8.5. Soit a un mot de longueur
inférieure à K en les cordes de Reeb. On considère γa l’orbite périodique associée.
On choisit un point d’intersection pa entre γa et la zone de SZ avec champ de Reeb
entrant. On note ϕt le flot du champ de Reeb et T (a) la période de γa. On se place
dans la trivialisation de ξ le long de γa, on obtient alors une famille de matrices
symplectiques Ra,t en considérant dϕt(a)|ξ(pa) : ξ(pa) → ξ(ϕt(pa)). Pour calculer
l’indice de Conley-Zehnder de γa, on va utiliser le lemme 10.16. Pour cela on va
étudier l’image de − ∂

∂x
= e1 par dϕt. Le lemme 10.17 fournira la parité de l’indice

de Conley-Zehnder. On note χpa
l’application retour entre un voisinage de pa dans

SZ et Sξ(pa) où Sξ(pa) est une surface tangente à ξ(pa). Comme la différentielle
dχpa

(pa) : Tpa
SZ → ξ(pa) vérifie dχpa

(pa) ∂
∂x

= ±e1, il existe θ0 ∈
]

0, π2
[

tel que
l’image par dχpa

(pa) de tout vecteur A-vertical soit dans C(e2, θ0). On rappelle que
ν(θ0) = min

(

π−2θ0

4 , 1
6

)

et Ga = ϕB ◦ Fa ◦ ϕ−1
B .

Lemme 10.18. Quitte à choisir les paramètres µ, ν et η assez petits,

(1) Ra,T (a)e1 ∈ C(e1, ν(θ0)) ;
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(2) il existe f ∈ C(e2, θ0) tel que Rf ∈ C(e2, θ0) ;

(3) ‖Re1‖2 ≥ 3.

Démonstration. Il existe µ0 > 0 tel que pour tout vecteur v de Tpa
SZ µ0-

horizontal, dχpa
(pa).v ∈ C(e1, ν(θ0)). On suppose µ < µ0. Par ailleurs, il existe

l > 0 tel que ‖dχpa
(pa)‖ < l et ‖dχpa

(pa)−1‖ < l où ‖.‖ est la norme opérateur
associée à la norme euclidienne. Par le lemme 10.10, dGa envoie ∂

∂x
sur un vecteur

µ-horizontal et 1
(ηM) -dilate la norme. De plus dGa envoie le vecteur tangent à la

fibre verticale de P a
0 en pa (vecteur A-vertical) sur un vecteur tangent à la fibre

verticale de P a
1 en pa (vecteur A-vertical). On note v ce vecteur. Par conséquent,

Ra,T (a)e1 = −dGa

∂

∂x
∈ C(e1, ν(θ0))

∥

∥

∥

∥

Ra,T (a)e1

∥

∥

∥

∥

2
≥
∥

∥

∥

∥

dχpa
(pa)−1

∥

∥

∥

∥

−1∥
∥

∥

∥

dGa

∂

∂x

∥

∥

∥

∥

2
≥ 1
lηM

≥ 3

pour η assez petit. Enfin dχpa
(pa)v ∈ C(e2, θ0) et

Ra,T (a) (dχpa
(pa)v) = dχpa

(pa) ◦ d(ϕB ◦ Fa ◦ ϕ−1
B )v ∈ C(e2, θ0). �

L’effet du passage dans la rocade décrit à la figure 13 permet d’obtenir le résultat
suivant.

Lemme 10.19. L’application retour sur SZ dans la rocade vérifie
〈

dϕB(p)
∂

∂z
,
∂

∂x

〉

> 0

pour tout p ∈ dom(ϕB).

Remarque 10.20. La propriété décrite dans le lemme précédent est aussi vérifiée
par tout vecteur dans le demi-cône A-vertical dirigé par ∂

∂z
. En effet l’image par

dϕB(p) de tout vecteur A vertical est ν-horizontale et non nulle et, par conséquent,
l’image de demi-cône A-vertical dirigé par ∂

∂z
est incluse dans un demi-cône ν-

horizontal.

Lemme 10.21. Pour tout mot en les cordes de Reeb a = ai1 . . . aik de lon-
gueur inférieure à K et pour tout point p ∈ dom(Ga), les réels

〈

dGa(p) ∂
∂x
, ∂
∂x

〉

et
∏k
j=1(−1)µ̃(aij

) sont du même signe.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur la longueur du mot
a. Pour un mot de longueur 1, on sait que dψa1

(p) ∂
∂x

est A-vertical. De plus, si
µ̃(a1) est pair,

〈

−dψa1
(p) ∂

∂x
, ∂
∂z

〉

< 0 et donc, par le lemme 10.19
〈

dGa1
(p)

∂

∂x
,
∂

∂x

〉

> 0.

De même si µ(a1) est impair,
〈

−dψa1
(p) ∂

∂x
, ∂
∂z

〉

> 0 et donc
〈

dGa1
(p)

∂

∂x
,
∂

∂x

〉

< 0.

Supposons maintenant le résultat vrai au rang k et montrons le au rang k + 1.
Soit a = ai1 . . . aik+1

un mot en les cordes de Reeb. Soit p ∈ dom(Ga), on note
v = dGai1

...aik
(p) ∂

∂x
. Par hypothèse,

〈

v, ∂
∂x

〉

est du même signe que
∏k
j=1(−1)µ̃(aij

).

Alors,
〈

dψaik+1
v, ∂

∂z

〉

est du même signe que
∏k+1
j=1 (−1)µ̃(aij

) et il en est de même

pour
〈

dGaik+1
v, ∂

∂x

〉

. Ceci clôt la récurrence. �
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z z

x x

µ(ai) pairµ(ai) impair

e1 e1
e1

e1

Figure 17. Cas µ̃(ai) pair et impair

Corollaire 10.22. Si µ, ν et η sont choisis assez petits, pour tout mot a =
ai1 . . . aik en les cordes de Reeb, les parités de

∑k
j=1 µ̃(aij ) et de µ(γa) sont les

mêmes.

Démonstration. Par le lemme 10.21, on connaît le signe de
〈

dGa
∂
∂x
, ∂
∂x

〉

. Or
ce signe est le même que celui de

〈

RT (a)
∂
∂x
, ∂
∂x

〉

. De plus, par les lemmes 10.18
et 10.17 on sait que RT (a) est hyperbolique et donc si

∑k
j=1 µ̃(aij ) est pair, les valeurs

propres de RT (a) sont positives et µCZ(γa) est pair. De même, si si
∑k
j=1 µ̃(aij ) est

impair, les valeurs propres de RT (a) sont négatives et µCZ(γa) est impair. �

Lemme 10.23. Soit a un mot en les cordes de Reeb de longueur inférieure à K.
Il existe une surface lisse Sγa

de bord γa qui détermine la classe de trivialisation de
ξ le long de γa telle que, si on écrit Rt ∂∂x = r(t)eiθ(t) dans cette trivialisation, alors
θ(t) 6= 0[π] pour tout t > 0 pour lequel γa(t) est dans la rocade.

Ce lemme sera prouvé dans la section 7 du chapitre 12.

Démonstration du théorème 8.5. Soit a = ai1 . . . aik un mot en les cordes
de Reeb de longueur inférieure à K. On se place dans la trivialisation fournie par le
lemme 10.23. On écrit Rt ∂∂x = r(t)eiθ(t) avec θ(0) = 0. On note 0 = t1 < t′1 < · · · <
tk < t′k = T (a) les temps d’intersection successifs de γa avec SZ (on choisit pour
γa(0) le point fixe de Ga). Montrons par récurrence que pour tout j ∈ 1 . . . k on a

θ(tj) ∈
[(

j−1
∑

l=1

µ(ail)π

)

− ν(θ0),

(

j−1
∑

l=1

µ(ail)π

)

+ ν(θ0)

]

.

Le cas j = 1 est vérifié car θ(0) = 0.
Supposons le résultat vrai au rang j ∈ 1 . . . k − 1 et montrons le au rang j + 1.

Par définition de µ(aij ), on a

θ(t′j) ∈
[(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

+
π

2
− θ0,

(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

+
π

2
+ θ0

]

.

Par conséquent, par le lemme 10.23

θ(tj+1) ∈
[(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

− ν(θ0),

(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

+ ν(θ0)

]

ou

θ(tj+1) ∈
[(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

+ π − ν(θ0),

(

j
∑

l=1

µ(ail)π

)

+ π + ν(θ0)

]

et le lemme 10.21 permet de conclure. Ceci clôt la récurrence. On applique le
lemme 10.16 pour conclure sur l’indice de Conley-Zehnder. �





CHAPITRE 11

Construction d’une rocade pré-convexe

La démonstration du théorème 10.8 occupe les chapitres 11 et 12. Elle est
présentée dans la section 4 du chapitre 10. Elle repose sur une construction explicite
de rocade. Les principales étapes sont les suivantes.

(1) On construit une équation de contact sur A × I où A est obtenu en lissant
un disque de rocade et I est un intervalle, puis on lisse les coins de A × I.
L’équation de contact obtenue n’est pas adaptée au bord mais le bord est
convexe. On parle de modèle de rocade.

(2) On perturbe le modèle précédent au voisinage de la courbe de découpage
pour obtenir un modèle pré-convexe. L’équation de contact n’est toujours
pas adaptée mais on est en position d’appliquer un procédé de convexifica-
tion. Cette étape est purement technique et n’apparaît pas dans le schéma
général du chapitre précédent.

(3) On applique le procédé de convexification décrit dans le chapitre 1, section
2 pour rendre l’équation adaptée et obtenir une rocade hyperbolique.

Dans ce chapitre on explique les deux premières étapes de cette construction. La
section 1 correspond à la première étape. La section 2 est consacrée à l’étude des
propriétés du flot de Reeb dans la rocade. Ces propriétés seront utilisées dans toute
la suite de la preuve. Enfin les sections 3 et 4 décrivent la deuxième étape de la
construction d’une rocade hyperbolique.

On reprend toutes les notations des chapitres 8 et 10.

1. Modèle de rocade

Dans la section 1.1, on donne un modèle de disque de rocade lissé plus adapté à
la construction d’un recollement C∞ qu’un disque de rocade. On construit ensuite
une équation de contact dans un voisinage produit de ce disque lissé. Dans la section
1.2, on voit comment lisser ce voisinage. Enfin dans la section 1.3, on décrit les
symétries du modèle.

1.1. Modèle produit. Dans les coordonnées (x, y) ∈ Sn×R, pour tout y ∈ R,
on note

Uy =
[

−π

6
,

13π
6

]

× [y,+∞[.

Dans toute la suite de la section on fixe A difféomorphe à un anneau (voir figure 1),
inclus dans Sn × [0,∞[, contenant Sn × {0} et tel que A = Sn × [0, y0] hors de U0.

Définition 11.1. Un feuilletage de rocade (voir figure 1) est un feuilletage
singulier de A, noté β, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) il existe ystd, yβ et fβ : A → R tels que 0 < ystd < yβ , on ait fβ(x, y) = 1
pour (x, y) /∈ U2ystd

et β = fβ(x, y) sin(x)dy pour (x, y) /∈ Uyβ
;

(2) dans Uyβ
∩ A les singularités de β sont

– une singularité demi-elliptique négative en (π, yβ) ;
– deux singularités demi-hyperboliques en (0, yβ) et (2π, yβ) ;

115
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– deux singularités elliptiques positives sur ∂A pour x = 0 et x = 2π ;
– des singularités positives sur ∂A ∩ Uyβ

;

(3) il existe une courbe lisse ΓA qui découpe 1 (A, β).

y

x

Uystd

π 2π0

Figure 1. Feuilletage de rocade

Par la condition 3, ΓA vérifie

ΓA ∩ Sn × [0, ystd] =
{(π

2
+ kπ, z

)

, k ∈ 1 . . . n
}

.

On note ΓD la composante connexe de ΓA reliant
(

π
2 , 0
)

et
(

3π
2 , 0

)

. On note γ1 le
bord inférieur de A et γ2 son bord supérieur. Le sous-arc [0, 2π] × {0} de γ1 est
appelé arc d’attachement de la rocade lissée. Le feuilletage de rocade est l’analogue
lisse du demi-disque muni d’un feuilletage de demi-disque vrillé utilisé pour définir
une rocade.

Définition 11.2. Soit S une surface convexe close dans une variété de contact
de dimension 3. Une rocade lissée pour S est un plongement de A muni d’un
feuilletage de rocade β intersectant transversalement S le long de γ1, intersectant la
courbe de découpage de S au moins en les points de coordonnées (0, 0), (π, 0) et
(2π, 0) et tel que β décrive le feuilletage caractéristique de l’anneau.

Proposition 11.3 (Honda [45]). Soit S une surface convexe dans une variété
de contact (V, ξ). Quitte à effectuer une isotopie C∞-petite de ξ, S admet une rocade
si et seulement si S admet une rocade lissée.

Proposition 11.4 (Honda [45]). Soient Z une zone de recollement de (S, γ)
et (A, β) un feuilletage de rocade. Quitte à perturber β de façon C∞-petite pour
y ≥ ystd, il existe une équation de contact α sur A × [−zmax, zmax] telle que

– α = sin(x)dy + cos(x)dz en dehors de
[

−π
3 ,

7π
3

]

× [ystd,∞[ ;
– le feuilletage caractéristique de A × {z} soit β pour tout z ∈ [−zmax, zmax] ;
– dans un voisinage UD ⊂ A de ΓD, il existe des coordonnées

(r, θ) ∈
[

3π
2

− ε,
3π
2

+ ε

]

× [0, θmax]

dans lesquelles α = sin(r)dθ + cos(r)dz.

Dans la suite de ce texte, on utilisera la construction explicite de α présentée
ici.

Construction 11.5. On construit α sous la forme α = β + f(x, y)dz. Quitte
à perturber β pour y ≥ ystd, il existe un voisinage UD de ΓD muni de coordonnées
(r, θ) ∈

[

3π
2 − ε, 3π

2 + ε
]

× [0, θmax] telles que

1. On considère ici le découpage associé au champ de vecteurs Y tel que ιY dx ∧ dy = β et à la
forme volume dx ∧ dy. Ce découpage est alors unique.
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(1) ΓD ≃
{

3π
2

}

× [0, θmax] ;

(2) β = sin(r)dθ ;

(3) (r, θ) = (x, y) pour y ≤ ystd au voisinage de x = 3π
2 ;

(4) (r, θ) = (−x+ 2π,−y − θmax) pour y ≤ ystd au voisinage de x = π
2 .

Choisissons maintenant une fonction f : A → R vérifiant les propriétés suivantes :

(1) pour (x, y) ∈
(

(

Sn \
[

−π
3 ,

7π
3

] )

× [0,+∞[
)

∩ A et (x, y) ∈ Sn × [0, ystd] on

a f(x, y) = cos(x) ;

(2) dans U , la fonction f ne dépend que de r et est croissante, f(r, θ) = cos(r)
au voisinage de r = 3π

2 ;

(3) dans Uyβ
\ U , la fonction f vaut 1 dans la zone positive et −1 dans la zone

négative ;

(4) dans
([

−π
3 ,−π

6

]

× [ystd,∞[
)

∩ A, la fonction f ne dépend que de x, est
croissante et interpole entre cos et 1 ;

(5) dans
([

13π
6 , 7π

3

]

× [ystd,∞[
)

∩ A, la fonction f ne dépend que de x, est
décroissante et interpole entre 1 et cos ;

(6) dans
([

−π
3 ,

7π
3

]

× [ystd, 2ystd]
)

∩ A, les fonctions f(·, y) interpolent entre
f(·, ystd) et f(·, 2ystd) en gardant le tableau de variation de la fonction
cosinus.

Démonstration de la proposition 11.4. Commençons par justifier que les
coordonnées (r, θ) utilisées dans la construction 11.5 sont bien définies. Pour les
obtenir, on choisit des coordonnées (r, θ) au voisinage de ΓD dans lesquelles β =
b(r, θ)dθ et b

(

3π
2 , θ

)

= −1. Comme ΓA découpe β, on a de plus ∂b
∂r

(r, θ) > 0 pour
r > 3π

2 et ∂b
∂r

(r, θ) > 0 pour r < 3π
2 . On applique ensuite la méthode de Moser de

façon analogue à la démonstration du lemme 9.5 pour obtenir β = sin(r)dθ.
La 1-forme donnée par 11.5 est bien une équation de contact. En effet le résultat

est immédiat hors des zones d’interpolation. Dans ces zones (correspondant aux
conditions 4, 5 et 6), la condition de contact s’écrit

cos(x)f(x, y) − ∂f

∂x
(x, y) sin(x) > 0.

Comme f(·, y) a le même tableau de variations que cosinus, elle est vérifiée. �

Avant de conclure cette section remarquons que, en choisissant le feuilletage
de rocade utilisé, l’orbite de Reeb associée à ΓD dans la rocade est de « période »
aussi petite que l’on veut. Il suffit pour cela de montrer que θmax peut être rendu
arbitrairement petit car θmax =

∣

∣

∣

∫

ΓD
β
∣

∣

∣
.

Lemme 11.6. Pour tout τ > 0, il existe un feuilletage de rocade (A, β) tel que
∣

∣

∣

∫

ΓD
β
∣

∣

∣
< τ .

Démonstration. On part d’un modèle de rocade (A, β) tel que β = sin(x)dy
dans un voisinage U de x = −π

6 et x = 13π
6 . On va construire un nouveau modèle de

rocade (A, β̃) plus adapté. Soient b : Sn → [0, 1[ et c : [0,∞[ → [0, 1[ des fonctions
lisses telles que :

– b(x) = 0 pour x /∈
[

−π
6 ,

13π
6

]

;
– b est constante hors de U ;
– b est croissante au voisinage de x = −π

6 puis décroissante au voisinage de
x = 13π

6 et b(0) = max(b) > 0 ;
– c = 0 sur

[

0, ystd

2

]

;
– c(x) est constante non nulle sur pour y ≥ ystd ;
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– c est croissante.
Considérons β̃ = (1 − b(x)c(y))β. Comme 1 − b(x)c(y) > 0, le feuilletage β̃ possède
les mêmes singularités que β avec les mêmes orientations. De plus β̃ = β hors de
Uystd

.
Par ailleurs dβ̃ = (1 − b(x)c(y))dβ − b′(x) sin(x)dx ∧ dy. Dans U , au voisinage

de x = −π
6 , on a dβ̃ > 0 car b′ ≥ 0 et sin(x) < 0. De même, au voisinage de x = 13π

6 ,
on obtient dβ̃ > 0 car b′ ≤ 0 et sin(x) > 0. Hors de U , on a dβ̃ = (1 − b(x)c(y))dβ.
Par conséquent ΓA découpe β̃.

Enfin
∣

∣

∣

∣

∫

ΓD

β̃

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∣

∫

{ π
2

}×[0,ystd]
β̃

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∫

{ 3π
2

}×[0,ystd]
β̃

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

ΓD∩y≥ystd

β̃

∣

∣

∣

∣

or
∣

∣

∣

∣

∣

∫

{ π
2

}×[0,ystd]
β̃

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ystd ,

∣

∣

∣

∣

∣

∫

{ 3π
2

}×[0,ystd]
β̃

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ystd

et

∣

∣

∣

∣

∫

ΓD∩y≥ystd

β̃

∣

∣

∣

∣

= (1 − max(b) max(c))

∣

∣

∣

∣

∫

ΓD

β

∣

∣

∣

∣

.

En prenant ystd petit et max(b) et max(c) proches de 1, il vient
∣

∣

∣

∫

ΓD
β̃
∣

∣

∣
≤ τ . �

1.2. Lissage d’un produit. Après la construction d’une équation de contact
adaptée sur un voisinage produit d’un anneau muni d’un feuilletage de rocade,
il reste à lisser ce produit pour obtenir un modèle de rocade. Lorsqu’on recolle
A × [−zprod, zprod] sur SZ , il y a deux types de coins à lisser : les coins convexes
fournis par γ2 × {±zprod} (partie supérieure de la rocade) et les coins concaves
fournis par γ1 × {±zprod} (zone de recollement de la rocade sur la variété). Pour
lisser la partie supérieure, on considère une fonction lisse

lsup : Sn × [−zprod, zprod] → R∗
+

vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 2) :

(1) lsup est strictement concave en z, indépendante de la variable x pour
x /∈

[

−π
6 ,

13π
6

]

et lsup est tangente à la verticale à tout ordre en z = ±zprod ;

(2) lsup(x, ·) atteint son maximum en z = 0 pour tout x ∈ Sn ;

(3) lsup(Sn, 0) = γ2 et lsup(
[

−π
6 ,

13π
6

]

× Iprod) ∩ (U × Iprod) = ∅.

z

y

z

y

z

y
B

lissage supérieur lissage inférieur modèle de rocade

zprod zprod zprod

Figure 2. Lissages

Pour lisser la partie inférieure de la rocade, on choisit une fonction lisse

linf : [−zmax,−zprod] ∪ [zprod, zmax] → R∗
+

vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 2) :
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(1) la restriction l+inf de linf à [zprod, zmax] est strictement convexe, strictement
décroissante sur [zprod, zlissage] ;

(2) l+inf est tangente à la verticale à tout ordre en z = zprod et nulle sur
[zlissage, zmax] ;

(3) l−inf(z) = l+inf(−z) où l−inf est la restriction de linf à [−zmax,−zprod].

Soient Z une zone de recollement, (A, β) un feuilletage de rocade et 0 < zprod < zmax.
Un lissage de A × [−zprod, zprod] est une variété à bord V ′ (voir figure 2) contenant
V , telle que V ′ \ V ⊂ Z et

V ′ = V ∪ {(x, y, z) : |z| ≤ zprod, y ≤ lsup(x, z)} ∪ {(x, y, z) : |z| ≥ zprod, y ≤ linf(z)}
où linf et lsup vérifient les propriétés données ci-dessus et sup(linf) < ystd < inf(lsup).
On appelle B = V ′ ∩ Z un modèle de rocade.

Lemme 11.7 (Honda). L’ensemble Γlissage des points de tangence entre le champ
de Reeb et le bord d’un lissage de A × [−zprod, zprod] est une courbe lisse.

Démonstration. Commençons par montrer le résultat pour le lissage du bord
inférieur. Ce lissage a lieu pour y ≤ ystd et donc, dans cette zone, la structure de
contact est α = sin(x)dy + cos(x)dz. Le champ de Reeb s’écrit

Rα =





0
sin(x)
cos(x)



 .

Il est tangent à la surface de lissage si et seulement si
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0
sin(x) 0 l′inf(z)
cos(x) 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

soit si et seulement si l′inf(z) cos(x) − sin(x) = 0.
Si x ∈

]

kπ − π
2 , kπ + π

2

[

, on obtient x = arctan (l′inf(z)) + kπ qui décrit une
courbe lisse. Au voisinage de x = kπ + π

2 , on reparamètre la surface de lissage
en (y, Linf(y)) et la condition de tangence devient sin(x) − L′

inf(y) cos(x) = 0 soit
x =

(

cos
sin

)−1
(L′

inf(y)) + kπ qui est une courbe lisse.
Considérons maintenant le lissage de la partie supérieure de la rocade. Hors de

([

−π
3 ,

7π
3

]

× [0,∞[
)

∩A, la démonstration utilisée pour le lissage inférieur s’applique.
Dans

([

−π
6 ,

13π
6

]

× [0,∞[
)

∩ A, le champ de Reeb est ∂
∂z

au voisinage du bord
supérieur et donc les points de tangence sont exactement la courbe γ2 × {0}. Enfin,
dans

([

−π

3
,−π

6

]

× [yβ ,∞[
)

∩ A
on a

Rα =
1

cos(x)f(x) − f ′(x) sin(x)





0
−f ′(x)
cos(x)





et la condition de tangence s’écrit l′sup(z) cos(x)+f ′(x) = 0. Or la fonction s 7→ f ′(x)
cos(x)

est inversible d’inverse lisse sur
[

−π
3 ,−π

6

]

et on obtient donc une courbe lisse. Une
démonstration analogue s’applique sur

([

13π
6 , 7π

3

]

× [yβ ,∞[
)

∩ A. �

En projection sur le plan des (x, z), les points de tangence forment les courbes
représentées dans la figure 3.

Lemme 11.8. Soit (V ′, α) un lissage de A × [−zprod, zprod]. Quitte à perturber
α de façon C∞-petite au voisinage du bord supérieur γ2 × {0} de A × {0}, le bord
de V ′ est convexe.
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z

x

zmax

zprod R− R+

R−R+ R+

Figure 3. Points de tangence entre le champ de Reeb et la rocade

Démonstration. Par le lemme 11.7, le champ de Reeb est tangent à ∂V ′ le
long d’une courbe lisse. Par le lemme 1.7, il suffit de montrer que le feuilletage
caractéristique est sortant de R+, où R+ est la surface sur laquelle le champ de Reeb
est positivement transverse à ∂V ′. Par construction, cette condition est vérifiée hors
de zones de lissage de la rocade.

Dans la zone avec lissage inférieur, ∂
∂x

dirige le feuilletage caractéristique et n’est
jamais tangent à Γlissage : les paramétrages de Γlissage fournis dans la démonstration
de 11.7 montrent que la composante sur ∂

∂y
ou ∂

∂z
de la dérivée est 1. Le feuilletage

caractéristique pointe vers R+ dans la zone non lissée et donc c’est aussi le cas dans
la zone avec lissage inférieur.

Dans la zone avec lissage supérieur, hors du voisinage U de U0 =
[

−π
6 ,

13π
6

]

×
[0,∞[ sur lequel Rα = ∂

∂z
, le raisonnement précédent s’applique car Γlissage est

transverse à ∂
∂x

. Dans U , la courbe Γlissage est γ2 × {0} et est donc legendrienne.
Pour obtenir un feuilletage caractéristique F transverse à Γlissage, on ajoute à α un
terme de la forme ε(x, y)dx où ε est négatif, arbitrairement petit, nul en dehors d’un
voisinage de γ2 × {0} ∩ U et indépendant de y dans un voisinage de γ2 × {0} ∩ U .
On note αp l’équation perturbée ainsi obtenue. Pour ε assez petit, la courbe Γlissage

n’est pas perturbée dans la zone où ε est indépendant de y et F est transverse à
Γlissage dans la zone où ε dépend de y. Dans la zone où ε est indépendant de y, la
condition de transversalité de F et Γlissage est équivalente à

αp(Γlissage) · Γ′
lissage = α(Γlissage) · Γ′

lissage + ε(x)
(

Γ′
lissage

)

6= 0.

Or ce réel est strictement positif car le premier terme est positif et strictement
positif hors de γ2 × {0} ∩ U par le calcul de la démonstration du lemme 11.7 et le
second strictement positif dans γ2 × {0} ∩ U car Γlissage est orienté comme bord de
R+ c’est-à-dire comme l’opposé de l’axe des x dans cette zone (voir figure 3). �

1.3. Lissage et symétries. On présente ici les symétries du modèle qui seront
utilisées par la suite pour étendre à toute la rocade des constructions ou des propriétés
obtenues seulement sur une partie.

Définition 11.9. Un lissage (V ′, α) de A × [−zprod, zprod] est dit symétrique si
le bord de V ′ est symétrique (voir figure 4)

– par rapport au plan z = 0 ;
– par rapport au plan d’équation z − zprod − y = 0 pour z ≥ zprod

– par rapport au plan d’équation z + zprod + y = 0 pour z ≤ zprod.

Soit V ′ un lissage symétrique de A × [−zprod, zprod]. On pose zstd = zprod + ystd

et on considère la restriction notée Bstd de B à Sn× [−ystd, ystd] × [−zstd, zstd]. Dans
Bstd l’équation de contact est standard et le lissage ne dépend pas de la variable x.
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z

y

Figure 4. Plans de symétries d’un lissage symétrique

On pose

σ(x, y, z) =
(

−x+
3π
2
, z − zprod, y + zprod

)

si z > 0(22)

σ(x, y, z) =
(

−x+
π

2
,−z − zprod,−y − zprod

)

si z > 0.(23)

L’application σ vérifie les propriétés suivantes

(1) σ∗α = −α ;

(2) σ transporte la courbe de découpage x = π
2 + kπ de la surface z = zprod

sur la courbe de découpage x = (−k + 1)π de la surface y = 0 ;

(3) σ transporte la courbe de découpage x = π
2 + kπ de la surface z = −zprod

sur la courbe de découpage x = −kπ de la surface y = 0.

On note

(24) τ+
k (x, y, z) = (x+ kπ, y, z) et τ−

k (x, y, z) = (−x+ (k + 1)π, y,−z) .
On a alors

τ+
k

([π

2
, π
]

× [0, ystd] × [zprod, zstd]
)

=
[π

2
+ kπ, (k + 1)π

]

× [0, ystd] × [zprod, zstd]

τ−
k

([π

2
, π
]

× [0, ystd] × [zprod, zstd]
)

=
[

kπ, kπ +
π

2

]

× [0, ystd] × [−zstd,−zprod].

De plus, (τ±
k )∗α = (−1)kα et τ± préserve donc la courbe Γlissage des points de

tangence entre le champ de Reeb et le bord de V ′.

2. Contrôle de l’application retour

Pour contrôler les nouvelles orbites périodiques du champ de Reeb lors d’un
recollement de rocade, il faut contrôler l’application retour dans la rocade. Par
ailleurs, pour obtenir une rocade pré-convexe et par la suite une rocade hyperbolique,
on va perturber l’équation construite dans la section précédente. L’objectif de cette
section est de donner une borne sur la taille de la perturbation de la structure de
contact et sur zmax qui garantisse de bonnes propriétés de l’équation de contact. En
particulier, on veut localiser de façon stable par petites perturbations les orbites de
Reeb qui contribuent aux applications retour entre diverses surfaces et contrôler les
temps de retour. Cette section est essentiellement technique. Elle peut être ignorée
en première lecture.

2.1. Contrôle de l’application retour pour y ∈ [0, ystd]. Commençons
par un contrôle dans la zone avec équation de contact standard. On fixe des réels
strictement positifs λ, ystd, yh, τ et zmax. On se place dans les coordonnées

(x, y, z) ∈ Sn × [0, ystd] × Imax = Ω



122 11. CONSTRUCTION D’UNE ROCADE PRÉ-CONVEXE

munies de la structure de contact α = sin(x)dy + cos(x)dz. On définit SZ comme
précédemment, on note

Sε,k =
[

kπ

2
− ε,

kπ

2
+ ε

]

× Imax

et la surface Sε,k est incluse dans la surface Sy donnée par le contexte.

Lemme 11.10. Il existe εstab > 0 tel que toute εstab-perturbation de α en norme
C∞, les orbites parcourent un intervalle sur la coordonnée x de taille inférieure à λ

8
au cours de leur passage dans Ω.

Démonstration. Le temps de passage dans Ω est borné uniformément pour
toutes les orbites. De plus, avant perturbation Rx = 0. �

Le contrôle sur l’application retour sur SZ recherché dans la définition de
rocade hyperbolique (définition 10.6) tient compte de deux situations différentes.
Les « petites » cordes de Reeb de SZ restent dans la zone y ≤ ystd et contribuent à
ϕ0. Les autres cordes de Reeb rencontrent y = ystd et contribuent à ϕ1. La définition
11.11 et le lemme 11.12 permettent de contrôler l’application retour dans B≤ystd sur
SZ et entre Sy et Systd

, pour y ≤ ystd.

Définition 11.11. Une partie de Ω munie d’une équation de contact est dite
à flot contrôlé par (λ, yh, X, Y ) si son flot de Reeb vérifie les propriétés suivantes
(voir figure 5) :

(1) la fonction (partielle) retour sur SZ se décompose en applications définies
d’un sous-ensemble de Sλ

2
,2k dans Sλ

2
,2k dont la coordonnée sur z est

strictement décroissante pour k impair et strictement croissante pour k
pair ;

(2) pour tout y ∈ [0, yh], la fonction retour pour des temps positifs entre Sy et
Systd

se décompose en applications d’un sous-ensemble de X + 2kπ ⊂ Sy
dans Sλ

2
,4k+1 ⊂ Systd

;

(3) pour tout y ∈ [0, yh], la fonction retour pour des temps positifs entre Systd

et Sy se décompose en applications d’un sous-ensemble de Sλ
4
,4k+3 ⊂ Systd

dans Y + 2kπ ⊂ Sy.

x

z

y

π 2π
X

Y

Figure 5. Applications retour

Le lemme suivant formalise les deux remarques suivantes. Les arcs de ΓA reliant
deux surfaces y = cst sont des cordes de Reeb de ces surfaces et ce sont les seules
si on prend zmax = 0. On veut donc que l’application retour entre SZ et Systd

soit
induite par des cordes proches de ces arcs de ΓA. Par ailleurs, sans perturbation, il
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n’y a pas d’application retour sur SZ . Cependant, la courbe de découpage de SZ
présente une situation dégénérée car le champ de Reeb est tangent à SZ en ces
points. On s’attend donc à ce que des petites perturbations créent une application
retour sur SZ mais on veut garantir que cette application reste localisée au voisinage
de la courbe de découpage.

Lemme 11.12. Il existe εstab > 0 et zmax tels que toute εstab-perturbation de α
en norme C∞ soit à flot de Reeb contrôlé par (λ, yh, Sλ

4
,1, Sλ

2
,3). De plus, le temps

passé par une orbite dans Ω est majoré par 2(ystd + zmax).

Démonstration. Avant perturbation la champ de Reeb est

Rα =





0
sin(x)
cos(x)



 .

On choisit zmax assez petit pour que, pour tout y ∈ [0, yh], la fonction retour pour
entre Sy et Systd

se décompose en applications d’un sous-ensemble de Sλ
4
,4k+1 ⊂ Sy

dans Sλ
4
,4k+1 ⊂ Systd

pour des temps positifs et en applications d’un sous-ensemble
de Sλ

4
,4k+3 ⊂ Systd

dans Sλ
4
,4k+3 ⊂ Sy pour des temps négatifs. Par le lemme 11.10,

on vérifie les conditions 2 et 3 de la définition de flot contrôlé (définition 11.11).
Pour une perturbation assez petite

– en dehors d’un voisinage de taille λ
2 autour des segments x = kπ, la coordonnée

sur ∂
∂y

du champ de Reeb ne s’annule pas ;
– dans un voisinage de taille 2λ autour des segments x = kπ, la coordonnée sur

∂
∂z

du champ de Reeb ne s’annule pas.
Ainsi, Ry est de signe constant le long de toute orbite issue d’un point de

⋃

k∈Z

[

kπ +
λ

2
, (k + 1)π − λ

2

]

× {0} × Imax.

Une telle orbite n’est donc pas une corde de SZ . Par conséquent, toute corde de SZ
a ses extrémités dans un voisinage de taille λ autour des segments x = kπ et est
incluse dans un voisinage de taille 3λ

2 d’après le lemme 11.10. Le long de la corde
Rz est non nul, on connaît le sens de variation de la coordonnée z de l’application
retour sur SZ .

Comme toute orbite dans Ω a une coordonnée x qui varie au plus de λ
8 (lemme

11.10), le long d’une orbite on a soit |Ry| ≥ 1
2 soit |Rz| ≥ 1

2 . �

Si, de plus, l’équation de contact n’est pas perturbée au voisinage de x = kπ, on
peut garantir l’absence d’application retour sur SZ ou Systd

. Ainsi, la démonstration
précédente s’adapte pour donner le résultat suivant.

Lemme 11.13. Quitte à diminuer εstab et zmax, pour toute structure de contact
εstab telle que de αstab est εstab-proche de α en norme C∞ dans Sn× [yh, ystd]× Imax

et telle que αstab = α dans
⋃

k∈Z

[

−π

4
+ kπ,

π

4
+ kπ

]

× [yh, ystd] × Imax

il n’y a pas de corde de Reeb de Systd
incluse Sn × [yh, ystd] × Imax.

La convexification va perturber fortement la structure de contact au voisinage
de Γlissage et donc potentiellement créer de nouvelles cordes de Reeb sur SZ . Pour
contrôler l’application retour après cette opération, il nous faut contrôler les cordes
de Reeb de Γlissage.
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Lemme 11.14. Quitte à diminuer εstab > 0, il existe un voisinage Vlissage de
Γlissage tel que, pour toute structure de contact εstab-proche de α en norme C∞, il
n’existe de corde de Reeb entre deux composantes connexes V1 et V2 de Vlissage que
s’il existe k tel que

V1 ⊂
[

kπ − π

2
, kπ

]

× [0, ystd] × Imax

V2 ⊂
[

kπ, kπ +
π

2

]

× [0, ystd] × Imax

quitte à permuter V1 et V2. De plus, ces cordes de Reeb sont incluses dans Sλ
4
,2k ×

[0, ystd] et orientées de la zone avec z > 0 vers la zone avec z < 0 pour k impair et
de la zone avec z < 0 vers la zone avec z > 0 pour k pair.

Démonstration. Soit ε < λ
2 tel que les orbites issues de

[

kπ +
π

2
− ε, kπ +

π

2
+ ε
]

× [0, ystd] × [zprod − ε, zmax]

soient incluses dans
[

kπ +
π

2
− ε, kπ +

π

2
+ ε
]

× [0, ystd] ×
[zprod

2
, zmax

]

avant perturbation. On demande un résultat symétrique pour les coordonnées z
négatives. Pour une perturbation assez petite, on peut supposer que toute orbite de
Ω parcourt un intervalle en x de longueur au plus ε

2 .
Choisissons un voisinage Vlissage de Γlissage de rayon inférieur à ε

2 . Toute compo-
sante connexe de Vlissage est donc incluse dans

[

kπ − π

2
− ε

2
, kπ +

ε

2

]

× [0, ystd] × Imax

ou dans
[

kπ − ε

2
, kπ +

π

2
+
ε

2

]

× [0, ystd] × Imax.

Traitons le cas de la composante connexe incluse dans
[

kπ − π
2 − ε

2 , kπ + ε
2

]

×
[0, ystd] × Imax (l’autre cas se traite de façon symétrique). Les orbites issues de cette
composante sont incluses dans

[

kπ − π
2 − ε, kπ + ε

]

×[0, ystd]×Imax. Donc une orbite
atteignant une autre composante connexe de Γlissage est dans [kπ − ε, kπ + ε] ×
[0, ystd] × Imax ou dans

[

kπ + π
2 − ε, kπ + π

2 + ε
]

× [0, ystd] × Imax. Par ailleurs, il
ne peut pas y avoir d’orbite dans

[

kπ + π
2 − ε, kπ + π

2 + ε
]

× [0, ystd] × Imax reliant
deux composantes connexes de Vlissage car pour une perturbation assez petite les
orbites issues de

[

kπ +
π

2
− ε, kπ +

π

2
+ ε
]

× [0, ystd] × [zprod − ε, zmax]

sont incluses dans
[

kπ +
π

2
− ε, kπ +

π

2
+ ε
]

× [0, ystd] × [0, zmax]

et l’énoncé analogue pour z < 0 est aussi vérifié. Enfin, pour une perturbation assez
petite, Rz est non nul dans tous les Sλ

2
,2k × [0, ystd] et le signe de Rz détermine

l’orientation des cordes de Reeb. �

Le lemme 11.10 permet d’obtenir le résultat suivant.

Lemme 11.15. Quitte à diminuer εstab et Vlissage toute corde de Reeb reliant
Vlissage et SZ est incluse dans

[

(2k − 1)π − λ
4 , 2kπ + λ

4

]

pour k ∈ J1, nK. De même
toute corde de Reeb reliant SZ et Vlissage est incluse dans

[

2kπ − λ
4 , (2k + 1)π + λ

4

]

pour k ∈ J1, nK.
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2.2. Contrôle dans la rocade.

Lemme 11.16. Soit (B, α) un modèle de rocade. Quitte à diminuer εstab > 0,
pour toute équation αpert qui est εstab-proche de α en norme C1 et toute perturbation
∂Bpert εstab-proche 2 de ∂B en norme C∞, ∂Bpert est convexe pour αpert. De plus si
αpert est εstab-proche de α en norme C∞, la courbe de découpage est donnée par les
points de tangence entre ∂Bpert et le champ de Reeb associé à αpert.

Démonstration. La condition de contact et le critère de convexité sont des
conditions ouvertes. De même, la condition de tangence reste vérifiée si Rαpert

est
C1-proche de Rα. �

Après l’étude de la partie inférieure de la rocade (y ≤ ystd), on s’intéresse
maintenant à sa partie supérieure (y ≥ ystd). Si on prend zmax = 0, la seule corde
de Systd

est ΓD. On s’attend donc à ce que, pour zmax assez petit et pour une petite
perturbation de l’équation de contact, les cordes de Systd

restent proches de ΓD.

Lemme 11.17. Soient (A, β) un feuilletage de rocade, SZ une surface de recol-
lement, τ > 0 et 0 < λ < π

4 . Quitte à diminuer εstab et zmax, pour tout lissage de
rocade et pour toute équation de contact εstab-proche de α, l’application retour sur
Systd

dans B≥ystd est définie d’un sous-ensemble de
[

π
2 − λ

2 ,
π
2 + λ

2

]

× Iprod dans un
sous-ensemble de

[

3π
2 − λ

2 ,
3π
2 + λ

2

]

× Iprod et le temps de retour est majoré par θmax.

Démonstration. On choisit ε < λ tel que, dans les coordonnées (r, θ) fournies
par la définition de feuilletage de rocade, f|[ 3π

2
−ε, 3π

2
+ε] = cos. Quitte à choisir

zmax assez petit, l’application retour sur Systd
dans B≥ystd pour l’équation non

perturbée a une source incluse dans
[

π
2 − ε

4 ,
π
2 + ε

4

]

× Iprod et une image incluse
dans

[

3π
2 − ε

4 ,
3π
2 + ε

4

]

× Iprod. En effet sur A × {0}, la seule corde de Systd
est

ΓD. Pour toute perturbation assez petite, la source de l’application retour sur
Systd

dans B≥ystd est incluse dans
[

π
2 − ε

2 ,
π
2 + ε

2

]

× Iprod et son but inclus dans
[

3π
2 − ε

2 ,
3π
2 + ε

2

]

× Iprod.
De plus, avant perturbation, dans la zone dans laquelle l’application retour est

définie, on a

Rα =





0
sin(r)
cos(r)



 .

Sans perturbation, le temps de retour est strictement majoré par θmax. Pour une
perturbation assez petite, ce résultat reste vérifié. �

3. Modèle de rocade pré-convexe

Dans cette section on décrit la deuxième étape de la construction d’une rocade
hyperbolique : la construction d’une rocade pré-convexe. Dans le modèle de rocade
construit dans la section 1, l’équation de contact n’est pas adaptée au bord. Consi-
dérons la composante connexe Γ0 de Γlissage de coordonnées x dans

[

π
2 , π

]

. Le long
de Γ0, le champ de Reeb effectue un quart de tour entre ∂

∂y
et − ∂

∂z
et pointe vers

∂B− (voir figure 6). Pour obtenir une équation adaptée au bord, on va éliminer
autant que possible les zones dans lesquelles le champ de Reeb est tangent à la
courbe de découpage en le faisant pointer vers ∂B+ dans la partie supérieure de la
rocade et vers ∂B− dans la partie inférieure. Pour cela, on perturbe l’équation dans
la partie supérieure de la rocade par une fonction ksup et dans la partie inférieure
par une fonction kinf. On utilise des modèles analogues au modèle de perturbation
permettant de passer de la forme (F1) à la forme (F2) dans le chapitre 8, section 2.1.

2. On voit la perturbation comme un graphe sur ∂B.
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z

y

R

∂B+

∂B−

Figure 6. Situation concave

La perturbation explicite de la partie inférieure permettra de recoller une zone de
convexification dans le chapitre suivant. La perturbation dans la partie supérieure
permet de garantir que les images de certaines courbes horizontales de SZ sur
{y = ystd, z ≥ π} s’intersectent transversalement. Cette propriété sera essentielle
pour obtenir le comportement décrit dans la figure 14 du chapitre 10.

Notons ylissage < ystd le réel strictement positif tel que le lissage du bord
inférieur ait lieu pour y ∈ [0, ylissage]. On peut supposer que ylissage <

ystd

2 . Posons
Γ+
A = ΓA×{zprod} et Γ−

A = ΓA×{−zprod} et Γ±
A = Γ−

A∪Γ+
A. On utilise des notations

analogues pour ΓD. On note yprec = ystd

2 .

Définition 11.18. Une perturbation pré-convexe d’un modèle de rocade sy-
métrique (B, αB) est la donnée de deux applications lisses kinf : B → R+ et
ksup : B → R+ vérifiant les propriétés suivantes (voir figure 7) :

(1) il existe un voisinage V+ de
(

Γ±
A

)≥yprec et un voisinage V− de
(

Γ±
A

)≤yprec

tels que ksup = 1 en dehors de V+ et kinf = 1 en dehors de V− ;

(2) ∂ksup

∂z
> 0 au voisinage de Γ+

A et ∂ksup

∂z
< 0 au voisinage de Γ−

A ;

(3) ksup est indépendant de x au voisinage de ΓA \ ΓD et indépendant de r au
voisinage de ΓD ;

(4) kinf(x, y, z) = (1 − finf(y)ρz) au voisinage de Γ+
D ∩ {(x, y, z), x ∈

[

π
4 ,

3π
4

]

}
où 3 ρ > 0 et finf : [0, ystd] → R+ est une fonction lisse, nulle au voisinage
de 0 et pour y ≥ yprec, croissante sur [0, y−

ρ ], constante égale à 1 sur
[y−
ρ , y

+
ρ ] et décroissante sur [y+

ρ , yprec] avec y−
ρ < ylissage < y+

ρ ;

(5) ksup est τ±
k invariante pour y ∈ [0, ystd] et kinf est τ±

k invariante.

x

y

V−

V+

yprec

Figure 7. Voisinages V+ et V− pour z = ±zprod

3. ρ est un réel choisi assez petit
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On note η(ksup) et η(kinf) les bornes inférieures des rayons des intervalles centrés
en π

2 + kπ sur lesquels ksup et kinf ne dépendent pas de x ou r. Au voisinage de
ΓA \ ΓD on définit la 1-forme αprec par

αprec = (ksupkinf) sin(x)dy + (ksup ◦ σ)(kinf ◦ σ) cos(x)dz

et au voisinage de ΓD on pose

αprec = (ksupkinf) sin(r)dθ + (ksup ◦ σ)(kinf ◦ σ) cos(r)dz

dans les coordonnées fournie par le lemme 11.4. La 1-forme αprec prolonge l’équation
de contact α en dehors de ces voisinages. C’est une équation de contact arbitrai-
rement proche de α sur V pour ksup et kinf assez petits. On a σ∗αprec = −αprec et
(τ±
k )∗αprec = (−1)kαprec pour y ∈ [0, ystd]. Commençons par vérifier les tangences

annoncées entre le champ de Reeb et le bord de la rocade pour une perturbation
pré-convexe assez petite.

Lemme 11.19. Soit B un modèle de rocade, soit η > 0. Il existe εinf et εsup

strictement positifs tels que pour toute perturbation pré-convexe (ksup, kinf) avec
η(ksup) ≥ η, η(ksup) ≥ η, ‖ksup‖ < εsup et ‖kinf‖ < εinf, les points de tangence entre
le champ de Reeb Rprec associé à αprec et ∂B forment une courbe lisse Γprec. Le long
de Γprec, Rprec pointe vers ∂B+ pour y > yprec et vers ∂B− pour y < yprec où ∂B+

et ∂B− sont les zones sur lesquelles le champ de Reeb est respectivement sortant et
entrant.

Les réels εsup et εinf dépendent respectivement du lissage du bord supérieur et
du bord inférieur.

Démonstration. D’après 11.7, les points de tangences entre le champ de Reeb
et le bord de B forment une courbe lisse pour l’équation de contact α. Comme la
condition de tangence est ouverte, pour une perturbation assez petite de l’équation
de contact, les points de tangences entre le champ de Reeb et le bord de B forment
toujours une courbe lisse.

Hors de x = kπ et x = kπ + π
2 , la paramétrisation de Γlissage donnée dans la

preuve du lemme 11.7 permet de monter que Γlissage a une composante sur ∂
∂x

non
nulle. La courbe Γlissage ne peut donc pas être colinéaire au champ de Reeb qui est
contenu dans les plans z = cst.

On se place au voisinage de x = kπ et x = kπ+ π
2 pour y < yprec. Par symétrie,

il suffit de considérer le voisinage
[

π
2 ,

3π
4

]

× [0, yprec] × [0, zmax]. Pour η fixé et pour
toute perturbation assez petite, il suffit de vérifier la transversalité dans un voisinage
dans lequel kinf est indépendant de x. Le champ de Reeb est alors donné par

Rα =
1

kinf(y, z)





−∂kinf

∂z
(y, z) sin(x)
sin(x)

kinf(y, z) cos(x)



 .

La condition de tangence s’écrit
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−∂kinf

∂z
(y, z) sin(x) 1 0
sin(x) 0 1

kinf(y, z) cos(x) 0 L′
inf(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

soit
kinf(y, z) cos(x) − L′

inf(y) sin(x) = 0

où Linf est le paramétrage du lissage inférieur en les variables (x, y). Ainsi, Γprec est
paramétrée par

y 7→
(

(cos
sin

)−1
(

L′
inf(y)

kinf(y, Linf(y))

)

, y, Linf(y)
)

= (x(y), y, z(y)).
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La condition de tangence entre le champ de Reeb et Γprec implique

x′(y) sin
(

x(y)
)

+
∂kinf

∂z

(

y, z(y)
)

sin
(

x(y)
)

= 0

soit

(25) x′(y) +
∂kinf

∂z

(

y, z(y)
)

= 0.

Or ∂kinf

∂z

(

y, z(y)
)

< 0 et x′(y) est positivement colinéaire à

−
L′′

inf(y)kinf
(

y, Linf(y)
)

− (L′
inf(y))2 ∂kinf

∂z

(

y, Linf(y)
)

− ∂kinf

∂y

(

y, Linf(y)
)

L′
inf(y)

k2
inf

(

y, Linf(y)
)

qui est du signe de −L′′
inf(y) et est donc négatif pour kinf assez proche de 1. Ceci

contredit la condition 25.
Intéressons nous au cas y > yprec. Comme dans la situation précédente, pour

une perturbation assez petite, il suffit de montrer que le champ de Reeb pointe
vers ∂B+ le long de γprec dans la zone dans laquelle ksup est indépendant de x. La
condition de tangence s’écrit alors

(26) ksup(y, z) cos(x) − L′
sup(y) sin(x) = 0.

Ainsi, Γprec est paramétrée comme dans la paragraphe précédent en remplaçant kinf

par ksup et Linf par Lsup et la condition 26 devient

x′(y) +
∂ksup

∂z

(

y, z(y)
)

= 0.

Or ∂kinf

∂z

(

y, z(y)
)

> 0 et x′(y) est du même signe que −L′′
inf(y), c’est-à-dire positif.

Il n’y a donc pas de points de tangence. �

Pour simplifier l’étude de flot de Reeb au voisinage de Γprec, on considère des
courbes plus explicites et dont le flot passe au voisinage de Γprec. Soient γ0, γ1, γ0

et γ1 définies, pour tout s ∈ [0, π2 ], par

γ0(s) = (s,−zprod)
γ1(s) = (π − s, zprod)
γ0(s) = (s+ π,−zprod)
γ1(s) = (2π − s, zprod) .

On note γZ leur réunion et SR =
[

π
2 , π

]

× {ystd} × Iprod. Pour étudier l’application
retour sur SZ dans la rocade, on va s’intéresser aux applications retour entre SZ et
SR et entre SR et SZ et les composer. On note δi et δi les images sur SR de γi et γi.

Définition 11.20. Soit τ un réel strictement positif. Un modèle de rocade
pré-convexe sur Z est la donnée de

(B, α, ksup, kinf)

où (B, α) est un modèle de rocade symétrique sur Z et (ksup, kinf) est une perturbation
pré-convexe de B tels qu’il existe des réels strictement positifs εSR

, εSZ
et θSR

et

une famille de pavés VΓA
= Vx × Vy × [0, yh] centrés en

(

Γ±
A

)[0,yh]
où yh = ystd+yprec

2
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) l’image de VΓA
par le flot de Reeb dans la rocade ne rencontre pas Systd

;

(2) dom(kinf) ∩
(

Rλ
2

× [0,∞[
)

= ∅ ;

(3) l’image sur SZ de ΓλV
= Γprec∩

(

RλV
2

× [0,∞[
)

est une courbe
εSZ

2 -proche
de γZ où λV est le rayon minimal des intervalles Vx ;

(4)
∣

∣

∣

∫

ΓλV

α
∣

∣

∣ < τ ;
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(5) l’image sur SR de toute courbe εSZ
-proche de γi ou γi, i ∈ {0, 1} est

εSR
-proche de δi ou δi ;

(6) toutes les courbes εSR
-proches de δi et δj avec i ∈ {0, 1} et j ∈ {0, 1}

s’intersectent en un unique point en formant un angle géométrique supérieur
à θSR

;

(7) toutes les courbes εSR
-proches de δi ou δi avec i ∈ {0, 1} forment un angle

géométrique supérieur à θSR
avec les droites horizontales ;

(8) le temps de retour entre SZ et SR et entre SZ et SR est majoré par τ .

La condition 1 permet de fixer une zone ne contribuant pas à l’application retour,
c’est dans VΓA

que l’on va effectuer les opérations imposées par la convexification
au cours desquelles le flot de Reeb n’est plus contrôlé. La condition 3 justifie l’étude
du flot de Reeb au voisinage de γZ à la place de l’étude au voisinage de Γprec. Le
lemme suivant, qui garantit l’existence de modèles de rocade, est démontré dans la
section 4.

Lemme 11.21. Soient Z une surface de recollement, λ et τ des réels strictement
positifs. Alors il existe un feuilletage de rocade β sur A et un modèle de rocade
pré-convexe (B, α, ksup, kinf) construit à partir de ce feuilletage tels que

– ‖ksup − 1‖C∞ < εstab et ‖kinf − 1‖C∞ < εstab ;
– zmax et εstab vérifient les énoncés de la section 2 avec yh = ystd+yprec

2 .

4. Existence d’une rocade pré-convexe

L’objectif de cette section est de démontrer le lemme 11.21.

Construction 11.22. Soient (A, β) un feuilletage de rocade. Par le lemme 11.6,
on peut supposer θmax < τ . Par la proposition 11.4, il existe une équation de contact
prolongeant α sur A × [−zmax, zmax]. On applique la section 2, pour obtenir des
bornes sur zmax et εstab. On choisit η < λ

4 .

Lissage et perturbation de la zone supérieure.

Lemme 11.23. Pour tout ksup assez proche de 1 et pour zmax assez petit, l’image
de γZ sur SR par le flot de Reeb associé à αsup comprend quatre graphes sur Iprod

en la variable z. Les images de γi et γj s’intersectent transversalement et le temps
de retour est strictement majoré par τ . Les orbites qui contribuent à l’application
retour sont incluses dans A × Iprod.

Démonstration. Pour λ et donc zmax assez petits et par les lemmes 11.12,
11.10 et 11.17 toutes les orbites qui contribuent à l’application retour entre SZ et
SR sont incluses dans le voisinage sur lequel on a α = sin(r)dθ+ cos(r)dz et ksup est
indépendant de r. Avant perturbation, les images sur Sθ de γ0 et γ1 sont les courbes

γθ0 : s 7−→
(

π + s, θ,−θ × cos(s)
sin(s)

− zprod

)

γθ1 : s 7−→
(

2π − s, θ,−θ × cos(s)
sin(s)

+ zprod

)

dans les coordonnées (r, θ, z). Quitte à diminuer zmax ces deux courbes sont des
graphes en z car γθ0

(

π
2

)

=
(

π
2 , θ,−zprod

)

, γθ1
(

π
2

)

=
(

π
2 , θ, zprod

)

et
(

γθ0,1
)′

(s) =
1

sin2(s)
θ.

Pour ksup assez proche de 1, ces propriétés restent vérifiées. En effet, la condition sur
la dérivée est immédiate, de plus, si on se place dans un voisinage de la rocade (muni
du prolongement naturel d’équation de contact), ϕt

(

π
2 , θ, zprod

)

a une coordonnée z
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strictement supérieure à zprod et l’autre extrémité de la courbe reste à l’extérieur
de la rocade : on obtient donc un graphe sur Iprod.

Une démonstration analogue montre le résultat pour les images de γ0 et γ1. Les
images de γ0 et γ1 sont des graphes strictement croissants et les images de γ0 et γ1

sont des graphes strictement décroissants.
Pour achever la preuve, il reste à montrer que les images de γi et γj s’intersectent

transversalement en un unique point. Par les sens de variation, il y a au plus un
point d’intersection et en ce point l’intersection est transverse. Par ailleurs, ces
graphes intersectent le segment

{

3π
2

}

× ]−zprod, zprod[. En effet, dans un voisinage
de la rocade, la coordonnées sur r de ϕt

(

3π
2 , θ, zprod

)

devient strictement supérieure
à 3π

2 et il existe donc un point d’intersection avec le segment r =
{

3π
2

}

dans SR.
Pour montrer que sa coordonnée z est dans ]−zprod, zprod[, on remarque qu’avant
l’intersection avec le segment r =

{

3π
2

}

, la coordonnée en z du champ de Reeb le
long de l’orbite est strictement négative.

Les propriétés sur les temps de retour se déduisent des lemmes 11.12 et 11.17
pour zmax, ystd et θmax assez petits. Comme Rz est de signe constant le long des
orbites, celles-ci sont incluses dans A × Iprod. �

Construction 11.24. Soit zprod < zmax, on choisit un lissage lsup de la
partie supérieure de la rocade. Soit ksup une perturbation pré-convexe de la partie
supérieure de la rocade telle ‖ksup − 1‖C∞ < min (εstab, εsup) et vérifie la condition
du lemme 11.23 et telle que η(ksup) ≥ η.

Corollaire 11.25. Il existe εSR
, εSR

et θSR
tels que le modèle épaissi A ×

[−zprod, zprod] lissé supérieurement par lsup et perturbé par ksup vérifie les conditions
5, 6 et 7 de la définition 11.20.

Construction de VΓA
. Le lemme suivant permet d’obtenir un voisinage VΓA

dont le flot ne rencontre pas Systd
ainsi qu’une borne sur les perturbations de la

structure de contact permettant de garantir les propriétés de VΓA
.

Lemme 11.26. Il existe εΓ > 0 et un voisinage VΓA
de Γ±

A∩{(x, y, z), y ∈ [0, yh]}
inclus dans

[

π

2
+ kπ − λ

4
,
π

2
+ kπ +

λ

4

]

× [0, ystd] × Imax

tels que pour toute perturbation α′ de αsup telle que ‖α′ − αsup‖C∞ < εΓ, l’image
par le flot de Reeb dans A × [−zmax, zmax] de VΓA

ne rencontre pas Systd
.

Démonstration. Sur un voisinage de la rocade, pour y > yprec, le champ de
Reeb est donné par

Rα =
1

ksup(y, z)





−∂ksup

∂z
(y, z) sin(x)

sin(x)
ksup(y, z) cos(x)



 .

On note ϕt son flot. La coordonnée z de ϕt
(

π
2 , y, zprod

)

est strictement supérieure
à zprod pour tout t > 0 et tout y ∈ [yprec, yh]. Il existe donc un voisinage V0 de
{

π
2

}

× [0, yh] × zprod dont le flot ne rencontre pas Sn × {ysdt} × [−zprod, zprod].
Quitte à restreindre V0 et à considérer une perturbation assez petite, la propriété

précédente reste vérifiée. Par symétrie, on effectue une construction analogue au
voisinage des autres composantes connexes de Γ±

A. �

Lissage et perturbation de la zone inférieure.

Lemme 11.27. Il existe un lissage linf du bord inférieur de la rocade tel que
l’image sur SZ de la restriction Γ de Γlissage à RλV

2

× [0,∞[ soit
εSZ

2 -proche de la

restriction de γ à Rλ et tel que
∣

∣

∫

Γ α
∣

∣ < τ .
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Démonstration. Par la démonstration du lemme 11.7, Γ est paramétré par
[

π
2 + λV

2 , π − λV

2

]

−→ R3

x 7−→
(

x, linf

(

(

l′inf

)−1(
tan(x)

)

)

,
(

l′inf

)−1(
tan(x)

)

)

et la projection sur SZ est

x 7−→
(

x, 0,
(

l′inf

)−1(
tan(x)

)

− tan(x) × linf

(

(

l′inf

)−1(
tan(x)

)

))

et sa dérivée est

x 7−→
(

1, 0,− 1
cos2(x)

× linf

(

(

l′inf

)−1(
tan(x)

)

)

)

d’où la première condition si on choisit linf assez petit.
Montrons maintenant la seconde condition, la dérivée de Γ est donnée par

x 7−→
(

1,
tan(x)
cos2(x)

× 1
l′′inf

(

(l′inf)
−1(tan(x))

) ,
1

cos2(x)
× 1
l′′inf

(

(l′inf)
−1(tan(x))

)

)

.

Par conséquent,
∫

Γ
α =

∫ π− λV
2

π
2

+ λV
2

1
cos3(x)

× 1
l′′inf

(

(l′inf)
−1(tan(x))

)dx.

Comme cos3(x) est minoré, il suffit de montrer que pour tout C > 0, il existe un
lissage linf tel que pour tout x ∈

[

π
2 + λV

2 , π − λV

2

]

,

l′′inf

(

(l′inf)
−1(tan(x))

)

> C.

Cette condition se réécrit, pour tout y ∈
[

tan
(

π
2 + λV

2

)

, tan
(

π − λV

2

)]

,

l′′inf

(

(l′inf)
−1(y)

)

> C.

On construit linf comme primitive d’une fonction lisse

f : ]0, 1] −→ ]−∞, 0]

telle que
– f est strictement croissante ;
– pour tout k ∈ N, f (k)(1) = 0 et limx→0 |f (k)(x)| = ∞ ;

–
∣

∣

∣

∫ 1
0 f
∣

∣

∣ = c ;

– f ′((f)−1(y)
)

> C pour tout y ∈
[

tan
(

π
2 + λV

2

)

, tan
(

π − λV

2

)]

.
Et une telle fonction existe pour tous c et C strictement positifs. �

Construction 11.28. On choisit linf donnée par le lemme ci-dessus et tel
que 2ylissage < ystd. Soit kinf tel que dom(kinf) ∩

(

Rλ
2

× [0,∞[
)

= ∅, η(kinf) ≥ η,

‖1 − kinf‖C∞ < min(εinf, εstab, εΓ) et (ksup, kinf) soit une perturbation pré-convexe
de (B, α).

Pour une perturbation assez petite, les propriétés de la courbe de découpage dé-
crite dans le lemme 11.27 et les propriétés de γZ et δZ décrites dans le lemme 11.23 et
le corollaire 11.25 restent vérifiées pour

εSZ

2 ,
εSR

2 et
θSR

2 . La construction précédente
fournit donc un modèle de rocade pré-convexe.





CHAPITRE 12

Construction d’une rocade hyperbolique

L’objectif de ce chapitre est la démonstration du théorème 10.8 garantissant
l’existence d’un modèle de rocade hyperbolique (VB , αB , λ). C’est la partie la plus
technique de la démonstration. La construction de ce modèle hyperbolique repose
sur le modèle pré-convexe défini dans le chapitre 11. Il faut rendre l’équation de
contact adaptée au bord de la rocade tout en contrôlant l’application retour sur la
surface de recollement.

La rocade pré-convexe construite dans la proposition 11.21 est munie d’une
équation de contact qui n’est pas adaptée au bord. On va construire une rocade
hyperbolique à partir d’une rocade pré-convexe en rendant le champ de Reeb adapté
au bord, tout en continuant à contrôler le flot de Reeb dans la rocade. Pour cela
on va « convexifier » la rocade en étendant la variété dans un petit voisinage de la
zone concave de la courbe de découpage.

Rappelons que, pour une rocade pré-convexe, il n’y a pas d’application retour
dans la rocade en restriction à Rλ. Par conséquent c’est l’opération de convexification
et la modification de (VB , αB) associée qui vont garantir l’existence d’une application
retour sur Rλ à travers la rocade. Ainsi, comme la convexification a lieu au voisinage
de la courbe de découpage, la seule partie du flot de Reeb dans la rocade (hors
convexification) qui joue un rôle dans l’application retour sur Rλ est celle qui est
définie au voisinage de l’image de la courbe de découpage (et donc de la courbe γZ
par la définition de rocade pré-convexe).

Un modèle de rocade pré-convexe fournit

(27) 0 < y−
ρ < ylissage < y+

ρ < yprec < yh < ystd

où l’équation de contact est standard sur [0, ystd], yprec est la limite entre les zones
de perturbations par ksup et par kinf, ylissage est la limite du lissage du bord inférieur,
yh = yprec+yconv

2 et pour y ∈ [y−
ρ , y

+
ρ ] on a kinf(x, y, z) = 1 − ρz au voisinage de la

courbe de découpage. On note Γprec la courbe de points de tangence entre le champ
de Reeb et la bord de la rocade. On pose

SR = [π, 2π] × {ystd} × Imax.

On fixe aussi yint tel que

(28) yprec < yint < yh.

Avant de contrôler l’application retour sur SZ , on commence par contrôler l’appli-
cation retour entre SZ et SR afin de ne traverser qu’une seule fois la future zone
de convexification. La proposition suivante permet de garantir l’existence d’une
équation de contact adaptée au bord avec retour contrôlé entre SR et SZ . Le contrôle
cherché est décrit dans la figure 14 du chapitre 10.

Proposition 12.1. Soient ν, λ, τ , η et A des réels strictement positifs. Soit
(B, α) un modèle de rocade pré-convexe adapté aux paramètres précédents. Il existe
B′ avec B ⊂ B′ et B′ \ B ⊂ SZ × ]0, yprec] et une équation de contact α′ tels que

(1) α′ = α en dehors d’un voisinage de Γprec ;

(2) B′ soit une variété de bord convexe avec α′ adaptée au bord ;

133
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(3) B[0,ystd] soit à flot contrôlé par (λ, yh, X, Y ) (voir définition 11.11) ;

(4) il n’y ait pas d’application retour sur Systd dans B[0,ystd] ;

(5) l’application retour entre SZ et SR en restriction à Rλ pour des temps
positifs se décompose en deux difféomorphismes : ϕ0 : R0 → Q0 et ϕ1 :
R1 → Q1 où

– R0 et R1 sont des rectangles de fibres ν-horizontales et verticales
avec [π2 +λ, π−λ] et [π+λ, 3π

2 −λ] comme base des fibrés verticaux ;
– Q0 et Q1 sont des rectangles de SR de fibres horizontales et εSR

-
proches de δ0 et δ1 avec Iprod comme base des fibrés horizontaux ;

– ϕ0 et ϕ1 préservent les fibres, 1√
η
-dilatent les courbes A-verticales

et ϕ−1
0 et ϕ−1

1
1√
η
-dilatent les courbes θSR

-éloignées de δ0 et δ1 ;
– l’image par ϕ0 et ϕ1 de toute courbe A-verticale est εSR

-proche de
δ0 et δ1 et l’image par ϕ−1

0 et ϕ−1
1 de toute courbe θSR

-éloignée de
δ0 et δ1 est ν-horizontale ;

– le temps de retour entre SZ et SR est majoré par 4τ

(6) l’application obtenue pour des temps négatifs se décompose en difféomor-
phismes ϕ′

0 : R′
0 → Q′

0 et ϕ′
1 : R′

1 → Q′
1 vérifiant des propriétés analogues.

La démonstration de la proposition 12.1 repose sur le procédé de convexification
et suit ses étapes pas à pas : choix de coordonnées adaptées obtenues en suivant
le flot de Reeb à partir d’une surface transverse puis modification de l’équation de
contact dans les nouvelles coordonnées. Dans notre situation, cette construction est
compliquée par le fait que la convexification doit être une construction locale et par
les contraintes imposées sur l’application retour.

Dans la section 1, on montre comment cette proposition implique le théo-
rème 10.8. La suite du chapitre est consacrée à la démonstration de la proposi-
tion 12.1. Pour démontrer cette proposition, on part d’une rocade pré-convexe et
on détermine des coordonnées adaptées à la description de la convexification au
voisinage de la courbe de découpage Γprec (section 2). Puis, on décrit le modèle
de convexification dans ces nouvelles coordonnées (section 3). On montre ensuite
pourquoi la construction précédente démontre bien le lemme 12.1 (section 4) et, dans
la section 5, on justifie l’existence d’une paire de convexification dont la construction
est une étape de la convexification. Enfin, dans la section 7, on démontre les lemmes
nécessaires à la preuve du théorème 8.5 sur l’indice de Conley-Zehnder.

1. Existence d’une rocade hyperbolique

L’objectif de cette section est de démontrer le théorème 10.8 à partir de la
proposition 12.1.

Soient K > 0 et Z une zone de recollement munie d’une surface de recollement
K-hyperbolique (SZ , εZ), ε-stable et (µ, ν, τ)-contrôlée. Soient A et η des réels
strictement positifs. On applique le lemme 12.1, on va montrer que le modèle de
rocade hyperbolique (B′, α′) obtenu est bien une rocade hyperbolique de paramètres
(ν, τ, A, η).

L’application retour sur SZ se décompose à l’aide des applications ψ1 et ψ2 où
ψ1 est l’application retour dans la rocade tronquée en Systd

et ψ2 est l’application
retour obtenue à partir des orbites qui rencontrent Systd

. Par la proposition 12.1 il
n’y pas par d’application retour sur Systd

dans la rocade tronquée. La composante
ψ2 s’obtient en composant l’application rentre SZ et Systd

pour des temps positifs,
l’application retour sur Systd

dans B≥ystd et l’application entre Systd
et SZ pour des

temps positifs.
Les propriétés demandée à ψ1 s’obtiennent directement par la proposition 12.1

via la définition de flot contrôlé. Par le lemme 11.17, l’application retour sur Systd
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dans la partie supérieure de la rocade est définie d’un sous-ensemble de
[

π

2
− λ

2
,
π

2
+
λ

2

]

× Iprod

dans un sous-ensemble de
[

3π
2

− λ

2
,

3π
2

+
λ

2

]

× Iprod.

Ainsi, par la proposition 12.1 et la définition de flot contrôlé, l’application retour
dans la rocade pour les orbites qui rencontrent Systd

est définie d’un sous ensemble
de X dans un sous-ensemble de Y .

Pour obtenir l’application retour en restriction à Rλ, on compose les difféomor-
phismes ϕi et ϕ′

j
−1 fournis par la proposition 12.1. Le lemme 10.11 permet alors de

garantir les propriétés sur les ensembles de définition et la préservation des fibres. En
particulier, les fibres horizontales de dom(ϕi,j) et im(ϕi,j) sont ν-horizontales car
ce sont les images des fibres verticales de Q′

i et Qi par les applications ϕ−1
i et ϕ′

i
−1.

Or ces fibres verticales sont θSR
-éloignées des courbes γj et γj (j ∈ {0, 1}). De plus

l’image d’une courbe A-verticale par ϕi et ϕ′
i est εSR

-proche de γj ou γj (j ∈ {0, 1})
et ainsi la courbe image par ϕ′

j
−1 ou ϕ−1

j est ν-horizontale. À chaque étape, la courbe
est 1√

η
-dilatée et donc l’application retour sur SZ 1

η
-dilate les courbes A-verticales.

Enfin la propriété sur le temps de retour est obtenue en composant les propriétés
des deux applications qui entrent en jeu dans la composition.

2. Choix de coordonnées adaptées

On obtient de nouvelles coordonnées en suivant le flot de Reeb à partir d’une
surface Σ rencontrant transversalement le bord de la rocade le long de Γprec.

2.1. Description des nouvelles coordonnées.

Construction 12.2. Soit SZ une surface de recollement. Soient ν, λ, τ , η et
A des réels strictement positifs. On construit deux modèles de rocade pré-convexes
B ⊂ B′ pour le même feuilletage de rocade par le lemme 11.21 tels que B′ prolonge
B et que pour |z| ≤ zstd et 0 ≤ y ≤ ystd la distance entre ∂B′ et B soit strictement
positive. On peut supposer que le réel εSZ

associé aux modèles de rocades pré-
convexes B et B′ vérifie εSZ

< ν.

La rocade pré-convexe qui sera utilisée par la suite pour construire le modèle
hyperbolique est la rocade B. La rocade B′ n’est présente que pour contrôler le flot
de Reeb dans un petit voisinage de B.

Lemme 12.3. Il existe ε′
stab > 0 tel que pour toute perturbation de ∂B de taille

inférieure à ε′
stab en norme C∞, l’équation de contact αprec soit adaptée au bord

perturbé pour y ≥ yint (yint est décrit par le condition 28).

Démonstration. On a yint > yprec donc l’équation αprec et adaptée au bord
pour y ≥ yint. Comme cette condition est ouverte, elle est stable par petites
pertubations. �

Le procédé de convexification nécessite le choix de coordonnées adaptées au
voisinage de la courbe de découpage Γprec. On va construire ces coordonnées au
voisinage de la composante connexe Γ0 de Γprec dans

[π

2
, π
]

× [0, ystd] × [0, zstd].

On utilisera ensuite les propriétés de symétries présentées dans la section 1.3 du
chapitre 11.
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Lemme 12.4. Il existe une surface Σ munie de coordonnées

(u, v) ∈ [umin, umax] × [−vmax, vmax]

transverse au champ de Reeb et au bord de la rocade le long de Γ0 telle que

(1) σ(iΣ(u, v)) = iΣ(umax + umin − u, v) où iΣ l’inclusion de Σ dans R3 ;

(2) ∂
∂u

= ∂
∂y

et ∂
∂v

= ∂
∂z

pour y dans un voisinage de [y−
ρ , y

+
ρ ] ;

(3) dans les coordonnées (t, u, v) obtenues en suivant le champ de Reeb à partir
de Σ, on ait

αprec = dt+ (1 − ρzprod − ρv)dv.

On note yΣ le réel tel que
(

π
2 , yΣ

)

= iΣ(umax, 0).

Démonstration. Soit Σ une surface transverse à S le long de Γprec, égale au
plan engendré par ∂

∂y
et ∂

∂z
pour y voisin de [y−

ρ , y
+
ρ ], σ-invariante et munie de

coordonnées (u, v) vérifiant les propriétés suivantes :
– iΣ ([−umax, umax] × {0}) = Γprec ;
– pour y dans un voisinage de [y−

ρ , y
+
ρ ], on a ∂

∂u
= ∂

∂y
et ∂

∂v
= ∂

∂z
;

– σ(iΣ(u, v)) = iΣ(umax + umin − u, v) ;
– i∗Σαprec = g(u, v)dv et g(u, 0) = 1 − ρzprod.

Par construction, g(u, v) = 1 − ρzprod − ρv pour y voisin de [y−
ρ , y

+
ρ ]. En suivant le

flot de Reeb à partir de Σ, on obtient des coordonnées (t, u, v) dans lesquelles

αprec = g(u, v)du+ dt.

On considère l’équation de contact α1 = (1−ρzprod −ρv)du+dt définie au voisinage
de Γprec. Les équations αprec et α1 coïncident le long de Γprec et pour y voisin de
[y−
ρ , y

+
ρ ]. Par une méthode de Moser, on obtient une famille de difféomorphismes ϕs,

s ∈ [0, 1] définis au voisinage de Γprec et telle que ϕ∗
1α1 = αprec. Par construction,

ϕ1 est l’identité le long de Γprec et pour y dans un voisinage de [y−
ρ , y

+
ρ ]. De plus ϕ1

préserve Σ. Le nouveau paramétrage de Σ donné par ϕ−1
1 ◦ iΣ vérifie les conditions

demandées dans l’énoncé. En particulier, la condition de symétrie par rapport à σ
est vérifiée car σ∗αprec = −αprec et σ∗α1 = −α1, ce qui implique que le générateur
infinitésial du flot Xs donné par la méthode de Moser vérifie σ∗Xs = Xs et donc
que ϕ1 ◦ σ = σ ◦ ϕ1. �

On définit u±
ρ et ulissage comme coordonnées u dans Σ associées au point

d’intersection entre Γ0 et les surfaces Sy±
ρ

et Sylissage
On note ψ = (ψx, ψy, ψz) le dif-

féomorphisme de changement de coordonnées (t, u, v) vers (x, y, z). Par construction
σ
(

ψ(t, u, v)
)

= ψ
(

− t, umax + umin − u, v
)

. Soient u± tels que u−
ρ < u− < u+ < u+

ρ .
Quitte à restreindre le domaine de définition ψ est définie de U dans V et

(1) U = It × Iu × Iv = [−tmax, tmax] × [umin, umax] × [−vmax, vmax] ;

(2) V ⊂ B′ ;

(3) V est inclus dans
[

π
2 − λ

8 , π + λ
8

]

× [0, yh]×Imax et V ⊂ Vlissage (voir lemme
11.14 pour la définition de Vlissage) ;

(4) ψ ([−tmax, tmax] × [ulissage, umax] × [−vmax, vmax]) ⊂ VΓA
;

(5) ψ ([−tmax, tmax] × [u−, u+] × [−vmax, vmax]) est inclus dans la zone dans
laquelle α = (1 − ρz) sin(x)dy + cos(x)dz.
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Fait 12.5. Pour tout (t, u, v) ∈ It × [u−, u+] × Iv, on a

ψ(0, u, v) =
(π

2
, yΣ − umax + u, zprod + v

)

ψ(t, u, v) = ψ(t, 0, v) + (0, yΣ − umax + u, 0)

ψx(t, u, v) = π − ψx(−t, u, v)

ψz(t, u, v) = ψz(−t, u, v)

ψy(−t, u, v) = 2ψy(0, u, v) − ψy(t, u, v)

.

On subdivise [umin, umax] pour pouvoir convexifier au voisinage de umin tout
en continuant de contrôler l’application retour dans Rλ. Il existe umin < u1 < u2 <
u3 < u4 < u5 < umax (voir figure 1) tels que

(1) ψ(It × [u5, umax] × Iv) ⊂ VΓA
;

(2)
[

π
2 ,

π
2 + λ

2

]

⊂ ψx(It × [u4, umax] × Iv) ;

(3)
[

π
2 + 3λ

4 , π − 3λ
4

]

⊂ ψx(It × [u3, u4] × Iv) ;

(4)
[

π − λ
2 , π

]

⊂ ψx(It × [umin, u1] × Iv).

Rλ

VΓA

retour possible sur SZ : x ∈
[

π
2
, π
2
+ λ

2

]

x

z

y

u5

u4

u3 u2
u1

Figure 1. Réels ui

On note SB = ψ−1(∂B).

2.2. Premières restrictions du domaines de définition des nouvelles
coordonnées. Pour faciliter la construction d’une équation de convexification avec
de bonnes propriétés, on commence par choisir U assez petit. Les lemmes présentés
dans cette section permettent de garantir la forme de l’image du bord de la rocade
dans les nouvelles coordonnées, des propriétés sur les cordes de Reeb de U et des
propriétés de l’application induite par le flot de Reeb entre SR, SZ et des plans de
la forme t = cst. Le contrôle des cordes de Reeb de U permettra de garantir que les
orbites de Reeb ne passent pas plusieurs fois dans la même zone de convexification et
donc d’étudier leur comportement. Le contrôle de l’application retour entre SR, SZ et
les plans t = cst est la première étape dans la décomposition de l’application retour
entre SR et SZ permettant d’isoler les passages dans la zone de convexification.
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Lemme 12.6. Quitte à restreindre U , SB est une surface lisse, incluse dans
I̊t × Iu × [0, vmax]. Sa restriction au plan u = cst est une courbe lisse composée de
deux graphes sur [0, vmax] qui rencontrent la droite d’équation t = 0 en v = 0, l’un
positif et strictement croissant, l’autre négatif et strictement décroissant (voir figure
2). De plus, dans [−tmax, tmax] × [u−, u+] × [−vmax, vmax], SB est u-invariante et
symétrique par rapport au plan t = 0.

SB

v

t

Figure 2. Surface SB

Remarque 12.7. Dans les coordonnées (t, u, v), σ s’écrit (t, u, v) 7→ (−t, umax +
umin − u, v). Cette application laisse SB invariante.

Démonstration. Par construction, SB est une surface lisse, contenant {0} ×
[umin, umax] × {0} et tangente au plan engendré par ∂

∂u
et ∂

∂t
le long de cette

courbe (le champ de Reeb est tangent à SB le long de la courbe de découpage). Par
conséquent SB est bien transverse aux plans u = cst quitte à prendre U assez petit.
Par ailleurs, quitte à diminuer vmax, on peut toujours garantir que SB est inclus
dans I̊t × Iu × Iv.

Dans les coordonnées (t, u, v), le champ de Reeb vérifie Rαprec
= ∂

∂t
. Dans V , en

dehors de Γ0, ∂B est transverse à ∂
∂t

, donc son image est composée de deux graphes
en les coordonnées (u, v). Comme le long de Γ0 ≃ {0} × [umin, umax] × {0}, SB est
tangent à 〈 ∂

∂t
, ∂
∂u

〉, un de ces graphes est strictement positif et l’autre strictement
négatif. Par transversalité on obtient le même résultat dans les plans u = cst. Le
graphe positif correspond aux points pour lesquels Rαprec

est rentrant et le graphe
négatif aux points pour lesquels Rαprec

est sortant (voir figure 3). Or SB est aussi
un graphe sur les coordonnées (t, u) et en dehors de Γ0 ce graphe n’est jamais
tangent à ∂

∂t
. Donc, dans un plan u = cst, il est strictement croissant ou strictement

décroissant sur ]0, tmax]. Comme {0} × [umin, umax] × [−vmax, 0] est inclus dans B,
la condition de transversalité garantit que ce graphe est croissant (voir figure 4).
On obtient donc que SB est inclus dans I̊t × Iu × [0, vmax]. La u-invariante et la
symétrie proviennent du fait 12.5. �

Lemme 12.8. Quitte à restreindre U , il n’y a pas de corde de Reeb sur ∂U à
l’extérieur de U .

Démonstration. Commençons par remarquer qu’une composante connexe
de Γprec dans B<yprec n’a pas de corde de Reeb. En effet, hors de la zone de
perturbation, les orbites de Reeb sont incluses dans les plans x = cst avec Rz 6= 0 et
Γprec n’intersecte qu’une fois ces plan. Par symétrie, dans la zone de perturbation on
se contente d’étudier le voisinage de x = π

2 pour z > 0. Dans ce voisinage, Rx > 0
et Ry > 0. Or, la projection de Γprec sur le plan (y, x) est strictement décroissante.



2. CHOIX DE COORDONNÉES ADAPTÉES 139

z

y

Σ

B

Figure 3. Propriétés de transversalité du champ de Reeb et de SB

B B

t t

vv

R est rentant R est sortant

Cas croissant Cas décroissant

Figure 4. Croissance du graphe associé à SB

Supposons par l’absurde qu’il existe une famille de cordes de Reeb
(

γn
)

n∈N∗ hors
d’un voisinage Un de diamètre inférieur à 1

n
. Alors, par compacité, les extrémités

de γn et sa période convergent (le temps passé par les orbites dans la rocade est
majoré). Or, comme dans les coordonnées (t, u, v) le champ de Reeb est ∂

∂t
, pour

n assez grand la période de ces cordes est minorée par la borne tmax associé à U1.
Donc le passage à la limite précédent construit une corde de Reeb de Γprec ce qui
est impossible. �

Par régularité du flot, quitte à restreindre U on peut supposer que

(29) Cψ = ‖ψ(t, u, v) − ψ(0, u, 0)‖∞ + ‖ dψ(t, u, v) − dψ(0, u, 0)‖∞ = ◦(1).

Pour contrôler l’application retour dans la rocade, on commence par étudier l’appli-
cation induite entre SR et SZ . Comme les orbites issues de Rλ qui contribuent à cette
application rencontrent la zone de convexification, on la décompose en application
retour entre SZ ou SR et des plans t = cst dans les nouvelles coordonnées.

Lemme 12.9. Quitte à restreindre U , il existe εB > 0 et B > 0 tels que
pour tout tΣ ∈ It, les applications ϕ− et ϕ+ induites par le flot de Reeb entre
Σ = {(t, u, v), t = tΣ} et SZ et entre Σ et SR vérifient :

(1) l’image par ϕ− de toute courbe εB-horizontale dans [u2, u3] × Iv est ν-
horizontale dans Rλ ;

(2) l’image par ϕ−1
− de toute courbe A-verticale dans Rλ est B-verticale dans

[u2, u3] × Iv ;

(3) l’image par ϕ+ de toute courbe εB-horizontale dans [u4, u5] × Iv est εSR
-

proche de δ1 ;
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(4) l’image par ϕ−1
+ de toute courbe θSR

-éloignée de δi est B-verticale dans
[u4, u5] × Iv ;

(5) le temps de retour entre SZ et Σ est majoré τ et le temps de retour entre
SR et Σ est majoré par 2τ .

On note L un majorant de la norme de dϕ± et dϕ±−1 obtenue en utilisant les
coordonnées (x, y, z) sur SR et SZ et les coordonnées (t, u, v) pour Σ pour définir
les normes.

Démonstration. Par la définition de rocade pré-convexe (définition 11.20),
l’image par le flot de Reeb de toute courbe εSZ

-proche de γ1 est εSR
-proche de δ1.

De plus, l’image sur SR de Γprec ∩
(

RλV
2

× [0,∞[
)

est
εSZ

2 -proche d’une restriction

de γ1. (Le réel λV est associé à la rocade pré-convexe, voir définition 11.20).
Par définition

Γprec ∩ ψ (It × [u4, u5] × Iv) ⊂ Γprec ∩
(

RλV
2

× [0,∞[
)

.

Par le lemme 11.12 toutes les orbites de Reeb qui contribuent à l’application retour sur
SR d’une courbe εSZ

-proche de γ1 sont issues d’un point dans
[

π
2 − λ

2 ,
π
2 + λ

2

]

×Imax.
De plus, d’après le lemme 11.15, la projection de Γprec ∩ ψ (It × [u4, u5] × Iv) sur
SZ atteint des points de coordonnées x supérieures à π

2 + λ
2 pour des points de

coordonnée u proche de u4. Comme les orbites issues de points de coordonnée u
proche de u5 sortent de la rocade (par définition de VΓA

), la projection de Γprec ∩
ψ (It × [u4, u5] × Iv) sur SR rencontre toutes les cordes définissant l’application

retour de Γprec ∩
(

RλV
2

× [0,∞[
)

sur SR.

Choisissons εB pour que les courbes εB-proches de Γprec ∩ ψ (It × [u4, u5] × Iv)
se projettent sur des courbes εSZ

-proches de γ1. On prend U assez petit pour que
toutes les droites parallèles à l’axe des t dans It × [u4, u5] × Iv soient εB-proches de
Γprec ∩ (It × [u4, u5] × Iv). On obtient alors le point 1 car εSZ

< ν et le point 3.
Par le point 3, l’image d’une courbe A-verticale n’est pas εB-horizontale et donc

il existe B tel que ces courbes soient toutes B-verticales. On obtient alors le point 2.
Le point 4 se montre de la même manière.

La propriété 5 sur les temps de retour entre SZ et Σ est une conséquence
du lemme 11.12. Le temps de retour entre Σ et SR découle des lemmes 11.12
et 11.17. �

Construction 12.10. On perturbe le bord de B (voir figure 5) pour garantir
l’existence de v0 ∈ ]0, vmax[ tel que sur [0, v0] ⊂ Iv, on ait SB|u = SB|umax

et que le
champ de Reeb sorte de ∂B+, rentre dans ∂B− et pointe vers ∂B− le long de Γprec

(ce sont les conditions au bord garanties par le lemme 11.19 avant perturbation
de ∂B). Par le lemme 12.6, il n’est pas nécessaire de perturber SB dans la zone
u ∈ [umin, u1] et dans la zone u ∈ [u5, umax]. On note B la nouvelle rocade. Quitte à
diminuer la taille de U , la perturbation est de taille inférieure à εstab et ε′

stab fournis
par la section 2 du chapitre 11 et le lemme 12.3. Dans toute la suite on restreint
Iv = [−v0, v0] (et on pose vmax = v0).

3. Description de la convexification

Lors de la convexification, on recolle une variété à bord dans un voisinage de
la partie concave de la courbe de découpage. Dans cette section, on va décrire la
partie ajoutée dans les coordonnées (t, u, v). Pour cela, il faut fixer le nouveau bord
de la variété et le prolongement de l’équation de contact.
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SB|umax

v

t
SB|u

SB perturbée

Figure 5. Perturbation de la surface SB

3.1. Modèle de perturbation du bord de la rocade. La convexification
a lieu au voisinage de la zone concave de la rocade. Hors d’un voisinage du bord de
la zone concave, la convexification suit la construction décrite dans [18] (présentée
dans la section 2 du chapitre 1) et au voisinage du bord on interpole entre le modèle
concave convexifié et le modèle convexe. Dans la zone d’interpolation le nouveau
bord de la rocade est un graphe en les coordonnées (x, y).

Soit H l’ensemble des fonctions lisses

h :
[π

2
− xhmax,

π

2
+ xhmax

]

× [y−
ρ , yh] → R

vérifiant les propriétés suivantes

(1) ‖h‖C∞ < εstab et ‖h‖C∞ < ε′
stab (voir section 2 du chapitre 11 et lemme

12.3) ;

(2) h = 0 au voisinage de x = π
2 ± xhmax et de y = yh ;

(3) h(−x, y) = h(x, y) ;

(4) h est indépendant de y pour y ∈ [y−
ρ , yint] ;

(5) S̃h =
{

(x, y, zprod + h(x)), x ∈
[

π
2 − xhmax,

π
2 + xhmax

]

, y ∈ [y−
ρ , yconv]

}

est
inclus dans V.

(6) pour y ∈ [y−
ρ , yint], h est croissante pour x < 0, décroissante pour x > 0 et

constante au voisinage de 0.

On note Sh l’image de S̃h dans les coordonnées (t, u, v), zh = zprod + max(h) et
xhplat le réel maximal tel que h soit constante sur

[

π
2 − xhplat,

π
2 + xhplat

]

. Le minimum
de Sh sur l’axe des v est atteint pour t = 0 et vaut max(h) = vh (voir figure 6). De
plus, l’ensemble H est non vide. Soit vH = sup{max(h), h ∈ H}. Par construction
vH > 0 et pour tout 0 < v < vH il existe h ∈ H tel que max(h) = v. Enfin, pour
max(h) fixé, on peut rendre xhplat arbitrairement petit.

Lemme 12.11. La surface Sh est u-invariante. De plus, dans les plans u = cst,
elle est composée de deux graphes sur [vh, vmax] nuls en vh, lisses sur ]vh, vmax],
symétriques, l’un positif et strictement croissant, l’autre négatif et strictement
décroissant.

Démonstration. Par le lemme 11.17, les points de tangences entre le champ
de Reeb et la surface S̃h forment une courbe lisse. Par la forme du champ de Reeb
cette courbe est le segment

{

π
2

}

× [y−
ρ , yconv] × zh. Ainsi le champ de Reeb est
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Sh

SB

v

t

Figure 6. Surface Sh

sortant de S̃h pour tout x < π
2 et rentrant pour tout x > π

2 (S̃h est orienté comme
le bord de la rocade). On utilise des arguments analogues à ceux de la preuve du
lemme 12.6 pour conclure. �

On prolonge la surface Sh dans les coordonnées (t, u, v) par translation. Par
abus de langage, on note toujours Sh la surface obtenue. Par symétrie, cette surface
se recolle à l’image de S̃h par σ. En effet, tout point de Sh au voisinage de umax

s’écrit (l±(v), u, v) où l± sont les graphes définis dans le lemme 12.6. Par conséquent,

σ(ψ(l±(v), u, v) = ψ(l∓(v), umax + umin − u, v).

La restriction sur la taille de U fournie par le lemme suivant permet de garantir des
propriétés du changement de variables qui seront utilisées pour étudier les « petites »
cordes de Reeb de SZ .

Lemme 12.12. Il existe t′max < tmax, v′
max < vmax, uλ < ulissage, ∆ > 0 et v∆

tels que

(1) 0 < v∆ < v′
max et v∆ est arbitrairement petit ;

(2)
[

π
2 − λ, π2 + λ

]

⊂ ψx (I ′
t × [uλ, umax] × I ′

v) ;

(3) pour tous points p = (t, u, v) et p′ = (t′, u′, v′) dans It × [uλ, umax] × Iv
avec t′ − t > ∆ et u′ ≤ u, on a ψy(p) < ψy(p′) et ψx(p′) − ψx(p) ≤ λ

12 ;

(4) les plans t = ±∆ intersectent S0 pour v ≤ v∆.

La condition 3 est la condition permettant d’étudier les petites cordes de Reeb.
La condition 2 fournit le domaine d’application de l’étude. La condition 4 garantit
que si pe et ps sont sur SB et vérifient v ≥ v∆ et v′ ≥ v∆ alors t′ − t > ∆ et le point
3 s’applique. Dans toute la suite, on va s’attacher à ne pas perturber αpert pour
v ≤ v∆.

Démonstration. On suppose que λ est choisi assez petit pour garantir que
1 − sin

(

π
2 + λ

)

< 1
8 . Fixons une borne pour v∆. On part de t′max = tmax et v′

max =
vmax et on les réduit progressivement. On note I ′

t et I ′
v les intervalles [−t′max, t

′
max]

et[−v′
max, v

′
max]. Quitte à diminuer t′max et v′

max on suppose qu’il existe uλ < ulissage

tel que
[

π

2
− λ

2
,
π

2
+
λ

2

]

⊂ ψx (I ′
t × [uλ, umax] × I ′

v) ⊂
[π

2
− λ,

π

2
+ λ

]

.

On choisit ∆ assez petit pour que, quitte à restreindre t′max et v′
max, on ait

– t′max = 4∆ ;

– v′
max <

∆
8M où M =

∥

∥

∥

∂ψy

∂v

∥

∥

∥

∞
+
∥

∥

∥

∂ψx

∂v

∥

∥

∥

∞
;
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– v′
max <

λ
24M ;

– t′max <
λ

48M ;
– v′

max est inférieur à la borne fixée pour v∆ ;
– les plans d’équation t = ±∆ intersectent SB pour v ≤ vmax.

Alors, pour tout (t, u, v) ∈ [0, t′max] × [uλ, umax] × [−v′
max, v

′
max],

ψy(0, u, v) + t sin
(π

2
+ λ

)

≤ ψy(t, u, v) ≤ ψy(0, u, v) + t

et

ψy(0, u, 0) − v′
max

∥

∥

∥

∥

∂ψy
∂v

∥

∥

∥

∥

∞
≤ ψy(0, u, v) ≤ ψy(0, u, 0) + v′

max

∥

∥

∥

∥

∂ψy
∂v

∥

∥

∥

∥

∞
.

Par conséquent

ψy(t′, u′, v′) − ψy(t, u, v) ≥ ψy(0, u′, 0) − ψy(0, u, 0) − 2v′
max

∥

∥

∥

∂ψy

∂v

∥

∥

∥

∞
+∆ + t′

(

sin
(

π
2 + λ

)

− 1
)

≥ 0 − ∆
4 + ∆ − ∆

2
≥ ∆

4 > 0.

De façon analogue on obtient

ψx(0, u, 0) − v′
max

∥

∥

∥

∥

∂ψx
∂v

∥

∥

∥

∥

∞
− 2t′max

∥

∥

∥

∥

∂kinf

∂z

∥

∥

∥

∥

∞
≤ ψx(t, u, v)

ψx(t, u, v) ≤ ψx(0, u, 0) + v′
max

∥

∥

∥

∥

∂ψx
∂v

∥

∥

∥

∥

∞
+ 2t′max

∥

∥

∥

∥

∂kinf

∂z

∥

∥

∥

∥

∞
.

Ainsi

ψx(p′) − ψx(p) ≤ ψx(0, u′, 0) − ψx(0, u, 0) + 2v′
max

∥

∥

∥

∥

∂ψx
∂v

∥

∥

∥

∥

∞
+ 4t′max

∥

∥

∥

∥

∂kinf

∂z

∥

∥

∥

∥

∞
or ψx(0, u′, 0) − ψx(0, u, 0) ≤ 0. �

Construction 12.13. En appliquant le lemme 12.12, on construit t′max < tmax,
v′

max < vmax, uλ < ulissage, ∆ > 0 et v∆ tels que v∆ < vH. On choisit ensuite h0 ∈ H
tel que v∆ < max(h) < vmax et tel que le plan d’équation v = v′

max intersecte Sh0

hors de l’image de la zone plate de S̃h0
.

Le lemme suivant fournit une taille de perturbation de l’équation de contact qui
garantit la transversalité de S̃h et du champ de Reeb hors de la zone plate centrale.

Lemme 12.14. Soient (B, α, ksup, kinf) une rocade pré-convexe et h ∈ H. Il existe
εhpert tel que pour toute perturbation εhpert-proche de αprec en norme C1 le champ de
Reeb soit transverse à S̃h pour tout x tel que xhplat ≤ |x− π

2 | ≤ xhmax.

Démonstration. Le champ de Reeb associé à αprec est transverse à S̃h pour
xhplat ≤ |x− π

2 | ≤ xhmax donc ce résultat est stable par petites perturbations. �

3.2. Modèle de convexification. On construit le modèle de convexification
pour y ∈ [y−

ρ , yconv], on interpole avec le modèle convexe pour y ∈ [yconv, yint] et de
fait disparaître la partie ajoutée pour y ∈ [yint, yh] (voir les équations 27 et 28 pour
les définitions des différents réels). Dans cette section, on construit une perturbation
de l’équation de contact qui prolonge αprec dans V. Soit z0 > 0, on pose

{

Φz0
(z) = exp(− 1

z−z0
) si z > z0

Φz0
(z) = 0 sinon.

Dans les coordonnées (x, y, z) pour y ∈ [y−
ρ , y

+
ρ ], l’équation de contact perturbée

d’un modèle pré-convexe s’écrit au voisinage de la courbe de découpage

αprec = kinf(z) sin(x)dy + cos(x)dz
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avec kinf(z) = 1 − ρz. On modifie l’équation en

(30) αconv = kconv(z) sin(x)dy + cos(x)dz

avec kconv(z) = kinf(z) +AΦz0
(z) où A est un réel strictement positif.

Le modèle décrit ci-dessus est bien adapté à l’interpolation avec la zone convexe
y > yprec car il est explicite dans les coordonnées (x, y, z). En revanche dans les
coordonnées (t, u, v) ce n’est pas exactement un modèle de convexification (au sens
de [18]). La définition 12.15 décrit un modèle de convexification un peu affaibli et
la proposition 12.16 garantit que l’on peut mettre bout à bout ces deux modèles
tout en garantissant que l’équation est adaptée au bord.

Définition 12.15. Soit Ju tel que [u1, u5] ⊂ Ju ⊂ Iu. Deux fonctions

f : It × Ju × Iv → R∗
+

g : It × Ju × Iv → R∗
+

forment une paire de convexification pour B si

(1) f = 1 et g(t, u, v) = 1 − ρzprod − ρv au voisinage de ∂B et pour v ≥ v′
max ;

(2) f et g sont indépendantes de u pour u ∈ [u1, u5] ;

(3) ∂f
∂v

≥ 0 et ∂f
∂v

> 0 au voisinage de (0, vh) ;

(4) dans les plans u = cst pour u dans un voisinage de [u1, u5] le champ de

vecteurs Xg =
(

−∂g
∂v
, ∂g
∂t

)

est sortant de Sh pour t < 0, tangent à Sh pour

t = 0 et rentrant pour t > 0 (voir figure 7).

Proposition 12.16. Si les réels strictement positifs ρ et Cψ sont assez petits,
pour toute fonction h ∈ H, il existe εz0

(h) > 0 et tel que pour tout ρ0 assez petit et
tout zh − εz0

(h) < z0 < zh, il existe une équation de contact α et (f, g) une paire de
convexification sur Ju = [u−, umax + umin − u−] vérifiant les propriétés suivantes

(1) le champ de Reeb vérifie Rs ≥ 0, R est sortant de Sh pour t < 0, entrant
pour t > 0 et tangent et pointant vers la zone t < 0 en t = 0 ;

(2) σ∗α = −α ;

(3) α = αprec pour v ≥ v′
max et v ≤ v∆ ;

(4) α = f(t, u, v)dt+ g(t, u, v)du sur It × Ju × Iv ;

(5) dans un voisinage de {π2 } × [yconv, y
+
ρ ] × {zprod} on a

ψ−1∗
α = kconv(z) sin(x)dy + cos(x)dz

avec kconv(z) = kinf(z) +AΦz0
(z) et k′

conv(zh) = ρ0.

Remarque 12.17. On a ‖kconv‖C1 ≤ ρ0.

La section 5 est consacrée à la démonstration de la proposition 12.16.

3.3. Perturbation de la convexification. L’équation de contact donnée par
la proposition 12.16 est bien adaptée au bord mais ne permet pas de garantir les
conditions sur l’application induite par le flot de Reeb.

On note Σ± = {(±tmax, u, v), u ∈ Iu, v ∈ Iv} et Φ l’application induite par le
flot de Reeb de αconv entre Σ− et Σ+.

Proposition 12.18. Soient f et g données par le lemme 12.16. Quitte à
perturber α au voisinage de It × [u1, u5] × Iv, on peut supposer que la structure
de contact obtenue vérifie, en plus des propriétés du lemme 12.16, les propriétés
suivantes

(1) Φ envoie toute courbe B verticale de Σ− dans [u2, u3] × Iv sur une courbe
εB horizontale de Σ+ dans [u4, u5] × Iv ;



3. DESCRIPTION DE LA CONVEXIFICATION 145
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Figure 7. Surface Sh et champ de Reeb

(2) Φ envoie toute courbe B-verticale de Σ+ dans [u4, u5] × Iv sur une courbe
εB-horizontale de Σ− dans [u2, u3] × Iv ;

(3) Φ et Φ−1 L2

η
-dilatent les courbes B-verticales de [u2, u3]×Iv et [u4, u5]×Iv

respectivement ;

(4) le temps de retour de (u, v) ∈ [u2, u3] × Iv est inférieur à τ .

Cette proposition sera démontrée dans la section 6.

Construction 12.19. On applique le lemme 12.16 avec ρ0 ≤ εhpert puis le
lemme 12.18.

3.4. Prolongement de la convexification. Pour obtenir une nouvelle va-
riété de contact à bord, il faut décrire le comportement de la structure de contact
entre le bord de la rocade non convexifiée et S̃h pour y ∈ [yconv, ystd].

Construction 12.20. Pour y ∈ [yconv, ystd], considérons la 1-forme

α = αprec +Al(y)Φz0
(z) sin(x)dy

où l est décroissante, l(y) = 1 pour y proche de yconv et l(y) = 0 pour y ∈ [y+
ρ , yint].

La 1-forme α est bien une équation de contact par le lemme 11.16 et l’étape de
construction 12.19, de plus elle se prolonge à toute la variété par αprec. On prolonge
cette convexification aux autres zones à convexifier en utilisant les symétries décrites
dans la section 1.3 du chapitre 11.

On note Bconv la variété obtenue et αconv la structure de contact associée. On
appelle zone de convexification le fermé C = Bconv\B̊. On appelle zone de perturbation
et on note P la zone de Bconv dans laquelle αconv 6= αprec. Dans les coordonnées
(x, y, z) au voisinage de Γ0, l’ensemble P est décrit par l’équation z ≥ z0. Dans les
coordonnées (t, u, v), l’ensemble P est entre SB et Sh et ses coordonnées v vérifient
v∆ < v < v′

max (par la condition 3 de la proposition 12.16 et par la construction
12.13 qui garantit v∆ < max(h)).

Corollaire 12.21 (Corollaire du lemme 12.12). Soit γ une orbite de Reeb
qui intersecte la zone de perturbation. On suppose que γ entre dans C en un point
pe = (xe, ye, ze) tel que xe ∈

[

π
2 − λ

4 ,
π
2 + λ

4

]

et ze > 0. Alors le point de sortie de
C, noté ps = (xs, ys, zs), vérifie xs ∈

[

π
2 − λ

3 ,
π
2 + λ

3

]

et ys > ye.

Démonstration. Si γ rencontre la zone de perturbation alors par la condition 3
de la proposition 12.18 et par définition de v∆ on a ts − te ≥ ∆, pe ∈ I ′

t × Iu × I ′
v et

ps ∈ I ′
t × Iu × I ′

v. De plus Ru ≥ 0 et donc us − ue ≥ 0. On peut donc appliquer le
lemme 12.12. �
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Par symétrie, on déduit des versions du corollaire précédent au voisinage de
chaque extrémité de Γprec.

4. La construction précédente convient

Dans cette section, on démontre la proposition 12.1.

L’équation de contact est adaptée au bord. Comme les hypothèses des
lemmes 11.16 et 11.19 sont vérifiées, en dehors de P et de la courbe de découpage,
le champ de Reeb est bien transverse à ∂Bconv (la perturbation pré-convexe, et les
perturbations de ∂B sont de taille inférieures à εstab). Par définition de perturbation
pré-convexe, hors de C, le champ de Reeb est tangent à ∂Bconv le long de Γprec et
pointe vers (∂Bconv)+.

Par symétrie , il reste à montrer que le champ de Reeb est tangent à la courbe de
découpage et pointe vers ∂(Bconv)+ le long de celle-ci dans ∂Bconv ∩ C au voisinage
de Γ0.

– Pour y ≥ yint on a αconv = αprec et ‖h‖C∞ < ε′
stab. Par le lemme 12.3 on

obtient le résultat.
– Pour y ≤ yconv et z ≤ yconv + zprod, on se place dans les coordonnée (t, u, v)

et le lemme 12.16 permet de conclure.
– Pour y ∈ [yconv, yint] et xhplat ≥ |x − π

2 |, comme ‖αconv − αprec‖ < εhpret le
lemme 12.14 permet de conclure.

– Pour y ∈ [yconv, yint] et |x− π
2 | < xhplat, on a, par la construction 12.20,

αconv =
(

(1 − finf(y)ρz)ksup(z) +Al(y)Φz0
(z)
)

sin(x)dy + cos(x)dz

et h est constante et vaut h(0). Dans cette zone, Rz est positivement colinéaire
à

(

kinf(z)ksup(z) +Al(y)Φz0
(z)
)

cos(x),

donc Rz est nul seulement pour x = π
2 , positif pour x < π

2 et négatif pour
x > π

2 . Les points de tangence entre le champ de Reeb R associé à αconv et
S̃h sont donc donnés par l’équation x = π

2 . De plus, le long de cette courbe,
Rx est positivement colinéaire à

−finf(y)ρ+Al(y)Φ′
z0

(zh)

qui est minoré par −ρ+AΦ′
z0

(zh) > 0 pour y ≤ yprec (ksup = 1) et positive-
ment colinéaire à

k′
sup(zh) + cg(y)Φ′

z0
(zh)

qui est strictement positif pour y ≥ yprec (kinf = 1). Le champ de Reeb pointe
donc vers ∂(Bconv)+ ;

– Par symétrie, on obtient les propriétés de la zone z ≤ yconv + zprod.
Par conséquent l’équation αconv est adaptée au bord.

Application retour dans la rocade tronquée en Systd
. Soit γ une orbite

qui contribue à l’application retour dans la rocade tronquée. Si γ ne rencontre pas la
zone de perturbation P, alors, par le lemme 11.12, γ relie dans la rocade les points
pe = (xe, ze) et ps = (xs, zs) avec xe ∈

[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

, xs ∈
[

kπ − λ
2 , kπ + λ

2

]

et
zs < ze.

On suppose maintenant que γ rencontre la zone de perturbation. On note pSe
et pSs les points d’entrée et de sortie de SZ . Par symétrie, on peut supposer que γ
rencontre la composante connexe de P associée à Γ0 en premier. On note pe et ps
les points d’entrée et de sortie de la zone de convexification C.

Si γ ne rencontre pas d’autre composante connexe de P alors, par le lemme
11.15, après le point ps, γ est inclus dans

[

π − λ
4 , π + λ

4

]

× [0, ystd]×Imax. Donc xs ∈
[

π − λ
4 , π + λ

4

]

et xSs ∈
[

π − λ
4 , π + λ

4

]

. Par le corollaire 12.21, xe ∈
[

π − λ
3 , π + λ

3

]
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et ze > zs. Comme Rz < 0, on obtient que zSe > ze > zs > zSs . De plus par le lemme
11.10, xSe ∈

[

π − λ
2 , π + λ

2

]

.
Si γ rencontre P après le point ps, alors par les lemmes 11.14 et 12.8, γ

rencontre la composante connexe associée à
[

π, 3π
2

]

× [0, ystd] × [−zstd, 0]. On note
p′
e et p′

s les points d’entrée et de sortie de cette composante connexe. Entre ps et
p′
e, γ est inclus dans

[

π − λ
4 , π + λ

4

]

× [0, ystd] × Imax (par le lemme 11.14) et donc
xs ∈

[

π − λ
4 , π + λ

4

]

d’où, par le corollaire 12.21, xe ∈
[

π − λ
3 , π + λ

3

]

et ze > zs
ainsi par le lemme 11.10, xSe ∈

[

π − λ
2 , π + λ

2

]

. Comme γ ne rencontre pas P avant
pe et que Rz < 0, on obtient zSe > ze > zs > z′

e. En appliquant le corollaire 12.21,
on obtient que x′

s ∈
[

π − λ
3 , π + λ

3

]

et z′
e > z′

s. Comme γ ne rencontre pas P après
p′
s (par le lemme 11.14) et que Rz < 0, on obtient zSe > ze > zs > z′

e > z′
s > zSs et

xSs ∈
[

π − λ
2 , π + λ

2

]

(par le lemme 11.10).
Par conséquent, la condition 1 de la définition de flot contrôlé 11.11 associée à

la condition 3 de la proposition 12.1 est vérifiée.

Application induite entre SZ et Systd
. On se place dans B≤ystd

conv . Comme
B′ est une rocade pré-convexe vérifiant les hypothèses du lemme 11.12 l’applica-
tion retour en restriction aux orbites qui ne rencontrent par P est contrôlée par
(λ, yh, Sλ

4
,1 ⊂ X,Sλ

2
,3 ⊂ Y ) et on donc les conditions 2 et 3 de la définition de flot

contrôlé sont vérifiées.
Soit γ une orbite périodique qui contribue à l’application retour entre SZ et

Systd
. Supposons que γ rencontre P, on note pSe et pSs les points d’entrée dans SZ et

de sortie de Systd
. L’image sur SZ de P par le flot de Reeb est incluse dans X + 2πZ

donc il existe k tel que pSe ∈ X + 2kπ. Le premier point d’intersection avec P a une
coordonnée x dans

[

2kπ − λ
8 , (2k + 1)π + λ

8

]

.
Si γ ne rencontre qu’une seule fois P , le point de sortie de P a une coordonnées x

dans
[

2kπ − λ
3 , (2k + 1)π + λ

3

]

(par le corollaire 12.21) et donc le point d’intersection
de γ avec Syint

est dans [2kπ, (2k + 1)π] × Imax.
De même si γ rencontre deux fois P, le premier point de sortie a une coordonnée

x dans
[

2kπ − λ
8 , (2k + 1)π + λ

8

]

(par définition de V, voir p.136). Le second point
d’entrée a une coordonnée x dans

[

2kπ − λ
4 , (2k + 1)π + λ

4

]

(par le lemme 11.10) et
le point de sortie une coordonnée x dans

[

2kπ − λ
3 , (2k + 1)π + λ

3

]

(par le corollaire
12.21). Donc le point d’intersection de γ avec Syint

est dans [2kπ, (2k + 1)π] × Imax.
Dans tous les cas, par le lemme 11.12, on obtient que γ intersecte Systd

dans
[

π
2 − λ

2 + 2kπ, π2 + λ
2 + 2kπ

]

× Imax car yint < yh. Le même raisonnement permet
de conclure pour l’application retour entre Systd

et SZ .
On a ainsi montré la condition 3 de la proposition 12.1 : dans B[0,ystd] le flot est

contrôlé par (λ, yh, X, Y ).

Application retour sur Systd
. Par le lemme 11.13, si γ contribue à l’applica-

tion retour sur Systd
dans B≤ystd

conv alors γ rencontre Syh
. Notons pSe et pSs les extrémités

de γ sur Systd
. Alors par le lemme 11.12, xSe ∈

[

3π
2 − λ

2 + 2kπ, 3π
2 + λ

2 + 2kπ
]

et
xSs ∈

[

π
2 − λ

2 + 2k′π, π2 + λ
2 + 2k′π

]

. Par le lemme 11.10, γ rencontre P. Par symé-
trie, on peut supposer que k′ = 0. Par le lemme 11.14, γ ⊂

[

π − λ
2 , 2π + λ

2

]

car γ
ne peut rencontrer qu’une seule composante connexe de P. On obtient donc une
contradiction. On montre ainsi la condition 4 de la proposition 12.1 : il n’y a pas
d’application retour sur Systd

dans B≤ystd
conv .

Application retour en restriction à Rλ. Soit δ une courbe de
[π

2
+ λ, π − λ

]

× Imax.
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Par le lemme 11.12, les seuls points de δ qui interviennent dans l’application retour
sur SR sont les points dont les orbites rencontrent P et donc Σ− et Σ+. De plus par
le lemme 11.12, les seuls points de Σ+ qui interviennent dans l’application retour
sont les points dans [u4, u5] × Iv. Par construction, les images de δ sur Σ− sont
dans [u2, u3] × Iv. Supposons que δ est un segment vertical, alors par le lemme 12.9
l’image de δ sur Σ− est B-verticale et son image sur [u4, u5] × Iv dans Σ+ est εB-
horizontale. Par conséquent son image sur SR est εSR

-proche de δ1. Donc les images
des segments verticaux de

[

π
2 + λ, π − λ

]

× Imax et les segments horizontaux de SR
s’intersectent transversalement en un unique point en formant un angle supérieur
à θSR

(par la définition de rocade pré-convexe). Ainsi, on obtient un structure de
rectangle sur la source et l’image de l’application retour entre

[

π
2 + λ, π − λ

]

× Imax

et SR et l’application retour préserve les fibres. Les fibres verticales du rectangle
de SR sont les images des segments verticaux et sont donc εSR

-proches de δ1. Les
fibres horizontales du rectangle dans

[

π
2 + λ, π − λ

]

× Imax sont les images inverses
des segment horizontaux de SR et donc ν-horizontales par le lemme 12.9 et le
lemme 12.18.

L’application retour entre
[

π
2 + λ, π − λ

]

×Imax et SR s’écrit ϕ+◦Φ◦ϕ−. Comme

ϕ− et ϕ+ et leurs inverses sont L-lipschitziennes et que Φ et Φ−1 L2

√
η

-dilatent les fibres

B-verticales. On obtient que ϕ+ ◦ Φ ◦ ϕ− et son inverse 1
η
-dilatent respectivement

les courbes A-verticales et les courbes θSR
-éloignées de δ1. Les propriétés des autres

applications de la décomposition de l’application retour se démontrent de manière
analogue.

La propriété sur le temps de retour vient des lemmes 12.9 et 12.18. On a ainsi
montré les conditions 5 et 6 de la proposition 12.1.

5. Existence d’une paire de convexification

La démonstration de la proposition 12.16 s’articule ainsi. On part de la forme
donnée à α pour u ∈ [u5, umax] et on la prolonge pour tout u. Pour cela on commence
par étudier l’influence du changement de variable sur cette équation de contact puis
on voit comment construire f et g. La preuve est essentiellement calculatoire.

5.1. Propriétés du changement de variable. Rappelons que l’on note
ϕt(x, y, z) le flot du champ de Reeb et ψ le changement de variable obtenu en
suivant le flot de Reeb à partir de Σ (voir section 2).

Fait 12.22. Pour tout (t, u, v) ∈ It × [u−, u+] × Iv,

dψ(t, u, v) =





Rx(ψ(t, u, v)) 0 ∂ψx

∂v
(t, u, v)

Ry(ψ(t, u, v)) 1 ∂ψy

∂v
(t, u, v)

Rz(ψ(t, u, v)) 0 ∂ψz

∂v
(t, u, v)



 .

En particulier pour tout (u, v) ∈ [u−, u+] × Iv,

dψ(0, u, v) =





Rx(π2 , u, v) 0 0
Ry(π2 , u, v) 1 0
Rz(π2 , u, v) 0 1



 .

Lemme 12.23. Pour tout (t, u, v) ∈ It × [u−, u+] × Iv, on a

ψ∗αprec(t, u, v) = dt+ k0du

et
{

kinf(ψz) sin(ψx) = k0

kinf(ψz) sin(ψx)∂ψy

∂v
+ cos(ψx)∂ψz

∂v
= 0

où k0(v) = kinf(v + zprod).
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Démonstration. Dans It × [u−, u+] × Iv, on a Rψ∗αprec
= ∂

∂t
donc ψ∗αprec

est t-invariante. Ainsi

ψ∗αprec(t, u, v) = dt+ i∗Σαprec = dt+ k0(v)du.

Par ailleurs, par calcul on obtient

ψ∗αprec = kinf(ψz) sin(ψz)
(

Ry(ψ)dt+ du+ ∂ψy

∂v
dv
)

+ cos(ψx)
(

Rz(ψ)dt+ ∂ψz

∂v
dv
)

=
(

kinf(ψz)) sin(ψz)Ry(ψ) + cos(ψx)Rz(ψ)
)

dt+ kinf(ψz)) sin(ψz)du

kinf(ψz)) sin(ψz)
∂ψy

∂v
+ cos(ψx)∂ψz

∂v
dv.

Le coefficient devant dt vaut 1 car Ry(ψ) = 1
kinf

sin(ψx) et Rz(ψ) = cos(ψx). �

Lemme 12.24. Pour tout (t, u, v) ∈ It × [u−, u+] × Iv, on a

ψ∗αconv =

(

kconv(ψz)
kinf(ψz)

sin2(ψx) + cos2(ψx)

)

dt+ kconv(ψz) sin(ψx)du+

(

kconv(ψz) sin(ψx)
∂ψy
∂v

+ cos(ψx)
∂ψz
∂v

)

dτ

ce qui se reformule en

ψ∗αconv =

(

(

kconv(ψz)
kinf(ψz)

− 1
)

sin2(ψx) + 1

)

dt+
kconv(ψz)
kinf(ψz)

kinfdu+

(

(

kconv(ψz) − kinf(ψz)
)

sin(ψx)
∂ψy
∂v

)

dτ

Démonstration. Un calcul analogue à celui de la démonstration précédente,
on montre que

ψ∗αconv =
(

kconv(ψz)) sin(ψz)Ry(ψ) + cos(ψx)Ry(ψ)
)

dt+ kconv(ψz)) sin(ψz)du

kconv(ψz)) sin(ψz)
∂ψy
∂v

+ cos(ψx)
∂ψz
∂v

dv.

La formule de l’énoncé s’obtient en exploitant que Ry(ψ) = 1
kinf

sin(ψx) et Rz(ψ) =
cos(ψx) et en appliquant les identités du lemme 12.23. �

5.2. Construction de f et g. Dans les coordonnées (x, y, z), on a

αconv = kconv(z) sin(x)dy + cos(x)dz.

Dans les coordonnées (t, u, v), on écrit

αconv = f1(t, v)dt+ g1(t, v)du+ h1(t, v)dv

où f1 g1 et h1 ne dépendent pas de u. Remarquons de plus que f1(−t, v) = f1(t, v),
g1(−t, v) = g1(t, v) et h1(−t, v) = −h1(t, v) (voir le fait 12.5). Soient u− < u′

0 <
u′

1 < u+. On considère alors p : [u′
0, u

′
1] → R tel que p = 0 au voisinage de u′

0 et l = 1
au voisinage de u′

1. On transforme αconv en une équation vérifiant les hypothèses
du modèle de convexification (voir 1.12) loin de u+ en posant

α = f1(t, v)dt+ g1(t, v)du+ p(u)h1(t, v)dv.

Lemme 12.25. Pour ρ et Cψ assez petit et pour tout z0 assez proche de zh, α
est une équation de contact.
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Démonstration. La différentielle de α est

dα =
∂f1

∂v
dv ∧ dt+

∂g1

∂v
dv ∧ du+

∂g1

∂t
dt ∧ du+ p′h1du ∧ dv + p

∂h1

∂t
dt ∧ dv.

La condition de contact s’écrit donc

∂f1

∂v
g1 − ∂g1

∂v
f1 + ph1

∂g1

∂t
dt+ p′h1f1 − p

∂h1

∂t
g1 > 0.

La suite de la démonstration est une estimation fine de chacun des termes de
cette expression. Dans tout ce qui suit la notation O ne dépendra que de la forme
de l’équation et de bornes larges sur les fonctions considérées vérifiées par tous les
modèles utilisés. En particulier, on suppose que f1, g1 et h1 sont à image dans

[

1
2 , 2
]

.
Commençons par remarquer que

kconv(z) − kinf(z) = AΦz0
(z) = (z − z0)2AΦ′

z0
(z)

kconv

kinf
(z) − 1 =

AΦz0
(z)

kinf(z)
=

(z − z0)2AΦ′
z0

(z)
kinf(z)

= (z − z0)2AΦ′
z0

(z)O(1)

(

kconv

kinf

)′
(z) =

AΦ′
z0

(z)
kinf(z)

+
ρAΦz0

(z)
(

kinf(z)
)2 = AΦ′

z0
(z)

(

1
kinf(z)

+
ρ(z − z0)2

(

kinf(z)
)2

)

.

Par définition

f1(t, v) =
(

kconv

kinf
(ψz) − 1

)

sin2(ψx) + 1

d’où

(31) f1(t, v) = 1 +AΦ′
z0

(ψz)(ψz − z0)2O(1).

De plus,

∂f1

∂v
=2

∂ψx
∂t

cos(ψx) sin(ψx)
(

kconv

kinf
(ψz) − 1

)

+
∂ψz
∂t

(

kconv

kinf

)′
(ψz) sin2(ψx)

=AΦ′
z0

(ψz)

(

∂ψz
∂t

sin2(ψx)
kinf(z)

+
∂ψz
∂t

sin2(ψx)ρ(ψz − z0)2

(

kinf(z)
)2

+ 2
∂ψx
∂t

cos(ψx) sin(ψx)(ψz − z0)2

kinf(z)

)

=AΦ′
z0

(ψz)

(

1 +
(

∂ψz
∂t

− 1
)

sin2(ψx)
kinf(z)

+
(

sin2(ψx) − 1
) 1
kinf(z)

+
1

kinf(z)
− 1

+
∂ψz
∂t

sin2(ψx)ρ(ψz − z0)2

(

kinf(z)
)2 + 2

∂ψx
∂t

cos(ψx) sin(ψx)(ψz − z0)2

kinf(z)

)

d’où

(32)
∂f1

∂v
= AΦ′

z0
(ψz)

(

1 +O(ρ) +O(Cψ) + (ψz − z0)2O(1)
)

où Cψ = ‖ψ(t, u, v) − ψ(0, u, 0)‖∞ + ‖ dψ(t, u, v) − dψ(0, u, 0)‖∞. En particulier
pour ρ, Cψ, zh − z0 assez petits, ∂f1

∂v
≥ 0 et ∂f1

∂v
(0, vh) > 0. De même

g1 =
kconv(ψz)k0

kinf(ψz)
= 1 + kconv

(

k0

kinf(ψz)
− 1
)

+ kconv − 1

et par conséquent

(33) g1(t, v) = 1 +O(ρ) + (z − z0)2O(1) +O(Cψ).
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On veut aussi estimer les dérivées partielles de g1 par rapport à v et à t, on a

∂g1

∂v
=
∂ψz
∂v

(

kconv

kinf

)′
(ψz)k0 − ρ

kconv

kinf

= − ρ+AΦ′
z0

(ψz)

(

−ρ(ψz − z0)2

kinf
+
∂ψz
∂v

k0

kinf
+
∂ψz
∂v

ρ(ψz − z0)2k0

(kinf)
2

)

d’où

(34)
∂g1

∂v
= −ρ+AΦ′

z0
(ψz)

(

1 + (ψz − z0)2O(1) +O(ρ) +O(Cψ)
)

et
∂g1

∂t
=
∂ψz
∂t

k0
kconv

kinf

d’où

(35)
∂g1

∂t
(t, v) = AΦ′

z0
(ψz)O(Cψ).

Enfin, il nous reste à estimer h1 et sa dérivée par rapport à la variable t, on a

h1 = sin(ψx)
ψy
∂v

(kconv(ψx) − kinf(ψx))

d’où

(36) h1(t, v) = AΦ′
z0

(ψz)(ψz − z0)2O(1).

De plus

∂h1

∂t
=
∂ψx
∂t

∂ψy
∂v

cos(ψx) (kconv(ψx) − kinf(ψx))

+
∂2ψy
∂v∂t

sin(ψx) (kconv(ψx) − kinf(ψx))

+
∂ψz
∂t

∂ψy
∂v

sin(ψx) (k′
conv(ψx) − k′

inf(ψx))

ce qui nous donne

∂h1

∂t
(t, v) = AΦ′

z0
(ψz)

(

(ψz − z0)2O(1) +O(Cψ)
)

Par conséquent la condition de contact devient

(37) ρ+AΦ′
z0

(ψz)
(

O(ρ) + (ψz − z0)2O(1) +O(Cψ)
)

> 0.

Comme AΦ′
z0

(z) < 2ρ car k′
conv(zh) = ρ0, il existe des bornes sur ρ et sur Cψ

indépendantes du modèle choisi et une borne inférieure sur z0 garantissant que la
condition de contact soit vérifiée. �

Lemme 12.26. Pour ρ et Cψ assez petits et pour tout z0 assez proche de zh et
pour tout ρ0 assez petit, le champ de Reeb vérifie Rs ≥ 0, de plus R est sortant de
Sh pour tout t < 0, entrant pour tout t > 0 et tangent et pointant vers la zone t < 0
en t = 0 ;

Démonstration. Par u-invariance, il suffit de vérifier le résultat dans les plans
u = cst. Dans ces plans, le champ de Reeb est positivement colinéaire à

Y =
(

−∂g1

∂v
+ p′(u)h1
∂g1

∂t

)

dans les coordonnées (t, v). Pour p = 1, Y vérifie bien les conditions de transversalité
requises (voir section 4).
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La condition de tangence en t = 0 est toujours vérifiée car h1(0, v) = 0.
Paramétrons par l+ et l− la surface Sh dans le plan u = cst en dehors de t = 0. La
condition de transversalité s’écrit alors

∣

∣

∣

∣

1 Yv
l′± Yt

∣

∣

∣

∣

> 0

soit

(38) −∂g1

∂v
+ p′(u)h1 − l′±

∂g1

∂t
> 0.

Dans la zone où h est non plate, la conditions de tangence est vérifiée avant
perturbation par kconv. Or ‖kconv − kinf‖C1 ≤ ρ0, donc pour ρ0 assez petit, la
condition de transversalité reste vérifiée après perturbation par kconv dans la zone
non plate de Sh.

Il reste à vérifier le résultat dans la zone plate de Sh. Notons ρ0 = s0ρ. Par les
calculs de la preuve précédente on obtient

∂g1

∂v
= −ρ+AΦ′

z0
+AΦ′

z0
(ψz)

(

−ρ(ψz − z0)2

kinf
+
∂ψz
∂v

k0

kinf
− 1 +

∂ψz
∂v

ρ(ψz − z0)2k0

(kinf)
2

)

∂g1

∂t
= AΦ′

z0
(ψz)k0 cos(ψx)

(

1
kinf

+
ρ(ψz − z0)2

(kinf)
2

)

h1 = AΦ′
z0

(ψz)(ψz − z0)2 sin(ψx)
∂ψy
∂v

.

Le long de la zone plate de Sh, AΦ′
z0

(ψz) = (1+s0)ρ et la condition de transversalité
se réécrit pour p′ = 0

−s0ρ+ ρ(1 + s0)a(t, u, v) > 0
soit

(39) a(t, u, v) + s0(a(t, u, v) − 1) > 0

La fonction a ne dépend pas du choix de s0 et il existe smax tel que la condition 39
soit vérifiée pour tout s0 ∈ ]0, smax]. On obtient par conséquent a > smax

1+smax
. Pour

z0 assez proche de zh, on peut supposer
∣

∣

∣

∣

p′(u)(ψz − z0)2 sin(ψx)
∂ψy
∂v

∣

∣

∣

∣

<
smax

2(1 + smax)
.

Pour s ≤ smax

2 , la condition de transversalité dans le cas général s’écrit

a(t, u, v) + p′(u)(ψz − z0)2 sin(ψx)
∂ψy
∂v

+ s(a(t, u, v) − 1) > 0

Or

a(t, u, v) + s(a(t, u, v) − 1) >
smax

1 + smax
− smax

2(1 + smax)
=

smax

2(1 + smax)
.

La condition de transversalité est par conséquent vérifiée. �

5.3. Démonstration de la proposition 12.16. Choisissons ρ, cψ, zh − z0

et ρ0 assez petits pour que les lemmes 12.25 et 12.26 s’appliquent. L’équation
α ainsi obtenue se prolonge naturellement à U par α = f1dt + g1du pour u ∈
[umin + umax − u−, u−] et en utilisant −σ∗α sur It × [umin, umin + umax − u−] × Iv.
Seule la condition 3 de la proposition 12.16 (α = αprec pour v ≥ v′

max et v ≤ v∆)
n’est pas directement impliquée par la construction. Or, la zone où

(f1(t, v), g1(t, v)) 6= (1, 1 − ρzprod − ρv)

est comprise entre la surface Sz0
qui correspond au points z = z0 et Sh. La surface Sz0

vérifie des propriétés analogues à celles vérifiées par SB décrites dans le lemme 12.6.
En particulier, la coordonnée z de tout point de Sz0

vérifie v ≥ z0 − zprod > v∆
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quitte à diminuer zh − z0 car, par la construction 12.13, on a zh − zprod > v∆. De
plus Sz0

intersecte Sh dans sa zone non plate et, pour z0 arbitrairement proche de
zh, ces points sont arbitrairement proches des extrémités de la zone plate. Donc, par
l’étape de construction 12.13 (qui impose que le plan {v = v′

max} intersecte Sh hors
de la zone plate), ces points ont une coordonnées v inférieure à v′

max. La condition 3
est donc vérifiée si zh − z0 est assez petit.

6. Modification d’une paire de convexification

Dans cette section on démontre la proposition 12.18. L’équation de contact
fournie par le lemme 12.16 est de la forme α = f(t, u, v)dt+ g(t, u, v)du avec f et g
indépendants de v au voisinage de It × [u1, u5] × Iv. Dans ce voisinage le champ de
Reeb est donné par

(40) Rα =
1

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f





−∂g
∂v
∂f
∂v
∂g
∂t



 .

Pour montrer que Φ vérifie bien les propriétés demandées, on va garantir que, quitte
à modifier f et g, l’écart entre les coordonnées u de deux orbite augmente lors du
passage dans la zone de convexification. Pour cela il faut essentiellement contrôler
∂2f
∂v2 et garantir que les orbites qui contribuent à l’application retour traversent une

zone avec ∂2f
∂v2 assez grand. Commençons par voir dans quelles conditions on peut

modifier f et g.

Fait 12.27. Soit (f1, g1) une paire de convexification (définition 12.15) vérifiant
les hypothèses du lemme 12.16 sur It × Ju × Iv. Si (f1, g2) vérifie ces mêmes
hypothèses alors il existe une paire de convexification (f1, g) vérifiant les hypothèses
du lemme 12.16 et telle que g = g1 en dehors d’un voisinage de It × [u1, u5] × Iv,
g = g2 dans un voisinage de It × [u1, u5] × Iv.

De même, si (f2, g1) vérifie les hypothèses du lemme 12.16 et f2 = f1 au
voisinage de Sh, il existe une paire de convexification (f, g1) vérifiant les hypothèses
du lemme 12.16 et telle que f = f1 en dehors d’un voisinage de It × [u1, u5] × Iv,
f = f2 dans un voisinage de It × [u1, u5] × Iv.

Pour garantir que les orbites qui contribuent à l’application retour sont dans un
domaine contrôlé, on va utiliser la remarque informelle suivante : si ∂f

∂v
n’est pas

trop grand et |∂g
∂v

| pas trop petit, la coordonnée u des orbites ne va pas beaucoup
augmenter et donc les orbites ne vont pas contribuer à l’application retour. À
l’inverse si ∂f

∂v
est assez grand et |∂g

∂v
| borné, la coordonnée u des orbites va beaucoup

augmenter et donc les orbites ne vont pas contribuer à l’application retour. Par
ailleurs, en projection sur le plan (t, v) les orbites suivent les lignes de niveau de g.
On va découper l’espace en suivant ces lignes de niveau et garantir que, pour des
niveaux assez loin du niveau critique, la première situation décrite s’applique et, pour
des niveaux proches du niveau critique, c’est la seconde situation qui est présente.
Ainsi, seules les orbites « intermédiaires » contribuent à l’application retour. Les
énoncés suivant sont une formulation explicite de ces idées. Notons Γv la ligne de
niveau de issue de (0, v) dans les plans u = cst pour u ∈ [u1, u5] et Γ[v,v′] la partie
du plan comprise entre Γv et Γv′ , où v < v′. Rappelons que v∆ est fourni par le
lemme 12.12 et vh est le point d’intersection de Sh avec l’axe de v.

Corollaire 12.28. On peut supposer qu’il existe vc ∈ ]v∆, vh[ tel que
∣

∣

∣

∣

∂f

∂v

∣

∣

∣

∣

> 2 max
{

4096ρ
u5 − u1

u4 − u3
, 4ρ
}

= 2mf

au voisinage de {0} × [u1, u5] × {vc}. On demande de plus 1 ≤ f ≤ 3
2 .
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Démonstration. Par hypothèse ∂f
∂v

(0, vh) > 0. On va modifier f au voisinage

de (0, vh) mais pas le long de Sh. Les conditions à préserver sont ∂2f
∂v2 ≥ 0, ∂f

∂v
(0, vh) >

0, f(−t, v) = f(t, v) et la condition de contact ∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f > 0.

Au voisinage de (0, vh), on a g1 > 0 et ∂g1

∂v
> 0. Dans un voisinage de (0, vh)

sur lequel ∂f
∂v

> 0, il existe ε > 0 tel que pour toute fonction f1 avec |f − f1| < ε et
∂f1

∂v
> ∂f

∂v
− ε, la condition ∂f1

∂v
g − ∂g

∂v
f1 > 0 soit vérifiée. Dans un petit voisinage

d’un point (0, vc) de ce voisinage, on peut rendre ∂f
∂v

arbitrairement grand tout en
vérifiant les deux conditions précédentes. �

Corollaire 12.29. Quitte à modifier g au voisinage de It × [u1, u5] × Iv, on
peut supposer qu’il existe v0 et t1 tels que (voir figure 9)

(1) v∆ < v0 < vc ;

(2) 1
2 ≤ g ≤ 1 et

∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣ ≤ ρ ;

(3) g(−t, v) = g(t, v), ∂2g
∂v2 ≥ 0 et ∂g

∂v
< 0 pour v < vc ;

(4) (0, vc) soit un point selle de g et les niveaux issus de {0} × [vc, vh] ne
rencontrent pas Σ+ et Σ− (voir figure 8) ;

(5) pour tout (t, u, v) avec |t| ≤ t1, u ∈ [u1, u5] et (t, v) ∈ Γ[v0,vc], on ait
∣

∣

∣

∂f
∂v

(t, v)
∣

∣

∣
> 2mf ;

(6) pour (t, u, v) tel que u ∈ [u1, u5], |t| ≥ t1 et v ∈ Iv, on ait g(t, u, v) =
1 − ρzprod − ρv ;

(7) pour tout (t, v) ∈ Γ[v0,vc] et tel que |t| ≤ t1
2 , on ait

∣

∣

∣

∂g
∂v

(t, v)
∣

∣

∣
< Mg où

Mg = mf t1
8(u5−u1) et Mg < mf ;

(8) avant Γv0
, on ait

∣

∣

∣

∂g
∂v

(t, v)
∣

∣

∣ >
Mg

2 .

v

t

Figure 8. Niveaux de g

Démonstration. Il suffit de construire une fonction g adaptée à f et vérifiant
les conditions précédentes puis d’appliquer le fait 12.27. On commence par choisir t1
et v0 vérifiant la condition 5. Quitte à diminuer t1, on peut supposer que ρ > Mg

2 . On
peut alors construire g vérifiant les conditions demandées (quitte à augmenter v0).
Pour vérifier la condition de contact, on choisit g tel que les points avec ∂g

∂v
> 0

soient contenus dans la zone ∂f
∂v

> 0 et tel que max
(

∂g
∂v

)

soit petit. �

Lemme 12.30. Soit (f, g) une paire de convexification telle que g vérifie les

hypothèses du corollaire 12.29 et que
∣

∣

∣

∂f
∂v

(t, v)
∣

∣

∣
> mf pour tout (t, u, v) avec |t| ≤ t1,

u ∈ [u1, u5] et (t, v) ∈ Γ[v0,vc]. Alors, il n’y a pas d’orbite contribuant à l’application
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t1

vcv0
v1

v∆ v

t

t1

vcv0
v1

v∆ v

t

∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣
>

Mg

2

∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣
< Mg

g = 1− ρzprod − ρv

∣

∣

∣

∂f
∂v

∣

∣

∣
> mf

f = 1

∣

∣

∣

∂2f
∂v2

∣

∣

∣
> C et

∣

∣

∣

∂f
∂v

∣

∣

∣
> 4ρ

∣

∣

∣

∂f
∂v

∣

∣

∣
< 8ρ

∣

∣

∣

∂2f
∂v2

∣

∣

∣
≥ 0

Figure 9. Conditions sur les fonctions f et g

retour entre {−tmax} × [u2, u3] × Iv et {tmax} × [u4, u5] × Iv rencontrant {0} ×
[u1, u5] × [v0, vh].

Démonstration. Toute orbite contribuant à l’application retour suit les ni-
veaux de g, par conséquent elle ne peut pas rencontrer {0} × [u1, u5] × [vc, vh] par
la condition 4 du corollaire précédent.

Il reste à traiter le cas des orbites rencontrant {0}× [u1, u5]× [v0, vc]. Supposons
par l’absurde qu’une telle orbite existe. Montrons que l’intervalle en u parcouru est
strictement supérieur à u5 − u1. En projection sur (t, v) une telle orbite suit une
ligne de niveau de g. Elle traverse donc la zone avec |t| ≤ t1, u ∈ [u1, u5] et (t, v)

entre Γv0
et Γvc

. Comme dans cette zone,
∣

∣

∣

∂f
∂v

(t, v)
∣

∣

∣ > mf et
∣

∣

∣

∂g
∂v

(t, v)
∣

∣

∣ < Mg, le
temps que l’orbite de Reeb y passe est minoré par

t1
max(Rt)

≥ t1mf

2Mg

car
∂f

∂v
g − ∂g

∂v
f ≥ ∂f

∂v
g ≥ mf

2
et |Rt| =

∣

∣

∣

∣

∣

∂g
∂v

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2Mg

mf

.

Ainsi l’intervalle u parcouru est minoré par

min |Ru| × t1mf

2Mg

≥ 2
5

× t1mf

2Mg

=
t1mf

5Mg

> u5 − u1
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car
∂f

∂v
g − ∂g

∂v
f ≤ 5

2

∣

∣

∣

∣

∂f

∂v

∣

∣

∣

∣

et |Ru| =

∣

∣

∣

∣

∣

∂f
∂v

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f

∣

∣

∣

∣

∣

≥ 2
5
.

On obtient donc une contradiction. �

Soit C > 0. En utilisant le fait 12.27, on peut supposer que, quitte à modifier f ,
il existe v∆ < v1 < v0 tel que voir figure 9)

(1) pour tout (t, u, v) tel que u ∈ [u1, u5], |t| ≤ t1 et (t, v) ∈ Γ[v1,v0], on ait
∂2f
∂v2 (t, u, v) > C et ∂f

∂v
(t, u, v) > 4ρ ;

(2) avant Γv1
, ∂f
∂v

(t, u, v) < 8ρ ;

(3) f(t, u, v) = 1 pour tout (t, u, v) avec u ∈ [u1, u5], |t| ≥ 2t1 et (t, v) avant
Γv1

;

(4) dans Γ[v0,vc], on a ∂f
∂v

(t, u, v) > mf ;

(5) avant Γv0
, on ait ∂2f

∂v2 (t, u, v) ≥ 0.

Lemme 12.31. La projection sur le plan (t, v) des orbites contribuant à l’ap-
plication retour entre {−tmax} × [u2, u3] × Iv et {tmax} × [u4, u5] × Iv est contenue
entre Γv1

et Γv0
.

Démonstration. Par le lemme 12.30 et le corollaire 12.28, il reste à montrer
que les orbites qui contribuent à l’application retour ne rencontrent pas {0} ×
[u1, u5] × [−vmax, v1]. Or avant Γ1, on a

∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣ >
Mg

2 et ∂f
∂v

< 8ρ. Le temps de retour
entre −2t1 et 2t1 est donc majoré par

4t1
min(Rt)

≤ 32t1
Mg

car
∂f

∂v
g − ∂g

∂v
f ≤ 9ρ ≤ 4 et |Rt| =

∣

∣

∣

∣

∣

∂g
∂v

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f

∣

∣

∣

∣

∣

≥ Mg

8

pour ρ < 1
10 . Ainsi l’intervalle u parcouru est majoré par

8ρ× 32t1
Mg

< u4 − u3.

De plus, pour |t| ≥ 2t1, la coordonnées en u ne varie pas car f = 1. Donc les orbites
passant par {0} × [u1, u5] × [−vmax, v1] ne peuvent pas contribuer à l’application
retour. �

Il reste maintenant à vérifier que les conditions imposées sur f et g permettent
de démontrer la proposition 12.18.

Lemme 12.32. Pour C assez grand, les conditions 1, 2 et 3 de la proposi-
tion 12.18 sont vérifiées.

Démonstration. Commençons par estimer les effets sur la coordonnées u du
passage de différentes orbites dans la zone convexifiée. Considérons deux points
(−tmax, u, v) et (−tmax, ũ, ṽ) deux points de {−tmax}× [u2, u3]×Iv sources de cordes
contribuant à l’application retour entre {−tmax}× [u3, u4]×Iv et tmax}× [u4, u5]×Iv
et tels que ṽ > v. Les projections des deux cordes de Reeb associées sont comprises
entre Γv1

et Γv0
. Avant Γv0

, on renormalise le champ de Reeb en

Y =

(

1,−
∂f
∂v
∂g
∂v

,−
∂g
∂t
∂g
∂v

)
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et on paramètre par t 7→
(

− tmax + t, u(t), v(t)
)

et t 7→
(

− tmax + t, ũ(t), ṽ(t)
)

les
orbites de Y issues de points (−tmax, u, v) et (−tmax, ũ, ṽ). On a

∂Yu
∂v

=
∂2f
∂v2

∂g
∂v

− ∂2g
∂v2

∂f
∂v

(

∂g
∂v

)2 ≥
∂2f
∂v2

∂g
∂v

.

donc ∂Yu

∂v
≥ 0 et ũ− u est une fonction croissante. De plus, pour tout |t| ≤ t1

2 on a

∂Yu
∂v

≥ 2C
Mg

.

Ainsi

ũ(tmax) − u(tmax) ≥ ũ− u+
2C
Mg

min
|t|≤ t1

2

(ṽ(t) − v(t)).

Les deux orbites de Y considérées correspondent à deux niveaux de g et donc pour
tout t ∈ [−tmax, tmax]

( ˜v(t) − v(t)) min
(∣

∣

∣

∣

∂g

∂v

∣

∣

∣

∣

)

≤ g(−tmax, v) − g(−tmax, ṽ) ≤ ( ˜v(t) − v(t)) max
(∣

∣

∣

∣

∂g

∂v

∣

∣

∣

∣

)

.

Par conséquent
˜v(t) − v(t) ≥ ṽ − v

2

car Mg

2 ≤
∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣ et
∣

∣

∣

∂g
∂v

∣

∣

∣ ≤ Mg pour |t| ≤ t1
2 . Ainsi

(41) ũ(tmax) − u(tmax) ≥ ũ− u+
Ct1(ṽ − v)

Mg

.

Montrons que les conditions 1 et 2 sont bien vérifiées. Soit v → γ(v) une courbe
B-verticale de {−tmax} × [u2, u3] × Iv (par définition |γ′(v)| ≤ B). On note v → δ(v)
son image sur {tmax} × [u4, u5] × Iv. Par symétrie des niveaux de g, si elle est
bien définie, l’image du point (−tmax, γ(v), v) est le point (tmax, δ(v), v). Par 41, on
obtient

(42) δ′(v) ≥ γ′(v) +
Ct1
Mg

≥ −B +
Ct1
Mg

= D.

Par conséquent pour C assez grand, on a D ≥ 1
εB

et on obtient la propriété 1. La
condition 2 se montre de la même manière.

Montrons maintenant 3. Soient p = (−tmax, u, v) et p̃ = (−tmax, ũ, ṽ) deux
points de {−tmax} × [u2, u3] × Iv sur une courbe B-verticale ayant une image sur
{tmax} × [u4, u5] × Iv. On a

d(p, p̃) ≤
√

1 +B2|ṽ − v|.
Comme δ′(v) ≥ D (par 42) et que les coordonnées en v de Φ(p) et Φ(p̃) sont v et ṽ,
on a

d(Φ(p),Φ(p̃)) ≥
√

1 +D2|ṽ − v| ≥
√

1 +D2
√

1 +B2
d(p, p̃).

On obtient la condition de dilatation cherchée pour D (et donc C) assez grand. �

Lemme 12.33. Le temps de retour entre {−tmax} × [u2, u3] × Iv et {tmax} ×
[u4, u5] × Iv est majoré par (u5 − u1) + 4tmax.

Démonstration. Pour |t| ≥ t1,

|Rt| =

∣

∣

∣

∣

∣

−∂g
∂v

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2
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car g(t, u, v) = 1 − ρzprod − ρv et le temps de retour est donc inférieur à 4tmax. Pour
|t| ≤ t1, on a

|Ru| =

∣

∣

∣

∣

∣

∂f
∂v

∂f
∂v
g − ∂g

∂v
f

∣

∣

∣

∣

∣

=
1
g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

1 −
∂g
∂v
f

∂f
∂v
g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

or
∣

∣

∣

∣

∣

∂g
∂v
f

∂f
∂v
g

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1
2
.

Par conséquent, |Ru| ≥ 4
3 . Comme l’orbite parcourt un intervalle en u de longueur

au plus u5 − u1, le temps de retour est majoré par 3
4 (u5 − u1) �

On peut donc conclure sur le temps de retour pour tmax assez petit et en utilisant
la condition u5 − u1 ≤

∣

∣

∫

ΓλV
α
∣

∣ < τ fournie par la définition de rocade pré-convexe.

7. Indice de Conley-Zehnder

Cette section est consacrée à la preuve de la proposition 10.23. Soit c une corde
de Reeb de SZ dans la rocade contenue dans une orbite périodique γa. On note c+

et c− les extrémités de c. On construit un anneau Sc ayant c pour âme et tel que
toute corde de SZ issue de la même courbe verticale de SZ que c+ et proche de c
ne rencontre pas Sc. En recollant un collier obtenu par Sc aux colliers associés aux
cordes de Reeb dans la variété, on obtient le collier Sγa

annoncé.
On choisit Sc tel que

(1) entre SZ et la zone de convexification, Sc soit tangent à ∂
∂x

;

(2) dans la zone de convexification, Sc soit tangent à ∂
∂u

;

(3) dans la partie supérieure de la rocade, Sc soit tangent à ∂
∂r

.

On lisse la surface ainsi construite. Une corde issue de la même verticale que c+ ne
rencontre pas Sc comme expliqué à la figure 10. Dans cette figure, Sc est transversale

y

z
z

θ

y

z

Figure 10. Cordes de Reeb et anneau Sc

au plan de projection, la corde c est en trait plein et l’autre corde en pointillé.
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Résumé : Le sujet de cette thèse est la géométrie de contact, en particulier l’étude
des orbites périodiques du champ de Reeb. Colin et Honda ont conjecturé que sur
une variété hyperbolique munie d’une structure de contact universellement tendue, le
nombre d’orbites périodiques de Reeb croit exponentiellement avec la période. Dans
les cas non hyperboliques, ils prédisent un comportement polynomial de l’homologie
de contact. On montre dans ce texte qu’une variété possédant une composante
hyperbolique qui fibre sur le cercle porte une infinité de structures de contact non
isomorphes pour lesquelles le nombre d’orbites périodiques de tout champ de Reeb
non dégénéré croit exponentiellement avec la période. Ce résultat s’obtient grâce à
un résultat de croissance de l’homologie de contact. De plus, on calcule l’homologie
de contact et sa croissance dans un cas non hyperbolique : celui des structures
universellement tendues non transversales aux fibres sur un fibré en cercles. Enfin,
on étudie l’effet d’un recollement de rocade sur les orbites périodiques de Reeb.
Cette opération décrit une modification élémentaire de la structure de contact. Elle
consiste en l’attachement d’un demi-disque vrillé le long d’un arc legendrien contenu
dans le bord de la variété. On montre que les orbites de Reeb créées s’expriment
comme mots en les cordes de Reeb de l’arc d’attachement. On calcule l’homologie
de contact d’un voisinage produit d’une surface convexe après recollement de rocade
ainsi que de certaines structures sur le tore plein.

Mots clés : Géométrie de contact - Champ de Reeb - Homologie de contact -
Croissance- Dynamique hyperbolique.

Summary : We study contact geometry, and focus on the study of periodic orbits
of the Reeb vector field. It is a conjecture of Colin and Honda that for universally
tight contact structures on hyperbolic manifolds, the number of Reeb periodic orbits
grows exponentially with respect to the period, and they speculate further that
the growth rate of contact homology is polynomial on non-hyperbolic manifolds.
Along the lines of the conjecture, for manifolds with a hyperbolic component that
fibers on the circle, we prove that there are infinitely many non-isomorphic contact
structures for which the number of periodic orbits of any non degenerate Reeb vector
field grows exponentially. Our result hinges on the exponential growth of contact
homology which we derive as well. We also compute contact homology in some non
hyperbolic cases that exhibit polynomial growth, namely those of universally tight
contact structures non transverse to the fibers on a circle bundle. Finally we study
consequences on Reeb periodic orbits of a bypass attachment, an elementary change
of the contact structure consisting in attachment of half an overtwisted disc along
a Legendrian arc. We describe new periodic orbits in terms of Reeb chords of the
attachment arc, we compute contact homology of a product neighborhood of convex
surfaces after a bypass attachment and we compute contact homology for some
contact structures on solid tori.

Key words : Contact geometry - Reeb vector field - Contact homology - Growth
rate - Hyperbolic dynamics.


