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Introduction

Les matériaux composites, dont la faible masse est un atout, représentent une part de
plus en plus importante en masse dans la conception des aéronefs actuels, et plus généra-
lement dans les transports (transport naval, ferroviaire, aéronautique, ...) et le domaine de
I’énergie (éolienne, ...). Au sein des matériaux composites, les matériaux stratifiés composés
de plis de matrice thermoplastique ou thermodurcissable renforcés par des fibres longues

(de verre ou de carbone) figurent parmi les plus utilisés.

L’utilisation massive de ces matériaux implique de nombreux changements au niveau de
la chaine de conception des produits par rapport aux solutions métalliques, historiquement
plus largement déployées.

— Le nombre de variables de conception augmente trés largement : en plus du tradi-
tionnel choix du matériau, vient s’ajouter le choix des orientations des plis, ainsi que
leur séquence d’empilement. De plus, pour la stratification d’une piéce constituée de
plusieurs zones entre lesquelles ’empilement évolue, la complexité de 'optimisation
de 'agencement des empilements entre eux combinée a la recherche de la facilité de
mise en ceuvre complique davantage le probléme de la détermination de la solution
optimale, qui n’est de plus pas unique.

— Le comportement des matériaux est complexe : ’état de contrainte résiduel des piéces
fabriquées dépend de nombreux facteurs dépendant des variables de conception, des
paramétres et des variabilités dans le procédé de fabrication. De plus, les mécanismes
de dégradation et de vieillissement du matériau influencent ensuite fortement le com-
portement de la piéce pendant ses différentes phases de vie.

Un autre changement majeur indépendant de I’essor des matériaux composites auquel
nous assistons est la nécessité de réduire le colt et le temps de conception des produits.
Pour cette raison, les nombreux essais sur prototypes de piéces, assemblages, et méme
produits complets, extrémement cotiteux en temps, en argent et en matériel doivent étre
remplacés par des simulations numériques. Il s’agit donc de conserver uniquement des
essais sur éprouvettes pour caractériser les matériaux, et effectuer des simulations pour les
piéces et les structures. La stratégie de conception s’oriente vers le “virtual testing”. Par
conséquent, il est nécessaire de développer des outils de simulations performants et fiables
afin de substituer les optimisations & base de simulations aux essais-erreur sur piéces et
structures réelles.

L’objet de cette thése est de mettre en place des stratégies de calcul efficaces pour
répondre a cette nécessité.

Les piéces composites stratifiées se présentent dans la majorité des cas sous forme de



ii INTRODUCTION

plaques, de coques ou d’assemblages de plaques et de coques. C’est d’autant plus vrai dans
le cas de piéces pour l'aéronautique. La figure 1 illustre de facon extrémement simplifiée

mais néanmoins vrai cet aspect.

FIGURE 1 — Structure d’un avion simplifiée & extréme : grande majorité de plaques et de
coques

L’objectif des travaux développés ici est triple :

— étre capable d’effectuer des simulations pertinentes pour la fabrication et le dimen-

sionnement de plaques et de coques en matériaux composites,

— proposer des outils de choix des variables de conception et d’optimisation de ces

piéces,

— prendre en compte les sources de variabilité du procédé pour en évaluer les consé-

quences en termes de tolérance géométrique et de résistance des piéces.

Les phénomeénes qui entrent en jeu lors de la mise en forme des piéces composites (a
matrice thermoplastique ou thermodurcissable) sont suffisamment connus pour permettre
de simuler la fabrication de telles piéces. L’objectif de ce travail ne porte pas sur la modé-
lisation de ces phénoménes, mais plutot sur les moyens de les prendre en compte de facon
efficace. Cependant ces phénomeénes (principalement chimiques, thermiques et mécaniques)
interviennent localement sur des structures possédant des longueurs caractéristiques d’ordre

de grandeur tres différents pour des piéces comme des plaques et des coques.

Echelle des fibres Echelle des plis Echelle de la piéce

FIGURE 2 — Différentes échelles de modélisation

Pour prendre en compte de fagon pertinente les phénoménes qui interviennent lors de
la mise en forme, il faut utiliser une modélisation & I’échelle adéquate.
La modélisation a I’échelle des fibres (figure 2) semble inenvisageable pour une piéce

voire une structure compléte pour des problémes de puissance de calcul. De plus, les va-
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riabilités sont extrémement nombreuses & cette échelle (distribution des fibres aléatoire,
présences de vides, ...).

La modélisation & I’échelle de la structure est trop grossiére, car la spécificité du compor-
tement des matériaux composites qui provient de ’association de plusieurs plis fortement
anisotropes orientés différemment se retrouve totalement masquée : les effets de contraintes
internes inter-laminaires, essentielles pour déterminer les contraintes et la déformation ré-
siduelle d’une piéce sont indisponibles & cette échelle.

Finalement, la modélisation a 1’échelle des plis semble idéale pour la conception de
piéces composites. Avec cette approche, chaque pli du stratifié est modélisé comme un
milieu continu, on a donc accés & tous les champs par plis ainsi que 1’évolution de ceux-ci
dans I’épaisseur méme des plis.

Par ailleurs, nous souhaitons introduire des parameétres additionnels dans les simula-
tions pour prendre en considération différents parameétres de conceptions ou des sources de
variabilités. Ceci entraine une augmentation de la dimension de ’espace solution, et définit

ainsi ce que 'on appelle une abaque numérique.

Méthodes numériques

L’objectif est d’effectuer des simulations numeériques sur des piéces composites de type
plaques ou coques. La littérature est trés riche dans ce domaine. Un état de ’art complet
sur les méthodes de résolution des problémes mécaniques n’est pas envisagé ici. Seules les
méthodes les plus largement utilisées sont mentionnées ci-dessous.

Parmi les méthodes existantes, il existe :

— les approches analytiques [Pagano, 1970, 1969; Timoshenko et Woinowsky-Krieger,
1959]. Ces méthodes fournissent des solutions analytiques a des problémes simples,
mais se limitent & des solutions pour des plaques rectangulaires ou circulaires. Elles
manquent de flexibilité et sont par conséquent inadaptées pour le calcul de structure.

— les méthodes numeériques utilisant la méthode des éléments finis 3D [Zienkicwicz ef al.,
2005; Ramtekkar, 2003]. Inconvénient majeur : ces méthodes sont trés gourmandes
en ressources car la 3D implique une explosion rapide du nombre de degrés de liberté
quand la taille du probléme augmente.

— les méthodes numériques utilisant la méthode des éléments finis 2D basés sur des
théories de plaques : avec ou sans cisaillement, avec ou sans contrainte normale :
Love-Kirchhoff, Reissner-Mindlin, Timoshenko, Woinowsky-Krieger [Timoshenko et
Woinowsky-Krieger, 1959; Hildebrand et al., 1949; Reissner, 1977, 1979]... Les mé-
thodes basées sur les théories de plaques peuvent étre affinées dans le cadre des

stratifiés pour prendre en compte l'effet de ’empilement. Parmi celles-ci, on trouve

les méthodes zig-zag et leurs dérivées [Xiao el al., 2008; Carrera, 1996; Reddy, 2004;
Ochoa et Reddy, 1992; Pandit et al., 2008; Semedogarcao et al., 2004; Umasree et
Bhaskar, 2006], sinus [Vidal et Polit, 2009], et autres méthodes multicouches : [Vi-

dal et Polit, 2009; Ugrimov, 2002|. Ces solutions peuvent étre enrichies pour mieux
prendre en compte les effets de bords ou autres singularités [Sheng, 2002; Vel 2000;

Oy~
Liew, 2003].
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Les méthodes basées sur des théories de plaques reposent généralement sur une hy-
pothése sur le champ de déplacement et/ou de contrainte, celle-ci pouvant étre plus
ou moins pertinente selon les cas et 'emplacement du point considéré sur la piéce
(effets de bords, ...). De plus, si 'on souhaite enrichir la solution pour capturer des
effets 3D dus & une singularité, il faut décider & priori ou les placer, ce qui pénalise
la robustesse de la méthode.

Les difficultés majeures pour les méthodes 2D résident dans la difficulté d’assemblage
entre structures, la représentation des effets locaux ainsi que la possibilité de représenter des
physiques riches. Pour cela, nous avons choisi une approche 3D : celle-ci est extrémement
robuste du fait de 'absence d’hypothéses et d’enrichissement & placer & priori. Les effets de
bords, singularités... sont automatiquement capturés car le modéle est de type mécanique
des milieux continus 3D.

Cependant, les modeéles 3D sont trés gourmands en temps de calcul. Ainsi, nous uti-
liserons une méthode de réduction de modéle : la séparation des variables d’espace et la
résolution par la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) [Ammar et al., 20006;
Chinesta et al., 2010].

Introduction a la PGD (Proper Generalized Decomposition)

L’approche retenue est d’effectuer des simulations 3D et d’utiliser la méthode de ré-
duction de modéle PGD (Proper Generalized Decomposition) [Ammar et al., 2006]. Cette
méthode consiste & chercher la solution du probléme en I'exprimant sous la forme d’une
somme finie de produits de fonctions des différentes variables du probléme.

Le cas de géométries de type plaques est particuliérement adapté pour une telle sépa-
ration de variables. En effet, la majorité des plaques stratifiées sont d’épaisseur constante :
I’empilement des plis est identique sur toute la surface de la plaque.

Cette caractéristique autorise donc & chercher la solution sur la plaque sous la forme
d’une somme de produits de fonctions du plan et de fonctions de ’épaisseur. La solution
recherchée sera donc de la forme : u(z,y,2) = SN ul, (z,y) o ul(z) ot ul, (z,y) est une

i

fonction vectorielle définie dans le plan (figure 3), et ul

(z) est une fonction vectorielle

définie dans I’épaisseur.

FIGURE 3 — Piéce volumique et maillages 1D et 2D associés

Une telle approche est intéressante, car la solution 3D est obtenue en résolvant unique-
ment des problémes 1D et 2D. Ce formalisme rappelle finalement les théories des plaques
originelles (Love-Kirchhoff, Reissner-Mindlin), qui définissent la solution comme le produit

d’une fonction du plan et d’une fonction de I’épaisseur, cette derniére étant choisie a priori.



En effet ces théories de plaques sont basées sur une hypothése cinématique de déplacement
linéaire dans I’épaisseur. L’avantage majeur de la réduction de modéles en variables sépa-
rées, c’est que la forme des fonctions de (z,y) et de z n’est pas définie a priori. Aucune
hypothése cinématique n’est donc réalisée.

Les calculs 3D réalisés en variables séparées présentent donc une approximation supplé-
mentaire par rapport a de véritables calculs 3D, car leur solution est représentée par une
somme finie de produits de fonctions du plan et de I’épaisseur. L’espace des solutions de la
PGD est une projection de ’espace des solutions éléments finis 3D sur un sous-espace de
dimension inférieure.

Cependant, comme il sera montré dans ce document, la précision de la solution calculée
par la méthode proposée est controlée via certains parameétres. Notons que l'espace des
solutions PGD tend vers ’espace des solutions éléments finis 3D si le nombre de produits
de fonctions tend vers le produit tensoriel des bases considérées dans chaque dimension. En
pratique, sur un modéle discrétisé, la solution PGD tend assez rapidement vers la solution
éléments finis 3D discrétisée de maniére équivalente.

La technique de la séparation des variables permet de réduire la dimensionnalité des
problémes a résoudre. Des paramétres additionnels pourront donc étre ajoutés dans des
dimensions paramétriques sans faire exploser le cotit de résolution du probléme du fait de

cette représentation séparée. Ceci afin de construire des abaques numériques.

Organisation du document

Pour des raisons de simplicité des notations et pour ne pas alourdir excessivement
les écritures, la méthode de résolution en variables d’espace séparées sera tout d’abord
explicitée en détail pour des problémes 2D, séparés en deux sous-problémes 1D dans le
chapitre 1. A la suite d’une bréve présentation des différentes maniéres de décomposer un
probléme 3D, le chapitre 2 est consacré & la résolution de problémes 3D décomposés sous
la forme 2D /1D. L’ensemble des développements a propos des problémes 3D, plus lourds
au niveau des notations, seront présentés en annexe 5.7.

Le chapitre 3 fournit quelques compléments et techniques supplémentaires pour la ré-
solution de problémes 3D sous la forme 2D /1D.

Dans le chapitre 5, le concept d’abaque numérique sera présenté, ainsi qu’une extension
de la méthode PGD permettant de construire ces abaques contenant une solution définie
dans un espace spatio-paramétrique de dimension élevée.

La méthode de séparation des variables plan/hors plan sera enfin étendue au cas des
piéces de type coques dans le chapitre 4, avant de présenter les conclusions et perspectives

ouvertes par les travaux présentés dans ce manuscrit.
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Chapitre 1

Résolution de problémes mécaniques
2D avec la méthode PGD en

variables d’espace séparées
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2 CHAPITRE 1. RESOLUTION DE PROBLEMES 2D

Dans cette partie, nous étudierons comment résoudre un probléme d’élasticité plane en
utilisant une méthode de résolution de type PGD, basée sur la séparation des variables
d’espace. Les détails de la méthode sont présentés ici de facon & introduire le concept de
la séparation des variables d’espace sur les cas les plus simples.

Nous verrons donc dans ce chapitre comment résoudre un probléme 2D en espace (z,y)
sous forme d’une succession de problémes 1D suivant chaque coordonnée. Le probléme 2D
en espace sera décrit par le produit tensoriel de deux problémes 1D. Le probléme 2D sera
donc décomposé en 1D/1D.

La formulation du probléme de mécanique sera tout d’abord présentée, elle sera suivie
de l’introduction de la séparation des variables d’espace dans la structure du probléme.
Une méthode de résolution adaptée au probléme en variables séparées sera ensuite décrite,
celle-ci est basée sur l'utilisation de la PGD. Enfin, les résultats seront présentés ainsi
qu’une analyse de la convergence et de la précision de la méthode, avant de conclure sur

les applications et les limites de la méthode présentée précédemment.
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1.1 Contexte

Le cadre général est celui de la mécanique des milieux continus, plus précisément de
la mécanique des solides. Au sein de la mécanique des solides déformables, on se place ici
dans le cadre de I’élasticité linéaire isotherme | ) |

La résolution de problémes mécaniques est basée sur la résolution de I’équation d’équi-
libre 1.1. La résolution de problémes d’élasticité peut se faire de facon numérique ou analy-
tique | , |. La résolution analytique est réservé a des problémes dont la géométrie
est trés simple. La résolution numérique permet de résoudre des problémes plus complexes,
mais peut nécessiter de faire un certain nombre d’hypothéses selon le type et la spécificité
de la structure considérée (poutres, plaques, piéces axisymétriques, piéces massives).

Parmi les techniques de résolution numérique adaptées a la résolution de problémes
mécaniques, figure la méthode des éléments finis (MEF) | , |. L’en-
semble des travaux présentés dans cette thése se place dans le contexte de l'utilisation de
la méthode des éléments finis pour la résolution de problémes d’élasticité. Les bases de
la méthode des éléments finis seront donc considérées comme acquises et ne seront pas

explicitées dans ce document.

1.2 Reésolution d’un probléme 2D en variables d’espace sépa-
rées
1.2.1 Formulation du probléme

Considérons un domaine plan  (figure 1.1), tel que (z,y) € Q. La résolution d'un

probléme plan en mécanique consiste a trouver u(x,y) vérifiant I’équation d’équilibre :

V-o(u(z,y)) +fa(r,y) =0, VY(z,y) €, (1.1)
et satisfaisant les conditions aux limites :

O'(u(x,y)) ’ n(x,y): Fd(x7y)7 V((L',y) € 0241,

u(z,y)=Uq(z,y), Y(z,y) € 0,9, (1.2)

ou n(z,y) est la normale au contour 022 dirigée vers 'extérieur, et o est le tenseur des

contraintes.

Uq
Fyq

"

FIGURE 1.1 — Présentation du probléme & résoudre
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On se donne la loi de comportement élastique :

o=K:e, (1.3)

ou K est le tenseur d’élasticité et € est la déformation linéarisée définie par :

€= %(Vu + (Vu)T). (1.4)

Dans la suite, pour simplifier I'écriture des équations, les notations de Voigt seront

préférées. La relation de comportement 1.3 s’écrit donc comme suit :

U$$ €$$
on | =K | ey , (1.5)
O uy 2.€5y

K sera alors le tenseur d’élasticité généralisé (d’ordre 2).

Dans cette partie essentiellement destinée & présenter la méthode de facon la plus simple
possible, le matériau sera considéré homogéne et isotrope. Le tenseur d’élasticité K ne

dépend donc pas de 'espace.

La résolution d’un probléme mécanique 2D conduit & faire une hypothése sur la ciné-

matique ou la statique :

— dans le cas de I’hypothése de contraintes planes, on obtient :

E !

K= 7(1 ) v
o 1—v

0 0 U

S = X
@)
—
—
D
~

— dans le cas de 'hypothése de déformations planes, on obtient :

5 1—v v 0
K= v 1-—v 0 (1.7)
o=y | v S
2

ou E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du matériau

considéré.

Pour conserver la généralité sans alourdir les notations, nous utiliserons dans la suite

la notation générale suivante :

~

I
=Tvv BN
o » W

0
0 (1.8)
C

L’équation 1.1 n’est pas adaptée pour la résolution par éléments finis, nous utiliserons

donc la formulation faible associée. Celle-ci est obtenue de fagon usuelle en intégrant par
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parties I’équation :

// u*- (V co(u(z,y)) + fd(ﬂ:,y))dQ =0, VY(z,y)€Q, (1.9)
0

Apres utilisation du théoréme de la divergence et des propriétés de symétries des tenseurs,

la formulation faible associée a ’équation d’équilibre 1.1 est immédiatement déduite :

é/(s(u*).K.s(u))dQ — é/(u*,fd)dmr /(u*-Fd)dF, v e Ut (110)

029

On reconnait ici ’expression du principe des travaux virtuels, ou le membre de gauche
représente le travail virtuel des efforts intérieurs et le membre de droite représente le travail

virtuel des efforts extérieurs.

1.2.2 Séparation des variables d’espace

La résolution en variables séparées a l'aide de la PGD [Ammar et al., 2007] conduit
a exprimer l’ensemble des grandeurs du modéle sous la forme de sommes de produits de
fonctions des variables que 'on a choisi de séparer. Dans le cas 2D, les variables sont les
coordonnées spatiales z et y. Le domaine de résolution {2 sera donc le rectangle de dimension
LxH:Q=1[0:L]x[0: H] (voir figure 1.2).

02

82(2\* \

FIGURE 1.2 — Domaine de résolution en variables d’espace séparées 1D /1D

On exprime les domaines sous forme de produits tensoriels :

0=0,29, (1.11)
h) =010, ® 31@y (1.12)
02 = b, ® 3QQy (1.13)

ainsi que les éléments de surfaciques et linéiques élémentaires :

dQ = dQ, ® dQ, (1.14)
dr = dTI', ® dr, (1.15)
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On exprimera alors u sous la forme séparée en x et y de la fagon suivante :

d(0) = i — uy (y) _ uy
== (0) - ()

11 est également nécessaire de disposer d’une représentation séparée pour I’ensemble des
grandeurs du modéle :
— Les forces surfaciques :
tatrgy = [ F@) ) o35 (i) L, 0) i
fdv(xay) i=1 fczlw ((L’) ' fcllvy (y)
Afin de ne pas surcharger I’ensemble des développements, nous supposerons dans la
suite que les forces de volumiques (surfaciques dans le cas 2D) et les forces surfaciques

(linéiques dans le cas 2D) s’expriment sous la forme d’un unique produit de fonctions

de z et y. On se donne donc la représentation suivante :

Jaue * Jdu,

fd(x’y) = ( fd 'fd

) — fuu(x) 0 fay (y) = fay o fay, (1.18)

— Les forces linéiques :

Np . A
( Fasey) | N Fi@)-Fi )
Fale) = ( Fau(2,0) ) ~2 ( F (@) i (9) ) 19

On suppose également, sans perte de généralité, que les forces linéiques peuvent étre

séparées en un seul mode :

Fa,. - Fa,,
Fa,, - Fa,,

Fd(xay) = (

) = Fdz(x) ) de(y) = Fdz (¢] de. (120)

— Les coefficients matériau :
Dans le cas ou K dépend de I'espace, il doit étre exprimé sous forme de produits de

fonctions de x et y :
Nk
K(z,y) ~ 3 Ki(z) o Ki(y) (1.21)
i=1

Il est facile de trouver les fonctions Ki(x) et Ki(y) pour des cas simples. Dans le cas

d’une dépendance plus complexe des coefficients matériau par rapport a ’espace, il

1. Le symbole o représente le produit d’Hadamard ou produit composante par composante. Il sera utilisé
de fagon usuelle par la suite.
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sera nécessaire d’effectuer une décomposition compatible avec le formalisme de repré-
sentation séparée. Sur le modéle discrétisé, une Décomposition en Valeurs Singuliéres
(SVD) [Drmac et Veselic, 2008a,b] de K(z,y) est possible.

Dans la suite, nous supposerons que K ne dépend pas de ’espace. On a alors K(z,y) =
K; o K, = K. Puisqu’il ne dépend pas de ’espace, il sera alors possible de sortir le

coefficient K des intégrales sur les coordonnées spatiales.

La propagation du formalisme de représentation séparée dans I’écriture du déplacement

conduit & I'expression de la déformation linéarisée sous forme séparée € suivante :

i

N u?v,:v'uy
e(u(z,y) =Y | i, (1.22)
T\ gy ey

La résolution d’un probléme en variables séparées a I'aide de la méthode PGD consiste
a chercher de facon itérative les couples de produits de fonctions (modes) représentant la

solution (voir 'équation 1.16) [Ammar ef al., 20006].
La méthode d’enrichissement d’un mode supplémentaire est la suivante : on considére

que 'on connait déja les N premiers produits de fonctions, et 'on cherche le (N + 1)°€.

uy(x,y) satisfait les conditions de Dirichlet. Le nouveau mode R o S est donc un

enrichissement du probléme avec des conditions de Dirichlet homogénes sur 0, 2.

On a alors :

w35 (B ()

i=1 2 Uy Ty(z) - 50(y)
un (z,y)
soit, en écriture plus compacte :
UN+1($,y) ZUN(JT,y) —{—R(,I)OS(y) (124)

Compte tenu de la linéarité du probléme, on écrit la déformation de la fagon suivante :

e(unt1(z,y)) = e(un(z,y)) + e(R(z) o S(y)) (1.25)
e(R(z)oS(y)) = n;- Suy . (1.26)

Ty * SuytToz * Sv
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On introduit également le champ test suivant :

* . Lok
w(z,y) = ”i(x) suly) +ru(2) Sg(y) =R*0S+RoS* (1.27)
() - su(y) +1ro() - s5(y)
On obtient naturellement :
T;,x Syt Tu,x * Sy
e(u (z,y)) = | 1} suy+ Ty Sk, . (1.28)

* * * *
T su7y+rv,x cSyFTy - su7y—i—rv7z - Sy

En injectant ceci dans la formulation faible 1.10, on obtient :

4/ (c(w@.w) K- e(uvare.y) ) a2 =

//(u*(x,y)-fd)dQ—i— / (u*(z,y) - Fa)dl' (1.29)
Q

0202

Dans le cas présent, nous considérons que le matériau est homogéne, donc que K ne
dépend pas de l'espace. Il est bien siir possible de décrire un matériau hétérogéne en se
donnant une représentation plus riche de K (voir ’équation 1.21).

La résolution du probléme défini par I’équation 1.29 peut se faire en variables séparées,
c’est d’ailleurs dans ce but que 1’on a défini I’ensemble des grandeurs du modéle sous des
formes séparées.

L’injection de la forme du champ de déplacement & enrichir défini par ’équation 1.23
et du champ test défini par I’équation 1.27 dans la formulation faible 1.29 du probléme

conduit a la forme suivante :

4/ (c(w@.0) - X -(Rix) o Sr) ) a2 =
] () i) oo

Q

+// (0 (2, y) - £2) A + / (u*(z,y) - Fa)dl' (1.30)
Q

0202

Le membre de gauche contient le terme inconnu au moment de ’enrichissement du

mode N, et le membre de droite contient uniquement des termes connus.

1.2.3 Résolution

L’ensemble des problémes traités ici sont résolus par la méthode des éléments finis.
La résolution du probléme défini par ’équation 1.30 consiste & trouver le meilleur couple

{R,S} pour enrichir la solution. Le probléme en {R,S} est non-linéaire, une stratégie
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adaptée doit donc étre mise en place. Pour résoudre ce probléme, une méthode de point
fixe est utilisée : les sous-problémes en R et en S sont alternativement résolus jusqu’a

convergence.
En pratique, les itérations au sein du point fixe se déroulent comme ceci :

— on suppose S connue, et on cherche a déterminer R. Pour la premiére itération on
initialise donc S & une valeur quelconque faute de mieux. Pour les itérations suivantes,
on utilise la valeur de S calculée & l'itération précédente.

La fonction test 1.27 devient alors :

w(z,y) = ( ru@) - su(y) ) —R*oS. (1.31)

(@) - s0(y

En substituant dans I’équation 1.30 ’ensemble des expressions détaillées des différents

termes, on obtient 1’équation suivante :

*
Tz Su ABO Tuz * Su
*
// Th - Suy | BAO || ry-suy dQ
*
Ty Su,y—{—rv z " Sv 00C Tu " SuytTvz  Sv

—// (s(R*oS)-K-s(uN)>dQ
// fd)dQ+/<(R*os)-Fd>dr, (1.32)

0192

qu’il est nécessaire de développer pour intégrer le probléme. Le développement pour
le calcul de R est déporté en annexe 5.7 pour ne pas alourdir cette partie.
On obtient alors un probléme elliptique que ’on peut résoudre par éléments finis.

— Ensuite, on suppose R connue, et on cherche & déterminer S. On utilise la valeur de
R calculée au pas précédent pour calculer I’ensemble des intégrales.

La fonction test 1.27 devient alors :

w*(z,y) = ( T“(x)'sj(y) ) —RoS". (1.33)

Tv(x) ’ Sv(y

La formulation faible pour le calcul de S devient :

rux B ABO Twa * Su

// Ty S -| BAO | T Suy dQ

—H“U xSy oocC Tu * Suy+Tuz - Su

—/ (e(RoS) - K-e(uy))d0

+/ ((RoS*)-fd)dQ+/<(RoS*)-Fd>dF, (1.34)
Q

0192
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qui une fois développée laisse apparaitre le probléme en S (développé en annexe 5.7)
que l'on résout également par éléments finis.

— La résolution alternée des problémes en R et en S continue jusqu’a atteindre la
convergence. Celle-ci est testée sur le produit R’ o0 S’ avec une précision Epoint fixe- Le
critére €point fixe €St généralement choisi voisin de la précision machine.

En d’autres termes, si on appelle R! et S! les fonctions respectivement de () et
(y) calculées & la premiére itération de point fixe pour le N® mode, et R’ et S les
fonctions de (z) et (y) calculées a l'itération i, on sort de la boucle du point fixe

lorsque :
// (R’(x) o S’(y) — Ri_l(x) ) Si_l(y))2dﬂ < Epoint fixe- (1.35)
Q

Une fois le nouveau mode R o S convergé, il est ajouté & la solution :

un1(z,y) = un(z,y) + R'(z) 0 S'(y).

La procédure d’enrichissement de la solution continue jusqu’a ce que la norme du résidu

relatif de I’équation devienne négligeable :

~If (e(w@y) - K-e(unii(ey)))ao+ [J () fa) 402
Sf)f (u*(x,y) - fq) dQ

< Erssidu (1.36)

ol Ergsidu € [10_8; 10_2] selon la précision désirée.

La stratégie globale d’enrichissement de la solution est résumée sur la figure 1.3.



1.2. RESOLUTION D’UN PROBLEME 2D 11

Initialisation de S°
i—=1
I

Calcul de R?
Calcul de S?

Test de convergence :
// (R'os’ — R ! o8’ 1240
Q

< Epoint fixe

Ajout du mode a la solution :
un1(2,y) = un(2,y) + Ri(2) 0 S'(y)

Test sur le résidu global :

,(/2/ (5(.1*) K- s(uNH)) a0 + (/2/ (" - £4) a0
GE

< Erésidu

)dQ
'

Solution du probléme :

=5 (5858

=

F1GURE 1.3 — Algorithme de résolution d’un probléme en variables séparées

1.2.4 Reésultats
Considérons le probléme en contraintes planes défini sur la figure 1.4. Le matériau

est isotrope avec E=200 GPa, et v=0,3. Le chargement est un effort imposé sur la face

supérieure, tel que :

Les faces de gauche et de droite sont encastrées :

Ualw = (~4,4),y) = (8) .
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y y
T T

—4 4

FI1GURE 1.4 — Probléme et conditions aux limites

u
1 ‘ 0.03
0.5 0.02
0 : SEEs: 0.01
£ 0
05 - ~0.01
-1 = —0.02
—1.5¢- ‘ ‘ SEsS ' ‘ 18-0.03
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
1 v
~0.02
—0.04
—0.06
0.5 —0.08
0.1
' ; —0.12
—1.5 —0.14
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

F1GURE 1.5 — Solution du probléme défini en 1.4

La solution est calculée en utilisant la méthode décrite précédemment. La figure 1.5
montre le résultat du calcul avec le parameétre epsiqu = 1072 qui conduit & une solution

exprimée en 9 modes.

1.2.5 Convergence

Un calcul de référence est réalisé en utilisant la méthode des éléments finis 2D sur un
maillage de quadrangles équivalent.

Les figures 1.6, 1.7 et 1.8 représentent les cartes d’erreurs relatives en densité d’énergie
de déformation entre la solution de référence calculée avec la méthode des éléments finis
2D et la solution calculée avec la méthode PGD pour différentes valeurs de eyggiqy. L’erreur

locale en énergie de déformation est définie comme :

O'(U-MEF 2D — uPGD) : 6'(uMEF 2D — uPG’D)

Erreur locale = 100 - (1.37)

o(umEF 2p) : €(UMEF 2D)

Comme pour toutes les méthodes itératives, il existe un compromis entre la qualité de

la solution et le temps de résolution : plus on choisit un critére £.5iqy petit, plus la solution
est précise et contient de modes, et plus le cotit de calcul augmente.

Pour une valeur de ergsiqy = 1072, lerreur est acceptable pour une application d’in-
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génierie standard (inférieure & 1% partout), par ailleurs, cette erreur dépend du nombre
de modes que contient la solution PGD. Elle est directement controlée par l'intermédiaire
du parameétre epggigy. La convergence de la méthode établie par [Falco et Nouy, 2011] est
illustrée sur les figures 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 et 1.10.

Nous proposons ici de représenter en échelle logarithmique l'erreur relative en densité
d’énergie de déformation entre la solution calculée par la méthode des éléments finis 2D de

référence et la méthode proposée ici en fonction du critére eresiqu-

Erreur relative en densité d’énergie de déformation (%)

1

102
1074
1076
1078
10—10
10712

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 1.6 — Erreur relative entre la solution de référence 2D et la solution calculée avec
la méthode PGD pour egsiqu = 107! (6 modes)

Erreur relative en densité d’énergie de déformation (%)

1 ‘ : : : : : ‘ 1
0.5 1072
0 ESE=: 1074
—0.5 il 1070
-1 == 10_?0
15| f = |

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
FIGURE 1.7 — Erreur relative entre la solution de référence 2D et la solution calculée avec
la méthode PGD pour eggiqu = 1072 (9 modes)

Erreur relative en densité d’énergie de déformation (%)

1 w 1
0.5 102
0 SER | 104
—05 = 1076
1 - 1078
= 10710
—].5 = 10712

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
FIGURE 1.8 — Erreur relative entre la solution de référence 2D et la solution calculée avec
la méthode PGD pour epgsiqu = 1073 (11 modes)

o
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Erreur relative en densité d’énergie de déformation (%)

1

102
10~
1076
1078
10710
10—12

4 3 2 -1 o0 1 2 3 4
FIGURE 1.9 — Erreur relative entre la solution de référence 2D et la solution calculée avec
la méthode PGD pour ergiqu = 1074 (13 modes)

Erreur relative en densité d’énergie de déformation (%)

1 1
0.5 102
0 10~
—0.5 106
1078
-1 1010
—1.5 10712

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
FIGURE 1.10 — Erreur relative entre la solution de référence 2D et la solution calculée avec
la méthode PGD pour epgsiqu = 1072 (15 modes)

La convergence de la méthode est résumée sur les figures 1.11 et 1.12, qui indiquent
la valeur de l'intégrale sur 2 de 'erreur relative en densité d’énergie de déformation entre
la référence éléments finis 2D et la solution en variables d’espace séparées en fonction

respectivement de epesiqy et du nombre de modes V.

1071
1072
ISS
g 5 103
o 210
=
- —4
g:é'lo
— O
]
82 -5
~ g
-
o & 10
=
= T
£ e 1077
=R
- g

~ 108

10—9 | | | |
1071 102 1073 104 10-° 106 1077

Erésidu

FIGURE 1.11 — Intégrale de ’erreur relative en densité d’énergie de déformation en fonction
de €residu
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103

10!

1071

1073

Intégrale de I’erreur relative en
densité d’énergie de déformation (%)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

AN Av% AN

107?
Nombre de modes N

F1GURE 1.12 — Intégrale de ’erreur relative en densité d’énergie de déformation en fonction
du nombre de modes

1.3 Applications et limitations

La représentation de la solution d’un probléme 2D sous forme de produit tensoriel de
2 fonctions 1D a un certain nombre de conséquences :

— une réduction du coit de résolution du probléme en termes d’impact mémoire et de
temps de calcul, du fait de la séparation de l'espace 2D en deux espaces 1D (cet
aspect sera développé dans le chapitre 2 sur des problémes 3D).

— une restriction sur le type de problémes qui peuvent étre résolus : ’ensemble des
grandeurs doit en effet étre exprimé sous forme de produit tensoriel de grandeurs 1D,
en particulier la géométrie. En 2D, les seules géométries que ’on peut définir par le
produit tensoriel de deux fonctions 1D sont les géométries de type rectangles. Ceci

limite donc considérablement les problémes que I’on peut résoudre par cette méthode.

Malgré la contrainte sur la forme du domaine d’étude présentée ci-dessus, il existe
de nombreux problémes 2D définis dans des domaines rectangulaires (homogénéisation,
corrélation d’images,...) qu’il peut étre intéressant de résoudre rapidement & l'aide le la
séparation des variables d’espace. En effet, I’émergence des nouveaux moyens de mesure
(tomographie, analyse d’image, ...) qui fournissent des images en pixels (dont le nombre est
généralement important) sont tout & fait adaptés pour fournir des problémes a résoudre avec
ce type de méthode [Passicux et Perie, 2012]. En effet, de telles mesures peuvent nécessiter
de résoudre un probléme inverse, par exemple, pour étre post-traitées. Le probléme inverse
peut alors étre résolu avec la PGD en variables d’espace séparées. De plus, ces moyens

d’imagerie ou de mesure de champs fournissent des données sur des grilles relativement
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fines (jusqu’a plusieurs milliers de pixels dans chaque direction). Si un degré de liberté est
associé a chaque pixel, la taille du probléme peut atteindre plusieurs dizaines de millions
de degrés de liberté, ce qui méme en 2D est lourd & traiter, surtout si 'on souhaite par

exemple piloter un essai en temps réel avec le résultat de la simulation.
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Les bases de la séparation des variables d’espace définies au chapitre 1 vont maintenant
étre utilisées pour résoudre des problémes 3D en espace.

Contrairement aux problémes 2D qui ne possédent que deux coordonnées, en 3D plu-
sieurs combinaisons de séparations des variables d’espace sont possibles pour séparer les 3
coordonnées. Une bréve discussion a ce sujet sera présentée, suivie du développement de
la méthode pour résoudre des problémes 3D séparés en 2D /1D. En effet, les limitations de
I’approche utilisant une séparation de I’espace 3D en trois sous-espaces 1D seront mise en
évidence par rapport a ’objectif recherché.

Nous nous concentrerons donc ensuite sur ’étude de problémes 3D dont la représenta-
tion sera 2D/1D. La démarche de résolution sera tout d’abord présentée, suivie de 1’ana-
lyse de ses performances en termes de précision et de rapidité d’exécution. Enfin quelques
exemples d’illustration seront traités.

Une bréve analyse comparative entre la méthode présentée et les théories de plaques

les plus simples sera finalement développée avant de conclure le chapitre.



2.1. DIFFERENTES SEPARATIONS POSSIBLES 19

2.1 Différentes séparations possibles

Dans cette partie, les différentes facons de séparer les variables d’espace seront exposées :
tout d’abord la séparation d’'un probléme 3D en 3 probléme 1D, puis la séparation du 3D
en des problémes 1D et 2D.

2.1.1 Séparation du 3D vers 3 problémes 1D

2.1.1.1 Présentation

La séparation d’un probléme 3D en trois problémes 1D conduit aux mémes avantages
et inconvénients que la séparation d’un probléme 2D en deux problémes 1D exposée au
chapitre 1. L’utilisation d’une telle séparation permet de résoudre & trés faible cott un
probléme 3D défini dans un parallélépipéde.

On cherchera alors la solution du probléme 3D en I'exprimant ainsi :

Probléme 1D en (z)
&

Probléme 1D en (y)

Probléme 3D en (z, vy, 2)

Probléme 1D en (z)

FIGURE 2.1 — Séparation d’un probléeme 3D en 3 problémes 1D

La figure 2.1 illustre la décomposition du probléme 3D en trois problémes 1D qui gé-

nérent la solution 3D par produit tensoriel.

2.1.1.2 Coit de résolution

La résolution de ce type de probléme est trés similaire & ce qui est présenté au chapitre
1, elle n’est donc pas développée ici. Cependant, une bréve discussion & propos de I'impact
mémoire et du temps de calcul est exposée ci-aprés.

Considérons pour simplifier qu’il y a autant de degrés de liberté dans chaque direction

de l'espace : Nx = Ny = Nz = N. Le nombre de degrés de liberté du probléme 3D
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équivalent est :
3-Nz-Ny-Nz=3-N?

Le nombre de degrés de liberté du probléme en variables d’espace séparées est :
Nmodes - (3 Nz +3-Ny+3-Nz) =9 Nmodes - NV

En considérant que le probléme éléments finis est résolu avec un solveur direct, le cott
de résolution d’un probléme avec ce type de solveur peut étre approximé par la relation
suivante :

Nopérations = Nqai - L%andev
ol Lpande est la largeur de bande du systéme linéaire.
Le cotit de résolution du probléme 3D, Csp, est de :

C3p=(3-Nz-Ny-Nz)-(3-Ny-Nz)>=27-N'

(dans le cas d’un maillage réglé avec des éléments hexaédriques, la largeur de bande est
(3-Ny-Nz)).
Le cotit de résolution du probléme 3D avec la séparation 1D/1D/1D, Cpgp, est de :

C’PG’D:]Vmodes'k'(?)']V-%')'gz]Vmodes'k'27']\r

(la largeur de bande d’un probléme 1D en éléments finis est de 3), ou k est le nombre moyen
d’itérations de point fixe nécessaire pour qu'un mode converge.

Le gain en termes de temps de résolution s’écrit donc :

C’PG’D _ Nmodes -k
Csp N6

Pour un probléme dont la solution est trés riche, celle-ci peut approcher la centaine de
modes, par ailleurs, le nombre d’itérations de point fixe moyen pour converger un mode est
largement inférieur a 100. Selon la valeur du nombre de degrés de liberté N du probléme,
les gains en temps de calcul peuvent donc étre extrémement importants.

Par exemple, imaginons que la solution d'un probléme se décompose en 100 modes
(ce qui est raisonnable au vue des expériences numériques réalisées), pour un probléme

comportant 100 degrés de liberté par dimension, le gain en temps de calcul est d’environ :

Cpgp 100 -100

= =108
Csp 1006

2.1.1.3 Applications et limitations

L’approche de décomposition du probléme 3D en trois problémes 1D implique le méme
type de conclusions que pour la séparation d’un probléme 2D décomposé en 1D /1D :

— les gains en temps de calcul peuvent étre spectaculaires du fait de la réduction im-
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portante de la dimensionnalité du probléeme,

— les géométries de problémes pouvant étre résolus avec cette approche se limitent a des
parallélépipédes du fait de la décomposition choisie. Ceci est bien str extrémement
restrictif, mais peut étre utile pour certaines applications bien particuliéres comme
par exemple des simulations basées sur des microstructures issues de procédés d’ima-
gerie 3D (tomographie par exemple), ou des problémes d’homogénéisation.

Le domaine d’application de cette décomposition n’étant pas compatible avec les pro-

blémes que nous souhaitons traiter, le développement de cette approche ne sera effectué.

2.1.2 Séparation du 3D en 2D/1D
2.1.2.1 Présentation

La séparation d’un probléme 3D en un probléme 2D et un probléme 1D offre un gain
en temps de calcul moindre que la séparation en trois problémes 1D, mais elle apporte
beaucoup plus de souplesse & la méthode.

La figure 2.2 illustre le probléme 3D d’une part, et les problémes 1D et 2D qui générent
le probléme 3D par produit tensoriel d’autre part. L’équation 2.2 présente le formalisme

pour représenter le déplacement conformément & la décomposition choisie.

(Z) N '
) = ZUzy (z,y) o Ul (2). (2.2)

Probléme 2D en (z, y)
&

Probléme 3D en (z, y, z)
Probléme 1D en (z)

FIGURE 2.2 — Séparation d’un probléme 3D en 2D /1D

Le temps de calcul est nettement moins avantageux que pour la séparation en problémes
1D uniquement, car & chaque ajout d’un nouveau mode, il est nécessaire de résoudre k
problémes 2D et k problémes 1D (si k est le nombre d’itérations nécessaires pour converger
le point fixe associé a l'inévitable non-linéarité introduite par la PGD), alors que pour la
séparation en trois problémes 1D, il est seulement nécessaire de résoudre 3-k problémes 1D.
La résolution du probléme global implique ici de résoudre alternativement des problémes
1D et des problémes 2D. Le cofit de résolution d’un probléme 1D sera supposé négligeable

par rapport au colt de résolution d’'un probléme 2D.
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Cependant, l'introduction d’un probléme 2D, qui reste tout de méme nettement moins
cher que la résolution du probléme 3D, permet de varier considérablement les structures
que I'on peut représenter par produit tensoriel par rapport a la séparation en problémes 1D
uniquement. En effet, grace & cette décomposition, il est possible de représenter n’importe

quelle géométrie possédant une (ou plusieurs) direction “d’extrusion”.
Parmi I’ensemble des géométries possédant une direction “d’extrusion”, on peut citer :

— les poutres ou profilés : dans ce cas, le probléme 2D sera défini dans la section de la
poutre, et le probléme 1D dans sa longueur. Une telle représentation pour la résolution
d’un probléme de poutre permet d’obtenir la solution 3D du probléme sans aucune

hypothése.

FIGURE 2.3 — Séparation d’un probléme 3D sur une poutre en problémes 2D et 1D

Le probléme 2D est défini sur la section de la poutre, par conséquent il est de taille
modérée en nombre d’éléments et donc en ddl. La résolution 3D avec ’approche
proposée est donc trés légére en temps de calcul. Le surcoiit par rapport a un modéle
de poutre 1D est minime, mais le résultat de la simulation est plus riche car la solution
3D du probléme permet d’évaluer avec précision les concentrations de contraintes sur
la structure dues aux différentes conditions aux limites, c’est-a-dire les effets 3D.

— les plaques : dans ce cas, le probléme 2D est défini sur la surface moyenne, et le
probléme 1D représente 1’épaisseur. Le surcotiit par rapport a la modélisation usuelle
d’une plaque en 2D via une théorie de plaque est minime, car & chaque ajout de
mode, des problémes 1D et 2D (dont la taille est équivalente voire inférieure a la
taille du probléme de plaque, selon la complexité de la théorie de plaque utilisée)
doivent étre résolus. Par ailleurs, la solution obtenue est une solution 3D libre de toute
hypothése, contrairement & celle fournie par une théorie de plaques. Tout comme dans
le cas de géométries de type poutre, I’ensemble des concentrations de contraintes dues
aux différentes conditions aux limites et effets géométriques, ou les écarts vis-a-vis
des théories de plaques, sont obtenues directement par le caractére tridimensionnel

modéle.
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oz

FIGURE 2.4 — Séparation d’un probléme 3D sur une plaque en problémes 2D et 1D

2.1.2.2 Coit de résolution

Considérons un probléme tel que Nz > Ny et Nz - Ny >> Nz. Le nombre de degrés
de liberté du probléme 3D équivalent est :

3-Nx-Ny-Nz
Le nombre de degrés de liberté du probléme en variables d’espace séparées est :
Nmodes - (3 Nz - Ny+3-Nz) & Nmodes - 3- Nz - Ny
Le cotit de résolution du probléme 3D est de :
Csp=(3-Nz-Ny-Nz)-(3-Ny-Nz)>=27-Nz-Ny>- N2>
Le cotit de résolution du probléme 3D avec la séparation 2D /1D est de :
CpGp = Nimodes k- (3- Nz - Ny) - (3 Ny)* = Nimodes - k- 27+ N - Ny

Le rapport des coiits de calcul est donc :

CPGD _ Nmodes -k
CgD N23

Les gains en temps de calcul sont donc extrémement intéressants, et le sont d’autant plus
que le probléme est grand.
Par exemple, pour un probléme comportant 500 dd! dans chaque direction, contenant

100 modes, le gain en temps de calcul est dans ce cas :

Cpgp 100100

= —8.107°
Csp 5003

2.1.2.3 Applications et limitations

L’approche 3D sous la forme 2D /1D permet de résoudre n’'importe quel probléme défini
sur une géométrie qui posséde au moins une direction "d’extrusion". La variété des pro-
blémes que 'on peut envisager est donc bien plus importante que pour la décomposition
en trois problémes 1D.

Que ce soit pour effectuer des simulations sur des piéces en forme de plaques ou de
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poutres, la méthode est particulierement adaptée, puisqu’elle permet de résoudre le pro-
bléme posé en résolvant séparément les sous problémes 2D et 1D pour lesquels les dimen-
sions spatiales caractéristiques sont trés différentes. En plus d’offrir des gains en termes de

temps de calcul, le probléme du maillage tridimensionnel de telles piéces est évité.

Pour ces raisons, cette approche sera développée en profondeur dans la partie qui suit.

2.2 3D séparé en 2D /1D pour les plaques

2.2.1 Formulation du probléme

L’objectif de cette partie est de résoudre un probléme mécanique 3D en espace défini

sur le domaine €.

Le probléme se traduit par ’équation d’équilibre suivante :

V-o(u(z,y,2)) +fa(z,y,2) =0,Y(x,y,2) € Q, (2.3)

et les conditions aux limites :

~—

o(u(z,y,z)) n(x,y,2z)=Fq(z,y,2), Y(z,y,z) € 00,

2.4
u(z,y,2)=Uda(z,y,2), Y(z,9,2) € 0,19, 24
ou n(x,y, z) est la normale a la frontiére 0.
On se donne la loi de comportement élastique en 3D suivante :
U(u(x,y,z)) = K(x’y, Z) -s(u(m,y, Z))’ (25)

ou K(z,y,z) est le tenseur d’élasticité généralisé, et e(u(z,y,z)) est la déformation

linéarisée définie par :
1
e(u(z,y,2)) = 5 (Vu(z,y,2) + (Vu(z,y, 2)7). (2.6)

Tout comme pour le chapitre 1, pour simplifier I’écriture des équations, les notations

de Voigt sont utilisées.

002

0192

FIGURE 2.5 — Probléme 3D
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Le principe des travaux virtuels s’écrit :
/// <s(u*)-K-s(u))dQ: /// (u*-fd)dﬂ+// (u* - Fq)dl (2.7)
Q Q )

Comme il a été briévement présenté dans la partie 2.1.2, ’ensemble des quantités du

modele doivent maintenant étre exprimées de la fagon suivante [Bognet ef al., 2012b] :

Np
i=1

Le probléme 3D est représenté comme le produit tensoriel des problémes 1D et 2D. L’en-
semble des quantités sont exprimées sous formes séparées, et interpolées sur leurs maillages

respectifs :

FIGURE 2.6 — Géométrie 3D et les maillages 2D et 1D associés

L’ensemble des domaines sont exprimés sous forme de produits tensoriels :

Q=000 (2.9)
0190 = 319xy ® 019, (2.10)
0r) = 3QQxy ® 0981, (2.11)

ainsi que les éléments de volume et de surface élémentaires :

dQ = dQ,, ® dQ, (2.12)
dl' = dl',, ® dT', (2.13)

Tout comme décrit dans la partie 1.2.2, il est nécessaire de disposer de représentations
séparées pour les forces de volumes ainsi que les forces de surfaces. Leurs expressions ne
sont pas rappelées ici car elles sont tout & fait similaires a celles de leurs composantes

respectives dans le cas de la séparation d’un probléme 2D en deux problémes 1D.

Il est également nécessaire de se donner une représentation séparée pour K(z,y, z) :

Nk
K(z,y,2) = > K(z,y) o K(2). (2.14)
=1

Dans un premier temps, on souhaite résoudre des problémes de plaques isotropes ou

des stratifiés, on choisira donc que K(z,y, z) ne dépend pas des coordonnées x et y, mais
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uniquement de z. Dans ce cas, un seul terme suffit, on a donc :
K(z,y,2) = K(2), (2.15)

ou :

K11 K12K13 0 0 Kig
Ki2K2Ksz 0 0 Kog
K(z) = Ki3Ka3K33 0 0 Ksg _ (2.16)
0 0 0 KyKy O
0 0 0 Ky5K5; O

Ki6KoK36 0 0 Keg

La forme de K définie en 2.16 permet de représenter tout type de matériau monoclinique
dont le plan de symétrie est le plan défini par le plan orthogonal & la coordonnée z. Les
matériaux monocliniques englobent les matériaux isotropes et orthotropes (termes en noir
dans 2.16) lorsqu’ils sont définis dans leur base propre, ainsi que les matériaux orthotropes
deéfinis dans une base non principale, tournée autour de ’axe z (termes en bleu). Ces termes

sont nécessaires pour définir la raideur de plis composites orientés a 45° par exemple.

Dans le cas de matériaux composites, si ’on considére un stratifié composé de p plis,

on aura les composantes de K(z), K;;(z) définies de la fagon suivante :

2)=> K& -0(z), (2.17)
q=1

ou :

(2.18)

sinon.

{ 01(z) =1 sizeplig,
0

La fonction Kjj(z) sera donc une fonction constante par morceaux, représentative des

composantes de la matrice K, avec autant de morceaux qu’il y a de plis.

L’inconnue du probléme en déplacement que ’on cherche a résoudre est exprimée sous

forme séparée :

N N

ul, al(2)
u(x,y,z)zz vl ( )v (z) ZU z,y) o Ui(2). (2.19)
wi, (x,y).w!

i=1

i 7

Ugy,z Uz

) )

’nyy UZ

— Ty 24 (2 20)

Z i i i i | :
i=1 ,U$y vzvz + ’U)xy’y z

U U + w

Ty 2,z zy,x Wz

Ugy,z Uz + Ugy,y Uz
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2.2.2 Reésolution

Le schéma de résolution est similaire & celui donné au chapitre 1 en figure 1.3. Supposons

que I'on connaisse déja N modes de la solution et que I’on cherche le (N + 1)%.

On a:
unt1(z,y,2) =un(z,y, 2) + R(z,y) 0 S(z), (2.21)
n [ ( )t (2) ru(@,y).s4(2)
un+1(2,y,2 Z vl (r,y)0i(z) |+ | ri(x,y).s(2) |, (2.22)
= wacy( : ) wl, () T (2, 9)-5,(2)
et :
u*(z,y,z) = R*(z,y) 0 S(2) + R(z,y) o S*(2), (2.23)

d’ou 'expression de la formulation faible :

*
Tu,z Su +Tu,x Su Tu,x *Su
* *
Tvvy ‘SU +Tv7y S’U T’va 'SU
* *
ry S +ry S Tw -8
w w,z w w,z K- w w,z d0
/// T Sw TS SuztTwySh, Ty -S) Twoy Sw +Ty *S
a w,y Cw v,z w y v v,z w,y " Pw v v,2
* *
Tz Sw —H“u -smz—i—rw,x-sw +7ry “Su,z TwzSw +ruy Suz
* * *
"oz Sv —}—ru v Su Fryz Sy FTuy Sy Ty "Sv +Tuy Su

_/Q//(E(R*os+Ros*)-K-s(uN))dQ
+/// ((R*oS—i—RoS*).fd)dQ—i—// ((R*oS+RoS*).Fd)dF (2.24)
Q

029

Le détail de résolution est similaire & celui présenté au chapitre 1. Cependant la com-
plexité supplémentaire apportée par la 3D engendre un grand nombre de termes lors du
développement de I'équation (2.24). L’ensemble des termes et le détail de la résolution est

donné en annexe 5.7.

2.2.3 Exemple et validation

La formulation présentée dans la partie 2.2.1 est basée sur les équations d’équilibre
3D. La solution est censée converger vers la solution du probléme identique résolu par la

méthode des éléments finis 3D | , |. Ceci est veérifié ici sur un exemple

simple défini par la figure 2.7.
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y
W\
< E = 150000 MPa,
0 a v=0,3
a=1m
N\ _v e=0.01m
z L ¢ = 1000 Nm 2
[T T
N -

FI1GURE 2.7 — Définition du probléme utilisé pour la validation

Le méme probléme est résolu par la méthode utilisant la PGD et la séparation des
variables d’espace en 2D /1D d’une part, et par la méthode des éléments finis 3D d’autre
part. La discrétisation des deux problémes est choisie de fagon & ce que l'interpolation des

champs respectifs des deux problémes soit identique :

— pour le probléme résolu par une approche 3D directe : des hexaédres aux fonctions
de formes trilinéaires sont utilisés

— pour le probléme résolu par la méthode PGD 2D/1D : des quadrangles aux fonc-
tions de formes bilinéaires sont utilisés pour le probléme 2D, et des éléments 1D aux

fonctions de formes linéaires sont utilisés.

La solution éléments finis 3D (FEM) est utilisée comme référence. La solution calculée
par la PGD contient 7 Modes. Les figures 2.8 et 2.9 montrent respectivement ’erreur
relative en densité d’énergie de déformation entre les solutions éléments finis 3D et PGD et
I’erreur relative en contrainte de Von Mises. Les erreurs relatives sont calculées localement

de la fagon suivante :

Err Ed =100 - o (upep — urpn) : e(urep uFEM), (2.25)
o o(urgn) : e(uren)
et :
O'VM _ O’VM
Err_VonMises = 100 - w. (2.26)

OrEM
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Err _Ed (%)
i,027751

0,02

0,01

0.003095

FI1GURE 2.8 — Erreur relative en densité d’énergie de déformation entre la solution directe
et la solution en variables d’espace séparées

Err_VonMises (%)
2,014863

0,0125
10,01
10,0075
10,005
0,0025

0.000334

FIGURE 2.9 — Erreur relative en contrainte de Von Mises entre la solution directe et la
solution en variables d’espace séparées

Les niveaux d’erreur sont tout a fait acceptables car trés largement en dessous du pour-
cent, ce qui est généralement considéré comme acceptable pour la plupart des applications
d’ingénierie.

De plus, ces niveaux d’erreur sont controlables grace au paramétre epsgiqy défini par
I’équation (1.36). Les valeurs d’erreur obtenues ici ont été calculées avec un epgsiqy = 1072

La stratégie de calcul utilisée pour calculer la solution avec la méthode PGD est itéra-
tive, il en résulte un compromis entre le cotit de résolution du probléme et le niveau d’erreur
que l'on souhaite avoir.

Comme pour toutes les méthodes de résolution numérique, une accumulation d’erreurs



30 CHAPITRE 2. RESOLUTION DE PROBLEMES 3D

provenant des différentes sources (approximation sur le modeéle, la géométrie et la réso-
lution) entraine une erreur relative entre la solution calculée et la solution théorique du
probléme considéré. Des indicateurs d’erreurs proposés par | , | puis [

| permettent d’évaluer I'erreur issue de ’approximation de la méthode

Y

PGD.

2.2.4 Performances

Cette partie est dédiée a I’évaluation de I'efficacité de la méthode en termes de temps de
calcul. Pour 'exemple qui suit, la précision prescrite sur la norme du résidu du probléme est
gardée constante pour ’ensemble des simulations effectuées. La valeur choisie est toujours

-2
Eresidu = 1077,

.....

parées par rapport & la méthode des éléments finis 3D & précision fixée.

Le probléme défini en figure 2.7 est conservé, ainsi que le type d’éléments utilisés. Une
campagne de calcul & été lancée en faisant varier le nombre de degrés de liberté dans le
plan et dans ’épaisseur de la plaque. La figure 2.10 montre les problémes 3D, 2D et 1D

ainsi que les notations utilisées pour les nombres de degrés de libertés.

- ),

Nx

Nx

FIGURE 2.10 — Discrétisations des problémes 3D, 2D et 1D

La figure 2.11 présente le temps de calcul des deux méthodes (éléments finis 3D et PGD

2D/1D) en fonction de la discrétisation du probléeme.
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= - 2PGD 2D/1D
1 MEF 3D

N, 5 100 N, - N,

FIGURE 2.11 — Comparaison des temps de résolution respectifs entre la méthode en variables
séparées et les éléments finis 3D

D’aprés les résultats, il apparait que plus le nombre de degrés de liberté dans 1’épaisseur
est important, plus il est avantageux d’utiliser la méthode PGD 2D/1D. En effet, le temps
de calcul pour la version PGD n’est quasiment pas influencé par le nombre de degrés de
liberté dans 1’épaisseur. Ceci s’explique par le fait que la résolution du probléme 1D au
cours des itérations est totalement masquée car son cotit est négligeable devant le cotit de

résolution du probléme 2D (voir la partie 2.1.2.2).

La méthode présentée ici est donc particulierement adaptée a la résolution de problémes
définis sur des piéces composites stratifiées, pour lesquels il est nécessaire d’avoir plusieurs
nceuds dans chaque pli (de 10 a 100 dans le cas d’éléments linéaires) pour décrire correcte-
ment la cinématique. Les piéces composites utilisées dans I'industrie peuvent de nos jours
comporter plus de 50 plis. Ceci impose d’utiliser jusqu’a 5000 nceuds dans 1’épaisseur de la
piéce. De tels calculs sont excessivement lourds en 3D car ils conduisent a des problémes
a plusieurs dizaines de millions de degrés de liberté et doivent par exemple étre résolus
par des méthodes de décomposition de domaines sur des machines paralléles [Gosselet et
Rey, 2006]. Ce type de probléme peut aisément étre résolu sur un ordinateur de bureau en
utilisant la méthodes PGD et une séparation 2D/1D.

La figure 2.12 montre ’évolution du nombre de modes dans la solution pour obtenir
la précision désirée de ersiqu = 1072 en fonction de la discrétisation pour la résolution du
probléme défini en figure 2.7. La figure 2.13 montre la solution composée de 7 modes ainsi
que la reconstruction des champs de déformation et de contrainte de Von Mises pour le

probléme défini par la figure 2.7, avec ensiqu = 1072, No = Ny = 25 et Nz = 20.
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Nombre de modes dans la solution

FIGURE 2.12 — Nombre de modes dans la solution calculée par la méthode PGD 2D /1D en
fonction de la discrétisation

EPSYY

~——— - Von_Mises 0,0062662
—— \\\ ias,’sm 0,005
\ ‘ 500 > £0,0025
o 200 \ 0
.0,0025

-0,005
-0,006266

100

2,389723

FIGURE 2.13 — Contrainte de Von Mises sur la plaque, et déformation affichée en coupe :
I’ensemble des champs sont fortement tridimensionnels

Pour une discrétisation grossiére, le nombre de modes pour représenter la solution est
faible. En effet, la richesse de la solution (réelle) est dégradée par la pauvreté de la dis-
crétisation ne permettant pas de représenter convenablement la cinématique. Dans ce cas,
la raideur de la structure est surestimée, aussi bien pour la méthode PGD que pour les
éléments finis 3D. Lorsque le maillage devient de plus en plus fin, le nombre de modes né-
cessaires pour représenter correctement la solution augmente, et stagne quand la précision

élément fini est atteinte.

2.2.5 Application des conditions aux limites
2.2.5.1 Conditions aux limites de type Neumann

Les conditions aux limites de type Neumann sont les forces dans le cas des problémes

de mécanique. Celles-ci doivent étre exprimées sous forme séparée conformément a la re-
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présentation séparée choisie. Leur expression générale sera donc :

Foye(@,y, 2 Z (2,) o FI(2). (2.27)

Dans une large majorité des cas, leur représentation est en plus compatible avec la sépa-
ration choisie. En effet, pour une plaque par exemple, les chargements sont communément
des chargements hors plan, appliqués sur les faces, ou des chargements de membrane sur
les bords de la plaque.

Les conditions aux limites de type Neumann s’expriment de différentes maniéres suivant
la face sur laquelle elles s’appliquent :

— sur une face supérieure ou inférieure, la force s’exprime en un seul mode : la dépen-
dance aux coordonnées du plan est incluse dans la partie I, et la partie qui dépend
de z vaut zéro partout, sauf sur le nceud extréme du coté de la face en question (voir
figure 2.14).

Fyy F,

4S VAVs vaut

FIGURE 2.14 — Représentation des conditions aux limites de type Neumann sur une face
supérieure

— sur une face latérale, les forces dites de membranes dans les théories de plaques
peuvent s’exprimer en 3D en un seul mode dans les cas simples. La force vaut le
produit tensoriel de la partie dépendant des coordonnées du plan sur un bord F, et

la fonction de z (voir figure 2.15).

Fyy F,

Z
) Vel
| 01
FIGURE 2.15 — Représentation des conditions aux limites de type Neumann simples sur
une face latérale

— sur une face latérale, certaines forces aux dépendances complexes par rapport aux
coordonnées spatiales doivent étre exprimées en plusieurs modes. Dans ce cas il est
nécessaire d’exprimer la force sous forme d’une somme de produits de fonctions.
Pour la résolution du probléme discret, une Décomposition en Valeurs Singuliéres
(SVD) [Drmac et Veselic, 2008a,b] de la fonction de (z,y,z) permet d’obtenir la

représentation séparée associée (voir figure 2.16).
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F}! F!
Z
- oL
01
FZ, F?
Z
+ / & AE»
01
+ Fy F?

FIGURE 2.16 — Représentation des conditions aux limites de type Neumann complexes sur
une face latérale

2.2.5.2 Conditions aux limites de Dirichlet

L’application des conditions aux limites de Dirichlet se fait de deux maniéres différentes
selon le cas de figure. En effet, dans le cas ou la condition & imposer est compatible avec
la séparation des variables choisie, elle est imposée de facon classique sur le sous-probléme
adéquat. Par contre, dans le cas ou la condition n’admet pas de séparation conforme & la
séparation des variables choisie, une stratégie différente doit étre adoptée.

— cas ou la condition de Dirichlet est compatible avec la représentation séparée :

pour imposer la condition de Dirichlet, un 1¢¥ mode satisfaisant les conditions de
Dirichlet est déterminé arbitrairement. Celui-ci peut par exemple étre zéro partout,
sauf sur 012 ou la fonction prend la valeur de la condition & imposer. Cette fonction
existe puisque nous sommes ici dans le cas ot la condition de Dirichlet est compatible
avec la représentation séparée.

Dans ce cas, la compatibilité de la condition de Dirichlet avec la séparation des
variables se traduit par :

— imposer un déplacement sur l'intégralité d’une des faces supérieures ou inférieures :

Premier mode imposé

Uq
alfQ ; Uy Uq(z,y) ,

FIGURE 2.17 — Premier mode pour imposer une condition de Dirichlet sur une face supé-
rieure ou inférieure

Le premier mode satisfaisant les valeurs de la condition est ajouté avant de com-

mencer & enrichir la solution. Ensuite, lors de chaque enrichissement, une condition
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homogene sera imposée sur la partie 912 via une méthode classique (les degrés de
libertés associés sont imposés a zéro et retirés du systéme linéaire a résoudre).
Dans ce cas, les seuls degrés de liberté & retirer sont les composantes du déplace-
ment associées au premier ou au dernier nceud 9,2, (suivant la face sur laquelle la
condition est imposée) du probléme 1D.

— imposer un déplacement sur une partie du domaine 2D et I'intégralité du domaine
1D :

Premier mode imposé

Ua(z,y) Ua(z)

. /®
L 01

8IQ 619%, alQZ

U

FIGURE 2.18 — Premier mode pour imposer une condition de Dirichlet sur une partie des
faces latérales

Le premier mode satisfaisant les valeurs de la condition est ajouté avant de com-
mencer & enrichir la solution, puis un enrichissement homogene sur 0,2 est ajouté
pour I’ensemble des modes suivants. Dans ce cas, les degrés de liberté a retirer sont

les composantes du déplacement associées aux neceuds de 9;€2;, du probleme 2D.

— cas ou la condition de Dirichlet n’est pas compatible avec la représentation séparée :
on ne peut pas employer la méthode décrite ci-dessus. En effet, s’il est possible de
trouver un ou plusieurs modes dont la somme vaut bien la valeur & imposer sur
0192, il est impossible d’imposer une condition homogéne ensuite sur les modes sur
un domaine non représentable par le produit tensoriel des sous-espaces 2D et 1D.
Une méthode alternative doit étre utilisée. Une approche pour résoudre ce type de

probléme sera présentée dans la partie 3.2.1.

2.2.6 Exemples

Cette partie présente quelques exemples de problémes qu’il est possible de résoudre avec

la méthode présentée ci-dessus.

2.2.6.1 Plaque trouée stratifiée

La plaque trouée est un essai classique pour les matériaux composites [Soutis et Fdge,
1997; Mollenhauer, 2000], en effet, de nombreuses structures composites sont assemblées
par rivets ou par boulonnages. Les piéces composites sont donc percées de nombreux trous.
De nombreux essais sont par conséquent effectués sur des plaques trouées pour en étudier le
comportement et modéliser correctement les phénoménes d’endommagement et de rupture.
En paralléle, il est également nécessaire d’effectuer des simulations précises basées sur la
physique pour calculer 'ensemble des indicateurs utilisés pour prévoir le comportement et

la ruine du matériau.
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La méthode de séparation des variables d’espace est particulierement adaptée pour
effectuer des simulations sur ce genre de probléme : un maillage 2D relativement grossier
raffiné a proximité du trou est utilisé, associé & un maillage 1D fin dans ’épaisseur de
maniére a représenter tres précisément le déplacement dans 1’épaisseur au voisinage du
trou. Un tel modéle est extrémement léger & mettre en ceuvre avec la méthode proposée, et
peut étre par exemple lancé & la volée sur un ordinateur de faible puissance sur le lieu des
essais afin de donner des outils de compréhension aux résultats expérimentaux. Un modéle
équivalent en 3D avec un degré de raffinement du maillage équivalent, dans le cas de piéces
épaisses et comportant un grand nombre de plis est extrémement lourd en comparaison, et
ne peut pas étre utilisé comme un outil de simulation in situ et on-line lors de la mise en
ceuvre d’essais sur éprouvettes par exemple.

L’exemple ici traite une plaque composite dont ’empilement est constitué de 8 plis
agencés selon la séquence [0,+45,—45,90]. La figure 2.19 présente le chargement. Les
différents parameétres du chargement, longueurs et coefficients matériau sont définis par le
tableau 2.1. Chaque pli est discrétisé par 20 éléments dans 1’épaisseur, ce qui donne 161
degrés de liberté dans I’épaisseur. Le maillage 2D comporte 36000 éléments quadrangulaires,
pour 37000 noeuds. Le probléme 3D reconstruit comporte donc environ 18 millions de degrés

de libertés, pour un temps de calcul de 12 minutes sur un ordinateur portable.

E 120000 M Pa
FEy = FEs | 8900 M Pa
V19 = 13 0.35

[Z0R} 0.32

a 0.2m

e 0.001 m
R 0.025 m
Uy 0.05 m

TABLE 2.1 — Parameétres géométriques et coefficients matériau

y
R
0\ x
N
z Ug
T ) J_e
2 |
|

FIGURE 2.19 — Définition du probléme de mécanique sur la plaque trouée

La reconstruction 3D de la solution est présentée sur la figure 2.20. La perturbation
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induite par le trou produit un état de contrainte tridimensionnel complexe, qui ne peut

étre capturé qu’avec un modéle 3D.

SIG_3_7Z
2

i 1 3
7 —

05 3.6277

FIGURE 2.20 — Déplacement en x et contrainte o, sur la plaque trouée (géométrie dilatée
10 fois dans le sens de I'épaisseur)

La figure 2.21 représente le champ de contrainte o,, au voisinage du trou.

SIG_3 77
3.6277

-11.4458

FIGURE 2.21 - Contrainte o, au voisinage du trou (géométrie dilatée 10 fois dans le sens
de I’épaisseur)

2.2.6.2 Cas des plaques raidies

La méthode présentée dans la partie 2.2 est adaptée pour effectuer des simulations sur
des structures de type “plaques raidies”. Les structures composites sont trés souvent des
structures minces. Pour éviter les phénomeénes de flambage, des raidisseurs sont générale-
ment ajoutés. C’est le cas de la majorité des structures pour l'aéronautique. Il est donc

important de pouvoir prendre en compte ces types de structures.

Dans le cas de géométries simples comme celles de la figure 2.22, on constate qu’il existe
une direction “d’extrusion”, mais que celle-ci n’est pas dans I’épaisseur de la plaque comme

dans ’approche présentée précédemment.



38 CHAPITRE 2. RESOLUTION DE PROBLEMES 3D

FIGURE 2.22 — Structure raidie

Ce type de structure peut étre directement résolue avec la méthode PGD en variables
d’espace séparées 2D/1D. Le probléme 2D est cette fois pris dans la section du panneau

auto-raidi (voir figure 2.23).

F1GURE 2.23 — Maillage 2D pour résoudre le probléme de la figure 2.22

La séparation des variables d’espace en utilisant la section pour définir le probléme 2D
de la résolution PGD g’éloigne un peu de la philosophie mise en place précédemment. De
plus, dans le cas d’une structure composite, le maillage de la section doit étre compatible
avec le grand nombre de plis. Trés rapidement, on obtient un maillage 2D dont le nombre
d’éléments explose. Cette stratégie n’est donc pas la plus adaptée pour résoudre ce genre

de problémes.

Une formulation du probléme plus adaptée aux problémes de ce type sera présentée

dans le chapitre 3, dans le partie 3.1.

2.3 Analyse des modes PGD

Dans cette partie, seront discutées les similitudes et les différences que 1’on observe

entre "approche présentée et certaines théories de plaques.

Considérons le probléme d’une plaque stratifiée (empilement [0,45,90, —45]s) en forme
de “L” défini sur la figure 2.24, encastrée sur I’ensemble de ses bords, et soumise & une force

constante sur sa face supérieure.
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FIGURE 2.24 — Définition du probléme sur la plaque en forme de “L.”

La méthode décrite ici n’est pas présentée comme étant une théorie de plaque puisque
les équations utilisées et résolues sont celles de 1’élasticité 3D sans aucune hypothése sim-
plificatrice. L’approximation par rapport & une résolution éléments finis 3D compléte se
situe seulement dans le processus itératif de construction de la solution en forme séparée,
dont la précision est controlée.

Cependant, la représentation sous forme de produit de fonctions 2D et de fonction 1D
de I’épaisseur peut rappeler les théories de plaques.

La théorie des plaques minces de Love-Kirchhoff développée par Love [Love, 1889],
comme extension de la théorie des poutres d’Euler-Bernouilli, est basée sur une hypothése
cinématique proposée par Kirchhoff [Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959] :

— les fibres normales & la surface moyenne restent rectilignes aprés déformation

— les fibres normales & la surface moyenne restent normales & la surface moyenne apreés

déformation

— D’épaisseur de la plaque ne varie pas aprés déformation.

Ces hypotheéses se traduisent par les relations suivantes :

w(x,y,z) = z0y(z,y)
v(x,y,z) =—2z-0,(x,y) (2.28)
w(z,y,z)=  w(x,y).

La solution d’un probléme de plaque avec la théorie de Love-Kirchhoff peut donc étre
représentée avec 'approche PGD développée ici. La forme de la solution utilisée pour

résoudre un probléme de plaque avec la PGD est rappelée ci-dessous :

N

u(z,y,2) =Y | vi,(z,y). (2.29)
wi, (7,9

i=1

Une solution Love-Kirchhoff du méme probléme peut s’écrire comme une restriction de
la solution PGD au premier mode (i = 1), avec des contraintes sur les composantes des

modes de I’épaisseur suivantes :



40 CHAPITRE 2. RESOLUTION DE PROBLEMES 3D

( uiy(x, y) :ey(x’ y)
ul(z) ==
1 _
w}:y(x, y)=w(x,y)
wl(z) =1

En pratique, dans le cas d’une plaque mince, sans rien imposer de tel sur le modéle
résolu par la PGD, le premier mode (voir figure 2.25) trouvé par l'algorithme montre une

dépendance linéaire en z des composantes u et v et une constante en z pour w.

Ce comportement remarquable et non imposé & priori montre que ’hypothése ciné-
matique utilisée dans la théorie de Love-Kirchhoff est adaptée, puisque c’est la meilleure
représentation de la solution tridimensionnelle en utilisant un seul produit des fonctions du

plan et de I’épaisseur.

Les modes suivants (voir figures 2.25, 2.26, 2.27 et annexe 5.7) présentent des dépen-
dances en z plus complexes et viennent corriger la solution majoritairement pres des bords,
14 ou le principe de Saint-Venant n’est pas vérifié et ou la solution de la théorie de plaque
n’est pas valide. Les modes suivants qui présentent moins d’intérét sont placés en annexe
5.7.

La méthode présentée ici met en valeur la légitimité de I’hypothése cinématique dans

la théorie de plaques, et montre aussi ses limites.

Umy(x7 y) . Vry (CL‘, y)
=~ %g = M L= H 4,
— Hreee W ~ 2 ~ H o
U.(z) V.(2) W.(2)
N N I
AC . V) O Wa(z)

FIGURE 2.25 — Mode 1
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Usy(z,y) Vay(z,y) Way(z,y)
P > > :2
x T T 8
U.(2) Vz(2) W-(2)
N N N
U.x) Ve O Wa(e)

FIGURE 2.26 — Mode 2

U:,;y(x,y) Va:y(xay) Wzy(xa y)
P N = =
- T T tH
U.(2) V.(2) W.(2)
! N I
TU.(2) V) O Wale)

FiGURE 2.27 — Mode 3

La théorie de Reissner-Mindlin [ , 1 , | qui prend en compte
le cisaillement transverse n’impose plus la normalité de la fibre initialement normale & la
surface moyenne dans 1’état déformé. La figure 2.28 montre I’évolution de ’angle entre une
fibre et la surface moyenne en fonction du rapport d’aspect de la plaque pour une solution
calculée en un seul mode avec la PGD. Les domaines de validités des deux théories se
retrouvent bien sur cette figure. En effet, pour un rapport d’aspect qui s’approche de 102,
I’hypothése de Love-Kirchhoff se vérifie sur le premier mode de la PGD, tandis que pour
des épaisseurs plus importantes, la fibre normale ne reste plus perpendiculaire a la surface

moyenne.

Dans tous les cas, des modes additionnels sont nécessaires pour corriger la solution 1a ou
elle est tridimensionnelle et donc incompatible avec les hypothéses des différentes théories

de plaques, notamment au voisinage des encastrements.
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FIGURE 2.28 — Evolution de l’angle entre une fibre et la surface moyenne en fonction du
rapport d’aspect de la plaque

2.4 Conclusion

Dans cette partie, nous avons vu comment résoudre un probléme d’élasticité 3D sur des
géométries de type plaques en utilisant une représentation 2D/1D. La convergence de la
méthode & été analysée, ainsi que ses performances en termes de temps de calcul.

L’application & des piéces composites est particuliérement intéressante, du fait de la
facilité a traiter des problémes présentant un grand nombre de degrés de liberté dans
I’épaisseur.

La méthode présentée dans cette partie se limite cependant & la résolution de pro-
blémes sur des structures d’épaisseur constante et présentant des conditions aux limites
compatibles avec la représentation séparée choisie.

Le chapitre suivant présente quelques compléments pour appliquer la représentation

2D /1D a des problémes plus complexes.
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Cette partie est un complément du chapitre précédent permettant de résoudre certains
problémes 3D plus complexes par rapport aux possibilités offertes par I’approche présentée
au chapitre 2. La méthode sera entre autres étendue a la simulation de problémes définis
sur des géomeétries constituées d’assemblages de parties extrudées, puis une méthode pour
appliquer des conditions aux limites de type Dirichlet non compatible avec la représentation
séparée sera présentée. Enfin des exemples de simulation et d’optimisation de forme basés

sur des problémes thermoélastiques seront explicités.
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3.1 Représentation de la structure en plusieurs modes

3.1.1 Mise en équation du probléme

Pour résoudre des problémes avec raidisseurs en conservant le probléeme 2D dans la
surface moyenne de la plaque, on reprendra ’équation (2.14), avec K(z,y, z) sous la forme

d’une somme.

Considérons un probléme dont le matériau posséde une matrice d’élasticité définie par :

K = Ko,. (3.1)

Pour résoudre le probléme de la figure 2.22, 'expression du terme général de K(z,y, z)

sera

3
i=1

Les valeurs des différentes composantes K;yij et K;ij sont représentées sur la figure 3.2,

et une représentation 3D est donnée par la figure 3.1.

Kij (l‘, Y, Z)
1 Ko,

F1GURE 3.1 — Représentation 3D reconstruite de KZJ (z,y,2)

L’expression de K(z,y, z) sous la forme d’une somme de trois termes permet de repré-
senter la raideur associée & la structure représentée en figure 2.22. La figure 3.1 représente

la reconstruction en 3D de la composante générale K;;(z,y, 2).
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Kl (z,9) Kilj (2)
Ko,
1
0
0
y X 7
K(z,y) K3(2)
Ko,
1 \\
0
0
y X V7
K (x K3 (2)
Ko,;

1 ‘ \
0
FIGURE 3.2 — Valeurs de composantes des Kaicyi et K

Zij

Les parties représentées en bleu ont une raideur nulle, et ne participent donc pas a la
raideur globale de la piéce simulée. Pour I’ensemble des opérations de visualisation et post-
traitement des résultats, les zones représentées en bleu sont cachées, laissant apparaitre la

géométrie réelle de la piece.

La raideur localement nulle ne pose pas de probléme de résolution ici, car la résolu-
tion est effectuée en variables d’espace séparées avec la PGD. Les problémes 2D et 1D
définis respectivement dans le plan et dans ’épaisseur sont résolus alternativement jusqu’a
convergence. Lors de la résolution de chacun des problémes 1D et 2D, I'autre est pris en
compte de facon totalement intégrée sur son espace de définition sous la forme d’un scalaire
strictement positif. Aucun probléme de conditionnement du systéme n’est donc posé ici du

fait de la raideur nulle sur une partie du domaine.
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3.1.2 Reésolution

La formulation faible utilisée pour le calcul du probléme en R en prenant en compte la

définition de K(z,y, 2) sous forme d’une somme s’écrit donc :

Z Z // Cuaz ’ l‘ym n; : dl,’yl)dgxy / (sciyﬁi : K»gmlnl : Sdi,(si)dQZ

i=1 q= 1Q Q.
N 41
= — .dP . q - dP
=~ / [ G Ky, )%, / (e K, )0
p=11=1 g= 1

/ [ 2 a0, / (50 fa,.)d2. + / [ 2 a2y [ (s ).

Qz
// fdwxy)dQIy'/(Sw'fdwz)sz
Qxy Q.
+ / (v% - Fy,, )dTay - / (s - Fa,.)dT, + / (v% - Fy, )dT,, / (50 - Fy,.)dT,
aQsz 8292 82sz 8292
+ / (T;Fdwxy)drxy / (SW'Fdwz)sz- (33)
8291y aQQZ

Et celle associée a la résolution du probléme en S :

* q
ﬁ Tc'naz ' :vym n; ’ dlv'Yl)dQIy / (SCi,Bi : KZmin,L' ’ Sdiyéi)dQZ
1

z

N 41
- Z Z Z // Teio xym ing ’ dfzy Y3 )dey ’ / (SZ'L Bi* Kgm ing ’ dli)z,éi)dQZ

plllql

// fdww)dgry'/(sfu'fdwz)dﬁz

i=1 q=

Quy Q.
+ / (ru - Fy,,.)dTyy - / (st Fy,.)dT, + / (ry - Fu,,, )Ty, / (s5- Fy,.)dT
82995_@ 028, Bgﬂxy 0282,
+ / (rw - Fap,,)dlay - / (sh - Fa,.)dT.. (3.4)
02Qzy 0282

L’ensemble des notations utilisées est détaillé dans ’annexe 5.7.
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3.1.3 Exemples de simulations définies sur des domaines complexes

3.1.3.1 Structure en caisson

Dans cet exemple, la séparation de la raideur en deux modes est exploitée. Grace a
la méthode présentée dans la partie 3.1, la structure tridimensionnelle de la figure 3.3 est
modélisée a 'aide de la représentation séparée par le produit tensoriel d’'un modéle 2D
et d'un modéle 1D. Les indicatrices utilisées pour l'intégration partielle du volume sont

définies sur la figure 3.4.

La structure présentée sur la figure 3.3 est encastrée sur la face de gauche, et soumise

a une charge verticale sur la face de droite.

FIGURE 3.3 — Structure 3D en forme de caisson

e1(x) e2(x)
-
0 - 0 X

N —

= 0;1!_,52(2)

Zﬂl

FIGURE 3.4 — Indicatrice utilisée pour définir la raideur

La solution calculée est fortement tridimensionnelle, comme on peut le constater sur la
figure 3.5. La méthode fonctionne parfaitement pour capturer ’ensemble des effets tridi-

mensionnels méme aux jonctions entre les différents domaines.
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FIGURE 3.5 — Composante 0, du champ de contrainte 3D sur la structure en caisson

3.1.3.2 Panneau auto-raidi

La piéce présentée en 3.1 et sa variante a raidisseur courbe sont également des exemples
dont la géométrie peut étre exprimée comme la combinaison de plusieurs géométries extru-

dées. Les maillages 2D associés sont présentés en figure 3.6 et figure 3.7

]
i

)
it

FIGURE 3.6 — Maillage 2D pour le pro- F1GURE 3.7 — Maillage 2D pour le pro-
bleme de plaque raidie bléeme de plaque raidie par raidisseur
courbe

La plaque raidie de la figure 3.8 est encastrée sur les faces latérales avant et arriére,
et soumise & une pression constante sur la face du dessous. La plaque de la figure 3.9 est
encastrée sur les faces de gauche et de devant, les deux autres faces sont soumises & des
contraintes de symétrie. Une pression constante est également appliquée sur la face du

dessous.

3.1.3.3 Panneau sandwich avec cceur en nid d’abeille

Suivant exactement le méme principe que les deux exemples précédents, des géométries

complexes voire des microstructures peuvent étre mises en ceuvre avec la méthode proposée.
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uy
,028809
2
1

0
-0,00059

FIGURE 3.8 — Déformée de la plaque rai- FI1GURE 3.9 — Déformée de la plaque rai-
die die par un raidisseur courbe

L’exemple ici concerne un calcul sur un panneau type sandwich avec un coeur en nid d’abeille
et deux peaux composites stratifiées de 8 plis chacune. Conventionnellement, pour des
raisons de puissance de calcul, le coeur en nid d’abeille est considéré comme un matériau
homogéne équivalent. Ici, la “microstructure” du nid d’abeille est prise en compte dans la

simulation.

Le cott du calcul est abordable avec la méthode proposée. Avec une méthode 3D clas-
sique et la discrétisation utilisée, le calcul est trop gros pour étre mis en ceuvre sur un
ordinateur conventionnel. La solution présentée ici comporte plus de 10 millions de degrés

de libertés, et & été calculée sur un ordinateur portable standard en seulement 10 h.

La figure 3.10 représente un détail du nid d’abeille. La finesse du maillage donne une

idée de la taille du probléme éléments finis & résoudre.

F1GURE 3.10 — Maillage 3D reconstruit d’une cellule de nid d’abeille

Sur la figure 3.11, on peut observer la tridimensionnalité du champ de contrainte, en
particulier dans le nid d’abeille. Ces informations sont inaccessibles dans le cas de 1'utili-

sation d’un modéle d’ame homogénéisé.
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-83.682

F1GURE 3.11 — Déformée de la plaque en sandwich composite et nid d’abeille

Un calcul de ce type permet non seulement d’accéder au champ de contrainte réel aussi
bien dans la peau stratifiée, que dans I’ame en nid d’abeille, mais également de se passer
d’une procédure d’homogénéisation non triviale du nid d’abeille qui entraine de plus une

grosse approximation sur l’ensemble des champs & proximité de U'interface peau/ame.

3.2 Meéthode de pénalisation pour ’application de conditions
limites de Dirichlet non compatibles avec la représenta-

tion séparée choisie

3.2.1 Présentation de la méthode

La méthode présentée ici est une méthode de pénalisation utilisée pour 'imposition de
conditions aux limites de type Dirichlet spécifiques, qui ne peuvent pas s’écrire simplement
sous forme de produit tensoriel conformément a la représentation choisie (voir figure 3.12).

Son emploi est motivé par sa simplicité d’implémentation.

La méthode de pénalisation est une méthode de résolution approchée, qui se différen-
cie des méthodes plus précises, basées sur des multiplicateurs de Lagrange par exemple.
L’inconvénient majeur lié a l'utilisation de multiplicateurs de Lagrange, est que la taille du
systéme & résoudre se trouve augmentée, contrairement & la méthode de pénalisation qui

conserve la dimension du systéme.
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Représentation 3D Sous espaces 2D et 1D
0112,
VA
= X
| 01
Ua(2)
XY Ud 1 Qay Ua(z,y)

FIGURE 3.12 — Méthode pour imposer une condition de Dirichlet sur un domaine quelconque

L’imposition de la condition de Dirichlet par pénalisation se fait en ajoutant un terme

agissant sur le déplacement associé au domaine 02 dans la formulation faible 2.7 :

/// K- e(u dQ+8[Q/ Kpen - (1 — Ug) )T
///u £y) dQ+//u ‘Fg)dl. (3.5)

0202

Ce terme additionnel doit étre séparé en deux : la partie qui dépend de u est conservée
dans le membre de gauche, et la partie connue qui dépend de Uq est déplacée dans le
membre de droite. Au final, la formulation faible adaptée pour la résolution du probléme

n (R, S) devient :

/// Keew)d2+ [ [ (0 Ky -

0192

// Kpen U dr+///u £y dQ—l—//u Fq)dl. (3.6)

619 82Q

Le facteur de pénalisation K., est choisi en fonction du probléme selon les criteres de

choix habituels.

[’équation suivante détaille 'ensemble des termes de la formulation faible utilisée pour
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la résolution du sous-probléme en S (selon les notations déja utilisées en annexe 5.7) :
41
Z // (Tcz',az‘ 'Tdim)dQIy ) / (SZ, Bi " Kin, 'Sdi,5i)dQZ
=g

RN/

0192

41

N
T Z / Teiai” ny Vi )dey / (Szivﬁi ) sznz ’ dfz,tsi)dQZ

p=1 1= 1wa Q.

N
+ / / (Fu - fauny ) Ay - / (5% fa,.)d / / fu)d / (5 fu.) A%

Quy Q. Q.
+ / / (ra - Fan, ) Ay - / (st - fu,. )AL
Uy Q.
+ / (ru - Fu,, )dTay - / (st Fy,.)dT, + / (ro-Fy, )dTy, - / (s%- Fy,.)dD,
82Qxy 028, 8gﬂxy 0282,
+ / (rw - Fap,, )dlay - / (sh + Fa,.)dT.. (3.7)
02y 0202

Les composantes de u dans ’équation 3.7 sont volontairement présentées non dévelop-
pées. En effet, le nombre de composantes dépend de la nature de la condition & imposer.

Par exemple, dans le cas d’une condition d’encastrement de la partie 0:€2, les 3 com-
posantes de u figureront dans le terme de pénalisation, et le terme du membre de droite
sera absent car le déplacement imposé est nul. En revanche, si I’on souhaite imposer une
contrainte de glissement de 0,2 sur une surface normale au plan formé par les directions y

et z, seul la composante u du déplacement sera incluse dans le terme de pénalisation.

3.2.2 Exemple

Pour illustrer la méthode présentée dans cette partie, considérons ’exemple défini sur
la figure 3.13. Le matériau est isotrope avec £ = 200 GPa, et v = 0.3. Un effort Fy est

imposé sur la face de droite :

0
Fq= 0 ;
—1000
la face de gauche est encastrée :
Udi 0
Udai=|va [ =|0],
Wq1 0
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et la composante w du déplacement est imposée sur la partie centrale :
Wq2 = 0

La séparation des variables adoptée est la suivante : le probléeme 2D est défini sur la
section du tube, et le probleme 1D est représentatif de la direction de la longueur.

Le déplacement imposé Ugqq est compatible avec la séparation choisie, il est donc pris en
compte de fagon normale (voir partie 2.2.5.2) dans la simulation. Le déplacement imposé
Ugo n’est pas compatible avec la séparation choisie, il est donc pris en compte dans la

simulation en utilisant la méthode décrite dans la partie 3.2.1.

Fq

F1GURE 3.13 — Définition de probléme

Le résultat de la simulation présenté en figure 3.14 représente la contrainte de Von

Mises sur la déformée de la piéce.

OVon Mises

100

75
50
125

0

F1GURE 3.14 — Contrainte de Von Mises sur la piéce déformée
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3.3 Thermoélasticité

3.3.1 Formulation et résolution du probléme de thermoélasticité

De nombreux procédés de fabrication imposent des variations de température de la
piéce et de 'outillage lors de la mise en forme. C’est en particulier le cas pour les maté-
riaux composites & matrices thermoplastiques et thermodurcissables. Ces changements de
température au sein de la piéce lors de la mise en forme, couplés & la forte anisotropie des
plis dans les piéces composites induisent des états de contraintes résiduelles dans les piéces
fabriquées [Chinesta ef al., 2012].

Pour dimensionner et modéliser correctement le cycle de vie de la piéce, il est nécessaire
de prendre ces phénoménes en compte dans la simulation. Une premiére approche est
développée ici : il s’agit de prendre en compte les variations de température par un modele
thermoélastique linéaire.

I’idée ici est de considérer en premiére approche un état a chaud libre de contraintes,
au début de la mise en forme, puis un refroidissement de la piéce. C’est & ce moment
qu’apparaissent les contraintes [Chinesta el al., 2012; Bognet el al., 2011, 2012a].

La prise en compte des variations de température se fait via un calcul thermique (basé
sur 'exothermie des réactions, ainsi que les cycles thermiques prescrits par les différents
outillages), ce champ de variation de température (en utilisant une représentation séparée)
induit un champ de forces volumiques exprimé sous forme séparée. On considére ici que
la matrice est libre de contrainte a 1’état chaud, et que les contraintes d’origine thermique
apparaissent uniquement lors du refroidissement.

On résout donc d’abord I'équation de la chaleur en prenant en compte I’exothermie
dans un terme source, et les différentes températures imposées par les outillages [Ghnatios
et al., 2011] :

///(T*-p-c-T)det+///(VT*-k-VT)det
) ) :/// (T*-h)det—i—//aQ(T*-q)dl“dt. (3.8)

Ensuite, le résultat du calcul thermique est utilisé dans le calcul mécanique :

/// (E(u*)-K-s(u))dQZ/// (u*.fd)dﬂ+// (uw*.Fq)dr, (3.9)

0202

ou les forces volumiques générées par le refroidissement sont données sous la forme

suivante :
fg=—-€e(u) K (a-107), (3.10)
ol « est le tenseur des coefficients de dilatations thermiques, et :

5T == Tambiante - T(.%', Y, =z, t= 0) (311)
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ou T'(z,y,z,t = 0) représente la température initiale, a la fin de la mise en forme a chaud.

Les problémes thermiques et mécaniques sont résolus en cherchant les champs solutions,
respectivement T'(z,y, z) et u(x,y, z) sous forme séparée (équations 3.12 et 3.13) [Ghnatios
et al., 2011; Chinesta et al., 2012] :

T(x,y,2) ~ Y Ti(z,y).Ti(=), (3.12)
=1
u(z,y, 2) n [ Uy (2,y)ul(2)
u(z,y,2) = | v(z,y,2) | &Y | vi,(z,y)0i(z) (3.13)

i=1

N e
—
N
~—

w(z,y, z) wh, (z,y)w

L’approche présentée ici néglige un certain nombre de phénoménes, comme les change-
ments d’états, les réactions chimiques et leur couplage avec la thermique et la mécanique.
Il s’agit d’un premier pas permettant de résoudre des problémes linéaires en prenant en
compte une certaine physique. Cependant, la méthode décrite ici permet de résoudre des
probléme 3D avec un cotit de calcul suffisamment faible pour pouvoir étre techniquement
mise en ceuvre. En effet, pour modéliser correctement les phénomeénes thermoélastiques,
un modeéle 3D est nécessaire : les contraintes thermoélastiques ainsi que les déformations
associées qui apparaissent lors de la mise en forme des matériaux composites proviennent
entre autres du rapport élevé entre les coefficients de dilatation thermique dans le plan du
pli et dans la direction transverse. La méthode peut étre étendue par la suite & des modéles

multiphysiques couplés [Chinesta et al., 2012].

3.3.2 Optimisation d’une corniére composite

Les piéces en forme de corniéres ou de “coin de malle” sont trés utilisées, en particu-
lier dans l'industrie aéronautique pour assembler des panneaux entre eux. Les tolérances
géométriques sur ces piéces sont exigeantes, car elles définissent 1’orientation relative des

piéces de grande dimension & assembler entre elles.

Du fait de ’anisotropie marquée des matériaux composites, lors du refroidissement aprés
mise en forme, les rayons de courbures des piéces diminuent. Ce phénoméne est principale-
ment provoqué par le rapport important entre les coefficients de dilatation thermique dans
le plan, et hors plan. Une résolution 3D semble étre la fagon la plus précise pour déterminer

I’amplitude de la fermeture de la piéce lors du refroidissement.

La conséquence de ce phénomeéne est que les piéces qui possédent un rayon de courbure
se referment. Ceci est d’ailleurs d’autant plus marqué que le rayon initial est faible. C’est

précisément le cas de figure rencontré avec les corniéres composites.

Une correction de 'outillage est nécessaire afin d’obtenir une piéce qui ne soit pas hors
tolérance. Dans le cas d’une corniére, il est nécessaire de fabriquer un moule avec un angle
légérement plus ouvert que la piéce finale désirée. Le but de cette partie est précisément
de déterminer ’angle de l'outillage en fonction de ’angle de la piéce désiré, le rayon de

courbure du coin, et 'empilement.
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I

la

F1GURE 3.15 — Corniére composite

Afin de pouvoir automatiser le processus d’optimisation, un générateur automatique de
maillage d’une corniére est mis en place. La figure 3.16 montre le détail du maillage au
niveau de la partie courbe de la corniére. Les données d’entrée sont les suivantes :

— la longueur L de la piece

— les largeurs des faces [1 et ls

— le rayon du coin R

— langle d’ouverture «

— ’empilement et ’épaisseur d’un pli

le nombre d’éléments dans I’épaisseur d’un pli

FIGURE 3.16 — Détail du maillage 2D utilisé pour 'optimisation de la corniére

Ensuite, la procédure d’optimisation est lancée : une premiére simulation est effectuée,
avec la valeur de ’angle nominal souhaité. Un refroidissement de 160°C est imposé sur la
piéce (les conditions aux limites mécaniques se limitent & la suppression des mouvements
de corps rigide). Ensuite, avec une méthode de la sécante, en fonction de ’angle mesuré

entre les deux faces de la corniére apreés refroidissement via une méthode de moindre carrés,
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I’angle du moule est modifié et la simulation relancée.

Considérons une corniére avec un empilement [0, 90, 90, 0]s, dont les coefficients maté-

riau sont définis par la table 3.1, et les dimensions par la table 3.2.

Ey
Es
Es
V12
V13
V93
G2
G13
Ga3
a11
a2
Q33

120 - 10> M Pa
8.9-10° MPa
8.9-10° MPa
0.35

0.35

0.32

4.5-10% MPa
4.5-10° MPa
5.3-10% M Pa
130-1079
301076
301076

TABLE 3.1 — Coefficients matériau utilisés pour un pli composite

500 mm
50 mm
50 mm
2 mm

TABLE 3.2 — Parameétres géométriques utilisés pour la corniére

Apres 4 itérations, 'angle recherché est atteint. L’angle optimisé du moule pour obtenir

la corniére & 90° est 90.4°.

Le maillage utilisé pour la résolution est un maillage 2D d’une section de la corniére com-

posé de 2680 éléments quadrangles bilinéaires, et le maillage 1D composé de 100 éléments

linéaires. Le probléme 3D reconstruit contient 836400 degrés de libertés, ’optimisation est

effectuée en un temps de 177s sur un ordinateur portable ordinaire.
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Ozzx

-206,8505
~-1000
~-2000

[—3000
-3153.238

FIGURE 3.17 — Déformée de la corniére a 90°

3.3.3 Discussion

Les ingrédients présentés dans cette partie permettent de résoudre des problémes réels
utiles pour la conception de piéces composites. En effet, contrairement aux matériaux
métalliques, ’anisotropie des matériaux composites peut entrainer des déformations rési-
duelles trés importantes sur les piéces fabriquées si les outillages ne sont pas prévus pour
les anticiper.

Pour procéder correctement, le modéle numérique doit pouvoir prendre en compte aussi
bien des conditions aux limites variées que des chargement complexes basés sur la physique.

La modélisation proposée ici, bien qu’assez simple concernant la physique, donne des
résultats encourageants fort utiles pour la conception des moules utilisés pour la fabrication
des piéces. L’exemple de la corniére stratifiée illustre bien la nécessité d’utiliser des moules
dont les caractéristiques dimensionnelles dépendent des parameétres du procédé de mise en

forme (histoire thermique, drapage des plis,...).
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Les chapitres précédents décrivent en détail la méthode de résolution de problémes 3D
en variables d’espaces séparées pour des piéces planes. Cette partie a pour but de détailler
I’extension de la méthode pour des piéces de type coques. La philosophie est trés similaire
A ce qui est présenté au chapitre 2, avec une certaine complexité supplémentaire induite
par la courbure du domaine considéré.

Tout d’abord, les différentes approches possibles seront présentées, leurs points forts et
faibles respectifs seront briévement discutés. Par la suite, 'approche utilisant la géométrie
différentielle sera présentée en détail, avant de présenter divers exemples d’illustration et

de validation.



4.1. INTRODUCTION : 3D SEPARE EN 2D/1D POUR LES COQUES 63

4.1 Introduction : 3D séparé en 2D /1D pour les coques

Plusieurs approches sont possibles pour résoudre des problémes d’élasticité 3D sur des
géomeétries de type coques. La premiére fagcon qui vient & I’esprit est de résoudre le probléme
dans un espace curviligne en utilisant les outils de géométrie différentielle. Cependant, le
probléme peut également étre étudié sous sa forme discrétisée. La formulation du probléme

est alors extrémement simplifiée, et différe trés peu de 'approche décrite au chapitre 2.

4.1.1 Approche facetisée

Considérons la géométrie d’une coque, discrétisée en pentaeédres comme représenté sur

la figure 4.1.

z z 2 ﬁ
Yy Y Y n
P L L A

FIGURE 4.1 — Représentation discrétisée de la coque

Chacun des pentaédres représente un sous espace de la coque, qui par une succession
de transformations peut se ramener & un prisme parent dans ’espace (§,, ().

Un point clé de cette approche consiste & évaluer correctement le jacobien de la transfor-
mation, ainsi que son inverse. La transformation Fy est une simple rotation afin de ramener
des faces supérieures et inférieures du pentaédre orientées selon la direction 2’. Le calcul
de son jacobien ainsi que son inverse ne pose pas de difficulté particuliére.

La transformation Fo peut s’exprimer sous forme séparée selon le formalisme J =
Zi\i‘l J%,n -J 2, dont les détails sont présentés en annexe 5.7.

Sous certaines hypothéses, il est également possible d’obtenir une représentation séparée
de I'inverse du jacobien.

Cette approche de résolution en variables séparées, une fois les représentations séparées
du jacobien et de son inverse déterminées, est tout & fait similaire du point de vue de la

méthode & ’approche présentée au chapitre 2.

4.1.2 Approche continue

L’approche continue basée sur la géométrie différentielle est plus élégante car I’écriture
du principe des travaux virtuels peut étre formulée sur le probléme continu. La géomé-
trie différentielle est utilisée notamment dans le cadre des théories de coques classiques
[Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959; Batoz, 1992; Reddy, 2004; Chapelle et Bathe,

2003; Patrick NMuller, 1999; Niordson, 1985]. L’annexe 5.7 définit les outils et les notations
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nécessaires & la résolution du probleme d’élasticité 3D sur des domaines de types coques

présentée dans la suite de ce chapitre.

4.2 Paramétrage de la géométrie

4.2.1 Paramétrage de la surface moyenne

Considérons tout d’abord la surface moyenne de la coque définie par son équation

paramétrique xp(&,n) (voir figure 4.2) :

XP(§7 77)
XP(§777) = YP(&,’I’}) . (41)
ZP(fa 77)

xp(&,n) est le vecteur des coordonnées cartésiennes de la surface moyenne en fonction des

coordonnées paramétriques & et 7.

n
t ¢
Espace paramétrique Espace physique

FIGURE 4.2 — Paramétrage de la surface moyenne

A partir de I'équation de la surface, il est aisé de définir les deux vecteurs tangents a la
surface au point P, définissant la base covariante. Les vecteurs de la base covariante a; et
ag sont définis comme étant respectivement la dérivée partielle de I’équation de la surface

moyenne par rapport a & et 7.

a1 = xpe(£,), (4.2)
a5 = xp(E,7). (4.3)

Le vecteur unitaire normal & la surface moyenne s’exprime facilement en fonction de a;

et as :

a1/\a2 (44)

n=————=_,
| a1 Aaz ||

4.2.2 Paramétrage du volume et séparation des variables

Considérons maintenant un point M appartenant au volume (voir figure 4.3), repéré

dans l'espace par ses trois coordonnées paramétriques (§,7,() :

XM(§7777 C) = XP(fﬂ?) + Cn(fan) (45)
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FIGURE 4.3 — Paramétrage du volume

La résolution d’un probléme mécanique en variables d’espace séparées sur une géométrie

de type coque conduit & chercher la solution sous la forme séparée suivante :

N (b (€ m) k(<) -
u(én,¢) =Y | v, (&miQ) | =D Uk, o Ut (4.6)
=\ Emag(©)

4.3 Formulation du probléme mécanique

Considérons un probléme mécanique 3D en espace défini sur le domaine Q.

Le champs solution u(&, 7, () doit satisfaire le principe des travaux virtuels :
/// <s(u*)-K-s(u)>dQ: /// (u*-fd)dQ+// (u* - Fgq)dr. (4.7)
Q Q O

ou K est le tenseur d’élasticité 3D, fy les forces de volume, et Fq les efforts surfaciques sur
le domaine 04 €.

Conformément & I’expression du déplacement 4.6, la déformation s’écrit en petites per-

turbations : s I - et
u u u u
~2\ox T\ax/) ) T2\ ax T \oe ax 4.
cw=3(* () ) =3(GEm* (Gem) ) (438)
ou : | | | | | |
ou N uémg.uz u%nm.uz uén,ugc
a_f = . v%m&'”é vénm.vé vén.véjc , (4.9)
W e We Wey - We Wey W g
et : 1
o€ ox\ "~ 1
ax  \og) “Fe 4.10
ox <8§> ¢ ( )

Le gradient de la transformation inverse FC_l est défini en annexe 5.7.

4.4 Reésolution avec la PGD

Pour résoudre le probléme en variables d’espace séparées, la fonction test u* est expri-

mée sous la forme :
u* = Rg, 0S¢ + Rgy 0 S (4.11)
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L’expression de e(u*) s’exprime de fagon similaire a e(u).

L’enrichissement de u avec un nouveau mode s’effectue de maniére similaire & 1’enri-
chissement d’un probléme défini sur une géomeétrie plane (voir chapitre 2) : on suppose N
modes déja connus, et le (N + 1)¢ est recherché sous la forme :

N
uni1 =uy + ReyoSe => UL o Ul + Rey oS (4.12)

i=1

La non-linéarité introduite par la représentation du nouveau mode Ry, o S¢ comme un
produit est gérée de la méme fagon que pour les problémes définis sur des géométries

planes : les problemes en Ry, et S¢ sont alternativement résolus dans un point fixe |
9 5 ) ]

Le probléme a résoudre devient :

[ (stw) K- e(Rey o5 )ac
Q
:_/// () K- e(uy))dn
Q
+/Q//(u*-fd)d§2+// (u*-Fq)dl, (4.13)

0192

ou les quantités e(u*), e(u), K, dQ, dI', f5 et Fq doivent étre substituées par leur
représentations séparées définies en annexe 5.7. L’ensemble des grandeurs K, fg et Fq sont
supposées, sans perte de généralité, s’exprimer en un seul produit de fonctions du plan et

de I’épaisseur.

Résolution du probléme en R¢, Pour résoudre le probléme en Rg,, on suppose S¢
connu afin de calculer explicitement les intégrales sur la coordonnée (. Le champ test u*
devient :

u* =Rg, oS, (4.14)

et le principe des travaux virtuels se reformule comme suit :

/// (e(REW °08¢) - (Ken o Ke) - e(Rey 0 S<)>dQ
Q
[ (e, o500 5,050 23 U, 00 a
Q i=1
* /// ((RZ, 08¢) - (fagy © fac)) dQ
Q

+ // (Rg, 08¢) - (Fagy o Fac))dl. (4.15)

0
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Résolution du probléme en S; Pour résoudre le probléme en S¢, I’ensemble des inté-
grales sur les coordonnées £ et 1) sont effectuées car la fonction Re;, est connue (précédem-

ment calculée). Le champ test u* devient :
u* = Ry, 0 S7, (4.16)

et le principe des travaux virtuels se reformule comme suit :

JJ] (eBero80)- (6,0 )Ry 050 )ao
Q

=— /Q// <€(R§n 0 S7) - (Kep o Ke) - €(§; U, o Ué))dQ
+ [ (Rey0S) - (fagy © fa)) A
Q

+// (Rey 08%) - (Fagy o Fag))dl. (4.17)
0192

Le point fixe continue jusqu’a atteindre la convergence selon le méme principe que
pour les domaines plans (voir chapitre 2). L’enrichissement continue jusqu’a atteindre la

précision voulue (voir chapitre 2).

4.5 Expression du tenseur d’élasticité pour les matériaux com-

posites stratifiés

La base locale orthonormée (définie en annexe 5.7) est utilisée comme référence pour
définir 'orientation des renforts dans les différents plis des matériaux stratifiés. Les vecteurs
t1 et to appartiennent au plan tangent & la surface, et I’angle de rotation autour de n entre
les renforts du pli i et le vecteur tq est appelé 6.

Le tenseur d’élasticité dans la base globale doit s’écrire sous forme séparée de facon
a étre compatible avec la résolution du probléme. Son expression est la suivante : K =
i K!(&,m) o K¥(C), ol p est le nombre d’orientations différentes des plis dans ’'empilement
gul stratifié.

Alors K(¢) s’écrit -

111111

11 1111

A 11 11 1 1 1
K'(¢) = ¢ , 4.18
© 1 11111 ( )

111111

111111

ou : '
5 — { 1 s? ¢ € pli d’orientation " (4.19)
0 sinon
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K¢(&,n) s'écrit
i olni 7o)
K'(¢,n) = Q RTK R'Q, (4.20)

ou Q est la matrice de passage de la base locale orthonormée & la base cartésienne en

notation de Voigt :

t%$ t%aﬂ TL% 2toany 261Ny 2t14t0s
t, 3, n5 b9y 2t1,ny 2t1ytay
2 2 2
6 = tlz 752.7; n; 2t 2t1.n, 2t1,t9, , (421)

tlytlz tgytgz NyN (tgynz—i-tgzny) (tlynz—i-tlzny) (tlytzz+tlzt2y)
t1gt1z togto, Nym, (t2znz+t2zn:v) (tlznz+t1znz) (tlxt2z+t1zt2x)

tlxtly t2xt2y N Ty (t2$ny+t2ynx) (tlxny+t1yn$) (t1$t2y+t1yt2x)

R’ est la matrice de rotation pour le passage de la base principale du matériau a la base

locale orthonormée en notation de Voigt :

cos(0)? sin(0)? 0 0 0  —2sin(0%)cos(6?)
sin(6%)? cos(09)2 0 0 0 2sin(0%)cos(0°)
< 0 0 1 0 0 0
R’ = o o (4.22)
0 0 0 cos(0") sin(6") 0
0 0 0 —sin(0%) cos(0*) 0
sin(0)cos(0) —sin(f)cos(0)0 0 0 cos(0%)? — sin(69)?
et K est le tenseur d’élasticité du pli composite défini dans sa base principale :
ki1 k2 ki3 0 0 0
kor koz ke O 0 O
k k k 0 0 0
K = 31 32 33 (4‘23)
0 0 kg O 0
0 0 0 kss O

0 0 O 0 ke

Cette représentation est adaptée pour des piéces développables, ou si les variations
de métrique sont faibles et autorisent le drapage sans difficultés et sans déformations im-
portantes du pli déposé. Par contre, dés que la métrique varie fortement, la déformation
des plis devient importante, et le calcul des propriétés mécaniques locales du matériau
doit étre effectué de maniére plus poussée [ ) : , |. Cet
aspect complexe en lui-méme n’est pas développé ici. Nous supposerons simplement que

quelles que soient les propriétés locales du matériau, on peut les représenter sous la forme

K = ; K (€, m) 0 Ki(C).



4.6. EXEMPLES 69

4.6 Exemples

4.6.1 Exemple de validation
4.6.1.1 Définition du probléme

Afin de valider I’approche décrite ci-dessus, la solution numérique calculée par le code de
calcul dont le principe a été présenté précédemment est comparée avec la solution analytique
du probléme.

Le probléme considéré est le suivant : un tube cylindrique de longueur infinie, de rayon
interne a et de rayon externe b est soumis & une pression unitaire sur sa face interne. La

figure 4.4 montre une représentation d’une section du probléme considéré.

FIGURE 4.4 — Définition d’une section du probléme considéré

Etant donné 'état de déformation plane dans le plan de la section du tube, une longueur
arbitraire peut étre considérée pour la résolution numérique en utilisant des conditions aux
limites adaptées. Les dimensions ainsi que les coefficients matériau utilisés pour le probléme
sont définis en table 4.1.

a | 2mm

b | 3mm

P, | 1 MPa

E | 150000 M Pa
v |03

TABLE 4.1 — Parameétres géométriques et coefficients matériau

Afin d’utiliser la méthode décrite précédemment, une tranche d’épaisseur unitaire est
modélisée. [’espace paramétrique est discrétisé par un maillage éléments finis. Celui-ci est
constitué d’éléments quadrangulaires bilinéaires sur 'espace défini par & € [0,27 - Ryoy]
et 7 € [0,1], ot Ryoy = 2.5. Le maillage de I'épaisseur est réalisé avec des éléments 1D
linéaires sur l'intervalle [—0.5,0.5].

L’équation paramétrique de la surface moyenne est donnée par la relation :

X = foowgjn(24)

Rmoy
Y =1 (4.24)
7 = Bmoy cos( er,oy)

Pour effectuer la résolution numérique, les conditions aux limites adéquates doivent étre
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imposées : la face interne est soumise & une pression unitaire, et les faces planes en y = 0
et y = 1 sont contraintes d’avoir un déplacement nul dans la direction y. Par ailleurs, les
mouvements de solide rigide restant sont supprimés en imposant le déplacement nul d’un
point d’un rayon orienté par ’axe z suivant la direction x, et le déplacement nul suivant z

de deux points de deux rayons orientés par la direction x.

4.6.1.2 Reésultats

La solution analytique du probléme est calculée en utilisant la mécanique des milieux
continus. La solution est un déplacement purement radial de la forme :
14+v a’b? P

ur(r) = 7 — ) (1—2v)(a*Pyr) + . . (4.25)

Pour la résolution du probléme en variables d’espace séparées, une bréve étude de
convergence sur le maillage est effectuée. Le probléme est résolu successivement pour trois
discrétisations différentes (voir table 4.2 et figure 4.5), ott Ng¢, N, et N sont respectivement
les nombres d’éléments dans la direction orthoradiale, la direction de I’axe du cylindre, et

la direction de I’épaisseur.

| Ne N, N
MAILLAGE1 |8 2 2
MAILLAGE 2 |16 2 4
MAILLAGE 3 [32 2 8

TABLE 4.2 — Nombre d’éléments dans les différentes directions pour les trois maillages
utilisés

FIGURE 4.5 — Représentation 3D des trois maillages utilisés

Les résultats de l'approche 2D/1D sont comparés avec la solution analytique ainsi
qu’avec la solution du probléme résolu avec la méthode des éléments finis 3D sur les trois
maillages. L’ensemble des résultats est synthétisé sur la figure 4.6.

Comme attendu, les solutions des modele 2D/1D et 3D convergent vers la solution
analytique. Cependant la solution 2D /1D converge plus rapidement, en effet, l'utilisation

de I'approche basée sur la géométrie différentielle permet d’intégrer plus précisément les
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x 10
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— % — MAILLAGE 1 2D/1D
— % — MAILLAGE 2 2D/1D
36k > — % — MAILLAGE 3 2D/1D
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34+
33
3.2
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~
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~
3 31F
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29+
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28—
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2 21 2.2 23 24 25 2.6 2.7 2.8 29 3
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FIGURE 4.6 — Déplacement radial en fonction du rayon pour les 3 maillages (2D/1D et 3D)
et pour la solution analytique

champs que I'approche 3D dont Iintégration est effectuée sur le modeéle discrétisé.

Par ailleurs, la solution analytique s’exprime comme une unique fonction du rayon.
La solution du probléme résolu avec 'approche PGD est donc supposée atteindre la pré-
cision maximale en un seul mode, ce qui est effectivement observé. Les figure 4.7, 4.8 et
4.9 montrent les composantes u, v et w de 'unique mode de la solution calculée sur le

MAILLAGE 3.

UxEn) O 3

05|

UX(E.n)
Ux(@Q)

F1GURE 4.7 — Mode 1 pour la composante u calculée sur le MAILLAGE 3

Cet exemple illustre donc parfaitement la validité de ’approche présentée, ainsi que
son excellente convergence en fonction du maillage du fait de l'intégration des opérateurs
en tenant compte des courbures locales et de la métrique issues des résultats de géométrie

différentielle.
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Uy(En) i0° Uy(Q

yEn)
W©

¢

FIGURE 4.8 — Mode 1 pour la composante v calculée sur le MAILLAGE 3

Uz(€.n) . uz@©)

Uz(&,n)
Uz(Q)

n oo £ ED z

FIGURE 4.9 — Mode 1 pour la composante w calculée sur le MAILLAGE 3

4.6.2 Exemple de piéce composite stratifiée
4.6.2.1 Définition du probléme

Le probléme considéré est identique au probléme défini dans la partie 4.6.1 pour la
géométrie. Par contre, le matériau considéré est maintenant un composite stratifié. La sé-
quence d’empilement est de [90,45,0, —45]s dans la base locale orthonormée (voir figure
4.10), et I’épaisseur de chaque pli est de 0.125 mm. L’angle défini par la séquence d’empile-
ment représente ’angle entre la direction des fibres, et le vecteur t1 de la base orthonormée.
La table 4.3 donne les coefficients matériau d’un pli dans sa base locale propre. L’espace
paramétrique (&, 7) est discrétisé par un maillage régulier de quadrangles bilinéaires tel que
N¢ =40 et N, = 2, et chaque pli est discrétisé par 10 éléments 1D linéaires, ce qui fait un
total de N = 80.

E; | 120-103 MPa
E, | 89-10° MPa
E; |89-10° MPa

V12 0.35
V13 0.35
923 0.32

Gi2 | 4.5-10% M Pa
Gi3 | 4.5-10% M Pa
Gas | 5.3-10% MPa

TABLE 4.3 — Coefficients matériau d’un pli composite
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FIGURE 4.10 — Base locale orthonormée

4.6.2.2 Reésultats

La forme du déplacement est trés similaire a celle du déplacement calculé pour un
matériau isotrope, cependant de petites perturbations sont visibles sur le déplacement

radial (voir figure 4.11).

1.7 T

1.6 1

1.5f 1

14} E

uy(r)

1.2 B

11r B

FiGURE 4.11 — Déplacement radial le long d’un rayon

Le calcul de la déformation e, permet de mieux voir 'effet de ’empilement. La défor-

mation &, est tracée sur la figure 4.12.
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x 10

At Sl -
o

FIGURE 4.12 — ¢, le long d’un rayon

4.6.3 Exemple de simulation sur une géométrie complexe
4.6.3.1 Définition du probléme

Considérons un tore creux d’épaisseur h dont la section est en forme de fleur, avec un

angle d’hélice, représenté figure 4.13.

FIGURE 4.13 — Géomeétrie considérée

L’équation paramétrique de la surface moyenne est donnée ci dessous, et les valeurs des

coefficients 7, R, e et h est donnée par la table 4.4 :

X =(r+ R-cos(§+2n) + e - cos(6))cos(n)
Y = (r+ R-cos(&+ 2n) + e - cos(6))sin(n) (4.26)
Z =R-sin(§+2n) + e sin(6€)

Le chargement appliqué sur la piéce est une pression unitaire sur la surface interne du

tore. Les conditions aux limites en déplacement sont les suivantes : les sections opposées
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R |2

r |4

e | 0.15
h {02

TABLE 4.4 — Valeurs des dimensions géométriques

sont contraintes d’avoir un déplacement nul dans la direction normale & la face. Un point
de la piéce est contraint d’avoir un déplacement nul das la direction z afin de supprimer le
dernier mouvement de solide rigide.

Le maillage utilisé pour le probléme 2D est un maillage régulier de 80 x 40 éléments

quadrangulaires, et le maillage de I’épaisseur est constitué de 40 éléments 1D linéaires.

4.6.3.2 Reésultats

La figure 4.14 représente la composante o, de la déformation.

/ Exx

imooz 19
0.0002
0.0001
0
0,001
|-0.0002
-0.00025

FIGURE 4.14 — €., sur la piéce

Comme on peut s’y attendre, la solution de ce probléme est fortement tridimensionnelle.
La figure 4.15 montre la dépendance du déplacement en fonction de la coordonnée de
I’épaisseur ¢ pour les points représentés sur la figure 4.14. Ceci illustre l'intérét de la
méthode présentée ici par rapport aux théories de plaques et coques qui ne sont pas prévues

pour représenter un champ de déplacement aussi riche que celui rencontré ici.

4.7 Conclusion

L’approche 3D est motivée par la difficulté de formuler des hypothéses cinématiques
adéquates et surtout universelles, permettant de résoudre n’importe quel probléme défini
sur une géométrie de plaque ou de coque. Comme il a été montré dans le cas de 'exemple
4.6.1, méme certains problémes simples peuvent difficilement étre résolus efficacement avec
des théories de plaques ou de coques.

Par ailleurs, I'approche présentée dans ce chapitre permet de résoudre efficacement
des problemes d’élasticité 3D sur des piéces de types coques. L’utilisation de la géomé-
trie différentielle permet d’intégrer efficacement les opérateurs nécessaires a la résolution
des problemes 1D et 2D issus de la séparation des variables d’espace, et conduit & une

convergence en maillage rapide.
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() 0.02 0.04 006 008 01 012 0.14 0.16 018 0.2

¢

FIGURE 4.15 — Dépendance en ¢ de la composante v du déplacement pour les trois points
définis sur la figure 4.14
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Dans cette partie, des problémes 3D seront résolus en utilisant la représentation détaillée
au chapitre 2. Des paramétres supplémentaires seront inclus dans le probléme en tant que
coordonnées supplémentaires. La solution du probléme sera alors exprimée sous la forme
de produits tensoriels d’espaces.

La représentation séparée des quantités et des inconnues est propice a ’ajout de pa-
ramétres additionnels. En effet, la représentation séparée permet entre autre d’éviter la
“malédiction de la dimensionnalité‘ et autorise la résolution de modeéles définis dans des
espaces multi-dimensionnels. Les problémes a résoudre restent donc en dimension petite (1
ou 2). Certains paramétres du modeéle dont on souhaite connaitre I'influence sur la solution
du probléme considéré peuvent facilement étre pris en compte comme des coordonnées sup-
plémentaires du probléme. La solution reconstruite du probléme vit alors dans un espace
dont la dimension est élevée (4 ou plus dans le cas d'un probléme 3D en espace, avec un
ou plusieurs parameétres supplémentaires), et doit étre post-traitée avec des outils adaptés
pour en extraire les informations relatives a la quantité d’intérét recherchée. La solution
multidimensionnelle constitue alors une abaque numérique de la solution d’une famille de

problémes sur un ou plusieurs intervalles de paramétres.
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5.1 Paramétrisation d’une orientation d’un pli composite

Dans les procédés de mise en forme, il existe une certaine variabilité. Généralement,
les simulations sont effectuées sur les piéces nominales, sans forcément prendre en compte

cette variabilité.

Dans le cas de stratifiés, une des sources de variabilité est I'orientation des plis de ma-
tériau unidirectionnel. Nous présentons ici une méthode permettant de prendre en compte
la variabilité de l'orientation des plis du stratifié. Pour plus de détails, lire larticle [

, -

Considérons une piéce composite (figure 5.1), dont la direction des renforts fibreux de
certains plis est paramétrée angulairement. La solution est alors cherchée comme une somme
de produits de fonctions du plan, de I’épaisseur, et des paramétres angulaires définissant
l'orientation des renforts (équation 5.1), ou les directions des renforts sont des coordon-
nées supplémentaires du probléme. Il s’agit d’un probléme & résoudre dans un espace de
dimension 5, que la PGD permet de résoudre & faible cott. L’utilisation de méthodes clas-
siques pour résoudre ce type de probléme est proscrite du fait de son cotit de calcul élevé,
car elle implique de résoudre autant de problémes 3D qu’il y a de combinaisons possibles

d’orientations pour 07 et 6s.

0, € [-20°,20°]
0, = 90°
0 0, — 90°
02 0, € [-20°,207]
03
0y

FIGURE 5.1 — Exemple de cas traité : plaque stratifiée paramétrée

u(z,y,z,01,60) ZU z,y) 0 UL(2) o Up, (61) o Ug, (62) (5.1)

Les parameétres matériaux sont alors exprimés en fonction de z, et de 61 et 65 :

1 sizeplim

2 Zm(z) _ ) .
Kij(z,61,62) = ZZm HKzl] . s;non |
. oil Kl — { (0 st m=1 5.9
- N 1 sinon ’
l
(2,01,02) = sz ll—Ilaij L aéj(al) si m=1
i v 1 sinon

Les Kfj(Hl) sont définis par rotation de la base principale du matériau d’un angle 6; :

K};(61) = R (61) - K - R(6)), (5.3)
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ou R(#;) est la matrice de rotation de changement de base définie par :

cos?(6;)  sin?()) 00 0 — sin(26;)
sin?(6;) cos?(6;) 00 0 sin(26;)
0 0 10 0 0
R(6)) = : 7 (5.4)
0 0 0 cos(#;) —sin(6;) O
0 0 0 sin(f;) cos(¢;) O
sin(260;)/2 —sin(26;)/2 0 0 0 cos(26;)
et les al ;(61) sont définis par :
Oééj((gl) = R/T((gl) QX R’(Hl), (5.5)
ou :
cos(#;) sin(6;) O
R'(6;)) = | sin(6;) cos(6;) 0 |- (5.6)
0 0 1

Les ¢ sont définis sur un intervalle choisi a priori [#™™; M2X]. Ici le but est d’évaluer
les conséquences sur la géométrie et les contraintes internes d’une perturbation de I'orien-
tation d’un pli par rapport au nominal. L’intervalle [9;““; 6;"**] est donc restreint autour

de lorientation nominale.

Avec les valeurs de coefficients matériaux donnés par le tableau 3.1 (chapitre 3), la
valeur des Kfj(é?l) est donnée par la figure 5.2 pour 6; € [—20°;20°] et par la figure 5.3 pour
0, € [0°;180°].

Ainsi, il est possible de choisir 6; € [0;180°], dans ce cas le calcul est effectué pour
n’importe quelle orientation du pli. Un tel calcul peut étre effectué pour des piéces avec
un nombre de plis pas trop important, et I’ensemble des orientations des plis du stratifié
comme paramétres. L’empilement est ensuite choisi & posteriori avec 1’aide de 1’abaque
calculée. Pour garder un nombre de paramétre raisonnable, et pour conserver la symétrie
de I'empilement par exemple, il est possible de paramétrer différents plis avec la méme

coordonnée.

Pour la résolution, la formulation faible prend en compte les coefficients matériaux des

plis paramétrés dans la dimension paramétrique qui leur est associée.

La partie du membre de gauche de la formulation faible associée aux plis paramétrés

s’écrit :

Z Z // c,,ozl Tdu% dQny /(Scz,ﬁl zZm. Sd“(; dQ H/ ci® td )del

i=1 m= 1Q

Z

(5.7)

Les plis dont ’orientation n’est pas paramétrée sont traités comme décrit dans le cha-

pitre 2, en intégrant l'unité sur les dimensions paramétriques. Le membre de gauche de la
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formulation faible associée aux plis non paramétrés s’écrit alors :

41
Z// (T:iyai ’ Tdiy"Yi)dQij ’ /(sczvﬁz mznz ' Sd,“é dQ H/ [ del (58)
i=1 Quy

z

Pour résoudre ce probléme a deux plis paramétrés, il est donc nécessaire d’assembler
123 matrices (41x3) pour le probléme 2D et 123 matrices pour chacun des trois problémes
1D (en z, 07 et 6y).

Pour les calculs thermoélastiques, les forces volumiques doivent également étre expri-
mées en fonction des paramétres d’orientation adéquats en fonction des plis. Le détail n’est
pas développé car il ne présente pas de difficultés.

On simule ensuite le probléeme de refroidissement uniforme de la plaque (de 180°C a
20°C) représentatif du refroidissement de la piéce en fin de fabrication. On obtient une
solution dans un espace de dimension 5, il ne reste qu’a particulariser la solution en fixant
les angles 61 et 64 aux valeurs voulues et on obtient alors par post-processing la solution

3D du probléme associé (voir figure 5.4).

Z Displacement
0.17

lO,]
0
i—O,]
-0,17

FIGURE 5.4 — Déformée de la pieéce en fonction de 'empilement. De gauche & droite :
[0,90,90,20], [0,90,90,0], [10,90,90,-20]

5.2 Paramétrisation d’une épaisseur

Dans cette partie, on se propose d’effectuer un calcul de structure sur une plaque, dont
I’épaisseur n’est pas définie & priori. Le calcul sera alors effectué pour une épaisseur e
quelconque comprise dans 'intervalle défini. La solution du probléme sera alors cherchée

sous la forme [Leyvgue et Verron, 2010] :

u(z,y, z,e) ZU z,y) o Ul (2) o Ul(e). (5.9)

La coordonnée 2’ de I'épaisseur réelle sera donnée par : 2/ = B -z, o z € [0,1]. Il en
résulte alors une homothétie de ’épaisseur de la piéce, de facteur B.
La dérivation par rapport a la coordonnée 2’ s’écrit alors en fonction de la dérivée par

rapport a la coordonnée z de la facon suivante :

4 _ 4 4 (5.10)
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or, 2/ = B -z, donc
dz 1

=c = A1
dz B (5.11)

d’ou, ’expression de la composition des dérivées :

d d 1

- - .= 12

dz/ dz B (5.12)
enfin :

dZ = B-dz (5.13)

La résolution du probléme en 4 dimensions est ensuite effectuée de maniére similaire &
celle présentée en annexe 5.7.

Considérons une éprouvette de forme parallélépipédique d’épaisseur B, & moitié entaillée
en son milieu, et soumise & une force de traction sur sa face supérieure. La symétrie du
probléme par rapport au plan de la fissure permet de conserver uniquement la moitié du
probléme pour la résolution (voir figure 5.5).

Le probléme 2D est défini par le plan (x,y), et le probléeme 1D dans la direction z.
L’intégration de la force surfacique o doit également prendre en compte le changement de

variable de I’épaisseur. Celle-ci ne pose pas de difficulté particuliére.

o
;
"
vy

a B

1474 \ ‘

L plan de symétrie

Ligament du probléme

Fissure

FIGURE 5.5 — Présentation du probléme a épaisseur paramétrée

Le probléeme de 1’éprouvette entaillée est alors résolu pour une épaisseur quelconque
comprise dans 'intervalle donné par le tableau 5.1. La solution peut alors étre reconstruite
pour n'importe quelle valeur de I’épaisseur. La figure 5.6 montre le déplacement suivant la

direction z pour plusieurs valeurs du paramétre d’épaisseur B.
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H |6-1073%m

a 1-103m

W |2-1073m

o | 1IMPa

E | 207 GPa

v 0.3

B | [1-107%m;1m)]

TABLE 5.1 — Dimensions de I’éprouvette et intervalles de valeurs

Uz
7,63%e-6
b6e-6
4e-6
2e-6

-1,524e-6

FIGURE 5.6 — Déformée de I’éprouvette entaillée pour 3 valeurs de 1’épaisseur

5.3 Paramétrisation d’un coefficient matériau

La paramétrisation d’un coefficient matériau se fait de la méme facon que la paramé-

trisation d’'un angle d’orientation d’un pli composite présenté en 5.1.

Dans cette partie, on se propose de paramétrer le coefficient de Poisson pour un matériau

isotrope. On rappelle le tenseur d’élasticité en notations de Voigt :

I o 0 0 0
w5 L@y 0 0 0
K — E-(1-v) (1:/) (1:/) 1 0 0 0 (5.14)
(I+v)-(I=2-v)| 0 0 0 4525 0 0
00 0 0 g% O
0 0 0 0 0 5575

Pour simplifier les notations, il est aisé de représenter le tenseur comme un produit d’un

tenseur qui dépend de E et d’un tenseur qui dépend de v : K=KgoK,, ou :
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et :

On cherchera alors la solution du probléme sous la forme séparée suivante :

Kg =

oo oy
©c oo mE &
©c oo mE &
o o Mo o o

o o o o o

E

o O O O O

N
a(a,y,z,v) & UL (0,y) 0 Ul(2) 0 U (v).
=1

)
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(5.15)

(5.16)

(5.17)

Pour la résolution, la partie Kg est conservée dans le probléme en z comme défini dans

le chapitre 2, et la partie K,

est intégrée séparément dans la dimension correspondant au

X o . . ) -
probléme paramétrique en v. La représentation de K, est donnée en figure 5.7.
—~~ ~ 3 —~ 3 o~ o1 — o — o
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FIGURE 5.7 — Evolution du tenseur des coefficients élastiques K,
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La résolution du probléme en 4 dimensions se fait de maniére similaire aux exemples
précédents.

Considérons le probléeme de ’éprouvette entaillée, similaire & celui défini dans la partie
5.2, mais cette fois, I’épaisseur est fixe, et le coefficient de Poisson v est ajouté comme
coordonnée supplémentaire. La discrétisation de la valeur du coefficient de Poisson est
effectuée par 44 éléments linéaires, sur l'intervalle v € [0, 0.45].

La figure 5.8 présente la solution du probléme particularisé pour plusieurs valeurs du

coefficient de Poisson.

uz
.017e-5
le-5
- 7.5e-6
5e-b

Ez.se-o

FIGURE 5.8 — Déformée de I’éprouvette entaillée pour 3 valeurs du coefficient de Poisson.
De gauche & droite : v =0, v =0.25 et v = 0.45

5.4 Autres paramétres additionnels

Les exemples de parameétres additionnels présentés ici ne représentent pas de facon
exhaustive les possibilités de la méthode. En effet, de nombreux autres types de paramétres
peuvent étre intégrés aux simulations.

Par exemple, le chargement peut étre mobile dans le temps, ou dépendre d’un ou plu-
sieurs autres parameétres. Dans ce cas, les parameétres peuvent étre introduits dans des
dimensions supplémentaires. La raideur de la structure est identique pour ’ensemble des

paramétres, seul le second membre de chargement dépend des coordonnées supplémentaires.

5.5 Exemples multi-paramétres/Abaques numériques

Les simulations paramétriques sont d’autant plus intéressantes qu’elles intégrent plu-
sieurs paramétres. En effet, si I’on souhaite étudier I'influence d’'un seul paramétre, une
méthode de résolution directe pour plusieurs valeurs du paramétre est encore possible,
bien qu’assez cotiteuse. Par contre, si ’on souhaite déterminer 'influence de plusieurs pa-
ramétres, la campagne de calcul devient trés rapidement beaucoup trop lourde, car de
trés nombreuses simulations doivent étre effectuées pour couvrir I’ensemble des espaces
paramétriques. De plus, I’échantillonnage optimal est loin d’étre évident.

Avec 'approche en variables séparées utilisée ici, I’ajout de parameétres ne représente

pas un surcolit important, car il n’est nécessaire de résoudre que des problémes 1D sup-
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plémentaires & chaque enrichissement. La représentation sous forme de modes utilisée avec
la PGD est adaptée car elle permet une description compacte d’un ensemble solution trés

riche.

5.5.1 Abaque numérique pour une piéce en matériau isotrope quelconque

L’idée ici est d’exploiter les paramétrages proposés dans les parties précédentes pour
calculer une abaque numérique pour une famille de piéces dont le matériau n’est pas défini
a priori. On introduit donc v et E comme des paramétres dans la simulation. Par consé-
quent, la simulation est réalisée pour n’importe quel matériau isotrope dont les coefficients
matériaux sont inclus dans les intervalles définis & priori. Dans le cas d'un comportement
élastique linéaire, 'introduction du module d’Young E comme paramétre supplémentaire
n’est pas nécessaire car la solution en déplacement est linéaire en fonction de % Cepen-
dant, pour des facilités de post-traitement, le paramétrage de E est conservé dans I’exemple
traité ici.

On souhaite pouvoir optimiser la piéce en fonction du matériau, il est donc néces-
saire d’introduire un parameétre dimensionnel a la piéce. Un paramétre d’épaisseur variable

comme décrit dans la partie 5.2 est introduit sur une partie de la piéce (voir figure 5.9).

On cherchera donc la solution du probléme sous la forme suivante :

u(z,y, 2, E,v,e) & Y UL (2,y) o UL(2) o Ug(E) o Uy, (v) o Ui(e), (5.18)

FIGURE 5.9 — Géométrie de la piéce utilisée

La simulation en 6 dimensions est effectuée, en utilisant les éléments décrits dans les
parties 5.2 et 5.3. Le chargement appliqué représente un état de contrainte de service, il

est décrit par la figure 5.10.
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FIGURE 5.10 — Description du chargement sur la piéce paramétrée

Il reste ensuite a choisir le matériau et optimiser la piéce par post-processing (voir figure
5.11).

| Conception paramétrée de la piéce|
|

|Résoluti0n avec la PGD en dimension 6|
I

| Choix du matériau |
Nouveau choix de matériau I ]
E, vet Re déterminés|

Initialisation de I’épaisseur e
a la valeur minimale

|
Augmentation de
I’épaisseur

Omaz(E,v,e) < Re

| Piéce acceptée |

FI1GURE 5.11 — Optimisation de la piéce par post-processing

Une fois la simulation effectuée, la matériau choisi et ’optimisation effectuée, il est
possible & tout moment de changer le matériau et d’effectuer & nouveau I’optimisation sans

avoir & effectuer une nouvelle simulation.

En pratique, pour un cas industriel ou des facteurs d’approvisionnement, économiques
(fluctuation du prix des matériaux) peuvent varier rapidement, ['utilisation d’une approche
telle que celle présentée ici peut permettre d’étre beaucoup plus réactif et augmente la

flexibilité de la production des piéces.

La figure 5.12 présente la piéce optimisée pour deux matériaux différents. Les coefficients

matériaux utilisés sont donnés dans le tableau 5.2.
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‘ Acier Aluminium
FE | 200GPa T70GPa
v | 0.3 0.35

Re | 350Mpa 200M Pa

TABLE 5.2 — Coefficients matériaux utilisés pour I’acier et I’aluminium

Von_mises

00 Vc7>g_m|ses
80 160
60 120
40 80
& 40
0542273 0,453058

FIGURE 5.12 — Piéce optimisée pour deux matériaux différents : aluminium & gauche et
acier & droite

5.5.2 Abaque numérique pour I’étude paramétrique d’une éprouvette
entaillée

L’exemple suivant consiste & étudier la criticité d’une fissure dans une éprouvette en
fonction de son épaisseur et du coefficient de Poisson du matériau. La mécanique linéaire
de la rupture est couramment utilisée et permet de calculer les taux de restitution d’énergie
sur une solution élastique.

Nous proposons ici de résoudre un probléme d’élasticité sur une éprouvette entaillée
(défini en 5.5) pour n’importe quelle épaisseur de ’éprouvette, ainsi que pour n’importe
quelle valeur de coefficient de Poisson.

La solution est cherchée sous la forme :

N
u(z,y,z,v,B) = Yy U, (2,y) 0 Ul(z) o Uj(v) o Up(B). (5.19)
i=1

Le post-processing de cette solution multidimensionnelle permet de calculer des indi-
cateurs de criticité et de propagation de la fissure en mode [ en fonction du paramétre
d’épaisseur B et du coefficient de Poisson v. Les coordonnées paramétriques B et v sont
choisies respectivement dans les intervalles [0.1,10] et [0,0.45], et discrétisées par 10 (ré-
partition logarithmique des nceuds) et 45 (répartition linéaire des nceuds) éléments finis 1D
linéaires.

L’intégrale J(z) est calculée le long de ’abscisse curviligne s du front de fissure en
utilisant un domaine d’intégration équivalent proposé par [Li ef al., 1985] et [Shih ef al.,

1986] :

A, ou; 0
J(S) ~ Jvol = A_c /// (O'ija—xi - Wéh)a—:q;ld‘/’, (5.20)
|4
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ou W représente la densité d’énergie de déformation, §1; le symbole de Kronecker, A,
I’extension virtuelle unitaire de la fissure au point d’abscisse curviligne s. A, représente
I'aire virtuellement créée par ’extension virtuelle de la fissure, et ¢; est une fonction de
pondération qui varie continument de 1 & 0 & 'intérieur de la A, (voir figure 5.13). L’en-
semble des champs sont exprimés dans le systéme d’axe local (x1, z2,x3), oul 23 est tangent
au front de fissure. Dans le cas présenté, le systéme d’axes ne dépend pas de s car le front
de fissure est parfaitement rectiligne. Le volume d’intégration V englobe la fissure d’une

face a l'autre et sa largeur est A,.

Cette approche volumique est adaptée a la méthode des éléments finis, car elle permet
de calculer J(s) sous la forme d’une intégrale de volume, sans forcément inclure le voisi-
nage proche de la singularité difficile a représenter avec l'interpolation des éléments finis.

L’ensemble des détails est explicité dans [Giner ef al., 2012].

FIGURE 5.13 — Extension virtuelle du segment A, de la fissure pour l'intégration de J(s)

Le taux de restitution de I’énergie en mode [ est directement donné par la relation :

(5.21)

ou J(s) est donné par I’équation 5.20.

Le post-processing de la solution multidimensionnelle précédemment calculée permet
d’évaluer le taux de restitution d’énergie en mode I pour I’ensemble des coordonnées v et
B. L’analyse de I'influence des paramétres v et B est résumée sur les figures 5.14 et 5.15.
La figure 5.14 représente 1’évolution de K(s) le long du front de fissure particularisée pour
cing valeurs de v pour une valeur de B = 1, et la figure 5.15 représente 1’évolution de Kj(s)

particularisée pour quatre valeurs de B, pour une valeur de v = 0.3.



5.6. POST-TRAITEMENT ET RECONSTRUCTION 91

%107 J(z) for different v (PGD solution)
1.4
1.2 = 2
1 ,
0.8 o0 ]

—4&—v=0.15

J(z)

—»—v=0.30

0.6 —=—v=0.40 i
—v—v=0.45

0.4 i

FIGURE 5.14 — Influence du coefficient de Poisson sur l'intégrale J
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FIGURE 5.15 — Influence de I’épaisseur sur 'intégrale J

5.6 Post-traitement et reconstruction

5.6.1 Enveloppe

Considérons le probléme défini dans la partie 5.1. A partir de la solution paramétrique,
il est possible de déterminer par exemple I’enveloppe des déformées résiduelles possibles sur
I'intervalle d’incertitude de I'orientation des plis (voir figure 5.16). Ce type d’étude peut par

exemple étre utilisé pour déterminer si 'incertitude sur 'orientation des plis engendre des
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piéces qui sont compatibles ou non avec les tolérances géométriques définies par le cahier

des charges.

FIGURE 5.16 — Enveloppe des déformées de la piéce pour 'ensemble de I'espace paramé-
trique (01, 6y)

5.6.2 Construction d’un point sur un espace paramétrique

Considérons toujours le probléme défini dans la partie 5.1. L’espace 5D de la solution
doit étre coupé suivant certaines dimensions pour pouvoir étre visualisé. Généralement,
on choisit de visualiser la solution 3D en espace pour une combinaison de valeurs des
parameétres inclus dans la simulation en tant que coordonnée supplémentaire. Cependant, la
solution peut également étre visualisée de maniére différente : un point de ’espace est choisi,
et on représente par exemple le déplacement de ce point pour tout I’espace paramétrique.
La figure 5.17 montre le déplacement vertical d’un des coins de la plaque pour ’ensemble
des valeurs de 61 et 4. Notons que sur la diagonale 81 = 6,4, qui correspond & un stratifié
symétrique, le voilement de la plaque di au refroidissement est inexistant, par contre, plus

la différence 61 — 05 est importante, plus le voilement est prononcé.

0,008
0,004
0

I -0.004

-0,008
-0.00863

dep_z
i,OO 675

FIGURE 5.17 — Déplacement d’un coin pour tout ’espace paramétrique (61, 604)

5.6.3 Reconstruction a la volée sur une plateforme légére

La représentation compacte des solutions sous la forme de somme de produits de fonc-
tions permet de stocker de fagon efficace des solutions paramétriques. En effet, cette re-
présentation exploite la régularité de la solution par rapport aux coordonnées, et constitue
en quelques sorte une représentation compressée de la solution d’une classe de problémes

similaires sous forme de produit de N modes par dimension.
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La reconstruction de la solution sur un sous-espace de 'espace de définition consiste
uniquement & sommer des produits de vecteurs, et est par conséquent extrémement rapide
a évaluer.

Le caractére peu encombrant de la solution et sa facilité de reconstruction permettent
d’utiliser des plateformes légeres (smartphone ou tablette) pour la visualisation des solu-
tions.

I1 est alors possible d’explorer ’espace en effectuant a la volée des coupes dans ’espace
solution et visualiser en temps réel la reconstruction de la solution. La figure 5.18 montre une
reconstruction de la solution du probléme & deux paramétres présenté en 5.1. Dans 'article
[ , |, des représentations similaires sont effectuées avec des smartphones.

Pour visualiser la partie de la solution choisie, une partie des coordonnées (spatiales ou
paramétriques) doit étre fixée, 'autre partie est représentée sur tout I'espace.

Considérons & nouveau la solution du probléeme défini dans la partie 5.1. Sur la figure
5.18, la solution est représentée pour ’ensemble des coordonnées spatiales, et un couple de

valeurs particulier de (61, 6,) est fixé. La solution est alors reconstruite sous la forme :
u(z,7,%,01,61) = Y _ UL, (%,9) 0 UL(2) 0 U, (61) 0 Up, (6a), (5.22)
i=1

ou la solution u est représentée pour I’ensemble de I’espace pour les coordonnées surmontées

d’un ~, et pour une valeur particuliére des coordonnées non surmontées d’'un ~.

FI1GURE 5.18 — Reconstruction & la volée d’une solution paramétrique

5.6.4 Optimisation

La représentation séparée permet d’évaluer de facon explicite la sensibilité de la solution
a une coordonnée. Cette caractéristique est un atout pour effectuer des optimisations en
post-processing d’une solution multidimensionnelle. Par exemple, si I’on souhaite optimiser
une fonction colt dont I’expression est explicite en fonction de la solution multidimen-
sionnelle calculée, alors I'optimisation par un algorithme de Newton (par exemple) qui
nécessite de connaitre la dérivée de la fonction cotit par rapport au parameétre a optimiser

est explicite.
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Si la solution est de la forme :
u(x,y, Z761704 Zny x y (Z) © UZ®1 (01) OU%4(04)7 (523)

alors, la dérivée de u par rapport a 04 s’écrit immédiatement :

8U’é4 (04)
00y

ou (-’E ?/,Z 91,94 Zny iE y (Z) OUi@1(91) o (524)

5.7 Limitations - Conclusions

L’approche multi-paramétrique présentée ici permet de résoudre de nombreux pro-
blémes en y intégrant des paramétres en tant que coordonnées supplémentaires. Celles-ci
peuvent aussi bien étre des sources de variabilités, des paramétres géométriques, ou en-
core une paramétrisation d’un chargement ou d’une condition aux limites. Cette approche
puissante autant au niveau de la résolution, qu’au niveau de l’exploitation de la solution
multidimensionnelle fournit une nouvelle maniére d’envisager 1’optimisation ou encore I’in-
tégration de 'incertitude sur certaines grandeurs (incertitude sur un coefficient matériau,
sur la géométrie, sur Porientation d’un pli composite, ...) dans les simulations dimension-
nantes pour des produits d’ingénierie.

Cependant, ’approche basée sur la PGD développée ici est particuliérement adaptée
pour la résolution de problémes linéaires, mais atteint rapidement ses limites dans le cas de
problémes non-linéaires paramétriques. La résolution en variables d’espace séparées d’un
probléme 3D peut potentiellement étre intégrée dans une stratégie de résolution non-linéaire
en utilisant simplement la PGD pour résoudre chaque probléme linéarisé au lieu d’un
solveur "classique”. Par contre, la généralisation d’une telle approche aux problémes non-
linéaires n’est clairement pas évidente et constitue donc un inconvénient majeur de la
méthode.



Conclusion et discussion

Conclusion

De nos jours, les contraintes cumulées de rapidité de développement, de cotit des ma-
tériaux, et de nécessité de concevoir des moyens de transports plus économes en carburant
et donc plus légers et aérodynamiques, imposent de réaliser des produits structurellement
optimisés. De plus, 'utilisation croissante des matériaux composites, en particulier dans
I'industrie aéronautique, complexifie d’autant plus le dimensionnement et les procédés de
fabrication des piéces.

Lors de la conception de produits industriels complexes et de grandes dimension, comme
par exemple des avions de transport de passagers, des choix de conception sont effectués trés
en amont du projet, puis en aval, un grand nombre d’optimisations locales sont effectuées
sur des partitions de la structure.

Actuellement, les contraintes de temps de développement imposent de fixer trés tot dans
le projet les grandes lignes du design global du produit. Ce choix est issu des limites des
moyens de simulations qui ne permettent pas d’effectuer des calculs suffisamment efficaces
sur ’ensemble de la structure pour effectuer ’optimisation compléte directement.

Cette approche conduit malheureusement & produire une solution sous optimale &
I’échelle de la structure compléte. En effet, le fait d’imposer trés tot des contraintes com-
munes qui n’évolueront plus ou peu au niveau zones de raccordement entre les sous-
structures qui seront optimisées par la suite empéche I’exploration de nombreuses solutions

potentiellement plus optimales.

Les capacités techniques de simulation n’augmentant pas de maniére suffisamment si-
gnificative, des alternatives au niveau des méthodes de simulation doivent étre mises en
place. Les méthodes de réduction de modeéle sont d’excellentes candidates pour répondre &
ce besoin. En effet, comme il a été montré dans les chapitres 1, 2, 3 et 4, la méthode PGD
permet de réaliser un gain de temps trés significatif sur la résolution de problémes 3D.

Par ailleurs, sur des structures de trés grande complexité tels que les aéronefs actuels,
des familles de piéces semblables sont utilisées massivement pour réaliser des assemblages
ou des fonctions structurelles. Le pré-calcul sous forme d’abaque numérique de solutions
générales, englobant toute les variantes de la famille de piéce et/ou de matériau et/ou
de chargements permet d’optimiser la structure plus efficacement en appelant le résultat
contenu dans ’abaque pré-calculée pour un certain nombre de piéces standards. Le chapitre

5 présente les premiers pas qui permettent de se diriger vers une telle approche.
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L’utilisation de ces nouvelles techniques peut également permettre une meilleure réac-
tivité dans I’étape d’optimisation et de dimensionnement local des composants, et ainsi
permettre de mieux guider les options de design plus en amont du projet de facon & obtenir
une solution finale plus optimale.

Par ailleurs, la méthode présentée ici permet d’effectuer des simulations sur des do-
maines de grande dimension & coiit nettement réduit par rapport aux méthodes classiques.
Ceci peut permettre d’augmenter la dimension des sous-structures qui sont optimisées en
paralléle, voire de s’attaquer & 'optimisation de la structure compléte. Ceci conduirait natu-
rellement & une solution globale de meilleur qualité, tout en évitant d’effectuer des boucles
sur les interfaces a cause du partitionnement pour effectuer I'optimisation (illustration sur
la figure 5.19).

‘@Q&‘s

EPR

|

\
optimisation

v
0 educti [ ]
LRRRBE | do modele "/

< optimisation > o T
optimisation W15

réduction abaque
—>

de modéle numérique

numérique

FIGURE 5.19 — Différentes sous structurations pour ’optimisation

Perspectives

La méthode présentée ici est prometteuse, surtout si elle peut étre intégrée de facon
non intrusive dans des codes de calcul commerciaux afin de profiter de leur optimisation &
résoudre des problémes linéaires. En effet, 1la plupart des logiciels de calculs sont “scripta-
bles”, on peut alors imaginer d’appeler le logiciel pour résoudre chaque probléme éléments
finis lors du point fixe.

Par ailleurs, la méthode de résolution 2D/1D permet de résoudre des problémes 3D
de dimension trés importante du fait de son faible impact mémoire et son cotit de calcul
restreint. Intégrer cette méthode dans une stratégie de résolution en décomposition de
domaines permettrait de résoudre des problémes de dimension encore supérieure, pouvant
atteindre 10° a 10'% de degrés de libertés.

L’extension de la méthode a la résolution de problémes non-linéaires et/ou multiphy-
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siques couplés, dans le cas paramétrique et non paramétrique constitue une perspective

intéressante qui se doit d’étre explorée.
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Développement des opérateurs pour
la séparation 1D /1D

La résolution du probléme en R défini en 1.2.3 conduit & développer 1’équation 1.32

* *
//<A-Tu7m-ru,x-su-su—i—A-rv-rv-suy-sv’y
Q

*
*Tu,x - Svy - Su + B “Tuz " Tv: SuSvy

+B-r)

+C'TZ'TU'Suyy'Su,y_i_c"r;'rv,:v‘su,y'sv
+C'7°:7x'7”u'sy'Su7y—|—C-7";’x-7“v7$-3U.Sv)dQ

N

:—Z//(A-wa-ufv,x-su-uZ—FA-T:-v;-sv,y-v;,y
e (25)

i i * i i
+B 1y Uy Suy Uy + By v Sy vy,

i

*

v

* ) 7 * 7
+C-ru-ux-su,y-uy’y+C-ru-vxw-su7y-vy

Y

+C
+//(7”Z'fdu,'8u'fduy + 73 fdoa 'Sv'fdvy>dQ
o

* i i x i i
-rv,x-ux-sv-uy7y+C-rv7x-vx7x-sU-v>dQ

+ / (s Pawe - 5 Fag, + 75 Fay, 50+ Fa,, )dT,
di1Q2

L’ensemble des intégrales en S peuvent étre calculées car la fonction S est connue. On
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obtient :
oy - /(7’5m Tug)dr 4 ag- /(r; - 1ry)da
Qq Qg
+as - /(’I“; Ty z)de + ay - /(’I“ZJ - 1y)dx
Qg Qq
+a - /(rz -1y )da + g - /(rz Ty )da
Qq Qg
+o - /(r;x <1y )dx +ag - /(r;x Tyz)da
Qg Qq
=3B i uide 45 [0
i=1
O Qs (26)
R (AT ER R [CARTOLE
Qz Qg

5L / (rhoub)de / (vt y)da

+85 - / (rhe - ul)da +5§ / (T;’x'v;’x)d@

Qy Qz
- [ dadde 4 02 fa)de
Qq Qz
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Qy Qy

Qg = /(Sv,y " A syy)dy 55 = /(Suy A v;y)dy
Qy Qy

a3 = /(sv y B Su)dy fli = /(Smy -B- u;/)dy
Qy Qy

Q4 = /(Su B - s, y)dy 5121 = /(SU B v;,y)dy
Qy Qy

Qas /(Su y O suy)dy 5% /(Su,y ¢ u;y)dy
. o (27)

Qg = /(suy C Sv)dy B(ZS = /(suy C Uy)dy
Qy Qy

oy = /(sv C - syy)dy % = /(sv -C- u; y)dy
Qy Qy

ag = /(sv C - sy)dy é = /(Sv -C- vé)dy
Qy Qy

n= [ bty Gi= [ (s Fa )y
Qy d1€y

= /(sv fa,,)dy 0y = / (50 - Fy,,)dy
Qy d1€Qy

Il reste & résoudre le probléme 1D en R par la méthode des éléments finis.
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Pour la résolution du probléme en S, on développe 1’équation 1.34 sous la forme :

ag - /(SZ : Su)dy +ag- /(Szy : Sv,y)dy

Q, Qy
+as - /(s;,y - 8y)dy + oy - /(sz - Spy)dy
Qy Qy
+as - /(32731 “Sug)dy  + g /(SZ,y - 8y)dy
Qy Qy
+ar - /(s; “ Suy)dy + ag - /(s: - 8p)dy
Q Q,
(- [eia A [
o b (28)
+8 [y udy 48 [0,
Qy Qy
48 [y a8 [y ey
Qy Qy
TN (R TR B (EA )
Q Q,
+71 / (53 fa,)dy — +92- / (55 fdu,)dy
Qy Qy

+61 - / (sy - Fa,,)dy  +0d2- / (s5 - Fy,,)dy,
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A (29)

g = /(ru ryz)de  fg = /(ru . v;7$)dx
Qe Qz

oy = /(’I“U,x - ry)dz ﬂ% = /(’I“U,x ve)dx
Qu Qu

ag = /(TWC T,z )dx ﬁg = /(TWC Uy )d
Qe Qz

n= [ fadde = [ (s Fuds
Qm dlﬂz

M= /(Sv fa,.)dz 62 = / (sv - Fu,,)dx
Qe d19Qs

De la méme fagon que pour résoudre le probléme en R, on résout ici le probléme 1D en

S par la méthode des éléments finis.
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Développement des opérateurs pour
la séparation 2D /1D

Cette annexe présente les détails de la résolution des problémes mécaniques 3D en

variables d’espace séparées en utilisant la méthode PGD.

La stratégie d’enrichissement de la solution est la suivante : on cherche & enrichir la
solution contenant déja N modes avec un (N + 1)%me,

Les conditions de Diriclet sont satisfaites par le premier mode imposé par la méthode
décrite en 2.2.5.2. Les modes suivants sont cherchés pour un probléme homogéne sur la

frontiére 9o€).

Considérons la formulation faible définie par ’équation 2.24 dans la partie 2.2.1. Pour
la résolution de ce probléme non-linéaire en R et S, la stratégie adoptée est de résoudre
alternativement les problémes en R et S par une méthode de point fixe, jusqu’a convergence

(voir chapitre 1).

Le développement de I’équation 2.24 compte plus ou moins de termes selon le remplis-
sage du tenseur des coefficients élastiques 2.16. Considérons le remplissage correspondant
a un matériau monoclinique. Dans ce cas, le développement de I’équation 2.24 compte 41
termes (21 dans le cas d’un matériau isotrope ou orthotrope dont les directions principales

sont les directions du repére du calcul).

Pour la résolution, on suppose S connue, et on cherche & déterminer R. Pour la premiére
itération on initialise donc S & une valeur quelconque. Pour les itérations suivantes, on utilise

la valeur calculée au pas précédent.

La fonction test (2.23) devient alors :

u*(z,y,2) = R*(z,y) 0o S(2). (30)

En substituant dans I’équation 2.24 I’ensemble des expressions détaillées des différents

termes, on obtient I’équation suivante :
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Tz Su K11K12K13 0 0 Kig\ [Tuz Su
oy S K19K99Ka3 0 0 Kog || ruy Sw
/// T “Sw,z K13K93K33 0 0 K36 || 7w Sw,- 40
3 T:u,y'sw +ry v,z 0 0 0 KuKy5 0 TwySw TTy “Suz
TwaSw Ty Suz 0 0 0 Ky5Ks5 0 TweSw +Tu Su,z
Ty Sv Ty Su Ki6K26K36 0 0 Ko/ \Tv,z v +TuySu

/// K s(uN))dQ
/// R*0S) fd dQ+// *08) Fd)r (31)

La formulation faible sous forme développée s’écrit :

/// (rz,x'su'Kll'ru,m'su + 7 * Sy 'K12'ru,x'3u + TZU Sw Z'K13 Tu,z * Su
Q

+7a1:,x * Su 'K12' rv,y * Sy + r;7$ m 'K16'ru,y * Sy + rz,y Su K16 ru,a: Su
+ T:,m * Sy 'K16'Tu,m © Sy T+ TZ@ m 'K13'Tw *Sw,z + TZ@ Su K16 Tv,x * Sv
+ TZJ/ D) 'KQZ' Tvy * Sv + 70;; Sw,z'KQ?)' Tvy * Sv + TZJ/ Sy 'K26' Tuy * Su
+ T:JJ * Sy 'K23'Tw *Sw,z + T‘Z;y *Su 'K26' Tvy * Sv + T;,;p * Sy 'K26' Tv,y * Sv
+ TZJ/ * Sy 'K26' Tv,x * Sv + 70;; Sw,z'K36'ru,y © Sy + 70;; . Sw,z'KS?)'rw *Sw,z
+T; : Sw,z'K36' Tyz Sy + T‘Z;y Sy K367y - Sw,z T T;,;p Sy K36 Ty - Sw,z
+ 7“: * Su,z 'K45' Ty * Su,z + T:U7y . Sw'K45' Tu * Su,z + T; * Su,z 'K44' Ty * Su,z
+T:U,y Sy Kgg Ty - Su,z + TZ Su,z 'K45' Ty * Su,z + T;@ : Sw'K45' Ty * Su,z
+ 7“: * Su,z 'K44'7aw,y I T:U7y : Sw'K44'rw,y © Sy + T; * Su,z 'K45'Tw,y * Sw
+ T: * Su,z 'K45'Tw,m “Sw T+ T:U,g; : Sw'K45'Tw,y CSw T+ T;g : Sw'K45'Tw,:v s Sw
+7GZ *Su,z 'K55' Tu * Su,z + 70;;,3; : Sw'K55' Tu * Su,z + T; * Su,z 'K55'rw,x * Sw
+T;7m “Sw K55 Twa Sw + T‘Z;y “Su K66 Tuy - Su + T;,;p “ Sy K6 Tuy * Su
+70y SuKee TozSe T4 SuKee o+ Sy >dQ

I
|
S—
Q
N
o
=)
(@]
R
~
o
c
=
=
o,
3

Pour rendre les équations plus compactes, le terme général du développement sera écrit :
/// (Tziyai " S¢,Bi sznz “Tdi v 'Sdi,5i)dQ’ (33)
Q

ou les indices ¢;, d;, m;, n;, «;, Bi, Vi, 0; sont tels que :
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¢ €lu,v,w]

d;  €lu,v,w]

o €D, x,y]

Bi €l@,7] (34)
Vi €2,y

6 €[o,7]

m; €[1,2,3,4,5,6]

ni  €[1,2,3,4,5,6].

On obtient alors :

/Q// (iﬂmi Seibi - Kmini Tdi - Sdi,5¢>dQ
- /// <€(R* °8):K: €(uN))dQ
[ (0 esimjans [ (o csimgar

020

Le développement du membre de droite se fait exactement de la méme fagon. On obtient

alors :

41
/// (Z r:uai “Sei8; Kming ~ Ty - Sdi,&)dQ
Q =1
T Z /// 617041 Scivﬁi ’ sznz : dfxy,%; ' dfzﬁi)dQ

/// c Syt fduzy fduz—i_r SU.fd'uzy.fdvz—i_r;.sw.fdwzy.fdwz>dQ

// “Su - quacy quz + T “ Sy dexy : dez + T:U *Sw e Fdwxy : Fdwz>dr’ (36)
0282

enfin, aprés séparation des intégrales, le probléme en R & résoudre est le suivant :
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41
Z// (T:i,ai 'rdi,%‘)dQl‘y ’ / (sciﬁi Kmmz '3d¢,5i)dQZ
=1 Qay Q.
N 41
== Z Z // (T;,ai -dfwm)dey ’ / (Scivﬁi Komin, - dfz75i)dQZ
p=li=1¢" O,
+ // (T; . fduzy)dQJ;y . / (Su . fduz)dQZ
sz Qz
+ // (T; : fdwy)dQ:vy : / (Sv : fdvz)dﬂz
Qey Q.
+ // (T; . fdwzy)dQJ;y . / (Sw . fdwz)sz
sz Qz
+ / (s Fayyy,)dlay - / (su- Fy,,)dT.
82995_@ 82Qz
+ / (5 Fay,,)dlsy - / (50 - Fy,,)dT;
8gﬂmy 82Qz

+ / (T:U-dey)dl“w- / (5w - Fy,.)dl. (37)

82 sz 82 Qz

La résolution numérique de ce probléme par la méthode des éléments finis 2D permet
de trouver le vecteur d’inconnues nodales R.

Ensuite, le probléme en S doit étre résolu. Pour celd, la fonction R est fixée a la valeur
précédement calculée, et la fonction test (2.23) devient alors :

u*(z,y,2) = R(z,y) o S*(2). (38)

Le probléme 1D a résoudre par la méthode des éléments finis s’obtient de fagon similaire

a celle présentée pour le probléme en R. On obtient la formulation faible suivante pour le
probléme en S :
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41
Z // (T%Oéi 'Tdim)dey : / (sziyﬁi “Kin, 'Sdiﬁi)dQZ

i:lgzy Q.
N 41
=5 [ Cevn ) [ (st Koo, )
p=1 i:1Qxy Q.
N / / (ru - fans, ) Ay - / (5% - fu.)dOL
sz Qz
+// (Tv'fdwy)dﬂry'/(Sz‘fdvz)sz
Oy Q.
+ / / (ru - fa,, )y / (5% - fu,.)dOL
sz Qz
[ b Fa)dty [ R
8gﬂmy 8292
+ / (rU-dey)dFW- / (s} - Fy,,)dT;
8gﬂxy 8292
+ / (rw  Fipy,)dlay - / (3, - Fg,.)dl. (39)
02y 0202

Une fois la solution du probléme en S trouvée, on calcule & nouveau la valeur de R avec
la valeur de S actualisée et ainsi de suite. La figure 1.3 résume le schéma d’enrichissement
décrit ci-dessus.

Une fois la convergence atteinte, selon les critéres définis dans la partie 1.2.3, le nouveau

mode est ajouté & la solution :

uny1(z,y,2) = uy(z,y, 2) + Ry(z,y) o Sy (2).
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Détail des modes sur un probléme de

plaque

Cette annexe est dédiée a la représentation des modes pour le probléme de plaque défini

dans la partie 2.3. Les 10 premiers modes de la solution sont représentés ci-aprés.

Uxy Vxy Wxy
<o o0 - "
- HH
3 T
i T
> o > o > i o
- T
- T
s 4 HHHH
X x
Uz Vz Wz
Uz Vz Wz

F1GURE 20 — Mode 3

Uxy Vxy
X X
Uz vz Wz
N ~N ~
JZ ° ' h - \;Z ” ' N ” V\;Z

F1GURE 21 — Mode 4
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Wxy
> > >
X X
Uz Vz Wz
~ N N
UnZ - ' h - VOZ - ' ° - V\;Z
FIGURE 22 — Mode 5
Vxy ‘ o Wxy
> >
XUZ Vz Wz
~ N N
UnZ - ' h - VOZ - ' ° - V\;Z
FIGURE 23 — Mode 6
Uxy 0 Vxy o Wxy
> > >
X X X
Uz Vz Wz
~ N N
UnZ - ' h - VOZ - ' ° - V\;Z

FIGURE 24 — Mode 7
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Wxy

Vxy

Wz

Vz

Uxy

Uz

FIGURE 25 — Mode &

Wxy

Wz

Vz

Uxy

Uz

FIGURE 26 — Mode 9

Wxy

Wz

Vxy

Vz

Uxy

Uz

FIGURE 27 — Mode 10
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Jacobien et son inverse pour un
probléme défini sur une coque

discrétisée

La transformation Fy définit le passage de la base (2/,y’,2’) a la base paramétrique
(&,1,¢). Le prisme parent est un élément volumique obtenu par le produit tensoriel d’un

triangle et d’un élément 1D (défini figure 28).

La transformation des coordonnées est la suivante :

=Ny M- -x1+ No-My-x9+ N3-My-x3+ Ny My x4+ No-Ms-x5+ N3-Ms- x4
y=Ni-My-y1+No-My-yo+ Nz-My-y3+ Ny -My-ys+ No- My -ys+ N3- M- ys
z2=Ny-My-2z1+ Ny -My-2zg+N3-My-23+N1-My-2z4+ No-Ms-z5+ N3- My -z,
(40)
ou (z1,y1,21), (x2,y2,22), (x3,Y3,23), (T4,y4,24), (5,95, 25), (T6, Y6, 26) représentent les
coordonnées des nceuds du pentaédre dans la base (2/,y’, 2’). Les fonctions M; (i € [1 : 3])
et N; (i € [1:2]) sont les fonctions d’interpolations respectivement pour les coordonnées
(&,m) et ¢. Par définition, les deux faces triangulaires sont paralleles au plan défini par

(xlayl)v donc z1 = 29 = 23 = zZy et 24 = 25 = 26 = 2..

L’expression du jacobien de Fy est la suivante :

=lo oy ac |~
9z 0z 0z Jo
9 oy  oC
ou la partie “plane” Jpjan s’écrit :
9z Oz
Jplan = 25 gz =J, My +J.- M, (42)
9 an

la partie J; ne dépend plus de ¢ aprés dérivation :

oz
_[ac) _ f1(fﬂ7)>
n=(§)- (i w
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3
o~

n
-1
Ny
n
1&
0 3
No
n
1 ‘
0 3
n
1

N3
A

FI1GURE 28 — Représentation de 1’élément parent ainsi que des fonctions de formes éléments
finis

la partie Jo s’annule car 21 = 20 = 23 =2, et 24 = 25 = 26 = 2. :
9z ANy 9Ny ONz\ [*1 ONL 9Ny 9Ng\ [*4 0
T_ |3\ _ [ oe o To¢ ] o€ O O¢ ) _
Jo=1o: ) = (av ave om | [2 MHlan, on on | |2%] M=1{,]
on on on on 23 on on on

enfin,

z2=(N1+ Na+ N3)- -z M+ (N1 +No+ N3) -z - My=zy - My + 2z - Mo, (45)

d’ou :
J= = (46)
2
En résumé, le jacobien s’exprime aisément sous forme séparée :
9z Oz Oz
o9& oOn  OC
J=|% 9y 9dy| —
o0& on  OC
dz 0z 0z
o0&  on  OC
;0 ;0 00 filgn)
+ -
0] M + 0| Ma+ (0 O fo&m) [ (47)
0 0O 0 0O 0 0 %

L’inverse du jacobien doit étre calculé afin d’évaluer les gradients de u dans la base
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cartésienne. L’inverse du jacobien peut étre calculé de deux maniéres : soit le jacobien est

évalué partout, et sa représentation séparée est calculée & I'aide d’un Décomposition en

Valeurs Singuliéres (SVD) [Drmac et Veselic, 2008a,b] (voir .1.2.2), soit 'on se place dans

le cadre d’une structure dont la courbure et 1’épaisseur sont faibles. A ce moment, 'inverse

du jacobien peut étre approché en effectuant un développement limité.

Si I’épaisseur et la courbure sont faibles, alors les faces supérieures et inférieures du

pentaédre extrait de la coque sont trés similaires. On peut alors écrire :

J+ = Jmoyen +e4,

et :
J. = Jmoyen +e..
Alors :
P 0 0
moyen €4 E.
J= f2(§’77) + 0 M1+ 0 'MQ,
00 == 000 000

a lordre 0, 'inverse du jacobien s’exprime alors :
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Bases de géométrie différentielle

Cette annexe est consacrée au développement des outils de géométrie différentielle. Les
différentes bases seront tout d’abord définies, et une représentation séparée de F{l sera
explicitée. Ensuite, les trois formes fondamentales seront présentées, utiles pour définir
I’élément de volume élémentaire df2, ainsi que I’élément de surface dI' sous une forme

séparée nécessaires a l'intégration des opérateurs définis dans le chapitre 4.

.1 Différentes bases

.1.1 Bases de la surface moyenne

Considérons le tenseur Fg contenant les composantes Cartésiennes des vecteurs de la

base covariante :

Foz(al ag n>. (52)

La base contravariante est définie par la relation :

Fo ! = <a1 a2 n) . (53)

Les vecteurs de la base contravariante vérifient la relation FoFg ' = 1, ou 1 est la

matrice identité de taille 3. On en déduit immeédiatement que a; - al = ag-a? = 1 et

a;-aZ2=ap-al =0.

Par définition, les vecteurs de la base covariante et les vecteurs de la base contravariante
sont orthogonaux entre eux. Les figures 29 et 30 représentent respectivement les bases
covariantes et contravariantes sur un quart de tore, dont le paramétrage présente un angle
d’hélice afin de bien mettre en valeur 'orthogonalité des vecteurs de la base contravariante

avec ceux de la base covariante.
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FIGURE 29 — Représentation de la base covariante sur un quart de tore

FI1GURE 30 — Représentation de la base contravariante sur un quart de tore

La base locale orthonormée (voir figure 31) est également utile pour définir certaines
quantités, comme par exemple 'orientation de la direction des renforts fibreux dans le
cas de matériaux composites. Cet aspect est détaillé dans la partie 4.5. La direction de
référence de la base locale orthonormée est choisie dans le plan tangent selon les critéres
que 'on souhaite. Considérons ici que le premier vecteur de la base orthonormeée locale est

colinéaire au vecteur aj.

Soit Q le tenseur contenant les vecteurs de la base locale orthonormeée :

Q= (tl to n), (54)
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selon la convention choisie, on aura alors :

ap

RN

t1 , (55)

et :
to=nAty. (56)

FIGURE 31 — Représentation de la base locale orthonormée sur un quart de tore

.1.2 Bases dans le volume

Un point quelconque du volume est défini de la sorte :
xnm (€, ¢) = xp(&,n) +(n(&n). (57)

Les vecteurs de la base covariante dans le volume s’écrivent :

a1< = Xpyg + (:1’175 = a1 + (:1’175, (58)
agc =Xpy+(n, =az+(n,. (59)

La représentation séparée de F¢ s’écrit alors :
F, = <a1¢ age n) = Fo + (Fhq, (60)

ou :
Fn = (n@ ny, O) 5 (61)

ou encore :

F¢=TFo(1 + (by), (62)
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avec :
al.n,g al.n777 0
b, = Fo 'F, = az.n,g a2.n7n 0. (63)
0 0 0

Les vecteurs de la base contravariante dans le volume sont donc les lignes du tenseur
ngl :

al, aly al,
-1
F.7 = a?, a2y a’, |. (64)

Ng Ny Ny

.1.2.1 Calcul de la représentation séparée de la base contravariante dans le

cas d’un produit courbure-épaisseur faible

La représentation de la base covariante sous la forme décrite par I’équation 62 permet
d’approcher I'inverse de F¢ par un développement limité dans le cas ou (b, est petit
devant 1.

Dans ce cas, la représentation séparée des vecteurs de la base contravariante s’écrit :
Fo ' = (1 —(by +(*bp?)Fo b (65)

Cette approche est typiquement utilisée dans le cadre des théories de coques.

De fagon a s’intégrer correctement dans le formalisme de représentation séparée utilisée

au chapitre 4, les vecteurs de la base contravariante sont exprimés de la maniére suivante :

N,
FC_l = Z Fconti(fa 77) o Fconti(C)7 (66)

i=1

oﬂNF<:3et:

1 11
Fcontl(C) - 1 1 1

1 11

67

- ¢ —¢ (67
Fcont2(<) = _C _C _C

- —¢ —¢

¢ ¢ ¢
Fcontg(g) - CQ C2 CQ

¢ ¢ ¢
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.1.2.2 Calcul de la représentation séparée de la base contravariante dans le

cas d’un produit courbure-épaisseur important

Dans le cas général, la courbure et I'épaisseur peuvent étre importantes, le produit
(bp n’est alors pas forcément petit devant 1. Dans ce cas, 'inverse de F¢ ne peut rai-
sonnablement pas étre approximé par un développement limité. Une alternative doit étre
trouvée.

L’exploitation de ’aspect discret de la méthode des éléments finis utilisée pour résoudre
le probléme permet d’évaluer les quantités F¢ aussi bien aux nceuds, qu’aux points d’inté-
gration des éléments.

Le tenseur F<_1 est alors calculé en tout point (nceuds ou points d’intégrations) et ses
composantes sont stockées dans des tableaux dont les lignes sont les coordonnées (£,7) et
les colonnes les coordonnées (. Ainsi il est aisé d’appliquer une Décomposition en Valeurs
Singulieres (SVD) | , ,b] ou une Décomposition en Valeurs Singuliéres
Tronquée (truncated SVD) sur ces matrices afin d’obtenir la représentation séparée des

composantes de F(l nécessaires a la résolution :

NFC

FC_l = Z Fconti(fa 77) o Fconti(C)a (68)
=1

ou N, est le nombre de termes nécessaires pour représenter correctement la quantité selon
la tolérance souhaitée.

Cette méthode d’évaluation systématique des composantes de Fcfl sur ’ensemble des
points et d’y appliquer ensuite une SVD garantie d’obtenir une représentation sous forme

séparée de F{l méme dans le cas de fortes épaisseurs et de courbures importantes.

.2  Formes fondamentales

.2.1 Formes fondamentales de la surface moyenne
.2.1.1 Premiére forme fondamentale et tenseur métrique

La définition de la surface par son équation paramétrique xp(&,n) permet d’exprimer

la longueur de ’arc élémentaire ds :

I = (ds)* = dxp -dxp
= (a1d§ + azdn).(a1d§ + azdn)

_ <d§ dn) a (ji) (69)

Le tenseur a est appelé tenseur métrique. Il s’écrit en fonction des vecteurs de la base

covariante de la facon suivante :

ai.a; ap.az ailp ai2
a= = . (70)
az.a; az.az alz2 a2
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FIGURE 32 — Champ métrique sur une portion de cylindre

25

05

F1GURE 33 — Champ métrique sur une portion de sphére

La métrique a, est alors définie par :
a = det(a). (71)
L’élément de surface dA s’écrit :
dA = a;d¢ Aagdn =|| a1 A ag || d&dmn. (72)
Pour rappel, le produit vectoriel posséde la propriété suivante :
a1 Aag [*=[ a1 [*]| a2 [|* —(a1-a2)* = anaiz — af; = det(a), (73)
on en déduit alors I’expression de 1’élément de surface dA en fonction de la métrique :

dA = /ad¢dmn. (74)

Les surfaces développables possédent une métrique constante sur tout l’espace (voir
figure 32), par contre toute surface dont la métrique varie en fonction du point n’est pas

développable (voir figure 33).

Nous verrons par la suite que les surfaces & double courbures posent certains problémes

pour la mise en forme des matériaux composites [Allaoui ef al., 2011].
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.2.1.2 Deuxiéme forme fondamentale et tenseur de courbure

La deuxiéme forme fondamentale est la dérivée partielle seconde de xp(&,n) projetée

sur la direction de la normale. Ceci s’écrit :

d
I = nd?xp = (d§ dn) b <d§> , (75)

ol b est le tenseur de courbure :
b— aie¢.n alm.n _ b11 blg . (76)
3275.11 agm.n b12 b22

En dérivant I'expression : n.dxp = 0, on obtient directement que dn.dxp+n.d*xp = 0.

Ceci permet d’exprimer la deuxiéme forme fondamentale /7 sous la forme :

II = —dn.dxp, (77)

b=- <2i> (al a2> . (78)

2

soit :

2

En utilisant la définition de la base contravariante, al-a; = a?-ap = l et al-as = a

b (;) __ (L%) (a1 a2) <Z:> , (79)

et enfin, la dérivée du vecteur normal n s’écrit :
1
n a
“l=-b(",]. (80)
n, a

On définit également b tel que (b est le tenseur de courbure covariant-covariant, b est

‘Al = 0,

on obtient :

le tenseur de courbure covariant-contravariant) :

— bl v?
by b3

et la courbure Gaussienne K :
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.2.1.3 Troisiéme forme fondamentale

La troisiéme forme fondamentale s’écrit :
d
1T = dn.dn = <d§ dn) c <d§> . (84)
n

En utilisant I’équation 80, c devient :

1
_ Dey _ AN —ba-l
c=(ne n,) (n,n> =b(a' a?) <a2> b =ba 'b. (85)
.2.2 Formes fondamentales dans le volume et métrique 3D

L’élément différentiel s’écrit au point M :

dxy = dxp + (dn + nd{ = a;¢d§ + azedn + nd(. (86)

La premiére forme fondamentale s’écrit, pour un point du volume :

dg
= (ds)? = dxp - dxpy = <d§ dn dg) ac | dy |, (87)
d¢
ou :
ajc.-ai¢c Ai¢-a2(¢ 0
ac = az¢.ai¢ az¢.ayxc 0f-. (88)
0 0 1
En utilisant les équations 69, 77, 84 et 57, on obtient :
ajc-ai¢c Ai¢-ax —a_ 2Cb + CQC‘ (89)
az¢.ai¢  Az¢-aAx
On note également :
a¢ = det(a;) = det(a — 2¢b + (?c). (90)
En utilisant ’expression 81, a; peut s’écrire sous la forme :
ac = a det(1 — 2¢b + ¢(*bb) = a (det(1 — 2¢b))*. (91)

L’utilisation de l’expression des courbures moyenne et Gaussienne (équation 83 et 82)

conduit & ’expression suivante :

oy 1—¢bp —Cbi o 2
det(1 2<b)_det<< o 1_@3))_1 2HC + K2 (92)

L’élément de surface dA. s’écrit alors :

dA¢ =|l azc Nage || dgdn = \/acd&dn, (93)
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et ’élément de volume df2 s’exprime :
dQ = (a1cdé A agedn).nd¢ = dAqdC. (94)
En utilisant ’expression 92, on obtient enfin :
dQ = Va(l — 2H¢ + K¢?)dédndc. (95)

L’élément de volume df2 est nécessaire pour effectuer I’ensemble des intégrales de vo-
lume, il doit s’exprimer sous forme séparée pour s’intégrer au formalisme du chapitre 4.

Son expression devient alors :

3
dQ = " (dvf, - dvf)dédndg, (96)
i=1
ou :
dvg,7 =./a dvé =1,
dvgn = —2\/aH dvg =, (97)

dvg’,7 =+ aK dvg’ = (2
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Algorithme de résolution, 11 espaces multi-dimensionnels, 78
anisotropie, 55 espaces paramétriques, 86

état de contrainte tridimensionnel, 37

base contravariante, 11 .
, 119 exothermie, 55

base covariante, 64, 119 extrusion, 22

base locale orthonormée, 120
fissure, 89
campagne de calcul, 86 flambage, 37

cas industriel, 88 fonction de forme, 28

cisaillement transverse, 41 force. 32

coefficients de dilatation thermique, 56 forces de surfaces. 25
)

coin de malle, 56 forces de volumes, 25

composites stratifiés, 67 frappage, 68
)

condition homogeéne, 35
contraintes planes, 4, 11 géométrie différentielle, 63

contraintes résiduelles, 55 .
Hadamard (produit), 6

convergence, 10
) hors plan, 33
coordonnées supplémentaires, 78 . o )
hypothése cinématique, 39

corniére, 56
- impact mémoire, 15, 19
décomposition en valeurs

isotrope, 26
singuliéres (SVD), 33

déformation, 65 matériau monoclinique, 26
déformation (2D), 4, 7 matériaux composites, 35
déformation (3D), 24, 26 membrane, 33

déformations planes, 4 méthode de la sécante, 57
déformée résiduelle, 91 méthode des éléments finis, 8
densité d’énergie de déformation, 28 métrique 3D, 126

deuxiéme forme fondamentale, 125 microstructure, 49

Dirichlet, 52 modeéle 2D, 4

Dirichlet, 7, 34 modeéle 3D, 37

discrétisation, 30 multi-paramétriques, 77

multiplicateur de Lagrange, 51
élastique (comportement), 4, 24

enrichissement, 7 Neumann, 32
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optimisation, 56

orthotrope, 26

panneau auto-raidi, 38
paramétres d’orientation, 82
pénalisation, 51

piéces nominales, 79

plaque trouée, 35

plaques, 22

point fixe, 9

poutres, 22

Premiére forme fondamentale, 123
produit tensoriel, 19, 21
profilé, 22

propagation, 89

raidisseur, 37, 45
raidisseur courbe, 49
représentation séparée (2D), 6

résidu, 10

sandwich, 50

simulations paramétriques, 86
solution multidimensionnelle, 78
stratifiés, 25

surface développable, 124
surface moyenne, 22

SVD, 123

taux de restitution d’énergie, 89
temps de calcul, 15, 19, 30
temps réel, 93

tenseur de courbure, 125
tenseur métrique, 123

théorie de plaque, 22, 38
thermodurcissable, 55
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Résumé

La plupart des produits d'ingénierie actuels, que ce soit
dans le domaine des transports (naval, aéronautique,
automobile, ...), de I'énergie (éolien, ...) ou du génie
civil, font massivement appel a des pieces de faible
épaisseur de formes variées : les plaques et les coques.
Les matériaux métalliques sont toujours trés utilisés,
bien que Il'utilisation des matériaux composites
augmente  fortement. La conception et le
dimensionnement des pieces métalliques et composites
nécessite par conséquent des outils de calculs adaptés
et performants.

L'approche retenue est d'effectuer des simulations
meécaniques 3D et d'utiliser la méthode de réduction de
modele PGD (Proper Generalized Decomposition) pour
résoudre le probléme en variables d'espace séparées.
Cette méthode consiste a chercher la solution sous la
forme d'une somme finie de produits de fonctions des
coordonnées de la surface moyenne et de fonctions de
la coordonnée de I'épaisseur. La résolution par la
méthode des éléments finis des problémes 2D (fonction
des coordonnées de la surface moyenne) et 1D
(fonction de la coordonnée de I'épaisseur) issus de la
séparation des variables permet de construire de fagon
itérative la solution 3D du probléeme avec une
complexité qui reste celle d'un probléeme 2D.

Des variables supplémentaires sont également ajoutées
en tant que coordonnées du probleme afin d'inclure
dans les simulations d'éventuelles incertitudes,
variabilités, des parameétres de conception ou des
paramétres du procédé d'élaboration. Ces simulations
multidimensionnelles fournissent donc des abaques
numeériques qui peuvent ensuite étre utilisées pour la
conception et |'optimisation.

Mots clés :

plaques, coques, matériaux composites, matériaux
métalliques, réduction de modéle, PGD (Proper
Generalized Decomposition), simulations 3D,
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Abstract

Nowadays, most of the engineering products for
transports (naval, aeronautical, automotive, ...), energy
(wind power, ...), and civil engineering widely uses parts
of small thickness: plates end shells. Metallic materials
are still very used although composite materials are
more and more used. The design and dimensioning of
metal and composite parts therefore requires adapted
and efficient simulation tools.

The here chosen approach is to perform 3D mechanical
simulations combined with a PGD (Proper Generalized
Decomposition) based model reduction method to solve
the problem in separated space variables. This method
consists in looking for the solution under the form of a
finite sum of products of functions involving the mean
surface's coordinates and functions involving the
coordinate of the thickness. The finite element method
is used to solve the 2D (based on the coordinates of the
mean surface) and 1D (depending on the thickness
coordinate) problems from the variables separation.
Thanks to this method, the 3D solution of the problem is
iteratively built, with a complexity that scales like the
complexity of a 2D problem.

Additional variables are added as coordinates of the
problem in order to include possible uncertainties,
variabilities, design parameters or process parameters
in the simulations. These multidimensional simulations
therefore provide numeric charts, which can then be
used for design and optimization.

Key Words:
plates, shells, composite materials, metallic
materials, model reduction, PGD (Proper
Generalized Decomposition), 3D simulations, finite
elements
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