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Introdu
tion

Les matériaux 
omposites, dont la faible masse est un atout, représentent une part de

plus en plus importante en masse dans la 
on
eption des aéronefs a
tuels, et plus généra-

lement dans les transports (transport naval, ferroviaire, aéronautique, ...) et le domaine de

l'énergie (éolienne, ...). Au sein des matériaux 
omposites, les matériaux strati�és 
omposés

de plis de matri
e thermoplastique ou thermodur
issable renfor
és par des �bres longues

(de verre ou de 
arbone) �gurent parmi les plus utilisés.

L'utilisation massive de 
es matériaux implique de nombreux 
hangements au niveau de

la 
haîne de 
on
eption des produits par rapport aux solutions métalliques, historiquement

plus largement déployées.

� Le nombre de variables de 
on
eption augmente très largement : en plus du tradi-

tionnel 
hoix du matériau, vient s'ajouter le 
hoix des orientations des plis, ainsi que

leur séquen
e d'empilement. De plus, pour la strati�
ation d'une piè
e 
onstituée de

plusieurs zones entre lesquelles l'empilement évolue, la 
omplexité de l'optimisation

de l'agen
ement des empilements entre eux 
ombinée à la re
her
he de la fa
ilité de

mise en ÷uvre 
omplique davantage le problème de la détermination de la solution

optimale, qui n'est de plus pas unique.

� Le 
omportement des matériaux est 
omplexe : l'état de 
ontrainte résiduel des piè
es

fabriquées dépend de nombreux fa
teurs dépendant des variables de 
on
eption, des

paramètres et des variabilités dans le pro
édé de fabri
ation. De plus, les mé
anismes

de dégradation et de vieillissement du matériau in�uen
ent ensuite fortement le 
om-

portement de la piè
e pendant ses di�érentes phases de vie.

Un autre 
hangement majeur indépendant de l'essor des matériaux 
omposites auquel

nous assistons est la né
essité de réduire le 
oût et le temps de 
on
eption des produits.

Pour 
ette raison, les nombreux essais sur prototypes de piè
es, assemblages, et même

produits 
omplets, extrêmement 
oûteux en temps, en argent et en matériel doivent être

rempla
és par des simulations numériques. Il s'agit don
 de 
onserver uniquement des

essais sur éprouvettes pour 
ara
tériser les matériaux, et e�e
tuer des simulations pour les

piè
es et les stru
tures. La stratégie de 
on
eption s'oriente vers le �virtual testing�. Par


onséquent, il est né
essaire de développer des outils de simulations performants et �ables

a�n de substituer les optimisations à base de simulations aux essais-erreur sur piè
es et

stru
tures réelles.

L'objet de 
ette thèse est de mettre en pla
e des stratégies de 
al
ul e�
a
es pour

répondre à 
ette né
essité.

Les piè
es 
omposites strati�ées se présentent dans la majorité des 
as sous forme de

i
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plaques, de 
oques ou d'assemblages de plaques et de 
oques. C'est d'autant plus vrai dans

le 
as de piè
es pour l'aéronautique. La �gure 1 illustre de façon extrêmement simpli�ée

mais néanmoins vrai 
et aspe
t.

Figure 1 � Stru
ture d'un avion simpli�ée à extrême : grande majorité de plaques et de


oques

L'obje
tif des travaux développés i
i est triple :

� être 
apable d'e�e
tuer des simulations pertinentes pour la fabri
ation et le dimen-

sionnement de plaques et de 
oques en matériaux 
omposites,

� proposer des outils de 
hoix des variables de 
on
eption et d'optimisation de 
es

piè
es,

� prendre en 
ompte les sour
es de variabilité du pro
édé pour en évaluer les 
onsé-

quen
es en termes de toléran
e géométrique et de résistan
e des piè
es.

Les phénomènes qui entrent en jeu lors de la mise en forme des piè
es 
omposites (à

matri
e thermoplastique ou thermodur
issable) sont su�samment 
onnus pour permettre

de simuler la fabri
ation de telles piè
es. L'obje
tif de 
e travail ne porte pas sur la modé-

lisation de 
es phénomènes, mais plut�t sur les moyens de les prendre en 
ompte de façon

e�
a
e. Cependant 
es phénomènes (prin
ipalement 
himiques, thermiques et mé
aniques)

interviennent lo
alement sur des stru
tures possédant des longueurs 
ara
téristiques d'ordre

de grandeur très di�érents pour des piè
es 
omme des plaques et des 
oques.

PSfrag repla
ements

É
helle des �bres

É
helle des plis

É
helle de la piè
e

Figure 2 � Di�érentes é
helles de modélisation

Pour prendre en 
ompte de façon pertinente les phénomènes qui interviennent lors de

la mise en forme, il faut utiliser une modélisation à l'é
helle adéquate.

La modélisation à l'é
helle des �bres (�gure 2) semble inenvisageable pour une piè
e

voire une stru
ture 
omplète pour des problèmes de puissan
e de 
al
ul. De plus, les va-
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riabilités sont extrêmement nombreuses à 
ette é
helle (distribution des �bres aléatoire,

présen
es de vides, ...).

La modélisation à l'é
helle de la stru
ture est trop grossière, 
ar la spé
i�
ité du 
ompor-

tement des matériaux 
omposites qui provient de l'asso
iation de plusieurs plis fortement

anisotropes orientés di�éremment se retrouve totalement masquée : les e�ets de 
ontraintes

internes inter-laminaires, essentielles pour déterminer les 
ontraintes et la déformation ré-

siduelle d'une piè
e sont indisponibles à 
ette é
helle.

Finalement, la modélisation à l'é
helle des plis semble idéale pour la 
on
eption de

piè
es 
omposites. Ave
 
ette appro
he, 
haque pli du strati�é est modélisé 
omme un

milieu 
ontinu, on a don
 a

ès à tous les 
hamps par plis ainsi que l'évolution de 
eux-
i

dans l'épaisseur même des plis.

Par ailleurs, nous souhaitons introduire des paramètres additionnels dans les simula-

tions pour prendre en 
onsidération di�érents paramètres de 
on
eptions ou des sour
es de

variabilités. Ce
i entraîne une augmentation de la dimension de l'espa
e solution, et dé�nit

ainsi 
e que l'on appelle une abaque numérique.

Méthodes numériques

L'obje
tif est d'e�e
tuer des simulations numériques sur des piè
es 
omposites de type

plaques ou 
oques. La littérature est très ri
he dans 
e domaine. Un état de l'art 
omplet

sur les méthodes de résolution des problèmes mé
aniques n'est pas envisagé i
i. Seules les

méthodes les plus largement utilisées sont mentionnées 
i-dessous.

Parmi les méthodes existantes, il existe :

� les appro
hes analytiques [Pagano, 1970, 1969; Timoshenko et Woinowsky-Krieger,

1959℄. Ces méthodes fournissent des solutions analytiques à des problèmes simples,

mais se limitent à des solutions pour des plaques re
tangulaires ou 
ir
ulaires. Elles

manquent de �exibilité et sont par 
onséquent inadaptées pour le 
al
ul de stru
ture.

� les méthodes numériques utilisant la méthode des éléments �nis 3D [Zienkiewi
z et al.,

2005; Ramtekkar, 2003℄. In
onvénient majeur : 
es méthodes sont très gourmandes

en ressour
es 
ar la 3D implique une explosion rapide du nombre de degrés de liberté

quand la taille du problème augmente.

� les méthodes numériques utilisant la méthode des éléments �nis 2D basés sur des

théories de plaques : ave
 ou sans 
isaillement, ave
 ou sans 
ontrainte normale :

Love-Kir
hho�, Reissner-Mindlin, Timoshenko, Woinowsky-Krieger [Timoshenko et

Woinowsky-Krieger, 1959; Hildebrand et al., 1949; Reissner, 1977, 1979℄... Les mé-

thodes basées sur les théories de plaques peuvent être a�nées dans le 
adre des

strati�és pour prendre en 
ompte l'e�et de l'empilement. Parmi 
elles-
i, on trouve

les méthodes zig-zag et leurs dérivées [Xiao et al., 2008; Carrera, 1996; Reddy, 2004;

O
hoa et Reddy, 1992; Pandit et al., 2008; Semedogar
ao et al., 2004; Umasree et

Bhaskar, 2006℄, sinus [Vidal et Polit, 2009℄, et autres méthodes multi
ou
hes : [Vi-

dal et Polit, 2009; Ugrimov, 2002℄. Ces solutions peuvent être enri
hies pour mieux

prendre en 
ompte les e�ets de bords ou autres singularités [Sheng, 2002; Vel, 2000;

Liew, 2003℄.
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Les méthodes basées sur des théories de plaques reposent généralement sur une hy-

pothèse sur le 
hamp de dépla
ement et/ou de 
ontrainte, 
elle-
i pouvant être plus

ou moins pertinente selon les 
as et l'empla
ement du point 
onsidéré sur la piè
e

(e�ets de bords, ...). De plus, si l'on souhaite enri
hir la solution pour 
apturer des

e�ets 3D dus à une singularité, il faut dé
ider à priori où les pla
er, 
e qui pénalise

la robustesse de la méthode.

Les di�
ultés majeures pour les méthodes 2D résident dans la di�
ulté d'assemblage

entre stru
tures, la représentation des e�ets lo
aux ainsi que la possibilité de représenter des

physiques ri
hes. Pour 
ela, nous avons 
hoisi une appro
he 3D : 
elle-
i est extrêmement

robuste du fait de l'absen
e d'hypothèses et d'enri
hissement à pla
er à priori. Les e�ets de

bords, singularités... sont automatiquement 
apturés 
ar le modèle est de type mé
anique

des milieux 
ontinus 3D.

Cependant, les modèles 3D sont très gourmands en temps de 
al
ul. Ainsi, nous uti-

liserons une méthode de rédu
tion de modèle : la séparation des variables d'espa
e et la

résolution par la méthode PGD (Proper Generalized De
omposition) [Ammar et al., 2006;

Chinesta et al., 2010℄.

Introdu
tion à la PGD (Proper Generalized De
omposition)

L'appro
he retenue est d'e�e
tuer des simulations 3D et d'utiliser la méthode de ré-

du
tion de modèle PGD (Proper Generalized De
omposition) [Ammar et al., 2006℄. Cette

méthode 
onsiste à 
her
her la solution du problème en l'exprimant sous la forme d'une

somme �nie de produits de fon
tions des di�érentes variables du problème.

Le 
as de géométries de type plaques est parti
ulièrement adapté pour une telle sépa-

ration de variables. En e�et, la majorité des plaques strati�ées sont d'épaisseur 
onstante :

l'empilement des plis est identique sur toute la surfa
e de la plaque.

Cette 
ara
téristique autorise don
 à 
her
her la solution sur la plaque sous la forme

d'une somme de produits de fon
tions du plan et de fon
tions de l'épaisseur. La solution

re
her
hée sera don
 de la forme : u(x, y, z) =
∑N

i=1 u
i
xy(x, y) ◦ ui

z(z) où ui
xy(x, y) est une

fon
tion ve
torielle dé�nie dans le plan (�gure 3), et ui
z(z) est une fon
tion ve
torielle

dé�nie dans l'épaisseur.

Figure 3 � Piè
e volumique et maillages 1D et 2D asso
iés

Une telle appro
he est intéressante, 
ar la solution 3D est obtenue en résolvant unique-

ment des problèmes 1D et 2D. Ce formalisme rappelle �nalement les théories des plaques

originelles (Love-Kir
hho�, Reissner-Mindlin), qui dé�nissent la solution 
omme le produit

d'une fon
tion du plan et d'une fon
tion de l'épaisseur, 
ette dernière étant 
hoisie à priori.
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En e�et 
es théories de plaques sont basées sur une hypothèse 
inématique de dépla
ement

linéaire dans l'épaisseur. L'avantage majeur de la rédu
tion de modèles en variables sépa-

rées, 
'est que la forme des fon
tions de (x, y) et de z n'est pas dé�nie à priori. Au
une

hypothèse 
inématique n'est don
 réalisée.

Les 
al
uls 3D réalisés en variables séparées présentent don
 une approximation supplé-

mentaire par rapport à de véritables 
al
uls 3D, 
ar leur solution est représentée par une

somme �nie de produits de fon
tions du plan et de l'épaisseur. L'espa
e des solutions de la

PGD est une proje
tion de l'espa
e des solutions éléments �nis 3D sur un sous-espa
e de

dimension inférieure.

Cependant, 
omme il sera montré dans 
e do
ument, la pré
ision de la solution 
al
ulée

par la méthode proposée est 
ontr�lée via 
ertains paramètres. Notons que l'espa
e des

solutions PGD tend vers l'espa
e des solutions éléments �nis 3D si le nombre de produits

de fon
tions tend vers le produit tensoriel des bases 
onsidérées dans 
haque dimension. En

pratique, sur un modèle dis
rétisé, la solution PGD tend assez rapidement vers la solution

éléments �nis 3D dis
rétisée de manière équivalente.

La te
hnique de la séparation des variables permet de réduire la dimensionnalité des

problèmes à résoudre. Des paramètres additionnels pourront don
 être ajoutés dans des

dimensions paramétriques sans faire exploser le 
oût de résolution du problème du fait de


ette représentation séparée. Ce
i a�n de 
onstruire des abaques numériques.

Organisation du do
ument

Pour des raisons de simpli
ité des notations et pour ne pas alourdir ex
essivement

les é
ritures, la méthode de résolution en variables d'espa
e séparées sera tout d'abord

expli
itée en détail pour des problèmes 2D, séparés en deux sous-problèmes 1D dans le


hapitre 1. À la suite d'une brève présentation des di�érentes manières de dé
omposer un

problème 3D, le 
hapitre 2 est 
onsa
ré à la résolution de problèmes 3D dé
omposés sous

la forme 2D/1D. L'ensemble des développements à propos des problèmes 3D, plus lourds

au niveau des notations, seront présentés en annexe 5.7.

Le 
hapitre 3 fournit quelques 
ompléments et te
hniques supplémentaires pour la ré-

solution de problèmes 3D sous la forme 2D/1D.

Dans le 
hapitre 5, le 
on
ept d'abaque numérique sera présenté, ainsi qu'une extension

de la méthode PGD permettant de 
onstruire 
es abaques 
ontenant une solution dé�nie

dans un espa
e spatio-paramétrique de dimension élevée.

La méthode de séparation des variables plan/hors plan sera en�n étendue au 
as des

piè
es de type 
oques dans le 
hapitre 4, avant de présenter les 
on
lusions et perspe
tives

ouvertes par les travaux présentés dans 
e manus
rit.
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Chapitre 1

Résolution de problèmes mé
aniques

2D ave
 la méthode PGD en

variables d'espa
e séparées
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2 CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DE PROBLÈMES 2D

Dans 
ette partie, nous étudierons 
omment résoudre un problème d'élasti
ité plane en

utilisant une méthode de résolution de type PGD, basée sur la séparation des variables

d'espa
e. Les détails de la méthode sont présentés i
i de façon à introduire le 
on
ept de

la séparation des variables d'espa
e sur les 
as les plus simples.

Nous verrons don
 dans 
e 
hapitre 
omment résoudre un problème 2D en espa
e (x, y)

sous forme d'une su

ession de problèmes 1D suivant 
haque 
oordonnée. Le problème 2D

en espa
e sera dé
rit par le produit tensoriel de deux problèmes 1D. Le problème 2D sera

don
 dé
omposé en 1D/1D.

La formulation du problème de mé
anique sera tout d'abord présentée, elle sera suivie

de l'introdu
tion de la séparation des variables d'espa
e dans la stru
ture du problème.

Une méthode de résolution adaptée au problème en variables séparées sera ensuite dé
rite,


elle-
i est basée sur l'utilisation de la PGD. En�n, les résultats seront présentés ainsi

qu'une analyse de la 
onvergen
e et de la pré
ision de la méthode, avant de 
on
lure sur

les appli
ations et les limites de la méthode présentée pré
édemment.



1.1. CONTEXTE 3

1.1 Contexte

Le 
adre général est 
elui de la mé
anique des milieux 
ontinus, plus pré
isément de

la mé
anique des solides. Au sein de la mé
anique des solides déformables, on se pla
e i
i

dans le 
adre de l'élasti
ité linéaire isotherme [Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959℄.

La résolution de problèmes mé
aniques est basée sur la résolution de l'équation d'équi-

libre 1.1. La résolution de problèmes d'élasti
ité peut se faire de façon numérique ou analy-

tique [Pagano, 1970℄. La résolution analytique est réservé à des problèmes dont la géométrie

est très simple. La résolution numérique permet de résoudre des problèmes plus 
omplexes,

mais peut né
essiter de faire un 
ertain nombre d'hypothèses selon le type et la spé
i�
ité

de la stru
ture 
onsidérée (poutres, plaques, piè
es axisymétriques, piè
es massives).

Parmi les te
hniques de résolution numérique adaptées à la résolution de problèmes

mé
aniques, �gure la méthode des éléments �nis (MEF) [Zienkiewi
z et al., 2005℄. L'en-

semble des travaux présentés dans 
ette thèse se pla
e dans le 
ontexte de l'utilisation de

la méthode des éléments �nis pour la résolution de problèmes d'élasti
ité. Les bases de

la méthode des éléments �nis seront don
 
onsidérées 
omme a
quises et ne seront pas

expli
itées dans 
e do
ument.

1.2 Résolution d'un problème 2D en variables d'espa
e sépa-

rées

1.2.1 Formulation du problème

Considérons un domaine plan Ω (�gure 1.1), tel que (x, y) ∈ Ω. La résolution d'un

problème plan en mé
anique 
onsiste à trouver u(x, y) véri�ant l'équation d'équilibre :

∇ · σ(u(x, y)) + fd(x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω, (1.1)

et satisfaisant les 
onditions aux limites :

σ(u(x, y)) · n(x, y)= Fd(x, y), ∀(x, y) ∈ ∂2Ω,

u(x, y)= Ud(x, y), ∀(x, y) ∈ ∂1Ω,
(1.2)

où n(x, y) est la normale au 
ontour ∂2Ω dirigée vers l'extérieur, et σ est le tenseur des


ontraintes.

Ω
∂2Ω

∂1Ω

Ud
Fd

fd

Figure 1.1 � Présentation du problème à résoudre
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On se donne la loi de 
omportement élastique :

σ = K̃ : ε, (1.3)

où K̃ est le tenseur d'élasti
ité et ε est la déformation linéarisée dé�nie par :

ε =
1

2
(∇u+ (∇u)T ). (1.4)

Dans la suite, pour simpli�er l'é
riture des équations, les notations de Voigt seront

préférées. La relation de 
omportement 1.3 s'é
rit don
 
omme suit :






σxx

σyy

σxy




 = K ·






εxx

εyy

2.εxy




 , (1.5)

K sera alors le tenseur d'élasti
ité généralisé (d'ordre 2).

Dans 
ette partie essentiellement destinée à présenter la méthode de façon la plus simple

possible, le matériau sera 
onsidéré homogène et isotrope. Le tenseur d'élasti
ité K ne

dépend don
 pas de l'espa
e.

La résolution d'un problème mé
anique 2D 
onduit à faire une hypothèse sur la 
iné-

matique ou la statique :

� dans le 
as de l'hypothèse de 
ontraintes planes, on obtient :

K =
E

(1− ν2)






1 ν 0

ν 1 0

0 0 (1−ν)
2




 (1.6)

� dans le 
as de l'hypothèse de déformations planes, on obtient :

K =
E

(1 + ν)(1− 2ν)






1− ν ν 0

ν 1− ν 0

0 0 (1−2ν)
2




 (1.7)

où E et ν sont respe
tivement le module de Young et le 
oe�
ient de Poisson du matériau


onsidéré.

Pour 
onserver la généralité sans alourdir les notations, nous utiliserons dans la suite

la notation générale suivante :

K =






A B 0

B A 0

0 0 C




 (1.8)

L'équation 1.1 n'est pas adaptée pour la résolution par éléments �nis, nous utiliserons

don
 la formulation faible asso
iée. Celle-
i est obtenue de façon usuelle en intégrant par
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parties l'équation :

∫∫

Ω

u⋆ ·
(
∇ · σ(u(x, y)) + fd(x, y)

)
dΩ = 0, ∀(x, y) ∈ Ω, (1.9)

Après utilisation du théorème de la divergen
e et des propriétés de symétries des tenseurs,

la formulation faible asso
iée à l'équation d'équilibre 1.1 est immédiatement déduite :

∫∫

Ω

(ε(u⋆) ·K · ε(u))dΩ =

∫∫

Ω

(u⋆ · fd)dΩ +

∫

∂2Ω

(u⋆ · Fd)dΓ, ∀u⋆ ∈ U⋆. (1.10)

On re
onnaît i
i l'expression du prin
ipe des travaux virtuels, où le membre de gau
he

représente le travail virtuel des e�orts intérieurs et le membre de droite représente le travail

virtuel des e�orts extérieurs.

1.2.2 Séparation des variables d'espa
e

La résolution en variables séparées à l'aide de la PGD [Ammar et al., 2007℄ 
onduit

à exprimer l'ensemble des grandeurs du modèle sous la forme de sommes de produits de

fon
tions des variables que l'on a 
hoisi de séparer. Dans le 
as 2D, les variables sont les


oordonnées spatiales x et y. Le domaine de résolution Ω sera don
 le re
tangle de dimension

L×H : Ω = [0 : L]× [0 : H] (voir �gure 1.2).

PSfrag repla
ements Ω

∂1Ω

∂2Ω

Figure 1.2 � Domaine de résolution en variables d'espa
e séparées 1D/1D

On exprime les domaines sous forme de produits tensoriels :

Ω = Ωx ⊗Ωy (1.11)

∂1Ω = ∂1Ωx ⊗ ∂1Ωy (1.12)

∂2Ω = ∂2Ωx ⊗ ∂2Ωy (1.13)

ainsi que les éléments de surfa
iques et linéiques élémentaires :

dΩ = dΩx ⊗ dΩy (1.14)

dΓ = dΓx ⊗ dΓy (1.15)
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On exprimera alors u sous la forme séparée en x et y de la façon suivante :

u(x, y) =

(

u(x, y)

v(x, y)

)

≈
N∑

i=1

(

uix(x) · uiy(y)
vix(x) · viy(y)

)

=
N∑

i=1

ui
x(x) ◦ ui

y(y), (1.16)

où

1

:

ui
x(x) = ui

x =

(

uix(x)

vix(x)

)

=

(

uix

vix

)

ui
y(y) = ui

y =

(

uiy(y)

viy(y)

)

=

(

uiy

viy

)

Il est également né
essaire de disposer d'une représentation séparée pour l'ensemble des

grandeurs du modèle :

� Les for
es surfa
iques :

fd(x, y) =

(

fdu(x, y)

fdv(x, y)

)

≈
Nfd∑

i=1

(

f i
dux

(x) · f i
duy

(y)

f i
dvx

(x) · f i
dvy

(y)

)

. (1.17)

A�n de ne pas sur
harger l'ensemble des développements, nous supposerons dans la

suite que les for
es de volumiques (surfa
iques dans le 
as 2D) et les for
es surfa
iques

(linéiques dans le 
as 2D) s'expriment sous la forme d'un unique produit de fon
tions

de x et y. On se donne don
 la représentation suivante :

fd(x, y) =

(

fdux · fduy
fdvx · fdvy

)

= fdx(x) ◦ fdy(y) = fdx ◦ fdy, (1.18)

� Les for
es linéiques :

Fd(x, y) =

(

Fdu(x, y)

Fdv(x, y)

)

≈
NFd∑

i=1

(

F i
dux

(x) · F i
duy

(y)

F i
dvx

(x) · F i
dvy

(y)

)

. (1.19)

On suppose également, sans perte de généralité, que les for
es linéiques peuvent être

séparées en un seul mode :

Fd(x, y) =

(

Fdux · Fduy

Fdvx · Fdvy

)

= Fdx(x) ◦ Fdy(y) = Fdx ◦Fdy. (1.20)

� Les 
oe�
ients matériau :

Dans le 
as où K dépend de l'espa
e, il doit être exprimé sous forme de produits de

fon
tions de x et y :

K(x, y) ≈
NK∑

i=1

K
i(x) ◦Ki(y) (1.21)

Il est fa
ile de trouver les fon
tions K
i(x) et Ki(y) pour des 
as simples. Dans le 
as

d'une dépendan
e plus 
omplexe des 
oe�
ients matériau par rapport à l'espa
e, il

1. Le symbole ◦ représente le produit d'Hadamard ou produit 
omposante par 
omposante. Il sera utilisé

de façon usuelle par la suite.
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sera né
essaire d'e�e
tuer une dé
omposition 
ompatible ave
 le formalisme de repré-

sentation séparée. Sur le modèle dis
rétisé, une Dé
omposition en Valeurs Singulières

(SVD) [Drma£ et Veseli¢, 2008a,b℄ de K(x, y) est possible.

Dans la suite, nous supposerons que K ne dépend pas de l'espa
e. On a alors K(x, y) =

Kx ◦ Ky = K. Puisqu'il ne dépend pas de l'espa
e, il sera alors possible de sortir le


oe�
ient K des intégrales sur les 
oordonnées spatiales.

La propagation du formalisme de représentation séparée dans l'é
riture du dépla
ement


onduit à l'expression de la déformation linéarisée sous forme séparée ε suivante :

ε(u(x, y)) =
N∑

i=1






uix,x · uiy
vix · viy,y
uix · uiy,y + vix,x · viy




. (1.22)

La résolution d'un problème en variables séparées à l'aide de la méthode PGD 
onsiste

à 
her
her de façon itérative les 
ouples de produits de fon
tions (modes) représentant la

solution (voir l'équation 1.16) [Ammar et al., 2006℄.

La méthode d'enri
hissement d'un mode supplémentaire est la suivante : on 
onsidère

que l'on 
onnaît déjà les N premiers produits de fon
tions, et l'on 
her
he le (N + 1)e.

uN (x, y) satisfait les 
onditions de Diri
hlet. Le nouveau mode R ◦ S est don
 un

enri
hissement du problème ave
 des 
onditions de Diri
hlet homogènes sur ∂1Ω.

On a alors :

uN+1(x, y) =
N∑

i=1

(

uix(x) · uiy(y)
vix(x) · viy(y)

)

︸ ︷︷ ︸

uN (x,y)

+

(

ru(x) · su(y)
rv(x) · sv(y)

)

, (1.23)

soit, en é
riture plus 
ompa
te :

uN+1(x, y) = uN (x, y) +R(x) ◦ S(y) (1.24)

Où :

R(x) = R =

(

ru(x)

rv(x)

)

=

(

ru

rv

)

,

S(y) = S =

(

su(y)

sv(y)

)

=

(

su

sv

)

.

Compte tenu de la linéarité du problème, on é
rit la déformation de la façon suivante :

ε(uN+1(x, y)) = ε(uN (x, y)) + ε(R(x) ◦ S(y)) (1.25)

ave
 :

ε(R(x) ◦ S(y)) =






ru,x · su
rv · sv,y
ru · su,y+rv,x · sv




. (1.26)
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On introduit également le 
hamp test suivant :

u⋆(x, y) =

(

r⋆u(x) · su(y) + ru(x) · s⋆u(y)
r⋆v(x) · sv(y) + rv(x) · s⋆v(y)

)

= R⋆ ◦ S+R ◦ S⋆
(1.27)

On obtient naturellement :

ε(u⋆(x, y)) =






r⋆u,x · su+ ru,x · s⋆u
r⋆v · sv,y+ rv · s⋆v,y
r⋆u · su,y+r⋆v,x · sv+ru · s⋆u,y+rv,x · s⋆v




. (1.28)

En inje
tant 
e
i dans la formulation faible 1.10, on obtient :

∫∫

Ω

(

ε
(

u⋆(x, y)
)

·K · ε
(

uN+1(x, y)
))

dΩ =

∫∫

Ω

(u⋆(x, y) · fd) dΩ +

∫

∂2Ω

(u⋆(x, y) · Fd) dΓ (1.29)

Dans le 
as présent, nous 
onsidérons que le matériau est homogène, don
 que K ne

dépend pas de l'espa
e. Il est bien sûr possible de dé
rire un matériau hétérogène en se

donnant une représentation plus ri
he de K (voir l'équation 1.21).

La résolution du problème dé�ni par l'équation 1.29 peut se faire en variables séparées,


'est d'ailleurs dans 
e but que l'on a dé�ni l'ensemble des grandeurs du modèle sous des

formes séparées.

L'inje
tion de la forme du 
hamp de dépla
ement à enri
hir dé�ni par l'équation 1.23

et du 
hamp test dé�ni par l'équation 1.27 dans la formulation faible 1.29 du problème


onduit à la forme suivante :

∫∫

Ω

(

ε
(

u⋆(x, y)
)

·K · ε
(

R(x) ◦ S(y))
))

dΩ =

−
∫∫

Ω

(

ε
(

u⋆(x, y)
)

·K · ε
(

uN (x, y)
))

dΩ

+

∫∫

Ω

(u⋆(x, y) · fd) dΩ +

∫

∂2Ω

(u⋆(x, y) · Fd) dΓ (1.30)

Le membre de gau
he 
ontient le terme in
onnu au moment de l'enri
hissement du

mode N , et le membre de droite 
ontient uniquement des termes 
onnus.

1.2.3 Résolution

L'ensemble des problèmes traités i
i sont résolus par la méthode des éléments �nis.

La résolution du problème dé�ni par l'équation 1.30 
onsiste à trouver le meilleur 
ouple

{R,S} pour enri
hir la solution. Le problème en {R,S} est non-linéaire, une stratégie
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adaptée doit don
 être mise en pla
e. Pour résoudre 
e problème, une méthode de point

�xe est utilisée : les sous-problèmes en R et en S sont alternativement résolus jusqu'à


onvergen
e.

En pratique, les itérations au sein du point �xe se déroulent 
omme 
e
i :

� on suppose S 
onnue, et on 
her
he à déterminer R. Pour la première itération on

initialise don
 S à une valeur quel
onque faute de mieux. Pour les itérations suivantes,

on utilise la valeur de S 
al
ulée à l'itération pré
édente.

La fon
tion test 1.27 devient alors :

u⋆(x, y) =

(

r⋆u(x) · su(y)
r⋆v(x) · sv(y)

)

= R⋆ ◦ S. (1.31)

En substituant dans l'équation 1.30 l'ensemble des expressions détaillées des di�érents

termes, on obtient l'équation suivante :

∫∫

Ω






r⋆u,x · su
r⋆v · sv,y
r⋆u · su,y+r⋆v,x · sv




 ·






AB 0

BA 0

0 0C




 ·






ru,x · su
rv · sv,y
ru · su,y+rv,x · sv




dΩ

= −
∫∫

Ω

(
ε(R⋆ ◦ S) ·K · ε(uN )

)

dΩ

+

∫∫

Ω

(

(R⋆ ◦ S) · fd
)

dΩ +

∫

∂1Ω

(

(R⋆ ◦ S) · Fd

)

dΓ, (1.32)

qu'il est né
essaire de développer pour intégrer le problème. Le développement pour

le 
al
ul de R est déporté en annexe 5.7 pour ne pas alourdir 
ette partie.

On obtient alors un problème elliptique que l'on peut résoudre par éléments �nis.

� Ensuite, on suppose R 
onnue, et on 
her
he à déterminer S. On utilise la valeur de

R 
al
ulée au pas pré
édent pour 
al
uler l'ensemble des intégrales.

La fon
tion test 1.27 devient alors :

u⋆(x, y) =

(

ru(x) · s⋆u(y)
rv(x) · s⋆v(y)

)

= R ◦ S⋆. (1.33)

La formulation faible pour le 
al
ul de S devient :

∫∫

Ω






ru,x · s⋆u
rv · s⋆v,y
ru · s⋆u,y+rv,x · s⋆v




 ·






AB 0

BA 0

0 0C




 ·






ru,x · su
rv · sv,y
ru · su,y+rv,x · sv




dΩ

= −
∫∫

Ω

(
ε(R ◦ S⋆) ·K · ε(uN )

)

dΩ

+

∫∫

Ω

(

(R ◦ S⋆) · fd
)

dΩ +

∫

∂1Ω

(

(R ◦ S⋆) · Fd

)

dΓ, (1.34)
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qui une fois développée laisse apparaître le problème en S (développé en annexe 5.7)

que l'on résout également par éléments �nis.

� La résolution alternée des problèmes en R et en S 
ontinue jusqu'à atteindre la


onvergen
e. Celle-
i est testée sur le produit Ri ◦Si
ave
 une pré
ision ε

point �xe

. Le


ritère ε
point �xe

est généralement 
hoisi voisin de la pré
ision ma
hine.

En d'autres termes, si on appelle R1
et S1

les fon
tions respe
tivement de (x) et

(y) 
al
ulées à la première itération de point �xe pour le N è

mode, et Ri
et Si

les

fon
tions de (x) et (y) 
al
ulées à l'itération i, on sort de la bou
le du point �xe

lorsque : ∫∫

Ω

(
Ri(x) ◦ Si(y)−Ri−1(x) ◦ Si−1(y)

)2
dΩ < ε

point �xe

. (1.35)

Une fois le nouveau mode R ◦ S 
onvergé, il est ajouté à la solution :

uN+1(x, y) = uN (x, y) +Ri(x) ◦ Si(y).

La pro
édure d'enri
hissement de la solution 
ontinue jusqu'à 
e que la norme du résidu

relatif de l'équation devienne négligeable :

−
∫∫

Ω

(

ε
(

u⋆(x, y)
)

·K · ε
(

uN+1(x, y)
))

dΩ +
∫∫

Ω

(u⋆(x, y) · fd) dΩ
∫∫

Ω

(u⋆(x, y) · fd) dΩ
< ε

résidu

(1.36)

où ε
résidu

∈ [10−8; 10−2] selon la pré
ision désirée.

La stratégie globale d'enri
hissement de la solution est résumée sur la �gure 1.3.
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N = 1
u0(x, y) = 0

Initialisation de S
0

i=1

Cal
ul de R
i

Cal
ul de S
ii = i+ 1 N = N + 1

Test de 
onvergen
e :

∫∫

Ω

(

R
i
◦ S

i
− R

i−1
◦ S

i−1)2
dΩ

< ε
point �xe

Ajout du mode à la solution :

uN+1(x, y) = uN (x, y) +R
i(x) ◦ Si(y)

Test sur le résidu global :

−

∫∫

Ω

(

ε

(

u
⋆
)

· K · ε

(

uN+1

))

dΩ +

∫∫

Ω

(

u
⋆
· fd

)

dΩ

∫∫

Ω

(

u
⋆
· fd

)

dΩ

< ε
résidu

Solution du problème :

u(x, y) ≈
N
∑

i=1

(

ui
x(x) · u

i
y(y)

vix(x) · v
i
y(y)

)

Figure 1.3 � Algorithme de résolution d'un problème en variables séparées

1.2.4 Résultats

Considérons le problème en 
ontraintes planes dé�ni sur la �gure 1.4. Le matériau

est isotrope ave
 E=200 GPa, et v=0,3. Le 
hargement est un e�ort imposé sur la fa
e

supérieure, tel que :

Fd(x, y = 1) =

(

0

−1000

)

.

Les fa
es de gau
he et de droite sont en
astrées :

Ud(x = (−4, 4), y) =

(

0

0

)

.
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PSfrag repla
ements

Fd

x

y

−1

1

−4 4

Figure 1.4 � Problème et 
onditions aux limites
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ements
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−3

−4

−4

0.5

0.5

−0.5
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u

v

0.03
0.02
0.01

−0.03

−0.02

−0.02
−0.01

−0.04
−0.06
−0.08
−0.1
−0.12
−0.14

Figure 1.5 � Solution du problème dé�ni en 1.4

La solution est 
al
ulée en utilisant la méthode dé
rite pré
édemment. La �gure 1.5

montre le résultat du 
al
ul ave
 le paramètre ε
résidu

= 10−2
qui 
onduit à une solution

exprimée en 9 modes.

1.2.5 Convergen
e

Un 
al
ul de référen
e est réalisé en utilisant la méthode des éléments �nis 2D sur un

maillage de quadrangles équivalent.

Les �gures 1.6, 1.7 et 1.8 représentent les 
artes d'erreurs relatives en densité d'énergie

de déformation entre la solution de référen
e 
al
ulée ave
 la méthode des éléments �nis

2D et la solution 
al
ulée ave
 la méthode PGD pour di�érentes valeurs de ε
résidu

. L'erreur

lo
ale en énergie de déformation est dé�nie 
omme :

Erreur lo
ale = 100 · σ(uMEF 2D

− uPGD) : ε(uMEF 2D

− uPGD)

σ(u
MEF 2D

) : ε(u
MEF 2D

)
. (1.37)

Comme pour toutes les méthodes itératives, il existe un 
ompromis entre la qualité de

la solution et le temps de résolution : plus on 
hoisit un 
ritère ε
résidu

petit, plus la solution

est pré
ise et 
ontient de modes, et plus le 
oût de 
al
ul augmente.

Pour une valeur de ε
résidu

= 10−2
, l'erreur est a

eptable pour une appli
ation d'in-
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génierie standard (inférieure à 1% partout), par ailleurs, 
ette erreur dépend du nombre

de modes que 
ontient la solution PGD. Elle est dire
tement 
ontr�lée par l'intermédiaire

du paramètre ε
résidu

. La 
onvergen
e de la méthode établie par [Fal
ó et Nouy, 2011℄ est

illustrée sur les �gures 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 et 1.10.

Nous proposons i
i de représenter en é
helle logarithmique l'erreur relative en densité

d'énergie de déformation entre la solution 
al
ulée par la méthode des éléments �nis 2D de

référen
e et la méthode proposée i
i en fon
tion du 
ritère ε
résidu

.
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la méthode PGD pour ε
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= 10−2
(9 modes)
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la méthode PGD pour ε
résidu

= 10−4
(13 modes)
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la méthode PGD pour ε
résidu

= 10−5
(15 modes)

La 
onvergen
e de la méthode est résumée sur les �gures 1.11 et 1.12, qui indiquent

la valeur de l'intégrale sur Ω de l'erreur relative en densité d'énergie de déformation entre

la référen
e éléments �nis 2D et la solution en variables d'espa
e séparées en fon
tion

respe
tivement de ε
résidu

et du nombre de modes N .
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Figure 1.12 � Intégrale de l'erreur relative en densité d'énergie de déformation en fon
tion

du nombre de modes

1.3 Appli
ations et limitations

La représentation de la solution d'un problème 2D sous forme de produit tensoriel de

2 fon
tions 1D a un 
ertain nombre de 
onséquen
es :

� une rédu
tion du 
oût de résolution du problème en termes d'impa
t mémoire et de

temps de 
al
ul, du fait de la séparation de l'espa
e 2D en deux espa
es 1D (
et

aspe
t sera développé dans le 
hapitre 2 sur des problèmes 3D).

� une restri
tion sur le type de problèmes qui peuvent être résolus : l'ensemble des

grandeurs doit en e�et être exprimé sous forme de produit tensoriel de grandeurs 1D,

en parti
ulier la géométrie. En 2D, les seules géométries que l'on peut dé�nir par le

produit tensoriel de deux fon
tions 1D sont les géométries de type re
tangles. Ce
i

limite don
 
onsidérablement les problèmes que l'on peut résoudre par 
ette méthode.

Malgré la 
ontrainte sur la forme du domaine d'étude présentée 
i-dessus, il existe

de nombreux problèmes 2D dé�nis dans des domaines re
tangulaires (homogénéisation,


orrélation d'images,...) qu'il peut être intéressant de résoudre rapidement à l'aide le la

séparation des variables d'espa
e. En e�et, l'émergen
e des nouveaux moyens de mesure

(tomographie, analyse d'image, ...) qui fournissent des images en pixels (dont le nombre est

généralement important) sont tout à fait adaptés pour fournir des problèmes à résoudre ave



e type de méthode [Passieux et Périé, 2012℄. En e�et, de telles mesures peuvent né
essiter

de résoudre un problème inverse, par exemple, pour être post-traitées. Le problème inverse

peut alors être résolu ave
 la PGD en variables d'espa
e séparées. De plus, 
es moyens

d'imagerie ou de mesure de 
hamps fournissent des données sur des grilles relativement
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�nes (jusqu'à plusieurs milliers de pixels dans 
haque dire
tion). Si un degré de liberté est

asso
ié à 
haque pixel, la taille du problème peut atteindre plusieurs dizaines de millions

de degrés de liberté, 
e qui même en 2D est lourd à traiter, surtout si l'on souhaite par

exemple piloter un essai en temps réel ave
 le résultat de la simulation.
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Les bases de la séparation des variables d'espa
e dé�nies au 
hapitre 1 vont maintenant

être utilisées pour résoudre des problèmes 3D en espa
e.

Contrairement aux problèmes 2D qui ne possèdent que deux 
oordonnées, en 3D plu-

sieurs 
ombinaisons de séparations des variables d'espa
e sont possibles pour séparer les 3


oordonnées. Une brève dis
ussion à 
e sujet sera présentée, suivie du développement de

la méthode pour résoudre des problèmes 3D séparés en 2D/1D. En e�et, les limitations de

l'appro
he utilisant une séparation de l'espa
e 3D en trois sous-espa
es 1D seront mise en

éviden
e par rapport à l'obje
tif re
her
hé.

Nous nous 
on
entrerons don
 ensuite sur l'étude de problèmes 3D dont la représenta-

tion sera 2D/1D. La démar
he de résolution sera tout d'abord présentée, suivie de l'ana-

lyse de ses performan
es en termes de pré
ision et de rapidité d'exé
ution. En�n quelques

exemples d'illustration seront traités.

Une brève analyse 
omparative entre la méthode présentée et les théories de plaques

les plus simples sera �nalement développée avant de 
on
lure le 
hapitre.
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2.1 Di�érentes séparations possibles

Dans 
ette partie, les di�érentes façons de séparer les variables d'espa
e seront exposées :

tout d'abord la séparation d'un problème 3D en 3 problème 1D, puis la séparation du 3D

en des problèmes 1D et 2D.

2.1.1 Séparation du 3D vers 3 problèmes 1D

2.1.1.1 Présentation

La séparation d'un problème 3D en trois problèmes 1D 
onduit aux mêmes avantages

et in
onvénients que la séparation d'un problème 2D en deux problèmes 1D exposée au


hapitre 1. L'utilisation d'une telle séparation permet de résoudre à très faible 
oût un

problème 3D dé�ni dans un parallélépipède.

On 
her
hera alors la solution du problème 3D en l'exprimant ainsi :

u(x, y, z) =
N∑

i=1






uix(x) · uiy(y) · uiz(z)
vix(x) · viy(y) · viz(z)
wi
x(x) · wi

y(y) · wi
z(z)




 =

N∑

i=1

Ui
x(x) ◦Ui

y(y) ◦Ui
z(z). (2.1)
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Figure 2.1 � Séparation d'un problème 3D en 3 problèmes 1D

La �gure 2.1 illustre la dé
omposition du problème 3D en trois problèmes 1D qui gé-

nèrent la solution 3D par produit tensoriel.

2.1.1.2 Coût de résolution

La résolution de 
e type de problème est très similaire à 
e qui est présenté au 
hapitre

1, elle n'est don
 pas développée i
i. Cependant, une brève dis
ussion à propos de l'impa
t

mémoire et du temps de 
al
ul est exposée 
i-après.

Considérons pour simpli�er qu'il y a autant de degrés de liberté dans 
haque dire
tion

de l'espa
e : Nx = Ny = Nz = N . Le nombre de degrés de liberté du problème 3D
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équivalent est :

3 ·Nx ·Ny ·Nz = 3 ·N3

Le nombre de degrés de liberté du problème en variables d'espa
e séparées est :

N
modes

· (3 ·Nx+ 3 ·Ny + 3 ·Nz) = 9 ·N
modes

·N

En 
onsidérant que le problème éléments �nis est résolu ave
 un solveur dire
t, le 
oût

de résolution d'un problème ave
 
e type de solveur peut être approximé par la relation

suivante :

N
opérations

= N
ddl

· L2
bande

,

où L
bande

est la largeur de bande du système linéaire.

Le 
oût de résolution du problème 3D, C3D, est de :

C3D = (3 ·Nx ·Ny ·Nz) · (3 ·Ny ·Nz)2 = 27 ·N7

(dans le 
as d'un maillage réglé ave
 des éléments hexaédriques, la largeur de bande est

(3 ·Ny ·Nz)).

Le 
oût de résolution du problème 3D ave
 la séparation 1D/1D/1D, CPGD, est de :

CPGD = N
modes

· k · (3 ·Nx) · 9 = N
modes

· k · 27 ·N

(la largeur de bande d'un problème 1D en éléments �nis est de 3), où k est le nombre moyen

d'itérations de point �xe né
essaire pour qu'un mode 
onverge.

Le gain en termes de temps de résolution s'é
rit don
 :

CPGD

C3D
=

N
modes

· k
N6

Pour un problème dont la solution est très ri
he, 
elle-
i peut appro
her la 
entaine de

modes, par ailleurs, le nombre d'itérations de point �xe moyen pour 
onverger un mode est

largement inférieur à 100. Selon la valeur du nombre de degrés de liberté N du problème,

les gains en temps de 
al
ul peuvent don
 être extrêmement importants.

Par exemple, imaginons que la solution d'un problème se dé
ompose en 100 modes

(
e qui est raisonnable au vue des expérien
es numériques réalisées), pour un problème


omportant 100 degrés de liberté par dimension, le gain en temps de 
al
ul est d'environ :

CPGD

C3D
=

100 · 100
1006

= 10−8

.

2.1.1.3 Appli
ations et limitations

L'appro
he de dé
omposition du problème 3D en trois problèmes 1D implique le même

type de 
on
lusions que pour la séparation d'un problème 2D dé
omposé en 1D/1D :

� les gains en temps de 
al
ul peuvent être spe
ta
ulaires du fait de la rédu
tion im-
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portante de la dimensionnalité du problème,

� les géométries de problèmes pouvant être résolus ave
 
ette appro
he se limitent à des

parallélépipèdes du fait de la dé
omposition 
hoisie. Ce
i est bien sûr extrêmement

restri
tif, mais peut être utile pour 
ertaines appli
ations bien parti
ulières 
omme

par exemple des simulations basées sur des mi
rostru
tures issues de pro
édés d'ima-

gerie 3D (tomographie par exemple), ou des problèmes d'homogénéisation.

Le domaine d'appli
ation de 
ette dé
omposition n'étant pas 
ompatible ave
 les pro-

blèmes que nous souhaitons traiter, le développement de 
ette appro
he ne sera e�e
tué.

2.1.2 Séparation du 3D en 2D/1D

2.1.2.1 Présentation

La séparation d'un problème 3D en un problème 2D et un problème 1D o�re un gain

en temps de 
al
ul moindre que la séparation en trois problèmes 1D, mais elle apporte

beau
oup plus de souplesse à la méthode.

La �gure 2.2 illustre le problème 3D d'une part, et les problèmes 1D et 2D qui génèrent

le problème 3D par produit tensoriel d'autre part. L'équation 2.2 présente le formalisme

pour représenter le dépla
ement 
onformément à la dé
omposition 
hoisie.

u(x, y, z) =

n∑

i=1






uixy(x, y).u
i
z(z)

vixy(x, y).v
i
z(z)

wi
xy(x, y).w

i
z(z)




 =

N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z). (2.2)
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Figure 2.2 � Séparation d'un problème 3D en 2D/1D

Le temps de 
al
ul est nettement moins avantageux que pour la séparation en problèmes

1D uniquement, 
ar à 
haque ajout d'un nouveau mode, il est né
essaire de résoudre k

problèmes 2D et k problèmes 1D (si k est le nombre d'itérations né
essaires pour 
onverger

le point �xe asso
ié à l'inévitable non-linéarité introduite par la PGD), alors que pour la

séparation en trois problèmes 1D, il est seulement né
essaire de résoudre 3·k problèmes 1D.

La résolution du problème global implique i
i de résoudre alternativement des problèmes

1D et des problèmes 2D. Le 
oût de résolution d'un problème 1D sera supposé négligeable

par rapport au 
oût de résolution d'un problème 2D.
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Cependant, l'introdu
tion d'un problème 2D, qui reste tout de même nettement moins


her que la résolution du problème 3D, permet de varier 
onsidérablement les stru
tures

que l'on peut représenter par produit tensoriel par rapport à la séparation en problèmes 1D

uniquement. En e�et, grâ
e à 
ette dé
omposition, il est possible de représenter n'importe

quelle géométrie possédant une (ou plusieurs) dire
tion �d'extrusion�.

Parmi l'ensemble des géométries possédant une dire
tion �d'extrusion�, on peut 
iter :

� les poutres ou pro�lés : dans 
e 
as, le problème 2D sera dé�ni dans la se
tion de la

poutre, et le problème 1D dans sa longueur. Une telle représentation pour la résolution

d'un problème de poutre permet d'obtenir la solution 3D du problème sans au
une

hypothèse.
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Figure 2.3 � Séparation d'un problème 3D sur une poutre en problèmes 2D et 1D

Le problème 2D est dé�ni sur la se
tion de la poutre, par 
onséquent il est de taille

modérée en nombre d'éléments et don
 en ddl. La résolution 3D ave
 l'appro
he

proposée est don
 très légère en temps de 
al
ul. Le sur
oût par rapport à un modèle

de poutre 1D est minime, mais le résultat de la simulation est plus ri
he 
ar la solution

3D du problème permet d'évaluer ave
 pré
ision les 
on
entrations de 
ontraintes sur

la stru
ture dues aux di�érentes 
onditions aux limites, 
'est-à-dire les e�ets 3D.

� les plaques : dans 
e 
as, le problème 2D est dé�ni sur la surfa
e moyenne, et le

problème 1D représente l'épaisseur. Le sur
oût par rapport à la modélisation usuelle

d'une plaque en 2D via une théorie de plaque est minime, 
ar à 
haque ajout de

mode, des problèmes 1D et 2D (dont la taille est équivalente voire inférieure à la

taille du problème de plaque, selon la 
omplexité de la théorie de plaque utilisée)

doivent être résolus. Par ailleurs, la solution obtenue est une solution 3D libre de toute

hypothèse, 
ontrairement à 
elle fournie par une théorie de plaques. Tout 
omme dans

le 
as de géométries de type poutre, l'ensemble des 
on
entrations de 
ontraintes dues

aux di�érentes 
onditions aux limites et e�ets géométriques, ou les é
arts vis-à-vis

des théories de plaques, sont obtenues dire
tement par le 
ara
tère tridimensionnel

modèle.
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Figure 2.4 � Séparation d'un problème 3D sur une plaque en problèmes 2D et 1D

2.1.2.2 Coût de résolution

Considérons un problème tel que Nx > Ny et Nx ·Ny >> Nz. Le nombre de degrés

de liberté du problème 3D équivalent est :

3 ·Nx ·Ny ·Nz

Le nombre de degrés de liberté du problème en variables d'espa
e séparées est :

N
modes

· (3 ·Nx ·Ny + 3 ·Nz) ≈ N
modes

· 3 ·Nx ·Ny

Le 
oût de résolution du problème 3D est de :

C3D = (3 ·Nx ·Ny ·Nz) · (3 ·Ny ·Nz)2 = 27 ·Nx ·Ny3 ·Nz3

Le 
oût de résolution du problème 3D ave
 la séparation 2D/1D est de :

CPGD = N
modes

· k · (3 ·Nx ·Ny) · (3 ·Ny)2 = N
modes

· k · 27 ·Nx ·Ny3

Le rapport des 
oûts de 
al
ul est don
 :

CPGD

C3D
=

N
modes

· k
Nz3

Les gains en temps de 
al
ul sont don
 extrêmement intéressants, et le sont d'autant plus

que le problème est grand.

Par exemple, pour un problème 
omportant 500 ddl dans 
haque dire
tion, 
ontenant

100 modes, le gain en temps de 
al
ul est dans 
e 
as :

CPGD

C3D
=

100 · 100
5003

= 8 · 10−5

.

2.1.2.3 Appli
ations et limitations

L'appro
he 3D sous la forme 2D/1D permet de résoudre n'importe quel problème dé�ni

sur une géométrie qui possède au moins une dire
tion "d'extrusion". La variété des pro-

blèmes que l'on peut envisager est don
 bien plus importante que pour la dé
omposition

en trois problèmes 1D.

Que 
e soit pour e�e
tuer des simulations sur des piè
es en forme de plaques ou de
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poutres, la méthode est parti
ulièrement adaptée, puisqu'elle permet de résoudre le pro-

blème posé en résolvant séparément les sous problèmes 2D et 1D pour lesquels les dimen-

sions spatiales 
ara
téristiques sont très di�érentes. En plus d'o�rir des gains en termes de

temps de 
al
ul, le problème du maillage tridimensionnel de telles piè
es est évité.

Pour 
es raisons, 
ette appro
he sera développée en profondeur dans la partie qui suit.

2.2 3D séparé en 2D/1D pour les plaques

2.2.1 Formulation du problème

L'obje
tif de 
ette partie est de résoudre un problème mé
anique 3D en espa
e dé�ni

sur le domaine Ω.

Le problème se traduit par l'équation d'équilibre suivante :

∇ · σ(u(x, y, z)) + fd(x, y, z) = 0,∀(x, y, z) ∈ Ω, (2.3)

et les 
onditions aux limites :

σ(u(x, y, z)) · n(x, y, z)= Fd(x, y, z), ∀(x, y, z) ∈ ∂2Ω,

u(x, y, z)= Ud(x, y, z), ∀(x, y, z) ∈ ∂1Ω,
(2.4)

où n(x, y, z) est la normale à la frontière ∂2Ω.

On se donne la loi de 
omportement élastique en 3D suivante :

σ(u(x, y, z)) = K(x, y, z) · ε(u(x, y, z)), (2.5)

où K(x, y, z) est le tenseur d'élasti
ité généralisé, et ε(u(x, y, z)) est la déformation

linéarisée dé�nie par :

ε(u(x, y, z)) =
1

2
(∇u(x, y, z) + (∇u(x, y, z))T ). (2.6)

Tout 
omme pour le 
hapitre 1, pour simpli�er l'é
riture des équations, les notations

de Voigt sont utilisées.

PSfrag repla
ements

Ω

∂1Ω

∂2Ω

Figure 2.5 � Problème 3D
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Le prin
ipe des travaux virtuels s'é
rit :

∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(u)
)

dΩ =

∫∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ +

∫∫

∂2Ω

(u⋆ · Fd) dΓ (2.7)

Comme il a été brièvement présenté dans la partie 2.1.2, l'ensemble des quantités du

modèle doivent maintenant être exprimées de la façon suivante [Bognet et al., 2012b℄ :

F (x, y, z) ≈
NF∑

i=1

F i
xy(x, y) · F i

z(z). (2.8)

Le problème 3D est représenté 
omme le produit tensoriel des problèmes 1D et 2D. L'en-

semble des quantités sont exprimées sous formes séparées, et interpolées sur leurs maillages

respe
tifs :

PSfrag repla
ements

⊗=

Figure 2.6 � Géométrie 3D et les maillages 2D et 1D asso
iés

L'ensemble des domaines sont exprimés sous forme de produits tensoriels :

Ω = Ωxy ⊗ Ωz (2.9)

∂1Ω = ∂1Ωxy ⊗ ∂1Ωz (2.10)

∂2Ω = ∂2Ωxy ⊗ ∂2Ωz (2.11)

ainsi que les éléments de volume et de surfa
e élémentaires :

dΩ = dΩxy ⊗ dΩz (2.12)

dΓ = dΓxy ⊗ dΓz (2.13)

Tout 
omme dé
rit dans la partie 1.2.2, il est né
essaire de disposer de représentations

séparées pour les for
es de volumes ainsi que les for
es de surfa
es. Leurs expressions ne

sont pas rappelées i
i 
ar elles sont tout à fait similaires à 
elles de leurs 
omposantes

respe
tives dans le 
as de la séparation d'un problème 2D en deux problèmes 1D.

Il est également né
essaire de se donner une représentation séparée pour K(x, y, z) :

K(x, y, z) =

NK∑

i=1

K(x, y) ◦K(z). (2.14)

Dans un premier temps, on souhaite résoudre des problèmes de plaques isotropes ou

des strati�és, on 
hoisira don
 que K(x, y, z) ne dépend pas des 
oordonnées x et y, mais
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uniquement de z. Dans 
e 
as, un seul terme su�t, on a don
 :

K(x, y, z) = K(z), (2.15)

où :

K(z) =














K11K12K13 0 0 K16

K12K22K23 0 0 K26

K13K23K33 0 0 K36

0 0 0 K44K45 0

0 0 0 K45K55 0

K16K26K36 0 0 K66














. (2.16)

La forme de K dé�nie en 2.16 permet de représenter tout type de matériau mono
linique

dont le plan de symétrie est le plan dé�ni par le plan orthogonal à la 
oordonnée z. Les

matériaux mono
liniques englobent les matériaux isotropes et orthotropes (termes en noir

dans 2.16) lorsqu'ils sont dé�nis dans leur base propre, ainsi que les matériaux orthotropes

dé�nis dans une base non prin
ipale, tournée autour de l'axe z (termes en bleu). Ces termes

sont né
essaires pour dé�nir la raideur de plis 
omposites orientés à 45◦ par exemple.

Dans le 
as de matériaux 
omposites, si l'on 
onsidère un strati�é 
omposé de p plis,

on aura les 
omposantes de K(z), Kij(z) dé�nies de la façon suivante :

Kij(z) =

p
∑

q=1

Kq
ij · δq(z), (2.17)

où : {

δq(z) = 1 si z ∈ pli q,

δq(z) = 0 sinon.
(2.18)

La fon
tion Kij(z) sera don
 une fon
tion 
onstante par mor
eaux, représentative des


omposantes de la matri
e K, ave
 autant de mor
eaux qu'il y a de plis.

L'in
onnue du problème en dépla
ement que l'on 
her
he à résoudre est exprimée sous

forme séparée :

u(x, y, z) =

N∑

i=1






uixy(x, y).u
i
z(z)

vixy(x, y).v
i
z(z)

wi
xy(x, y).w

i
z(z)




 =

N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z). (2.19)

La déformation s'é
rit en fon
tion des 
omposantes du dépla
ement sous forme séparée :

ε(u) =
N∑

i=1














uixy,x·uiz
vixy,y ·viz
wi
xy ·wi

z,z

vixy ·viz,z + wi
xy,y ·wi

z

uixy ·uiz,z + wi
xy,x·wi

z

uixy,x·uiz + uixy,y ·uiz














, (2.20)
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2.2.2 Résolution

Le s
héma de résolution est similaire à 
elui donné au 
hapitre 1 en �gure 1.3. Supposons

que l'on 
onnaisse déjà N modes de la solution et que l'on 
her
he le (N + 1)è.

On a :

uN+1(x, y, z) = uN (x, y, z) +R(x, y) ◦ S(z), (2.21)

où :

uN+1(x, y, z) =
n∑

i=1






uixy(x, y).u
i
z(z)

vixy(x, y).v
i
z(z)

wi
xy(x, y).w

i
z(z)




+






riu(x, y).s
i
u(z)

riv(x, y).s
i
v(z)

riw(x, y).s
i
w(z)




 , (2.22)

et :

u⋆(x, y, z) = R⋆(x, y) ◦ S(z) +R(x, y) ◦ S⋆(z), (2.23)

d'où l'expression de la formulation faible :

∫∫∫

Ω














r⋆u,x ·su +ru,x ·s⋆u
r⋆v,y ·sv +rv,y ·s⋆v
r⋆w ·sw,z +rw ·s⋆w,z

r⋆w,y ·sw +r⋆v ·sv,z+rw,y ·s⋆w +rv ·s⋆v,z
r⋆w,x·sw +r⋆u ·su,z+rw,x·s⋆w +ru ·s⋆u,z
r⋆v,x ·sv +r⋆u,y·su +rv,x ·s⋆v +ru,y·s⋆u














·K ·














ru,x ·su
rv,y ·sv
rw ·sw,z

rw,y ·sw +rv ·sv,z
rw,x·sw +ru ·su,z
rv,x ·sv +ru,y·su














dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(
ε(R⋆ ◦ S+R ◦ S⋆) ·K · ε(uN )

)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(

(R⋆ ◦ S+R ◦ S⋆).fd

)

dΩ +

∫∫

∂2Ω

(

(R⋆ ◦ S+R ◦ S⋆).Fd

)

dΓ (2.24)

Le détail de résolution est similaire à 
elui présenté au 
hapitre 1. Cependant la 
om-

plexité supplémentaire apportée par la 3D engendre un grand nombre de termes lors du

développement de l'équation (2.24). L'ensemble des termes et le détail de la résolution est

donné en annexe 5.7.

2.2.3 Exemple et validation

La formulation présentée dans la partie 2.2.1 est basée sur les équations d'équilibre

3D. La solution est 
ensée 
onverger vers la solution du problème identique résolu par la

méthode des éléments �nis 3D [Fal
ó et Nouy, 2011℄. Ce
i est véri�é i
i sur un exemple

simple dé�ni par la �gure 2.7.
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−2

Figure 2.7 � Dé�nition du problème utilisé pour la validation

Le même problème est résolu par la méthode utilisant la PGD et la séparation des

variables d'espa
e en 2D/1D d'une part, et par la méthode des éléments �nis 3D d'autre

part. La dis
rétisation des deux problèmes est 
hoisie de façon à 
e que l'interpolation des


hamps respe
tifs des deux problèmes soit identique :

� pour le problème résolu par une appro
he 3D dire
te : des hexaèdres aux fon
tions

de formes trilinéaires sont utilisés

� pour le problème résolu par la méthode PGD 2D/1D : des quadrangles aux fon
-

tions de formes bilinéaires sont utilisés pour le problème 2D, et des éléments 1D aux

fon
tions de formes linéaires sont utilisés.

La solution éléments �nis 3D (FEM) est utilisée 
omme référen
e. La solution 
al
ulée

par la PGD 
ontient 7 Modes. Les �gures 2.8 et 2.9 montrent respe
tivement l'erreur

relative en densité d'énergie de déformation entre les solutions éléments �nis 3D et PGD et

l'erreur relative en 
ontrainte de Von Mises. Les erreurs relatives sont 
al
ulées lo
alement

de la façon suivante :

Err_Ed = 100 · σ(uPGD − uFEM) : ε(uPGD − uFEM)

σ(uFEM ) : ε(uFEM)
, (2.25)

et :

Err_V onMises = 100 · σ
VM
PGD − σVM

FEM

σVM
FEM

. (2.26)



2.2. 3D SÉPARÉ EN 2D/1D POUR LES PLAQUES 29

Err_Ed (%)

Figure 2.8 � Erreur relative en densité d'énergie de déformation entre la solution dire
te

et la solution en variables d'espa
e séparées

Err_V onMises (%)

Figure 2.9 � Erreur relative en 
ontrainte de Von Mises entre la solution dire
te et la

solution en variables d'espa
e séparées

Les niveaux d'erreur sont tout à fait a

eptables 
ar très largement en dessous du pour-


ent, 
e qui est généralement 
onsidéré 
omme a

eptable pour la plupart des appli
ations

d'ingénierie.

De plus, 
es niveaux d'erreur sont 
ontr�lables grâ
e au paramètre ε
résidu

dé�ni par

l'équation (1.36). Les valeurs d'erreur obtenues i
i ont été 
al
ulées ave
 un ε
résidu

= 10−2
.

La stratégie de 
al
ul utilisée pour 
al
uler la solution ave
 la méthode PGD est itéra-

tive, il en résulte un 
ompromis entre le 
oût de résolution du problème et le niveau d'erreur

que l'on souhaite avoir.

Comme pour toutes les méthodes de résolution numérique, une a

umulation d'erreurs
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provenant des di�érentes sour
es (approximation sur le modèle, la géométrie et la réso-

lution) entraîne une erreur relative entre la solution 
al
ulée et la solution théorique du

problème 
onsidéré. Des indi
ateurs d'erreurs proposés par [Ammar et al., 2010℄ puis [Lade-

vèze et Chamoin, 2011℄ permettent d'évaluer l'erreur issue de l'approximation de la méthode

PGD.

2.2.4 Performan
es

Cette partie est dédiée à l'évaluation de l'e�
a
ité de la méthode en termes de temps de


al
ul. Pour l'exemple qui suit, la pré
ision pres
rite sur la norme du résidu du problème est

gardée 
onstante pour l'ensemble des simulations e�e
tuées. La valeur 
hoisie est toujours

ε
résidu

= 10−2
.

L'obje
tif est d'évaluer la 
ompétitivité de la méthode PGD en variables d'espa
e sé-

parées par rapport à la méthode des éléments �nis 3D à pré
ision �xée.

Le problème dé�ni en �gure 2.7 est 
onservé, ainsi que le type d'éléments utilisés. Une


ampagne de 
al
ul à été lan
ée en faisant varier le nombre de degrés de liberté dans le

plan et dans l'épaisseur de la plaque. La �gure 2.10 montre les problèmes 3D, 2D et 1D

ainsi que les notations utilisées pour les nombres de degrés de libertés.
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Figure 2.10 � Dis
rétisations des problèmes 3D, 2D et 1D

La �gure 2.11 présente le temps de 
al
ul des deux méthodes (éléments �nis 3D et PGD

2D/1D) en fon
tion de la dis
rétisation du problème.
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Figure 2.11 � Comparaison des temps de résolution respe
tifs entre la méthode en variables

séparées et les éléments �nis 3D

D'après les résultats, il apparaît que plus le nombre de degrés de liberté dans l'épaisseur

est important, plus il est avantageux d'utiliser la méthode PGD 2D/1D. En e�et, le temps

de 
al
ul pour la version PGD n'est quasiment pas in�uen
é par le nombre de degrés de

liberté dans l'épaisseur. Ce
i s'explique par le fait que la résolution du problème 1D au


ours des itérations est totalement masquée 
ar son 
oût est négligeable devant le 
oût de

résolution du problème 2D (voir la partie 2.1.2.2).

La méthode présentée i
i est don
 parti
ulièrement adaptée à la résolution de problèmes

dé�nis sur des piè
es 
omposites strati�ées, pour lesquels il est né
essaire d'avoir plusieurs

n÷uds dans 
haque pli (de 10 à 100 dans le 
as d'éléments linéaires) pour dé
rire 
orre
te-

ment la 
inématique. Les piè
es 
omposites utilisées dans l'industrie peuvent de nos jours


omporter plus de 50 plis. Ce
i impose d'utiliser jusqu'à 5000 n÷uds dans l'épaisseur de la

piè
e. De tels 
al
uls sont ex
essivement lourds en 3D 
ar ils 
onduisent à des problèmes

à plusieurs dizaines de millions de degrés de liberté et doivent par exemple être résolus

par des méthodes de dé
omposition de domaines sur des ma
hines parallèles [Gosselet et

Rey, 2006℄. Ce type de problème peut aisément être résolu sur un ordinateur de bureau en

utilisant la méthodes PGD et une séparation 2D/1D.

La �gure 2.12 montre l'évolution du nombre de modes dans la solution pour obtenir

la pré
ision désirée de ε
résidu

= 10−2
en fon
tion de la dis
rétisation pour la résolution du

problème dé�ni en �gure 2.7. La �gure 2.13 montre la solution 
omposée de 7 modes ainsi

que la re
onstru
tion des 
hamps de déformation et de 
ontrainte de Von Mises pour le

problème dé�ni par la �gure 2.7, ave
 ε
résidu

= 10−2
, Nx = Ny = 25 et Nz = 20.
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Figure 2.12 � Nombre de modes dans la solution 
al
ulée par la méthode PGD 2D/1D en

fon
tion de la dis
rétisation

Figure 2.13 � Contrainte de Von Mises sur la plaque, et déformation a�
hée en 
oupe :

l'ensemble des 
hamps sont fortement tridimensionnels

Pour une dis
rétisation grossière, le nombre de modes pour représenter la solution est

faible. En e�et, la ri
hesse de la solution (réelle) est dégradée par la pauvreté de la dis-


rétisation ne permettant pas de représenter 
onvenablement la 
inématique. Dans 
e 
as,

la raideur de la stru
ture est surestimée, aussi bien pour la méthode PGD que pour les

éléments �nis 3D. Lorsque le maillage devient de plus en plus �n, le nombre de modes né-


essaires pour représenter 
orre
tement la solution augmente, et stagne quand la pré
ision

élément �ni est atteinte.

2.2.5 Appli
ation des 
onditions aux limites

2.2.5.1 Conditions aux limites de type Neumann

Les 
onditions aux limites de type Neumann sont les for
es dans le 
as des problèmes

de mé
anique. Celles-
i doivent être exprimées sous forme séparée 
onformément à la re-
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présentation séparée 
hoisie. Leur expression générale sera don
 :

Fxyz(x, y, z) ≈
NF∑

i=1

F q
xy(x, y) ◦ F q

z (z). (2.27)

Dans une large majorité des 
as, leur représentation est en plus 
ompatible ave
 la sépa-

ration 
hoisie. En e�et, pour une plaque par exemple, les 
hargements sont 
ommunément

des 
hargements hors plan, appliqués sur les fa
es, ou des 
hargements de membrane sur

les bords de la plaque.

Les 
onditions aux limites de type Neumann s'expriment de di�érentes manières suivant

la fa
e sur laquelle elles s'appliquent :

� sur une fa
e supérieure ou inférieure, la for
e s'exprime en un seul mode : la dépen-

dan
e aux 
oordonnées du plan est in
luse dans la partie Fxy, et la partie qui dépend

de z vaut zéro partout, sauf sur le n÷ud extrême du 
�té de la fa
e en question (voir

�gure 2.14).
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Figure 2.14 � Représentation des 
onditions aux limites de type Neumann sur une fa
e

supérieure

� sur une fa
e latérale, les for
es dites de membranes dans les théories de plaques

peuvent s'exprimer en 3D en un seul mode dans les 
as simples. La for
e vaut le

produit tensoriel de la partie dépendant des 
oordonnées du plan sur un bord Fxy et

la fon
tion de z (voir �gure 2.15).
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Figure 2.15 � Représentation des 
onditions aux limites de type Neumann simples sur

une fa
e latérale

� sur une fa
e latérale, 
ertaines for
es aux dépendan
es 
omplexes par rapport aux


oordonnées spatiales doivent être exprimées en plusieurs modes. Dans 
e 
as il est

né
essaire d'exprimer la for
e sous forme d'une somme de produits de fon
tions.

Pour la résolution du problème dis
ret, une Dé
omposition en Valeurs Singulières

(SVD) [Drma£ et Veseli¢, 2008a,b℄ de la fon
tion de (x, y, z) permet d'obtenir la

représentation séparée asso
iée (voir �gure 2.16).
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Figure 2.16 � Représentation des 
onditions aux limites de type Neumann 
omplexes sur

une fa
e latérale

2.2.5.2 Conditions aux limites de Diri
hlet

L'appli
ation des 
onditions aux limites de Diri
hlet se fait de deux manières di�érentes

selon le 
as de �gure. En e�et, dans le 
as où la 
ondition à imposer est 
ompatible ave


la séparation des variables 
hoisie, elle est imposée de façon 
lassique sur le sous-problème

adéquat. Par 
ontre, dans le 
as où la 
ondition n'admet pas de séparation 
onforme à la

séparation des variables 
hoisie, une stratégie di�érente doit être adoptée.

� 
as où la 
ondition de Diri
hlet est 
ompatible ave
 la représentation séparée :

pour imposer la 
ondition de Diri
hlet, un 1er mode satisfaisant les 
onditions de

Diri
hlet est déterminé arbitrairement. Celui-
i peut par exemple être zéro partout,

sauf sur ∂1Ω où la fon
tion prend la valeur de la 
ondition à imposer. Cette fon
tion

existe puisque nous sommes i
i dans le 
as où la 
ondition de Diri
hlet est 
ompatible

ave
 la représentation séparée.

Dans 
e 
as, la 
ompatibilité de la 
ondition de Diri
hlet ave
 la séparation des

variables se traduit par :

� imposer un dépla
ement sur l'intégralité d'une des fa
es supérieures ou inférieures :
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Figure 2.17 � Premier mode pour imposer une 
ondition de Diri
hlet sur une fa
e supé-

rieure ou inférieure

Le premier mode satisfaisant les valeurs de la 
ondition est ajouté avant de 
om-

men
er à enri
hir la solution. Ensuite, lors de 
haque enri
hissement, une 
ondition



2.2. 3D SÉPARÉ EN 2D/1D POUR LES PLAQUES 35

homogène sera imposée sur la partie ∂1Ω via une méthode 
lassique (les degrés de

libertés asso
iés sont imposés à zéro et retirés du système linéaire à résoudre).

Dans 
e 
as, les seuls degrés de liberté à retirer sont les 
omposantes du dépla
e-

ment asso
iées au premier ou au dernier n÷ud ∂1Ωz (suivant la fa
e sur laquelle la


ondition est imposée) du problème 1D.

� imposer un dépla
ement sur une partie du domaine 2D et l'intégralité du domaine

1D :
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Figure 2.18 � Premier mode pour imposer une 
ondition de Diri
hlet sur une partie des

fa
es latérales

Le premier mode satisfaisant les valeurs de la 
ondition est ajouté avant de 
om-

men
er à enri
hir la solution, puis un enri
hissement homogène sur ∂1Ω est ajouté

pour l'ensemble des modes suivants. Dans 
e 
as, les degrés de liberté à retirer sont

les 
omposantes du dépla
ement asso
iées aux n÷uds de ∂1Ωxy du problème 2D.

� 
as où la 
ondition de Diri
hlet n'est pas 
ompatible ave
 la représentation séparée :

on ne peut pas employer la méthode dé
rite 
i-dessus. En e�et, s'il est possible de

trouver un ou plusieurs modes dont la somme vaut bien la valeur à imposer sur

∂1Ω, il est impossible d'imposer une 
ondition homogène ensuite sur les modes sur

un domaine non représentable par le produit tensoriel des sous-espa
es 2D et 1D.

Une méthode alternative doit être utilisée. Une appro
he pour résoudre 
e type de

problème sera présentée dans la partie 3.2.1.

2.2.6 Exemples

Cette partie présente quelques exemples de problèmes qu'il est possible de résoudre ave


la méthode présentée 
i-dessus.

2.2.6.1 Plaque trouée strati�ée

La plaque trouée est un essai 
lassique pour les matériaux 
omposites [Soutis et Edge,

1997; Mollenhauer, 2000℄, en e�et, de nombreuses stru
tures 
omposites sont assemblées

par rivets ou par boulonnages. Les piè
es 
omposites sont don
 per
ées de nombreux trous.

De nombreux essais sont par 
onséquent e�e
tués sur des plaques trouées pour en étudier le


omportement et modéliser 
orre
tement les phénomènes d'endommagement et de rupture.

En parallèle, il est également né
essaire d'e�e
tuer des simulations pré
ises basées sur la

physique pour 
al
uler l'ensemble des indi
ateurs utilisés pour prévoir le 
omportement et

la ruine du matériau.
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La méthode de séparation des variables d'espa
e est parti
ulièrement adaptée pour

e�e
tuer des simulations sur 
e genre de problème : un maillage 2D relativement grossier

ra�né à proximité du trou est utilisé, asso
ié à un maillage 1D �n dans l'épaisseur de

manière à représenter très pré
isément le dépla
ement dans l'épaisseur au voisinage du

trou. Un tel modèle est extrêmement léger à mettre en ÷uvre ave
 la méthode proposée, et

peut être par exemple lan
é à la volée sur un ordinateur de faible puissan
e sur le lieu des

essais a�n de donner des outils de 
ompréhension aux résultats expérimentaux. Un modèle

équivalent en 3D ave
 un degré de ra�nement du maillage équivalent, dans le 
as de piè
es

épaisses et 
omportant un grand nombre de plis est extrêmement lourd en 
omparaison, et

ne peut pas être utilisé 
omme un outil de simulation in situ et on-line lors de la mise en

÷uvre d'essais sur éprouvettes par exemple.

L'exemple i
i traite une plaque 
omposite dont l'empilement est 
onstitué de 8 plis

agen
és selon la séquen
e [0,+45,−45, 90]s . La �gure 2.19 présente le 
hargement. Les

di�érents paramètres du 
hargement, longueurs et 
oe�
ients matériau sont dé�nis par le

tableau 2.1. Chaque pli est dis
rétisé par 20 éléments dans l'épaisseur, 
e qui donne 161

degrés de liberté dans l'épaisseur. Le maillage 2D 
omporte 36000 éléments quadrangulaires,

pour 37000 noeuds. Le problème 3D re
onstruit 
omporte don
 environ 18 millions de degrés

de libertés, pour un temps de 
al
ul de 12 minutes sur un ordinateur portable.

E1 120000 MPa
E2 = E3 8900 MPa
ν12 = ν13 0.35
ν23 0.32
a 0.2 m
e 0.001 m
R 0.025 m
Ud 0.05 m

Table 2.1 � Paramètres géométriques et 
oe�
ients matériau

Ud

0

a

a

y

x

z

e

R

Figure 2.19 � Dé�nition du problème de mé
anique sur la plaque trouée

La re
onstru
tion 3D de la solution est présentée sur la �gure 2.20. La perturbation
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induite par le trou produit un état de 
ontrainte tridimensionnel 
omplexe, qui ne peut

être 
apturé qu'ave
 un modèle 3D.

PSfrag repla
ements
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Figure 2.20 � Dépla
ement en x et 
ontrainte σzz sur la plaque trouée (géométrie dilatée

10 fois dans le sens de l'épaisseur)

La �gure 2.21 représente le 
hamp de 
ontrainte σzz au voisinage du trou.

Figure 2.21 � Contrainte σzz au voisinage du trou (géométrie dilatée 10 fois dans le sens

de l'épaisseur)

2.2.6.2 Cas des plaques raidies

La méthode présentée dans la partie 2.2 est adaptée pour e�e
tuer des simulations sur

des stru
tures de type �plaques raidies�. Les stru
tures 
omposites sont très souvent des

stru
tures min
es. Pour éviter les phénomènes de �ambage, des raidisseurs sont générale-

ment ajoutés. C'est le 
as de la majorité des stru
tures pour l'aéronautique. Il est don


important de pouvoir prendre en 
ompte 
es types de stru
tures.

Dans le 
as de géométries simples 
omme 
elles de la �gure 2.22, on 
onstate qu'il existe

une dire
tion �d'extrusion�, mais que 
elle-
i n'est pas dans l'épaisseur de la plaque 
omme

dans l'appro
he présentée pré
édemment.
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Figure 2.22 � Stru
ture raidie

Ce type de stru
ture peut être dire
tement résolue ave
 la méthode PGD en variables

d'espa
e séparées 2D/1D. Le problème 2D est 
ette fois pris dans la se
tion du panneau

auto-raidi (voir �gure 2.23).

Figure 2.23 � Maillage 2D pour résoudre le problème de la �gure 2.22

La séparation des variables d'espa
e en utilisant la se
tion pour dé�nir le problème 2D

de la résolution PGD s'éloigne un peu de la philosophie mise en pla
e pré
édemment. De

plus, dans le 
as d'une stru
ture 
omposite, le maillage de la se
tion doit être 
ompatible

ave
 le grand nombre de plis. Très rapidement, on obtient un maillage 2D dont le nombre

d'éléments explose. Cette stratégie n'est don
 pas la plus adaptée pour résoudre 
e genre

de problèmes.

Une formulation du problème plus adaptée aux problèmes de 
e type sera présentée

dans le 
hapitre 3, dans le partie 3.1.

2.3 Analyse des modes PGD

Dans 
ette partie, seront dis
utées les similitudes et les di�éren
es que l'on observe

entre l'appro
he présentée et 
ertaines théories de plaques.

Considérons le problème d'une plaque strati�ée (empilement [0, 45, 90,−45]s) en forme

de �L� dé�ni sur la �gure 2.24, en
astrée sur l'ensemble de ses bords, et soumise à une for
e


onstante sur sa fa
e supérieure.
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q

0

a

y

x

z

e

a = 0.1m

e = 0.001m

q = 1000Nm−2

a/2

a/2a

Figure 2.24 � Dé�nition du problème sur la plaque en forme de �L�

La méthode dé
rite i
i n'est pas présentée 
omme étant une théorie de plaque puisque

les équations utilisées et résolues sont 
elles de l'élasti
ité 3D sans au
une hypothèse sim-

pli�
atri
e. L'approximation par rapport à une résolution éléments �nis 3D 
omplète se

situe seulement dans le pro
essus itératif de 
onstru
tion de la solution en forme séparée,

dont la pré
ision est 
ontr�lée.

Cependant, la représentation sous forme de produit de fon
tions 2D et de fon
tion 1D

de l'épaisseur peut rappeler les théories de plaques.

La théorie des plaques min
es de Love-Kir
hho� développée par Love [Love, 1889℄,


omme extension de la théorie des poutres d'Euler-Bernouilli, est basée sur une hypothèse


inématique proposée par Kir
hho� [Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959℄ :

� les �bres normales à la surfa
e moyenne restent re
tilignes après déformation

� les �bres normales à la surfa
e moyenne restent normales à la surfa
e moyenne après

déformation

� l'épaisseur de la plaque ne varie pas après déformation.

Ces hypothèses se traduisent par les relations suivantes :







u(x, y, z) = z·θy(x, y)
v(x, y, z) =−z·θx(x, y)
w(x, y, z)= w(x, y).

(2.28)

La solution d'un problème de plaque ave
 la théorie de Love-Kir
hho� peut don
 être

représentée ave
 l'appro
he PGD développée i
i. La forme de la solution utilisée pour

résoudre un problème de plaque ave
 la PGD est rappelée 
i-dessous :

u(x, y, z) =

N∑

i=1






uixy(x, y).u
i
z(z)

vixy(x, y).v
i
z(z)

wi
xy(x, y).w

i
z(z)




 (2.29)

Une solution Love-Kir
hho� du même problème peut s'é
rire 
omme une restri
tion de

la solution PGD au premier mode (i = 1), ave
 des 
ontraintes sur les 
omposantes des

modes de l'épaisseur suivantes :
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





u1xy(x, y)=θy(x, y)

u1z(z) =z

v1xy(x, y) =θx(x, y)

v1z(z) =z

w1
xy(x, y)=w(x, y)

w1
z(z) =1

(2.30)

En pratique, dans le 
as d'une plaque min
e, sans rien imposer de tel sur le modèle

résolu par la PGD, le premier mode (voir �gure 2.25) trouvé par l'algorithme montre une

dépendan
e linéaire en z des 
omposantes u et v et une 
onstante en z pour w.

Ce 
omportement remarquable et non imposé à priori montre que l'hypothèse 
iné-

matique utilisée dans la théorie de Love-Kir
hho� est adaptée, puisque 
'est la meilleure

représentation de la solution tridimensionnelle en utilisant un seul produit des fon
tions du

plan et de l'épaisseur.

Les modes suivants (voir �gures 2.25, 2.26, 2.27 et annexe 5.7) présentent des dépen-

dan
es en z plus 
omplexes et viennent 
orriger la solution majoritairement près des bords,

là où le prin
ipe de Saint-Venant n'est pas véri�é et où la solution de la théorie de plaque

n'est pas valide. Les modes suivants qui présentent moins d'intérêt sont pla
és en annexe

5.7.

La méthode présentée i
i met en valeur la légitimité de l'hypothèse 
inématique dans

la théorie de plaques, et montre aussi ses limites.
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Figure 2.25 � Mode 1
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Figure 2.26 � Mode 2
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Figure 2.27 � Mode 3

La théorie de Reissner-Mindlin [Mindlin, 1951℄ [Reissner, 1945℄ qui prend en 
ompte

le 
isaillement transverse n'impose plus la normalité de la �bre initialement normale à la

surfa
e moyenne dans l'état déformé. La �gure 2.28 montre l'évolution de l'angle entre une

�bre et la surfa
e moyenne en fon
tion du rapport d'aspe
t de la plaque pour une solution


al
ulée en un seul mode ave
 la PGD. Les domaines de validités des deux théories se

retrouvent bien sur 
ette �gure. En e�et, pour un rapport d'aspe
t qui s'appro
he de 102,

l'hypothèse de Love-Kir
hho� se véri�e sur le premier mode de la PGD, tandis que pour

des épaisseurs plus importantes, la �bre normale ne reste plus perpendi
ulaire à la surfa
e

moyenne.

Dans tous les 
as, des modes additionnels sont né
essaires pour 
orriger la solution là où

elle est tridimensionnelle et don
 in
ompatible ave
 les hypothèses des di�érentes théories

de plaques, notamment au voisinage des en
astrements.
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Figure 2.28 � Évolution de l'angle entre une �bre et la surfa
e moyenne en fon
tion du

rapport d'aspe
t de la plaque

2.4 Con
lusion

Dans 
ette partie, nous avons vu 
omment résoudre un problème d'élasti
ité 3D sur des

géométries de type plaques en utilisant une représentation 2D/1D. La 
onvergen
e de la

méthode à été analysée, ainsi que ses performan
es en termes de temps de 
al
ul.

L'appli
ation à des piè
es 
omposites est parti
ulièrement intéressante, du fait de la

fa
ilité à traiter des problèmes présentant un grand nombre de degrés de liberté dans

l'épaisseur.

La méthode présentée dans 
ette partie se limite 
ependant à la résolution de pro-

blèmes sur des stru
tures d'épaisseur 
onstante et présentant des 
onditions aux limites


ompatibles ave
 la représentation séparée 
hoisie.

Le 
hapitre suivant présente quelques 
ompléments pour appliquer la représentation

2D/1D à des problèmes plus 
omplexes.
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Cette partie est un 
omplément du 
hapitre pré
édent permettant de résoudre 
ertains

problèmes 3D plus 
omplexes par rapport aux possibilités o�ertes par l'appro
he présentée

au 
hapitre 2. La méthode sera entre autres étendue à la simulation de problèmes dé�nis

sur des géométries 
onstituées d'assemblages de parties extrudées, puis une méthode pour

appliquer des 
onditions aux limites de type Diri
hlet non 
ompatible ave
 la représentation

séparée sera présentée. En�n des exemples de simulation et d'optimisation de forme basés

sur des problèmes thermoélastiques seront expli
ités.
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3.1 Représentation de la stru
ture en plusieurs modes

3.1.1 Mise en équation du problème

Pour résoudre des problèmes ave
 raidisseurs en 
onservant le problème 2D dans la

surfa
e moyenne de la plaque, on reprendra l'équation (2.14), ave
 K(x, y, z) sous la forme

d'une somme.

Considérons un problème dont le matériau possède une matri
e d'élasti
ité dé�nie par :

K = K0ij . (3.1)

Pour résoudre le problème de la �gure 2.22, l'expression du terme général de K(x, y, z)

sera :

Kij(x, y, z) =

3∑

i=1

Ki
xyij

·Ki
zij

. (3.2)

Les valeurs des di�érentes 
omposantes Ki
xyij

et Ki
zij

sont représentées sur la �gure 3.2,

et une représentation 3D est donnée par la �gure 3.1.
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Figure 3.1 � Représentation 3D re
onstruite de Ki
ij(x, y, z)

L'expression de K(x, y, z) sous la forme d'une somme de trois termes permet de repré-

senter la raideur asso
iée à la stru
ture représentée en �gure 2.22. La �gure 3.1 représente

la re
onstru
tion en 3D de la 
omposante générale Kij(x, y, z).
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Figure 3.2 � Valeurs de 
omposantes des Ki
xyij

et Ki
zij

Les parties représentées en bleu ont une raideur nulle, et ne parti
ipent don
 pas à la

raideur globale de la piè
e simulée. Pour l'ensemble des opérations de visualisation et post-

traitement des résultats, les zones représentées en bleu sont 
a
hées, laissant apparaître la

géométrie réelle de la piè
e.

La raideur lo
alement nulle ne pose pas de problème de résolution i
i, 
ar la résolu-

tion est e�e
tuée en variables d'espa
e séparées ave
 la PGD. Les problèmes 2D et 1D

dé�nis respe
tivement dans le plan et dans l'épaisseur sont résolus alternativement jusqu'à


onvergen
e. Lors de la résolution de 
ha
un des problèmes 1D et 2D, l'autre est pris en


ompte de façon totalement intégrée sur son espa
e de dé�nition sous la forme d'un s
alaire

stri
tement positif. Au
un problème de 
onditionnement du système n'est don
 posé i
i du

fait de la raideur nulle sur une partie du domaine.



3.1. REPRÉSENTATION EN PLUSIEURS MODES 47

3.1.2 Résolution

La formulation faible utilisée pour le 
al
ul du problème en R en prenant en 
ompte la

dé�nition de K(x, y, z) sous forme d'une somme s'é
rit don
 :

41∑

i=1

3∑

q=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

·Kq
xymini

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

·Kq
zmini

· sdi,δi
)
dΩz

= −
N∑

p=1

41∑

i=1

3∑

q=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

·Kq
xymini

· dpixy,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

·Kq
zmini

· dpiz,δi
)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
r⋆u · fduxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
su · fduz

)
dΩz +

∫∫

Ωxy

(
r⋆v · fdvxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sv · fdvz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
r⋆w · fdwxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sw · fdwz

)
dΩz

+

∫

∂2Ωxy

(
r⋆u · Fduxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
su · Fduz

)
dΓz +

∫

∂2Ωxy

(
r⋆v · Fdvxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
sv · Fdvz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
r⋆w · Fdwxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
sw · Fdwz

)
dΓz. (3.3)

Et 
elle asso
iée à la résolution du problème en S :

41∑

i=1

3∑

q=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

·Kq
xymini

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kq
zmini

· sdi,δi
)
dΩz

= −
N∑

p=1

41∑

i=1

3∑

q=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

·Kq
xymini

· dpixy,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kq
zmini

· dpiz,δi
)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
ru · fduxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆u · fduz

)
dΩz +

∫∫

Ωxy

(
rv · fdvxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆v · fdvz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
rw · fdwxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆w · fdwz

)
dΩz

+

∫

∂2Ωxy

(
ru · Fduxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆u · Fduz

)
dΓz +

∫

∂2Ωxy

(
rv · Fdvxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆v · Fdvz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
rw · Fdwxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆w · Fdwz

)
dΓz. (3.4)

L'ensemble des notations utilisées est détaillé dans l'annexe 5.7.
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3.1.3 Exemples de simulations dé�nies sur des domaines 
omplexes

3.1.3.1 Stru
ture en 
aisson

Dans 
et exemple, la séparation de la raideur en deux modes est exploitée. Grâ
e à

la méthode présentée dans la partie 3.1, la stru
ture tridimensionnelle de la �gure 3.3 est

modélisée à l'aide de la représentation séparée par le produit tensoriel d'un modèle 2D

et d'un modèle 1D. Les indi
atri
es utilisées pour l'intégration partielle du volume sont

dé�nies sur la �gure 3.4.

La stru
ture présentée sur la �gure 3.3 est en
astrée sur la fa
e de gau
he, et soumise

à une 
harge verti
ale sur la fa
e de droite.

Figure 3.3 � Stru
ture 3D en forme de 
aisson

Figure 3.4 � Indi
atri
e utilisée pour dé�nir la raideur

La solution 
al
ulée est fortement tridimensionnelle, 
omme on peut le 
onstater sur la

�gure 3.5. La méthode fon
tionne parfaitement pour 
apturer l'ensemble des e�ets tridi-

mensionnels même aux jon
tions entre les di�érents domaines.
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Figure 3.5 � Composante σxy du 
hamp de 
ontrainte 3D sur la stru
ture en 
aisson

3.1.3.2 Panneau auto-raidi

La piè
e présentée en 3.1 et sa variante à raidisseur 
ourbe sont également des exemples

dont la géométrie peut être exprimée 
omme la 
ombinaison de plusieurs géométries extru-

dées. Les maillages 2D asso
iés sont présentés en �gure 3.6 et �gure 3.7

Figure 3.6 � Maillage 2D pour le pro-

blème de plaque raidie

Figure 3.7 � Maillage 2D pour le pro-

blème de plaque raidie par raidisseur


ourbe

La plaque raidie de la �gure 3.8 est en
astrée sur les fa
es latérales avant et arrière,

et soumise à une pression 
onstante sur la fa
e du dessous. La plaque de la �gure 3.9 est

en
astrée sur les fa
es de gau
he et de devant, les deux autres fa
es sont soumises à des


ontraintes de symétrie. Une pression 
onstante est également appliquée sur la fa
e du

dessous.

3.1.3.3 Panneau sandwi
h ave
 
÷ur en nid d'abeille

Suivant exa
tement le même prin
ipe que les deux exemples pré
édents, des géométries


omplexes voire des mi
rostru
tures peuvent être mises en ÷uvre ave
 la méthode proposée.
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Figure 3.8 � Déformée de la plaque rai-

die

Figure 3.9 � Déformée de la plaque rai-

die par un raidisseur 
ourbe

L'exemple i
i 
on
erne un 
al
ul sur un panneau type sandwi
h ave
 un 
÷ur en nid d'abeille

et deux peaux 
omposites strati�ées de 8 plis 
ha
une. Conventionnellement, pour des

raisons de puissan
e de 
al
ul, le 
÷ur en nid d'abeille est 
onsidéré 
omme un matériau

homogène équivalent. I
i, la �mi
rostru
ture� du nid d'abeille est prise en 
ompte dans la

simulation.

Le 
oût du 
al
ul est abordable ave
 la méthode proposée. Ave
 une méthode 3D 
las-

sique et la dis
rétisation utilisée, le 
al
ul est trop gros pour être mis en ÷uvre sur un

ordinateur 
onventionnel. La solution présentée i
i 
omporte plus de 10 millions de degrés

de libertés, et à été 
al
ulée sur un ordinateur portable standard en seulement 10 h.

La �gure 3.10 représente un détail du nid d'abeille. La �nesse du maillage donne une

idée de la taille du problème éléments �nis à résoudre.

Figure 3.10 � Maillage 3D re
onstruit d'une 
ellule de nid d'abeille

Sur la �gure 3.11, on peut observer la tridimensionnalité du 
hamp de 
ontrainte, en

parti
ulier dans le nid d'abeille. Ces informations sont ina

essibles dans le 
as de l'utili-

sation d'un modèle d'âme homogénéisé.
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Figure 3.11 � Déformée de la plaque en sandwi
h 
omposite et nid d'abeille

Un 
al
ul de 
e type permet non seulement d'a

éder au 
hamp de 
ontrainte réel aussi

bien dans la peau strati�ée, que dans l'âme en nid d'abeille, mais également de se passer

d'une pro
édure d'homogénéisation non triviale du nid d'abeille qui entraîne de plus une

grosse approximation sur l'ensemble des 
hamps à proximité de l'interfa
e peau/âme.

3.2 Méthode de pénalisation pour l'appli
ation de 
onditions

limites de Diri
hlet non 
ompatibles ave
 la représenta-

tion séparée 
hoisie

3.2.1 Présentation de la méthode

La méthode présentée i
i est une méthode de pénalisation utilisée pour l'imposition de


onditions aux limites de type Diri
hlet spé
i�ques, qui ne peuvent pas s'é
rire simplement

sous forme de produit tensoriel 
onformément à la représentation 
hoisie (voir �gure 3.12).

Son emploi est motivé par sa simpli
ité d'implémentation.

La méthode de pénalisation est une méthode de résolution appro
hée, qui se di�éren-


ie des méthodes plus pré
ises, basées sur des multipli
ateurs de Lagrange par exemple.

L'in
onvénient majeur lié à l'utilisation de multipli
ateurs de Lagrange, est que la taille du

système à résoudre se trouve augmentée, 
ontrairement à la méthode de pénalisation qui


onserve la dimension du système.
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Figure 3.12 � Méthode pour imposer une 
ondition de Diri
hlet sur un domaine quel
onque

L'imposition de la 
ondition de Diri
hlet par pénalisation se fait en ajoutant un terme

agissant sur le dépla
ement asso
ié au domaine ∂1Ω dans la formulation faible 2.7 :

∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(u)
)

dΩ +

∫∫

∂1Ω

(

Kpen · u⋆(u−Ud)
)

dΓ

=

∫∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ +

∫∫

∂2Ω

(u⋆ · Fd) dΓ. (3.5)

Ce terme additionnel doit être séparé en deux : la partie qui dépend de u est 
onservée

dans le membre de gau
he, et la partie 
onnue qui dépend de Ud est dépla
ée dans le

membre de droite. Au �nal, la formulation faible adaptée pour la résolution du problème

en (R, S) devient :

∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(u)
)

dΩ +

∫∫

∂1Ω

(u⋆ ·Kpen · u)dΓ

= −
∫∫

∂1Ω

(

u⋆ ·Kpen ·Ud

)

dΓ +

∫∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ +

∫∫

∂2Ω

(u⋆ · Fd) dΓ. (3.6)

Le fa
teur de pénalisation Kpen est 
hoisi en fon
tion du problème selon les 
ritères de


hoix habituels.

L'équation suivante détaille l'ensemble des termes de la formulation faible utilisée pour
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la résolution du sous-problème en S (selon les notations déjà utilisées en annexe 5.7) :

41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kmini
· sdi,δi

)
dΩz

+

∫∫

∂1Ω

(u⋆ ·Kpen · u)dΓ

= −
N∑

p=1

41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

· dpixy,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kmini
· dpiz,δi

)
dΩz

+

∫∫

∂1Ω
(u⋆ ·Kpen ·Ud)dΓ

+

∫∫

Ωxy

(
ru · fduxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆u · fduz

)
dΩz +

∫∫

Ωxy

(
rv · fdvxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆v · fdvz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
rw · fdwxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆w · fdwz

)
dΩz

+

∫

∂2Ωxy

(
ru · Fduxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆u · Fduz

)
dΓz +

∫

∂2Ωxy

(
rv · Fdvxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆v · Fdvz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
rw · Fdwxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆w · Fdwz

)
dΓz. (3.7)

Les 
omposantes de u dans l'équation 3.7 sont volontairement présentées non dévelop-

pées. En e�et, le nombre de 
omposantes dépend de la nature de la 
ondition à imposer.

Par exemple, dans le 
as d'une 
ondition d'en
astrement de la partie ∂1Ω, les 3 
om-

posantes de u �gureront dans le terme de pénalisation, et le terme du membre de droite

sera absent 
ar le dépla
ement imposé est nul. En revan
he, si l'on souhaite imposer une


ontrainte de glissement de ∂1Ω sur une surfa
e normale au plan formé par les dire
tions y

et z, seul la 
omposante u du dépla
ement sera in
luse dans le terme de pénalisation.

3.2.2 Exemple

Pour illustrer la méthode présentée dans 
ette partie, 
onsidérons l'exemple dé�ni sur

la �gure 3.13. Le matériau est isotrope ave
 E = 200 GPa, et ν = 0.3. Un e�ort Fd est

imposé sur la fa
e de droite :

Fd =






0

0

−1000




 ,

la fa
e de gau
he est en
astrée :

Ud1 =






ud1

vd1

wd1




 =






0

0

0




 ,
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et la 
omposante w du dépla
ement est imposée sur la partie 
entrale :

wd2 = 0

La séparation des variables adoptée est la suivante : le problème 2D est dé�ni sur la

se
tion du tube, et le problème 1D est représentatif de la dire
tion de la longueur.

Le dépla
ement imposé Ud1 est 
ompatible ave
 la séparation 
hoisie, il est don
 pris en


ompte de façon normale (voir partie 2.2.5.2) dans la simulation. Le dépla
ement imposé

Ud2 n'est pas 
ompatible ave
 la séparation 
hoisie, il est don
 pris en 
ompte dans la

simulation en utilisant la méthode dé
rite dans la partie 3.2.1.
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Figure 3.13 � Dé�nition de problème

Le résultat de la simulation présenté en �gure 3.14 représente la 
ontrainte de Von

Mises sur la déformée de la piè
e.

PSfrag repla
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σ
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Figure 3.14 � Contrainte de Von Mises sur la piè
e déformée
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3.3 Thermoélasti
ité

3.3.1 Formulation et résolution du problème de thermoélasti
ité

De nombreux pro
édés de fabri
ation imposent des variations de température de la

piè
e et de l'outillage lors de la mise en forme. C'est en parti
ulier le 
as pour les maté-

riaux 
omposites à matri
es thermoplastiques et thermodur
issables. Ces 
hangements de

température au sein de la piè
e lors de la mise en forme, 
ouplés à la forte anisotropie des

plis dans les piè
es 
omposites induisent des états de 
ontraintes résiduelles dans les piè
es

fabriquées [Chinesta et al., 2012℄.

Pour dimensionner et modéliser 
orre
tement le 
y
le de vie de la piè
e, il est né
essaire

de prendre 
es phénomènes en 
ompte dans la simulation. Une première appro
he est

développée i
i : il s'agit de prendre en 
ompte les variations de température par un modèle

thermoélastique linéaire.

L'idée i
i est de 
onsidérer en première appro
he un état à 
haud libre de 
ontraintes,

au début de la mise en forme, puis un refroidissement de la piè
e. C'est à 
e moment

qu'apparaissent les 
ontraintes [Chinesta et al., 2012; Bognet et al., 2011, 2012a℄.

La prise en 
ompte des variations de température se fait via un 
al
ul thermique (basé

sur l'exothermie des réa
tions, ainsi que les 
y
les thermiques pres
rits par les di�érents

outillages), 
e 
hamp de variation de température (en utilisant une représentation séparée)

induit un 
hamp de for
es volumiques exprimé sous forme séparée. On 
onsidère i
i que

la matri
e est libre de 
ontrainte à l'état 
haud, et que les 
ontraintes d'origine thermique

apparaissent uniquement lors du refroidissement.

On résout don
 d'abord l'équation de la 
haleur en prenant en 
ompte l'exothermie

dans un terme sour
e, et les di�érentes températures imposées par les outillages [Ghnatios

et al., 2011℄ :

∫∫∫

Ω

(
T ⋆ · ρ · c · Ṫ

)
dΩdt+

∫∫∫

Ω

(
∇T ⋆ · k · ∇T

)
dΩdt

=

∫∫∫

Ω

(
T ⋆ · h

)
dΩdt+

∫∫

∂2Ω

(
T ⋆ · q

)
dΓdt. (3.8)

Ensuite, le résultat du 
al
ul thermique est utilisé dans le 
al
ul mé
anique :

∫∫∫

Ω

(
ε(u⋆) ·K · ε(u)

)
dΩ =

∫∫∫

Ω

(
u⋆.fd

)
dΩ +

∫∫

∂2Ω

(
u⋆.Fd

)
dΓ, (3.9)

où les for
es volumiques générées par le refroidissement sont données sous la forme

suivante :

fd = −ε(u⋆) ·K · (α · 1δT ), (3.10)

où α est le tenseur des 
oe�
ients de dilatations thermiques, et :

δT = T
ambiante

− T (x, y, z, t = 0). (3.11)
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où T (x, y, z, t = 0) représente la température initiale, à la �n de la mise en forme à 
haud.

Les problèmes thermiques et mé
aniques sont résolus en 
her
hant les 
hamps solutions,

respe
tivement T (x, y, z) et u(x, y, z) sous forme séparée (équations 3.12 et 3.13) [Ghnatios

et al., 2011; Chinesta et al., 2012℄ :

T (x, y, z) ≈
n∑

i=1

T i
xy(x, y).T

i
z(z), (3.12)

u(x, y, z) =






u(x, y, z)

v(x, y, z)

w(x, y, z)




 ≈

n∑

i=1






uixy(x, y).u
i
z(z)

vixy(x, y).v
i
z(z)

wi
xy(x, y).w

i
z(z)




. (3.13)

L'appro
he présentée i
i néglige un 
ertain nombre de phénomènes, 
omme les 
hange-

ments d'états, les réa
tions 
himiques et leur 
ouplage ave
 la thermique et la mé
anique.

Il s'agit d'un premier pas permettant de résoudre des problèmes linéaires en prenant en


ompte une 
ertaine physique. Cependant, la méthode dé
rite i
i permet de résoudre des

problème 3D ave
 un 
oût de 
al
ul su�samment faible pour pouvoir être te
hniquement

mise en ÷uvre. En e�et, pour modéliser 
orre
tement les phénomènes thermoélastiques,

un modèle 3D est né
essaire : les 
ontraintes thermoélastiques ainsi que les déformations

asso
iées qui apparaissent lors de la mise en forme des matériaux 
omposites proviennent

entre autres du rapport élevé entre les 
oe�
ients de dilatation thermique dans le plan du

pli et dans la dire
tion transverse. La méthode peut être étendue par la suite à des modèles

multiphysiques 
ouplés [Chinesta et al., 2012℄.

3.3.2 Optimisation d'une 
ornière 
omposite

Les piè
es en forme de 
ornières ou de �
oin de malle� sont très utilisées, en parti
u-

lier dans l'industrie aéronautique pour assembler des panneaux entre eux. Les toléran
es

géométriques sur 
es piè
es sont exigeantes, 
ar elles dé�nissent l'orientation relative des

piè
es de grande dimension à assembler entre elles.

Du fait de l'anisotropie marquée des matériaux 
omposites, lors du refroidissement après

mise en forme, les rayons de 
ourbures des piè
es diminuent. Ce phénomène est prin
ipale-

ment provoqué par le rapport important entre les 
oe�
ients de dilatation thermique dans

le plan, et hors plan. Une résolution 3D semble être la façon la plus pré
ise pour déterminer

l'amplitude de la fermeture de la piè
e lors du refroidissement.

La 
onséquen
e de 
e phénomène est que les piè
es qui possèdent un rayon de 
ourbure

se referment. Ce
i est d'ailleurs d'autant plus marqué que le rayon initial est faible. C'est

pré
isément le 
as de �gure ren
ontré ave
 les 
ornières 
omposites.

Une 
orre
tion de l'outillage est né
essaire a�n d'obtenir une piè
e qui ne soit pas hors

toléran
e. Dans le 
as d'une 
ornière, il est né
essaire de fabriquer un moule ave
 un angle

légèrement plus ouvert que la piè
e �nale désirée. Le but de 
ette partie est pré
isément

de déterminer l'angle de l'outillage en fon
tion de l'angle de la piè
e désiré, le rayon de


ourbure du 
oin, et l'empilement.
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Figure 3.15 � Cornière 
omposite

A�n de pouvoir automatiser le pro
essus d'optimisation, un générateur automatique de

maillage d'une 
ornière est mis en pla
e. La �gure 3.16 montre le détail du maillage au

niveau de la partie 
ourbe de la 
ornière. Les données d'entrée sont les suivantes :

� la longueur L de la piè
e

� les largeurs des fa
es l1 et l2

� le rayon du 
oin R

� l'angle d'ouverture α

� l'empilement et l'épaisseur d'un pli

� le nombre d'éléments dans l'épaisseur d'un pli

Figure 3.16 � Détail du maillage 2D utilisé pour l'optimisation de la 
ornière

Ensuite, la pro
édure d'optimisation est lan
ée : une première simulation est e�e
tuée,

ave
 la valeur de l'angle nominal souhaité. Un refroidissement de 160

◦C est imposé sur la

piè
e (les 
onditions aux limites mé
aniques se limitent à la suppression des mouvements

de 
orps rigide). Ensuite, ave
 une méthode de la sé
ante, en fon
tion de l'angle mesuré

entre les deux fa
es de la 
ornière après refroidissement via une méthode de moindre 
arrés,
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l'angle du moule est modi�é et la simulation relan
ée.

Considérons une 
ornière ave
 un empilement [0, 90, 90, 0℄s, dont les 
oe�
ients maté-

riau sont dé�nis par la table 3.1, et les dimensions par la table 3.2.

E1 120 · 103 MPa
E2 8.9 · 103 MPa
E3 8.9 · 103 MPa
ν12 0.35
ν13 0.35
ν23 0.32
G12 4.5 · 103 MPa
G13 4.5 · 103 MPa
G23 5.3 · 103 MPa
α11 130 · 10−9
α22 30 · 10−6
α33 30 · 10−6

Table 3.1 � Coe�
ients matériau utilisés pour un pli 
omposite

L 500 mm
l1 50 mm
l2 50 mm
R 2 mm

Table 3.2 � Paramètres géométriques utilisés pour la 
ornière

Après 4 itérations, l'angle re
her
hé est atteint. L'angle optimisé du moule pour obtenir

la 
ornière à 90

◦
est 90.4

◦
.

Le maillage utilisé pour la résolution est un maillage 2D d'une se
tion de la 
ornière 
om-

posé de 2680 éléments quadrangles bilinéaires, et le maillage 1D 
omposé de 100 éléments

linéaires. Le problème 3D re
onstruit 
ontient 836400 degrés de libertés, l'optimisation est

e�e
tuée en un temps de 177s sur un ordinateur portable ordinaire.
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Figure 3.17 � Déformée de la 
ornière à 90◦

3.3.3 Dis
ussion

Les ingrédients présentés dans 
ette partie permettent de résoudre des problèmes réels

utiles pour la 
on
eption de piè
es 
omposites. En e�et, 
ontrairement aux matériaux

métalliques, l'anisotropie des matériaux 
omposites peut entraîner des déformations rési-

duelles très importantes sur les piè
es fabriquées si les outillages ne sont pas prévus pour

les anti
iper.

Pour pro
éder 
orre
tement, le modèle numérique doit pouvoir prendre en 
ompte aussi

bien des 
onditions aux limites variées que des 
hargement 
omplexes basés sur la physique.

La modélisation proposée i
i, bien qu'assez simple 
on
ernant la physique, donne des

résultats en
ourageants fort utiles pour la 
on
eption des moules utilisés pour la fabri
ation

des piè
es. L'exemple de la 
ornière strati�ée illustre bien la né
essité d'utiliser des moules

dont les 
ara
téristiques dimensionnelles dépendent des paramètres du pro
édé de mise en

forme (histoire thermique, drapage des plis,...).
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Les 
hapitres pré
édents dé
rivent en détail la méthode de résolution de problèmes 3D

en variables d'espa
es séparées pour des piè
es planes. Cette partie a pour but de détailler

l'extension de la méthode pour des piè
es de type 
oques. La philosophie est très similaire

à 
e qui est présenté au 
hapitre 2, ave
 une 
ertaine 
omplexité supplémentaire induite

par la 
ourbure du domaine 
onsidéré.

Tout d'abord, les di�érentes appro
hes possibles seront présentées, leurs points forts et

faibles respe
tifs seront brièvement dis
utés. Par la suite, l'appro
he utilisant la géométrie

di�érentielle sera présentée en détail, avant de présenter divers exemples d'illustration et

de validation.
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4.1 Introdu
tion : 3D séparé en 2D/1D pour les 
oques

Plusieurs appro
hes sont possibles pour résoudre des problèmes d'élasti
ité 3D sur des

géométries de type 
oques. La première façon qui vient à l'esprit est de résoudre le problème

dans un espa
e 
urviligne en utilisant les outils de géométrie di�érentielle. Cependant, le

problème peut également être étudié sous sa forme dis
rétisée. La formulation du problème

est alors extrêmement simpli�ée, et di�ère très peu de l'appro
he dé
rite au 
hapitre 2.

4.1.1 Appro
he fa
etisée

Considérons la géométrie d'une 
oque, dis
rétisée en pentaèdres 
omme représenté sur

la �gure 4.1.

PSfrag repla
ements
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Figure 4.1 � Représentation dis
rétisée de la 
oque

Cha
un des pentaèdres représente un sous espa
e de la 
oque, qui par une su

ession

de transformations peut se ramener à un prisme parent dans l'espa
e (ξ, η, ζ).

Un point 
lé de 
ette appro
he 
onsiste à évaluer 
orre
tement le ja
obien de la transfor-

mation, ainsi que son inverse. La transformation F1 est une simple rotation a�n de ramener

des fa
es supérieures et inférieures du pentaèdre orientées selon la dire
tion z′. Le 
al
ul

de son ja
obien ainsi que son inverse ne pose pas de di�
ulté parti
ulière.

La transformation F2 peut s'exprimer sous forme séparée selon le formalisme J =
∑NJ

i=1 J
i
ξ,η · Ji

ζ , dont les détails sont présentés en annexe 5.7.

Sous 
ertaines hypothèses, il est également possible d'obtenir une représentation séparée

de l'inverse du ja
obien.

Cette appro
he de résolution en variables séparées, une fois les représentations séparées

du ja
obien et de son inverse déterminées, est tout à fait similaire du point de vue de la

méthode à l'appro
he présentée au 
hapitre 2.

4.1.2 Appro
he 
ontinue

L'appro
he 
ontinue basée sur la géométrie di�érentielle est plus élégante 
ar l'é
riture

du prin
ipe des travaux virtuels peut être formulée sur le problème 
ontinu. La géomé-

trie di�érentielle est utilisée notamment dans le 
adre des théories de 
oques 
lassiques

[Timoshenko et Woinowsky-Krieger, 1959; Batoz, 1992; Reddy, 2004; Chapelle et Bathe,

2003; Patri
k Muller, 1999; Niordson, 1985℄. L'annexe 5.7 dé�nit les outils et les notations
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né
essaires à la résolution du problème d'élasti
ité 3D sur des domaines de types 
oques

présentée dans la suite de 
e 
hapitre.

4.2 Paramétrage de la géométrie

4.2.1 Paramétrage de la surfa
e moyenne

Considérons tout d'abord la surfa
e moyenne de la 
oque dé�nie par son équation

paramétrique xP (ξ, η) (voir �gure 4.2) :

xP (ξ, η) =






XP (ξ, η)

YP (ξ, η)

ZP (ξ, η)




 . (4.1)

xP (ξ, η) est le ve
teur des 
oordonnées 
artésiennes de la surfa
e moyenne en fon
tion des


oordonnées paramétriques ξ et η.

n

x
y

z

Figure 4.2 � Paramétrage de la surfa
e moyenne

À partir de l'équation de la surfa
e, il est aisé de dé�nir les deux ve
teurs tangents à la

surfa
e au point P , dé�nissant la base 
ovariante. Les ve
teurs de la base 
ovariante a1 et

a2 sont dé�nis 
omme étant respe
tivement la dérivée partielle de l'équation de la surfa
e

moyenne par rapport à ξ et η.

a1 = xP,ξ(ξ, η), (4.2)

a2 = xP,η(ξ, η). (4.3)

Le ve
teur unitaire normal à la surfa
e moyenne s'exprime fa
ilement en fon
tion de a1

et a2 :

n =
a1 ∧ a2

‖ a1 ∧ a2 ‖ . (4.4)

4.2.2 Paramétrage du volume et séparation des variables

Considérons maintenant un point M appartenant au volume (voir �gure 4.3), repéré

dans l'espa
e par ses trois 
oordonnées paramétriques (ξ, η, ζ) :

xM (ξ, η, ζ) = xP (ξ, η) + ζn(ξ, η). (4.5)
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Figure 4.3 � Paramétrage du volume

La résolution d'un problème mé
anique en variables d'espa
e séparées sur une géométrie

de type 
oque 
onduit à 
her
her la solution sous la forme séparée suivante :

u(ξ, η, ζ) =

N∑

i=1






uiξη(ξ, η).u
i
ζ(ζ)

viξη(ξ, η).v
i
ζ(ζ)

wi
ξη(ξ, η).w

i
ζ(ζ)




 =

N∑

i=1

Ui
ξη ◦Ui

ζ . (4.6)

4.3 Formulation du problème mé
anique

Considérons un problème mé
anique 3D en espa
e dé�ni sur le domaine Ω.

Le 
hamps solution u(ξ, η, ζ) doit satisfaire le prin
ipe des travaux virtuels :

∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(u)
)

dΩ =

∫∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ +

∫∫

∂1Ω

(u⋆ · Fd) dΓ. (4.7)

où K est le tenseur d'élasti
ité 3D, fd les for
es de volume, et Fd les e�orts surfa
iques sur

le domaine ∂1Ω.

Conformément à l'expression du dépla
ement 4.6, la déformation s'é
rit en petites per-

turbations :

ε(u) =
1

2

(∂u

∂x
+
(∂u

∂x

)T)

=
1

2

(∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
(∂u

∂ξ

∂ξ

∂x

)T)

, (4.8)

où :

∂u

∂ξ
=

N∑

i=1






uiξη,ξ.u
i
ζ uiξη,η.u

i
ζ uiξη.u

i
ζ,ζ

viξη,ξ.v
i
ζ viξη,η.v

i
ζ viξη.v

i
ζ,ζ

wi
ξη,ξ.w

i
ζ wi

ξη,η.w
i
ζ wi

ξη.w
i
ζ,ζ




, (4.9)

et :

∂ξ

∂x
=

(
∂x

∂ξ

)
−1

= Fζ
−1. (4.10)

Le gradient de la transformation inverse Fζ
−1

est dé�ni en annexe 5.7.

4.4 Résolution ave
 la PGD

Pour résoudre le problème en variables d'espa
e séparées, la fon
tion test u⋆
est expri-

mée sous la forme :

u⋆ = R⋆
ξη ◦ Sζ +Rξη ◦ S⋆

ζ . (4.11)
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L'expression de ε(u⋆) s'exprime de façon similaire à ε(u).

L'enri
hissement de u ave
 un nouveau mode s'e�e
tue de manière similaire à l'enri-


hissement d'un problème dé�ni sur une géométrie plane (voir 
hapitre 2) : on suppose N

modes déjà 
onnus, et le (N + 1)è est re
her
hé sous la forme :

uN+1 = uN +Rξη ◦ Sζ =

N∑

i=1

Ui
ξη ◦Ui

ζ +Rξη ◦ Sζ . (4.12)

La non-linéarité introduite par la représentation du nouveau mode Rξη ◦ Sζ 
omme un

produit est gérée de la même façon que pour les problèmes dé�nis sur des géométries

planes : les problèmes en Rξη et Sζ sont alternativement résolus dans un point �xe [Bognet

et al., 2012b; Ammar et al., 2007℄.

Le problème à résoudre devient :

∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(Rξη ◦ Sζ)
)

dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(u⋆) ·K · ε(uN )
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(u⋆ · fd) dΩ +

∫∫

∂1Ω

(u⋆ · Fd) dΓ, (4.13)

où les quantités ε(u⋆), ε(u), K, dΩ, dΓ, fd et Fd doivent être substituées par leur

représentations séparées dé�nies en annexe 5.7. L'ensemble des grandeurs K, fd et Fd sont

supposées, sans perte de généralité, s'exprimer en un seul produit de fon
tions du plan et

de l'épaisseur.

Résolution du problème en Rξη Pour résoudre le problème en Rξη, on suppose Sζ


onnu a�n de 
al
uler expli
itement les intégrales sur la 
oordonnée ζ. Le 
hamp test u⋆

devient :

u⋆ = R⋆
ξη ◦ Sζ , (4.14)

et le prin
ipe des travaux virtuels se reformule 
omme suit :

∫∫∫

Ω

(

ε(R⋆
ξη ◦ Sζ) · (Kξη ◦Kζ) · ε(Rξη ◦ Sζ)

)

dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(R⋆
ξη ◦ Sζ) · (Kξη ◦Kζ) · ε(

N∑

i=1

Ui
ξη ◦Ui

ζ)
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(
(R⋆

ξη ◦ Sζ) · (fdξη ◦ fdζ)
)
dΩ

+

∫∫

∂1Ω

(
(R⋆

ξη ◦ Sζ) · (Fdξη ◦ Fdζ)
)
dΓ. (4.15)
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Résolution du problème en Sζ Pour résoudre le problème en Sζ , l'ensemble des inté-

grales sur les 
oordonnées ξ et η sont e�e
tuées 
ar la fon
tion Rξη est 
onnue (pré
édem-

ment 
al
ulée). Le 
hamp test u⋆
devient :

u⋆ = Rξη ◦ S⋆
ζ , (4.16)

et le prin
ipe des travaux virtuels se reformule 
omme suit :

∫∫∫

Ω

(

ε(Rξη ◦ S⋆
ζ) · (Kξη ◦Kζ) · ε(Rξη ◦ Sζ)

)

dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(Rξη ◦ S⋆
ζ) · (Kξη ◦Kζ) · ε(

N∑

i=1

Ui
ξη ◦Ui

ζ)
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(
(Rξη ◦ S⋆

ζ) · (fdξη ◦ fdζ)
)
dΩ

+

∫∫

∂1Ω

(
(Rξη ◦ S⋆

ζ) · (Fdξη ◦Fdζ)
)
dΓ. (4.17)

Le point �xe 
ontinue jusqu'à atteindre la 
onvergen
e selon le même prin
ipe que

pour les domaines plans (voir 
hapitre 2). L'enri
hissement 
ontinue jusqu'à atteindre la

pré
ision voulue (voir 
hapitre 2).

4.5 Expression du tenseur d'élasti
ité pour les matériaux 
om-

posites strati�és

La base lo
ale orthonormée (dé�nie en annexe 5.7) est utilisée 
omme référen
e pour

dé�nir l'orientation des renforts dans les di�érents plis des matériaux strati�és. Les ve
teurs

t1 et t2 appartiennent au plan tangent à la surfa
e, et l'angle de rotation autour de n entre

les renforts du pli i et le ve
teur t1 est appelé θi.

Le tenseur d'élasti
ité dans la base globale doit s'é
rire sous forme séparée de façon

à être 
ompatible ave
 la résolution du problème. Son expression est la suivante : K =
p∑

i=1
K

i(ξ, η) ◦Ki(ζ), où p est le nombre d'orientations di�érentes des plis dans l'empilement

du strati�é.

Alors K
i(ζ) s'é
rit :

K
i(ζ) = δi














1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1














, (4.18)

où :

δi =

{

1 si ζ ∈ pli d'orientation θi

0 sinon

(4.19)
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K
i(ξ, η) s'é
rit :

K
i(ξ, η) = Q

T
RiT

K RiQ, (4.20)

où Q est la matri
e de passage de la base lo
ale orthonormée à la base 
artésienne en

notation de Voigt :

Q =














t21x t22x n2
x 2t2xnx 2t1xnx 2t1xt2x

t21y t22y n2
y 2t2yny 2t1yny 2t1yt2y

t21z t22z n2
z 2t2znz 2t1znz 2t1zt2z

t1yt1z t2yt2z nynz (t2ynz+t2zny) (t1ynz+t1zny) (t1yt2z+t1zt2y)

t1xt1z t2xt2z nxnz (t2xnz+t2znx) (t1xnz+t1znx) (t1xt2z+t1zt2x)

t1xt1y t2xt2y nxny (t2xny+t2ynx) (t1xny+t1ynx) (t1xt2y+t1yt2x)














, (4.21)

Ri
est la matri
e de rotation pour le passage de la base prin
ipale du matériau à la base

lo
ale orthonormée en notation de Voigt :

Ri =














cos(θi)2 sin(θi)2 0 0 0 −2sin(θi)cos(θi)

sin(θi)2 cos(θi)2 0 0 0 2sin(θi)cos(θi)

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos(θi) sin(θi) 0

0 0 0−sin(θi) cos(θi) 0

sin(θ)cos(θ)−sin(θ)cos(θ)0 0 0 cos(θi)2 − sin(θi)2














, (4.22)

et K est le tenseur d'élasti
ité du pli 
omposite dé�ni dans sa base prin
ipale :

K =














k11 k12 k13 0 0 0

k21 k22 k23 0 0 0

k31 k32 k33 0 0 0

0 0 0 k44 0 0

0 0 0 0 k55 0

0 0 0 0 0 k66














. (4.23)

Cette représentation est adaptée pour des piè
es développables, ou si les variations

de métrique sont faibles et autorisent le drapage sans di�
ultés et sans déformations im-

portantes du pli déposé. Par 
ontre, dès que la métrique varie fortement, la déformation

des plis devient importante, et le 
al
ul des propriétés mé
aniques lo
ales du matériau

doit être e�e
tué de manière plus poussée [Boisse et al., 1995; Allaoui et al., 2011℄. Cet

aspe
t 
omplexe en lui-même n'est pas développé i
i. Nous supposerons simplement que

quelles que soient les propriétés lo
ales du matériau, on peut les représenter sous la forme

K =
p∑

i=1
K

i(ξ, η) ◦Ki(ζ).
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4.6 Exemples

4.6.1 Exemple de validation

4.6.1.1 Dé�nition du problème

A�n de valider l'appro
he dé
rite 
i-dessus, la solution numérique 
al
ulée par le 
ode de


al
ul dont le prin
ipe à été présenté pré
édemment est 
omparée ave
 la solution analytique

du problème.

Le problème 
onsidéré est le suivant : un tube 
ylindrique de longueur in�nie, de rayon

interne a et de rayon externe b est soumis à une pression unitaire sur sa fa
e interne. La

�gure 4.4 montre une représentation d'une se
tion du problème 
onsidéré.

Figure 4.4 � Dé�nition d'une se
tion du problème 
onsidéré

Étant donné l'état de déformation plane dans le plan de la se
tion du tube, une longueur

arbitraire peut être 
onsidérée pour la résolution numérique en utilisant des 
onditions aux

limites adaptées. Les dimensions ainsi que les 
oe�
ients matériau utilisés pour le problème

sont dé�nis en table 4.1.

a 2 mm
b 3 mm
Pi 1 MPa
E 150000 MPa
ν 0.3

Table 4.1 � Paramètres géométriques et 
oe�
ients matériau

A�n d'utiliser la méthode dé
rite pré
édemment, une tran
he d'épaisseur unitaire est

modélisée. L'espa
e paramétrique est dis
rétisé par un maillage éléments �nis. Celui-
i est


onstitué d'éléments quadrangulaires bilinéaires sur l'espa
e dé�ni par ξ ∈ [0, 2π · Rmoy]

et η ∈ [0, 1], où Rmoy = 2.5. Le maillage de l'épaisseur est réalisé ave
 des éléments 1D

linéaires sur l'intervalle [−0.5, 0.5].

L'équation paramétrique de la surfa
e moyenne est donnée par la relation :







X =
Rmoy

2π sin( ξ
Rmoy

)

Y = η

Z =
Rmoy

2π cos( ξ
Rmoy

)

(4.24)

Pour e�e
tuer la résolution numérique, les 
onditions aux limites adéquates doivent être
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imposées : la fa
e interne est soumise à une pression unitaire, et les fa
es planes en y = 0

et y = 1 sont 
ontraintes d'avoir un dépla
ement nul dans la dire
tion y. Par ailleurs, les

mouvements de solide rigide restant sont supprimés en imposant le dépla
ement nul d'un

point d'un rayon orienté par l'axe z suivant la dire
tion x, et le dépla
ement nul suivant z

de deux points de deux rayons orientés par la dire
tion x.

4.6.1.2 Résultats

La solution analytique du problème est 
al
ulée en utilisant la mé
anique des milieux


ontinus. La solution est un dépla
ement purement radial de la forme :

ur(r) =
1 + ν

E(b2 − a2)

[

(1− 2ν)(a2Pir) +
a2b2Pi

r

]

. (4.25)

Pour la résolution du problème en variables d'espa
e séparées, une brève étude de


onvergen
e sur le maillage est e�e
tuée. Le problème est résolu su

essivement pour trois

dis
rétisations di�érentes (voir table 4.2 et �gure 4.5), où Nξ, Nη et Nζ sont respe
tivement

les nombres d'éléments dans la dire
tion orthoradiale, la dire
tion de l'axe du 
ylindre, et

la dire
tion de l'épaisseur.

Nξ Nη Nζ

MAILLAGE 1 8 2 2

MAILLAGE 2 16 2 4

MAILLAGE 3 32 2 8

Table 4.2 � Nombre d'éléments dans les di�érentes dire
tions pour les trois maillages

utilisés

Figure 4.5 � Représentation 3D des trois maillages utilisés

Les résultats de l'appro
he 2D/1D sont 
omparés ave
 la solution analytique ainsi

qu'ave
 la solution du problème résolu ave
 la méthode des éléments �nis 3D sur les trois

maillages. L'ensemble des résultats est synthétisé sur la �gure 4.6.

Comme attendu, les solutions des modèle 2D/1D et 3D 
onvergent vers la solution

analytique. Cependant la solution 2D/1D 
onverge plus rapidement, en e�et, l'utilisation

de l'appro
he basée sur la géométrie di�érentielle permet d'intégrer plus pré
isément les
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Figure 4.6 � Dépla
ement radial en fon
tion du rayon pour les 3 maillages (2D/1D et 3D)

et pour la solution analytique


hamps que l'appro
he 3D dont l'intégration est e�e
tuée sur le modèle dis
rétisé.

Par ailleurs, la solution analytique s'exprime 
omme une unique fon
tion du rayon.

La solution du problème résolu ave
 l'appro
he PGD est don
 supposée atteindre la pré-


ision maximale en un seul mode, 
e qui est e�e
tivement observé. Les �gure 4.7, 4.8 et

4.9 montrent les 
omposantes u, v et w de l'unique mode de la solution 
al
ulée sur le

MAILLAGE 3.
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Figure 4.7 � Mode 1 pour la 
omposante u 
al
ulée sur le MAILLAGE 3

Cet exemple illustre don
 parfaitement la validité de l'appro
he présentée, ainsi que

son ex
ellente 
onvergen
e en fon
tion du maillage du fait de l'intégration des opérateurs

en tenant 
ompte des 
ourbures lo
ales et de la métrique issues des résultats de géométrie

di�érentielle.
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Figure 4.8 � Mode 1 pour la 
omposante v 
al
ulée sur le MAILLAGE 3
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Figure 4.9 � Mode 1 pour la 
omposante w 
al
ulée sur le MAILLAGE 3

4.6.2 Exemple de piè
e 
omposite strati�ée

4.6.2.1 Dé�nition du problème

Le problème 
onsidéré est identique au problème dé�ni dans la partie 4.6.1 pour la

géométrie. Par 
ontre, le matériau 
onsidéré est maintenant un 
omposite strati�é. La sé-

quen
e d'empilement est de [90, 45, 0,−45]s dans la base lo
ale orthonormée (voir �gure

4.10), et l'épaisseur de 
haque pli est de 0.125 mm. L'angle dé�ni par la séquen
e d'empile-

ment représente l'angle entre la dire
tion des �bres, et le ve
teur t1 de la base orthonormée.

La table 4.3 donne les 
oe�
ients matériau d'un pli dans sa base lo
ale propre. L'espa
e

paramétrique (ξ, η) est dis
rétisé par un maillage régulier de quadrangles bilinéaires tel que

Nξ = 40 et Nη = 2, et 
haque pli est dis
rétisé par 10 éléments 1D linéaires, 
e qui fait un

total de Nζ = 80.

E1 120 · 103 MPa
E2 8.9 · 103 MPa
E3 8.9 · 103 MPa
ν12 0.35
ν13 0.35
ν23 0.32
G12 4.5 · 103 MPa
G13 4.5 · 103 MPa
G23 5.3 · 103 MPa

Table 4.3 � Coe�
ients matériau d'un pli 
omposite
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Figure 4.10 � Base lo
ale orthonormée

4.6.2.2 Résultats

La forme du dépla
ement est très similaire à 
elle du dépla
ement 
al
ulé pour un

matériau isotrope, 
ependant de petites perturbations sont visibles sur le dépla
ement

radial (voir �gure 4.11).
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Figure 4.11 � Dépla
ement radial le long d'un rayon

Le 
al
ul de la déformation εrr permet de mieux voir l'e�et de l'empilement. La défor-

mation εrr est tra
ée sur la �gure 4.12.
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Figure 4.12 � εrr le long d'un rayon

4.6.3 Exemple de simulation sur une géométrie 
omplexe

4.6.3.1 Dé�nition du problème

Considérons un tore 
reux d'épaisseur h dont la se
tion est en forme de �eur, ave
 un

angle d'héli
e, représenté �gure 4.13.

Figure 4.13 � Géométrie 
onsidérée

L'équation paramétrique de la surfa
e moyenne est donnée 
i dessous, et les valeurs des


oe�
ients r, R, e et h est donnée par la table 4.4 :







X = (r +R · cos(ξ + 2η) + e · cos(6ξ))cos(η)
Y = (r +R · cos(ξ + 2η) + e · cos(6ξ))sin(η)
Z = R · sin(ξ + 2η) + e · sin(6ξ)

(4.26)

Le 
hargement appliqué sur la piè
e est une pression unitaire sur la surfa
e interne du

tore. Les 
onditions aux limites en dépla
ement sont les suivantes : les se
tions opposées
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R 2

r 4

e 0.15

h 0.2

Table 4.4 � Valeurs des dimensions géométriques

sont 
ontraintes d'avoir un dépla
ement nul dans la dire
tion normale à la fa
e. Un point

de la piè
e est 
ontraint d'avoir un dépla
ement nul das la dire
tion z a�n de supprimer le

dernier mouvement de solide rigide.

Le maillage utilisé pour le problème 2D est un maillage régulier de 80 × 40 éléments

quadrangulaires, et le maillage de l'épaisseur est 
onstitué de 40 éléments 1D linéaires.

4.6.3.2 Résultats

La �gure 4.14 représente la 
omposante σxx de la déformation.

Figure 4.14 � εxx sur la piè
e

Comme on peut s'y attendre, la solution de 
e problème est fortement tridimensionnelle.

La �gure 4.15 montre la dépendan
e du dépla
ement en fon
tion de la 
oordonnée de

l'épaisseur ζ pour les points représentés sur la �gure 4.14. Ce
i illustre l'intérêt de la

méthode présentée i
i par rapport aux théories de plaques et 
oques qui ne sont pas prévues

pour représenter un 
hamp de dépla
ement aussi ri
he que 
elui ren
ontré i
i.

4.7 Con
lusion

L'appro
he 3D est motivée par la di�
ulté de formuler des hypothèses 
inématiques

adéquates et surtout universelles, permettant de résoudre n'importe quel problème dé�ni

sur une géométrie de plaque ou de 
oque. Comme il a été montré dans le 
as de l'exemple

4.6.1, même 
ertains problèmes simples peuvent di�
ilement être résolus e�
a
ement ave


des théories de plaques ou de 
oques.

Par ailleurs, l'appro
he présentée dans 
e 
hapitre permet de résoudre e�
a
ement

des problèmes d'élasti
ité 3D sur des piè
es de types 
oques. L'utilisation de la géomé-

trie di�érentielle permet d'intégrer e�
a
ement les opérateurs né
essaires à la résolution

des problèmes 1D et 2D issus de la séparation des variables d'espa
e, et 
onduit à une


onvergen
e en maillage rapide.



76 CHAPITRE 4. GÉOMÉTRIES 3D COQUES

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
−8

−7.5

−7

−6.5

−6

−5.5

−5

−4.5
x 10

−5

P1

P2

P3

P4

PSfrag repla
ements

ζ

u
(ζ
)

Figure 4.15 � Dépendan
e en ζ de la 
omposante u du dépla
ement pour les trois points

dé�nis sur la �gure 4.14



Chapitre 5

Abaques numériques : résolution de

problèmes multi-paramétriques

Sommaire

5.1 Paramétrisation d'une orientation d'un pli . . . . . . . . . . . . 79

5.2 Paramétrisation d'une épaisseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

5.3 Paramétrisation d'un 
oe�
ient matériau . . . . . . . . . . . . . 84

5.4 Autres paramètres additionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.5 Exemples multi-paramètres/Abaques numériques . . . . . . . . 86

5.5.1 Piè
e en matériau isotrope quel
onque . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.5.2 Étude paramétrique d'une éprouvette entaillée . . . . . . . . . . 89

5.6 Post-traitement et re
onstru
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.6.1 Enveloppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.6.2 Constru
tion d'un point sur un espa
e paramétrique . . . . . . . 92

5.6.3 Re
onstru
tion à la volée sur une plateforme légère . . . . . . . . 92

5.6.4 Optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.7 Limitations - Con
lusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

77



78 CHAPITRE 5. ABAQUES NUMÉRIQUES

Dans 
ette partie, des problèmes 3D seront résolus en utilisant la représentation détaillée

au 
hapitre 2. Des paramètres supplémentaires seront in
lus dans le problème en tant que


oordonnées supplémentaires. La solution du problème sera alors exprimée sous la forme

de produits tensoriels d'espa
es.

La représentation séparée des quantités et des in
onnues est propi
e à l'ajout de pa-

ramètres additionnels. En e�et, la représentation séparée permet entre autre d'éviter la

�malédi
tion de la dimensionnalité� et autorise la résolution de modèles dé�nis dans des

espa
es multi-dimensionnels. Les problèmes à résoudre restent don
 en dimension petite (1

ou 2). Certains paramètres du modèle dont on souhaite 
onnaître l'in�uen
e sur la solution

du problème 
onsidéré peuvent fa
ilement être pris en 
ompte 
omme des 
oordonnées sup-

plémentaires du problème. La solution re
onstruite du problème vit alors dans un espa
e

dont la dimension est élevée (4 ou plus dans le 
as d'un problème 3D en espa
e, ave
 un

ou plusieurs paramètres supplémentaires), et doit être post-traitée ave
 des outils adaptés

pour en extraire les informations relatives à la quantité d'intérêt re
her
hée. La solution

multidimensionnelle 
onstitue alors une abaque numérique de la solution d'une famille de

problèmes sur un ou plusieurs intervalles de paramètres.
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5.1 Paramétrisation d'une orientation d'un pli 
omposite

Dans les pro
édés de mise en forme, il existe une 
ertaine variabilité. Généralement,

les simulations sont e�e
tuées sur les piè
es nominales, sans for
ément prendre en 
ompte


ette variabilité.

Dans le 
as de strati�és, une des sour
es de variabilité est l'orientation des plis de ma-

tériau unidire
tionnel. Nous présentons i
i une méthode permettant de prendre en 
ompte

la variabilité de l'orientation des plis du strati�é. Pour plus de détails, lire l'arti
le [Bognet

et al., 2012b℄.

Considérons une piè
e 
omposite (�gure 5.1), dont la dire
tion des renforts �breux de


ertains plis est paramétrée angulairement. La solution est alors 
her
hée 
omme une somme

de produits de fon
tions du plan, de l'épaisseur, et des paramètres angulaires dé�nissant

l'orientation des renforts (équation 5.1), où les dire
tions des renforts sont des 
oordon-

nées supplémentaires du problème. Il s'agit d'un problème à résoudre dans un espa
e de

dimension 5, que la PGD permet de résoudre à faible 
oût. L'utilisation de méthodes 
las-

siques pour résoudre 
e type de problème est pros
rite du fait de son 
oût de 
al
ul élevé,


ar elle implique de résoudre autant de problèmes 3D qu'il y a de 
ombinaisons possibles

d'orientations pour θ1 et θ2.

Figure 5.1 � Exemple de 
as traité : plaque strati�ée paramétrée

u(x, y, z, θ1, θ2) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
θ1
(θ1) ◦Ui

θ2
(θ2) (5.1)

Les paramètres matériaux sont alors exprimés en fon
tion de z, et de θ1 et θ2 :

Kij(z, θ1, θ2) =

2∑

m=1

Zm(z) ·
2∏

l=1

K l
ij

α(z, θ1, θ2) =

2∑

m=1

Zm(z) ·
2∏

l=1

αl
ij

où

Zm(z) =

{

1 si z ∈ pli m

0 sinon

K l
ij =

{

K l
ij(θl) si m = l

1 sinon

αl
ij =

{

αl
ij(θl) si m = l

1 sinon

(5.2)

Les K l
ij(θl) sont dé�nis par rotation de la base prin
ipale du matériau d'un angle θl :

K l
ij(θl) = RT (θl) ·K ·R(θl), (5.3)
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où R(θl) est la matri
e de rotation de 
hangement de base dé�nie par :

R(θl) =














cos2(θl) sin2(θl) 0 0 0 − sin(2θl)

sin2(θl) cos2(θl) 0 0 0 sin(2θl)

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos(θl) − sin(θl) 0

0 0 0 sin(θl) cos(θl) 0

sin(2θl)/2 − sin(2θl)/2 0 0 0 cos(2θl)














, (5.4)

et les αl
ij(θl) sont dé�nis par :

αl
ij(θl) = R′T (θl) ·α ·R′(θl), (5.5)

où :

R′(θl) =






cos(θl) sin(θl) 0

sin(θl) cos(θl) 0

0 0 1




 . (5.6)

Les θl sont dé�nis sur un intervalle 
hoisi à priori [θmin

l ; θmax

l ]. I
i le but est d'évaluer

les 
onséquen
es sur la géométrie et les 
ontraintes internes d'une perturbation de l'orien-

tation d'un pli par rapport au nominal. L'intervalle [θmin

l ; θmax

l ] est don
 restreint autour

de l'orientation nominale.

Ave
 les valeurs de 
oe�
ients matériaux donnés par le tableau 3.1 (
hapitre 3), la

valeur des K l
ij(θl) est donnée par la �gure 5.2 pour θl ∈ [−20◦; 20◦] et par la �gure 5.3 pour

θl ∈ [0◦; 180◦].

Ainsi, il est possible de 
hoisir θl ∈ [0; 180◦], dans 
e 
as le 
al
ul est e�e
tué pour

n'importe quelle orientation du pli. Un tel 
al
ul peut être e�e
tué pour des piè
es ave


un nombre de plis pas trop important, et l'ensemble des orientations des plis du strati�é


omme paramètres. L'empilement est ensuite 
hoisi à posteriori ave
 l'aide de l'abaque


al
ulée. Pour garder un nombre de paramètre raisonnable, et pour 
onserver la symétrie

de l'empilement par exemple, il est possible de paramétrer di�érents plis ave
 la même


oordonnée.

Pour la résolution, la formulation faible prend en 
ompte les 
oe�
ients matériaux des

plis paramétrés dans la dimension paramétrique qui leur est asso
iée.

La partie du membre de gau
he de la formulation faible asso
iée aux plis paramétrés

s'é
rit :

41∑

i=1

2∑

m=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

·Zm · sdi,δi
)
dΩz ·

2∏

l=1

∫

θl

(
tci ·K l

ij(θl) · tdi
)
dθl.

(5.7)

Les plis dont l'orientation n'est pas paramétrée sont traités 
omme dé
rit dans le 
ha-

pitre 2, en intégrant l'unité sur les dimensions paramétriques. Le membre de gau
he de la
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Figure 5.2 � Évolution du tenseur des 
oe�
ients élastiques en fon
tion de l'angle θl ∈
[−20◦; 20◦]
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Figure 5.3 � Évolution du tenseur des 
oe�
ients élastiques en fon
tion de l'angle θl ∈
[0◦; 180◦]
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formulation faible asso
iée aux plis non paramétrés s'é
rit alors :

41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

· Kmini
· sdi,δi

)
dΩz ·

2∏

l=1

∫

θl

(
tci · tdi

)
dθl. (5.8)

Pour résoudre 
e problème à deux plis paramétrés, il est don
 né
essaire d'assembler

123 matri
es (41×3) pour le problème 2D et 123 matri
es pour 
ha
un des trois problèmes

1D (en z, θ1 et θ4).

Pour les 
al
uls thermoélastiques, les for
es volumiques doivent également être expri-

mées en fon
tion des paramètres d'orientation adéquats en fon
tion des plis. Le détail n'est

pas développé 
ar il ne présente pas de di�
ultés.

On simule ensuite le problème de refroidissement uniforme de la plaque (de 180

◦
C à

20

◦
C) représentatif du refroidissement de la piè
e en �n de fabri
ation. On obtient une

solution dans un espa
e de dimension 5, il ne reste qu'à parti
ulariser la solution en �xant

les angles θ1 et θ4 aux valeurs voulues et on obtient alors par post-pro
essing la solution

3D du problème asso
ié (voir �gure 5.4).

Figure 5.4 � Déformée de la piè
e en fon
tion de l'empilement. De gau
he à droite :

[0,90,90,20℄, [0,90,90,0℄, [10,90,90,-20℄

5.2 Paramétrisation d'une épaisseur

Dans 
ette partie, on se propose d'e�e
tuer un 
al
ul de stru
ture sur une plaque, dont

l'épaisseur n'est pas dé�nie à priori. Le 
al
ul sera alors e�e
tué pour une épaisseur e

quel
onque 
omprise dans l'intervalle dé�ni. La solution du problème sera alors 
her
hée

sous la forme [Leygue et Verron, 2010℄ :

u(x, y, z, e) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
e(e). (5.9)

La 
oordonnée z′ de l'épaisseur réelle sera donnée par : z′ = B · z, où z ∈ [0, 1]. Il en

résulte alors une homothétie de l'épaisseur de la piè
e, de fa
teur B.

La dérivation par rapport à la 
oordonnée z′ s'é
rit alors en fon
tion de la dérivée par

rapport à la 
oordonnée z de la façon suivante :

d

dz′
=

d

dz
· dz
dz′

(5.10)
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or, z′ = B · z, don

dz

dz′
=

1

B
(5.11)

d'où, l'expression de la 
omposition des dérivées :

d

dz′
=

d

dz
· 1

B
. (5.12)

en�n :

dz′ = B · dz (5.13)

La résolution du problème en 4 dimensions est ensuite e�e
tuée de manière similaire à


elle présentée en annexe 5.7.

Considérons une éprouvette de forme parallélépipédique d'épaisseur B, à moitié entaillée

en son milieu, et soumise à une for
e de tra
tion sur sa fa
e supérieure. La symétrie du

problème par rapport au plan de la �ssure permet de 
onserver uniquement la moitié du

problème pour la résolution (voir �gure 5.5).

Le problème 2D est dé�ni par le plan (x, y), et le problème 1D dans la dire
tion z.

L'intégration de la for
e surfa
ique σ doit également prendre en 
ompte le 
hangement de

variable de l'épaisseur. Celle-
i ne pose pas de di�
ulté parti
ulière.

PSfrag repla
ements

σ

H

B

a

W
x

y

z

Fissure

Ligament

plan de symétrie

du problème

Figure 5.5 � Présentation du problème à épaisseur paramétrée

Le problème de l'éprouvette entaillée est alors résolu pour une épaisseur quel
onque


omprise dans l'intervalle donné par le tableau 5.1. La solution peut alors être re
onstruite

pour n'importe quelle valeur de l'épaisseur. La �gure 5.6 montre le dépla
ement suivant la

dire
tion z pour plusieurs valeurs du paramètre d'épaisseur B.
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H 6 · 10−3m
a 1 · 10−3m
W 2 · 10−3m
σ 1MPa
E 207 GPa
ν 0.3
B [1 · 10−4m; 1m]

Table 5.1 � Dimensions de l'éprouvette et intervalles de valeurs

Figure 5.6 � Déformée de l'éprouvette entaillée pour 3 valeurs de l'épaisseur

5.3 Paramétrisation d'un 
oe�
ient matériau

La paramétrisation d'un 
oe�
ient matériau se fait de la même façon que la paramé-

trisation d'un angle d'orientation d'un pli 
omposite présenté en 5.1.

Dans 
ette partie, on se propose de paramétrer le 
oe�
ient de Poisson pour un matériau

isotrope. On rappelle le tenseur d'élasti
ité en notations de Voigt :

K =
E · (1− ν)

(1 + ν) · (1− 2 · ν)















1 ν
(1−ν)

ν
(1−ν) 0 0 0

ν
(1−ν) 1 ν

(1−ν) 0 0 0
ν

(1−ν)
ν

(1−ν) 1 0 0 0

0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν) 0 0

0 0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν) 0

0 0 0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν)















. (5.14)

Pour simpli�er les notations, il est aisé de représenter le tenseur 
omme un produit d'un

tenseur qui dépend de E et d'un tenseur qui dépend de ν : K = KE ◦Kν , où :
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Kν =
(1− ν)

(1 + ν) · (1− 2 · ν)















1 ν
(1−ν)

ν
(1−ν) 0 0 0

ν
(1−ν) 1 ν

(1−ν) 0 0 0
ν

(1−ν)
ν

(1−ν) 1 0 0 0

0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν) 0 0

0 0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν) 0

0 0 0 0 0 1−2·ν
2·(1−ν)















, (5.15)

et :

KE =














E E E 0 0 0

E E E 0 0 0

E E E 0 0 0

0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E














. (5.16)

On 
her
hera alors la solution du problème sous la forme séparée suivante :

u(x, y, z, ν) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
ν(ν). (5.17)

Pour la résolution, la partie KE est 
onservée dans le problème en z 
omme dé�ni dans

le 
hapitre 2, et la partie Kν est intégrée séparément dans la dimension 
orrespondant au

problème paramétrique en ν. La représentation de Kν est donnée en �gure 5.7.
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Figure 5.7 � Évolution du tenseur des 
oe�
ients élastiques Kν en fon
tion de ν
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La résolution du problème en 4 dimensions se fait de manière similaire aux exemples

pré
édents.

Considérons le problème de l'éprouvette entaillée, similaire à 
elui dé�ni dans la partie

5.2, mais 
ette fois, l'épaisseur est �xe, et le 
oe�
ient de Poisson ν est ajouté 
omme


oordonnée supplémentaire. La dis
rétisation de la valeur du 
oe�
ient de Poisson est

e�e
tuée par 44 éléments linéaires, sur l'intervalle ν ∈ [0, 0.45].

La �gure 5.8 présente la solution du problème parti
ularisé pour plusieurs valeurs du


oe�
ient de Poisson.

Figure 5.8 � Déformée de l'éprouvette entaillée pour 3 valeurs du 
oe�
ient de Poisson.

De gau
he à droite : ν = 0, ν = 0.25 et ν = 0.45

5.4 Autres paramètres additionnels

Les exemples de paramètres additionnels présentés i
i ne représentent pas de façon

exhaustive les possibilités de la méthode. En e�et, de nombreux autres types de paramètres

peuvent être intégrés aux simulations.

Par exemple, le 
hargement peut être mobile dans le temps, ou dépendre d'un ou plu-

sieurs autres paramètres. Dans 
e 
as, les paramètres peuvent être introduits dans des

dimensions supplémentaires. La raideur de la stru
ture est identique pour l'ensemble des

paramètres, seul le se
ond membre de 
hargement dépend des 
oordonnées supplémentaires.

5.5 Exemples multi-paramètres/Abaques numériques

Les simulations paramétriques sont d'autant plus intéressantes qu'elles intègrent plu-

sieurs paramètres. En e�et, si l'on souhaite étudier l'in�uen
e d'un seul paramètre, une

méthode de résolution dire
te pour plusieurs valeurs du paramètre est en
ore possible,

bien qu'assez 
oûteuse. Par 
ontre, si l'on souhaite déterminer l'in�uen
e de plusieurs pa-

ramètres, la 
ampagne de 
al
ul devient très rapidement beau
oup trop lourde, 
ar de

très nombreuses simulations doivent être e�e
tuées pour 
ouvrir l'ensemble des espa
es

paramétriques. De plus, l'é
hantillonnage optimal est loin d'être évident.

Ave
 l'appro
he en variables séparées utilisée i
i, l'ajout de paramètres ne représente

pas un sur
oût important, 
ar il n'est né
essaire de résoudre que des problèmes 1D sup-



5.5. EXEMPLES MULTI-PARAMÈTRES/ABAQUES NUMÉRIQUES 87

plémentaires à 
haque enri
hissement. La représentation sous forme de modes utilisée ave


la PGD est adaptée 
ar elle permet une des
ription 
ompa
te d'un ensemble solution très

ri
he.

5.5.1 Abaque numérique pour une piè
e en matériau isotrope quel
onque

L'idée i
i est d'exploiter les paramétrages proposés dans les parties pré
édentes pour


al
uler une abaque numérique pour une famille de piè
es dont le matériau n'est pas dé�ni

à priori. On introduit don
 ν et E 
omme des paramètres dans la simulation. Par 
onsé-

quent, la simulation est réalisée pour n'importe quel matériau isotrope dont les 
oe�
ients

matériaux sont in
lus dans les intervalles dé�nis à priori. Dans le 
as d'un 
omportement

élastique linéaire, l'introdu
tion du module d'Young E 
omme paramètre supplémentaire

n'est pas né
essaire 
ar la solution en dépla
ement est linéaire en fon
tion de

1
E
. Cepen-

dant, pour des fa
ilités de post-traitement, le paramétrage de E est 
onservé dans l'exemple

traité i
i.

On souhaite pouvoir optimiser la piè
e en fon
tion du matériau, il est don
 né
es-

saire d'introduire un paramètre dimensionnel à la piè
e. Un paramètre d'épaisseur variable


omme dé
rit dans la partie 5.2 est introduit sur une partie de la piè
e (voir �gure 5.9).

On 
her
hera don
 la solution du problème sous la forme suivante :

u(x, y, z, E, ν, e) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
E(E) ◦Ui

ν(ν) ◦Ui
e(e), (5.18)

PSfrag repla
ements

e

e

Figure 5.9 � Géométrie de la piè
e utilisée

La simulation en 6 dimensions est e�e
tuée, en utilisant les éléments dé
rits dans les

parties 5.2 et 5.3. Le 
hargement appliqué représente un état de 
ontrainte de servi
e, il

est dé
rit par la �gure 5.10.
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PSfrag repla
ements

F1

F2

Figure 5.10 � Des
ription du 
hargement sur la piè
e paramétrée

Il reste ensuite à 
hoisir le matériau et optimiser la piè
e par post-pro
essing (voir �gure

5.11).

Con
eption paramétrée de la piè
e

Résolution ave
 la PGD en dimension 6

Choix du matériau

E, ν et Re déterminés

Initialisation de l'épaisseur e
à la valeur minimale

σmax(E, ν, e) < Re

Piè
e a

eptée

Augmentation de

l'épaisseur

Nouveau 
hoix de matériau

Figure 5.11 � Optimisation de la piè
e par post-pro
essing

Une fois la simulation e�e
tuée, la matériau 
hoisi et l'optimisation e�e
tuée, il est

possible à tout moment de 
hanger le matériau et d'e�e
tuer à nouveau l'optimisation sans

avoir à e�e
tuer une nouvelle simulation.

En pratique, pour un 
as industriel où des fa
teurs d'approvisionnement, é
onomiques

(�u
tuation du prix des matériaux) peuvent varier rapidement, l'utilisation d'une appro
he

telle que 
elle présentée i
i peut permettre d'être beau
oup plus réa
tif et augmente la

�exibilité de la produ
tion des piè
es.

La �gure 5.12 présente la piè
e optimisée pour deux matériaux di�érents. Les 
oe�
ients

matériaux utilisés sont donnés dans le tableau 5.2.
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A
ier Aluminium

E 200GPa 70GPa
ν 0.3 0.35
Re 350Mpa 200MPa

Table 5.2 � Coe�
ients matériaux utilisés pour l'a
ier et l'aluminium

Figure 5.12 � Piè
e optimisée pour deux matériaux di�érents : aluminium à gau
he et

a
ier à droite

5.5.2 Abaque numérique pour l'étude paramétrique d'une éprouvette

entaillée

L'exemple suivant 
onsiste à étudier la 
riti
ité d'une �ssure dans une éprouvette en

fon
tion de son épaisseur et du 
oe�
ient de Poisson du matériau. La mé
anique linéaire

de la rupture est 
ouramment utilisée et permet de 
al
uler les taux de restitution d'énergie

sur une solution élastique.

Nous proposons i
i de résoudre un problème d'élasti
ité sur une éprouvette entaillée

(dé�ni en 5.5) pour n'importe quelle épaisseur de l'éprouvette, ainsi que pour n'importe

quelle valeur de 
oe�
ient de Poisson.

La solution est 
her
hée sous la forme :

u(x, y, z, ν,B) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
ν(ν) ◦Ui

B(B). (5.19)

Le post-pro
essing de 
ette solution multidimensionnelle permet de 
al
uler des indi-


ateurs de 
riti
ité et de propagation de la �ssure en mode I en fon
tion du paramètre

d'épaisseur B et du 
oe�
ient de Poisson ν. Les 
oordonnées paramétriques B et ν sont


hoisies respe
tivement dans les intervalles [0.1, 10] et [0, 0.45], et dis
rétisées par 10 (ré-

partition logarithmique des n÷uds) et 45 (répartition linéaire des n÷uds) éléments �nis 1D

linéaires.

L'intégrale J(z) est 
al
ulée le long de l'abs
isse 
urviligne s du front de �ssure en

utilisant un domaine d'intégration équivalent proposé par [Li et al., 1985℄ et [Shih et al.,

1986℄ :

J(s) ≈ Jvol =
∆a

Ac

∫∫∫

V

(
σij

∂uj
∂x1

−Wδ1i
)∂q1
∂xi

dV, (5.20)
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où W représente la densité d'énergie de déformation, δ1i le symbole de Krone
ker, ∆a

l'extension virtuelle unitaire de la �ssure au point d'abs
isse 
urviligne s. Ac représente

l'aire virtuellement 
réée par l'extension virtuelle de la �ssure, et q1 est une fon
tion de

pondération qui varie 
ontinument de 1 à 0 à l'intérieur de la ∆a (voir �gure 5.13). L'en-

semble des 
hamps sont exprimés dans le système d'axe lo
al (x1, x2, x3), où x3 est tangent

au front de �ssure. Dans le 
as présenté, le système d'axes ne dépend pas de s 
ar le front

de �ssure est parfaitement re
tiligne. Le volume d'intégration V englobe la �ssure d'une

fa
e à l'autre et sa largeur est ∆s.

Cette appro
he volumique est adaptée à la méthode des éléments �nis, 
ar elle permet

de 
al
uler J(s) sous la forme d'une intégrale de volume, sans for
ément in
lure le voisi-

nage pro
he de la singularité di�
ile à représenter ave
 l'interpolation des éléments �nis.

L'ensemble des détails est expli
ité dans [Giner et al., 2012℄.

Figure 5.13 � Extension virtuelle du segment ∆s de la �ssure pour l'intégration de J(s)

Le taux de restitution de l'énergie en mode I est dire
tement donné par la relation :

KI(s) =

√

J(s)
E

1− ν2
, (5.21)

où J(s) est donné par l'équation 5.20.

Le post-pro
essing de la solution multidimensionnelle pré
édemment 
al
ulée permet

d'évaluer le taux de restitution d'énergie en mode I pour l'ensemble des 
oordonnées ν et

B. L'analyse de l'in�uen
e des paramètres ν et B est résumée sur les �gures 5.14 et 5.15.

La �gure 5.14 représente l'évolution de KI(s) le long du front de �ssure parti
ularisée pour


inq valeurs de ν pour une valeur de B = 1, et la �gure 5.15 représente l'évolution de KI(s)

parti
ularisée pour quatre valeurs de B, pour une valeur de ν = 0.3.
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Figure 5.14 � In�uen
e du 
oe�
ient de Poisson sur l'intégrale J
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Figure 5.15 � In�uen
e de l'épaisseur sur l'intégrale J

5.6 Post-traitement et re
onstru
tion

5.6.1 Enveloppe

Considérons le problème dé�ni dans la partie 5.1. À partir de la solution paramétrique,

il est possible de déterminer par exemple l'enveloppe des déformées résiduelles possibles sur

l'intervalle d'in
ertitude de l'orientation des plis (voir �gure 5.16). Ce type d'étude peut par

exemple être utilisé pour déterminer si l'in
ertitude sur l'orientation des plis engendre des
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piè
es qui sont 
ompatibles ou non ave
 les toléran
es géométriques dé�nies par le 
ahier

des 
harges.

Figure 5.16 � Enveloppe des déformées de la piè
e pour l'ensemble de l'espa
e paramé-

trique (θ1, θ4)

5.6.2 Constru
tion d'un point sur un espa
e paramétrique

Considérons toujours le problème dé�ni dans la partie 5.1. L'espa
e 5D de la solution

doit être 
oupé suivant 
ertaines dimensions pour pouvoir être visualisé. Généralement,

on 
hoisit de visualiser la solution 3D en espa
e pour une 
ombinaison de valeurs des

paramètres in
lus dans la simulation en tant que 
oordonnée supplémentaire. Cependant, la

solution peut également être visualisée de manière di�érente : un point de l'espa
e est 
hoisi,

et on représente par exemple le dépla
ement de 
e point pour tout l'espa
e paramétrique.

La �gure 5.17 montre le dépla
ement verti
al d'un des 
oins de la plaque pour l'ensemble

des valeurs de θ1 et θ4. Notons que sur la diagonale θ1 = θ4, qui 
orrespond à un strati�é

symétrique, le voilement de la plaque dû au refroidissement est inexistant, par 
ontre, plus

la di�éren
e θ1 − θ2 est importante, plus le voilement est pronon
é.

Figure 5.17 � Dépla
ement d'un 
oin pour tout l'espa
e paramétrique (θ1, θ4)

5.6.3 Re
onstru
tion à la volée sur une plateforme légère

La représentation 
ompa
te des solutions sous la forme de somme de produits de fon
-

tions permet de sto
ker de façon e�
a
e des solutions paramétriques. En e�et, 
ette re-

présentation exploite la régularité de la solution par rapport aux 
oordonnées, et 
onstitue

en quelques sorte une représentation 
ompressée de la solution d'une 
lasse de problèmes

similaires sous forme de produit de N modes par dimension.
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La re
onstru
tion de la solution sur un sous-espa
e de l'espa
e de dé�nition 
onsiste

uniquement à sommer des produits de ve
teurs, et est par 
onséquent extrêmement rapide

à évaluer.

Le 
ara
tère peu en
ombrant de la solution et sa fa
ilité de re
onstru
tion permettent

d'utiliser des plateformes légères (smartphone ou tablette) pour la visualisation des solu-

tions.

Il est alors possible d'explorer l'espa
e en e�e
tuant à la volée des 
oupes dans l'espa
e

solution et visualiser en temps réel la re
onstru
tion de la solution. La �gure 5.18 montre une

re
onstru
tion de la solution du problème à deux paramètres présenté en 5.1. Dans l'arti
le

[Bognet et al., 2012b℄, des représentations similaires sont e�e
tuées ave
 des smartphones.

Pour visualiser la partie de la solution 
hoisie, une partie des 
oordonnées (spatiales ou

paramétriques) doit être �xée, l'autre partie est représentée sur tout l'espa
e.

Considérons à nouveau la solution du problème dé�ni dans la partie 5.1. Sur la �gure

5.18, la solution est représentée pour l'ensemble des 
oordonnées spatiales, et un 
ouple de

valeurs parti
ulier de (θ1, θ4) est �xé. La solution est alors re
onstruite sous la forme :

u(x̃, ỹ, z̃, θ1, θ4) ≈
N∑

i=1

Ui
xy(x̃, ỹ) ◦Ui

z(z̃) ◦Ui
Θ1

(θ1) ◦Ui
Θ4

(θ4), (5.22)

où la solution u est représentée pour l'ensemble de l'espa
e pour les 
oordonnées surmontées

d'un ∼, et pour une valeur parti
ulière des 
oordonnées non surmontées d'un ∼.

Figure 5.18 � Re
onstru
tion à la volée d'une solution paramétrique

5.6.4 Optimisation

La représentation séparée permet d'évaluer de façon expli
ite la sensibilité de la solution

à une 
oordonnée. Cette 
ara
téristique est un atout pour e�e
tuer des optimisations en

post-pro
essing d'une solution multidimensionnelle. Par exemple, si l'on souhaite optimiser

une fon
tion 
oût dont l'expression est expli
ite en fon
tion de la solution multidimen-

sionnelle 
al
ulée, alors l'optimisation par un algorithme de Newton (par exemple) qui

né
essite de 
onnaître la dérivée de la fon
tion 
oût par rapport au paramètre à optimiser

est expli
ite.
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Si la solution est de la forme :

u(x, y, z, θ1, θ4) =

N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
Θ1

(θ1) ◦Ui
Θ4

(θ4), (5.23)

alors, la dérivée de u par rapport à θ4 s'é
rit immédiatement :

∂u(x, y, z, θ1, θ4)

∂θ4
=

N∑

i=1

Ui
xy(x, y) ◦Ui

z(z) ◦Ui
Θ1

(θ1) ◦
∂Ui

Θ4
(θ4)

∂θ4
. (5.24)

5.7 Limitations - Con
lusions

L'appro
he multi-paramétrique présentée i
i permet de résoudre de nombreux pro-

blèmes en y intégrant des paramètres en tant que 
oordonnées supplémentaires. Celles-
i

peuvent aussi bien être des sour
es de variabilités, des paramètres géométriques, ou en-


ore une paramétrisation d'un 
hargement ou d'une 
ondition aux limites. Cette appro
he

puissante autant au niveau de la résolution, qu'au niveau de l'exploitation de la solution

multidimensionnelle fournit une nouvelle manière d'envisager l'optimisation ou en
ore l'in-

tégration de l'in
ertitude sur 
ertaines grandeurs (in
ertitude sur un 
oe�
ient matériau,

sur la géométrie, sur l'orientation d'un pli 
omposite, ...) dans les simulations dimension-

nantes pour des produits d'ingénierie.

Cependant, l'appro
he basée sur la PGD développée i
i est parti
ulièrement adaptée

pour la résolution de problèmes linéaires, mais atteint rapidement ses limites dans le 
as de

problèmes non-linéaires paramétriques. La résolution en variables d'espa
e séparées d'un

problème 3D peut potentiellement être intégrée dans une stratégie de résolution non-linéaire

en utilisant simplement la PGD pour résoudre 
haque problème linéarisé au lieu d'un

solveur �
lassique�. Par 
ontre, la généralisation d'une telle appro
he aux problèmes non-

linéaires n'est 
lairement pas évidente et 
onstitue don
 un in
onvénient majeur de la

méthode.
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Con
lusion

De nos jours, les 
ontraintes 
umulées de rapidité de développement, de 
oût des ma-

tériaux, et de né
essité de 
on
evoir des moyens de transports plus é
onomes en 
arburant

et don
 plus légers et aérodynamiques, imposent de réaliser des produits stru
turellement

optimisés. De plus, l'utilisation 
roissante des matériaux 
omposites, en parti
ulier dans

l'industrie aéronautique, 
omplexi�e d'autant plus le dimensionnement et les pro
édés de

fabri
ation des piè
es.

Lors de la 
on
eption de produits industriels 
omplexes et de grandes dimension, 
omme

par exemple des avions de transport de passagers, des 
hoix de 
on
eption sont e�e
tués très

en amont du projet, puis en aval, un grand nombre d'optimisations lo
ales sont e�e
tuées

sur des partitions de la stru
ture.

A
tuellement, les 
ontraintes de temps de développement imposent de �xer très t�t dans

le projet les grandes lignes du design global du produit. Ce 
hoix est issu des limites des

moyens de simulations qui ne permettent pas d'e�e
tuer des 
al
uls su�samment e�
a
es

sur l'ensemble de la stru
ture pour e�e
tuer l'optimisation 
omplète dire
tement.

Cette appro
he 
onduit malheureusement à produire une solution sous optimale à

l'é
helle de la stru
ture 
omplète. En e�et, le fait d'imposer très t�t des 
ontraintes 
om-

munes qui n'évolueront plus ou peu au niveau zones de ra

ordement entre les sous-

stru
tures qui seront optimisées par la suite empê
he l'exploration de nombreuses solutions

potentiellement plus optimales.

Les 
apa
ités te
hniques de simulation n'augmentant pas de manière su�samment si-

gni�
ative, des alternatives au niveau des méthodes de simulation doivent être mises en

pla
e. Les méthodes de rédu
tion de modèle sont d'ex
ellentes 
andidates pour répondre à


e besoin. En e�et, 
omme il a été montré dans les 
hapitres 1, 2, 3 et 4, la méthode PGD

permet de réaliser un gain de temps très signi�
atif sur la résolution de problèmes 3D.

Par ailleurs, sur des stru
tures de très grande 
omplexité tels que les aéronefs a
tuels,

des familles de piè
es semblables sont utilisées massivement pour réaliser des assemblages

ou des fon
tions stru
turelles. Le pré-
al
ul sous forme d'abaque numérique de solutions

générales, englobant toute les variantes de la famille de piè
e et/ou de matériau et/ou

de 
hargements permet d'optimiser la stru
ture plus e�
a
ement en appelant le résultat


ontenu dans l'abaque pré-
al
ulée pour un 
ertain nombre de piè
es standards. Le 
hapitre

5 présente les premiers pas qui permettent de se diriger vers une telle appro
he.
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L'utilisation de 
es nouvelles te
hniques peut également permettre une meilleure réa
-

tivité dans l'étape d'optimisation et de dimensionnement lo
al des 
omposants, et ainsi

permettre de mieux guider les options de design plus en amont du projet de façon à obtenir

une solution �nale plus optimale.

Par ailleurs, la méthode présentée i
i permet d'e�e
tuer des simulations sur des do-

maines de grande dimension à 
oût nettement réduit par rapport aux méthodes 
lassiques.

Ce
i peut permettre d'augmenter la dimension des sous-stru
tures qui sont optimisées en

parallèle, voire de s'attaquer à l'optimisation de la stru
ture 
omplète. Ce
i 
onduirait natu-

rellement à une solution globale de meilleur qualité, tout en évitant d'e�e
tuer des bou
les

sur les interfa
es à 
ause du partitionnement pour e�e
tuer l'optimisation (illustration sur

la �gure 5.19).

PSfrag repla
ements

optimisation

optimisation

optimisation

rédu
tion

de modèle

rédu
tion

de modèle

abaque

numérique

abaque

numérique

Figure 5.19 � Di�érentes sous stru
turations pour l'optimisation

Perspe
tives

La méthode présentée i
i est prometteuse, surtout si elle peut être intégrée de façon

non intrusive dans des 
odes de 
al
ul 
ommer
iaux a�n de pro�ter de leur optimisation à

résoudre des problèmes linéaires. En e�et, la plupart des logi
iels de 
al
uls sont �s
ripta-

bles�, on peut alors imaginer d'appeler le logi
iel pour résoudre 
haque problème éléments

�nis lors du point �xe.

Par ailleurs, la méthode de résolution 2D/1D permet de résoudre des problèmes 3D

de dimension très importante du fait de son faible impa
t mémoire et son 
oût de 
al
ul

restreint. Intégrer 
ette méthode dans une stratégie de résolution en dé
omposition de

domaines permettrait de résoudre des problèmes de dimension en
ore supérieure, pouvant

atteindre 109 à 1010 de degrés de libertés.

L'extension de la méthode à la résolution de problèmes non-linéaires et/ou multiphy-
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siques 
ouplés, dans le 
as paramétrique et non paramétrique 
onstitue une perspe
tive

intéressante qui se doit d'être explorée.
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Développement des opérateurs pour

la séparation 1D/1D

La résolution du problème en R dé�ni en 1.2.3 
onduit à développer l'équation 1.32

∫∫

Ω

(

A · r⋆u,x · ru,x · su · su +A · r⋆v · rv · sv,y · sv,y

+B · r⋆v · ru,x · sv,y · su +B · r⋆u,x · rv · su · sv,y
+C · r⋆u · ru · su,y · su,y + C · r⋆u · rv,x · su,y · sv
+C · r⋆v,x · ru · sv · su,y + C · r⋆v,x · rv,x · sv · sv

)

dΩ

= −
N∑

i=1

∫∫

Ω

(

A · r⋆u,x · uix,x · su · uiy +A · r⋆v · vix · sv,y · viy,y

+B · r⋆v · uix,x · sv,y · uiy +B · r⋆u,x · vix · su · viy,y
+C · r⋆u · uix · su,y · uiy,y + C · r⋆u · vix,x · su,y · viy
+C · r⋆v,x · uix · sv · uiy,y + C · r⋆v,x · vix,x · sv · viy

)

dΩ

+

∫∫

Ω

(

r⋆u · fdux · su · fduy + r⋆v · fdvx · sv · fdvy
)

dΩ

+

∫

d1Ω

(

r⋆u · Fdux · su · Fduy + r⋆v · Fdvx · sv · Fdvy

)

dΓ,

(25)

L'ensemble des intégrales en S peuvent être 
al
ulées 
ar la fon
tion S est 
onnue. On
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obtient :

α1 ·
∫

Ωx

(r⋆u,x · ru,x)dx + α2 ·
∫

Ωx

(r⋆v · rv)dx

+α3 ·
∫

Ωx

(r⋆v · ru,x)dx + α4 ·
∫

Ωx

(r⋆u,x · rv)dx

+α5 ·
∫

Ωx

(r⋆u · ru)dx + α6 ·
∫

Ωx

(r⋆u · rv,x)dx

+α7 ·
∫

Ωx

(r⋆v,x · ru)dx + α8 ·
∫

Ωx

(r⋆v,x · rv,x)dx

= −
N∑

i=1

(

βi
1 ·
∫

Ωx

(r⋆u,x · uix,x)dx + βi
2 ·
∫

Ωx

(r⋆v · vix)dx

+βi
3 ·
∫

Ωx

(r⋆v · uix,x)dx + βi
4 ·
∫

Ωx

(r⋆u,x · vix)dx

+βi
5 ·
∫

Ωx

(r⋆u · uix)dx + βi
6 ·
∫

Ωx

(r⋆u · vix,x)dx

+βi
7 ·
∫

Ωx

(r⋆v,x · uix)dx + βi
8 ·
∫

Ωx

(r⋆v,x · vix,x)dx
)

+γ1 ·
∫

Ωx

(r⋆u · fdux)dx + γ2 ·
∫

Ωx

(r⋆v · fdvx)dx

+δ1 ·
∫

d1Ωx

(r⋆u · Fdux)dx + δ2 ·
∫

d1Ωx

(r⋆v · Fdvx)dx,

(26)
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ave
 :

α1 =

∫

Ωy

(su · A · su)dy βi
1 =

∫

Ωy

(su · A · uiy)dy

α2 =

∫

Ωy

(sv,y ·A · sv,y)dy βi
2 =

∫

Ωy

(sv,y ·A · viy,y)dy

α3 =

∫

Ωy

(sv,y ·B · su)dy βi
3 =

∫

Ωy

(sv,y ·B · uiy)dy

α4 =

∫

Ωy

(su · B · sv,y)dy βi
4 =

∫

Ωy

(su · B · viy,y)dy

α5 =

∫

Ωy

(su,y · C · su,y)dy βi
5 =

∫

Ωy

(su,y · C · uiy,y)dy

α6 =

∫

Ωy

(su,y · C · sv)dy βi
6 =

∫

Ωy

(su,y · C · viy)dy

α7 =

∫

Ωy

(sv · C · su,y)dy βi
7 =

∫

Ωy

(sv · C · uiy,y)dy

α8 =

∫

Ωy

(sv · C · sv)dy βi
8 =

∫

Ωy

(sv · C · viy)dy

γ1 =

∫

Ωy

(su · fduy)dy δ1 =

∫

d1Ωy

(su · Fduy)dy

γ1 =

∫

Ωy

(sv · fdvy)dy δ2 =

∫

d1Ωy

(sv · Fdvy)dy.

(27)

Il reste à résoudre le problème 1D en R par la méthode des éléments �nis.
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Pour la résolution du problème en S, on développe l'équation 1.34 sous la forme :

α1 ·
∫

Ωy

(s⋆u · su)dy + α2 ·
∫

Ωy

(s⋆v,y · sv,y)dy

+α3 ·
∫

Ωy

(s⋆v,y · su)dy + α4 ·
∫

Ωy

(s⋆u · sv,y)dy

+α5 ·
∫

Ωy

(s⋆u,y · su,y)dy + α6 ·
∫

Ωy

(s⋆u,y · sv)dy

+α7 ·
∫

Ωy

(s⋆v · su,y)dy + α8 ·
∫

Ωy

(s⋆v · sv)dy

= −
N∑

i=1

(

βi
1 ·
∫

Ωy

(s⋆u · uiy)dy + βi
2 ·
∫

Ωy

(s⋆v,y · viy,y)dy

+βi
3 ·
∫

Ωy

(s⋆v,y · uiy)dy + βi
4 ·
∫

Ωy

(s⋆u · viy,y)dy

+βi
5 ·
∫

Ωy

(s⋆u,y · uiy,y)dy + βi
6 ·
∫

Ωy

(s⋆u,y · viy)dy

+βi
7 ·
∫

Ωy

(s⋆v · uiy,y)dy + βi
8 ·
∫

Ωy

(s⋆v · viy)dy
)

+γ1 ·
∫

Ωy

(s⋆u · fduy)dy + γ2 ·
∫

Ωy

(s⋆v · fdvy)dy

+δ1 ·
∫

d1Ωy

(s⋆u · Fduy)dy + δ2 ·
∫

d1Ωy

(s⋆v · Fdvy)dy,

(28)
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ave
 :

α1 =

∫

Ωx

(ru,x · ru,x)dx βi
1 =

∫

Ωx

(ru,x · uix,x)dx

α2 =

∫

Ωx

(rv · rv)dx βi
2 =

∫

Ωx

(rv · vix)dx

α3 =

∫

Ωx

(rv · ru,x)dx βi
3 =

∫

Ωx

(rv · uix,x)dx

α4 =

∫

Ωx

(ru,x · rv)dx βi
4 =

∫

Ωx

(ru,x · vix)dx

α5 =

∫

Ωx

(ru · ru)dx βi
5 =

∫

Ωx

(ru · uix)dx

α6 =

∫

Ωx

(ru · rv,x)dx βi
6 =

∫

Ωx

(ru · vix,x)dx

α7 =

∫

Ωx

(rv,x · rv)dx βi
7 =

∫

Ωx

(rv,x · vix)dx

α8 =

∫

Ωx

(rv,x · rv,x)dx βi
8 =

∫

Ωx

(rv,x · vix,x)dx

γ1 =

∫

Ωx

(su · fdux)dx δ1 =

∫

d1Ωx

(su · Fdux)dx

γ1 =

∫

Ωx

(sv · fdvx)dx δ2 =

∫

d1Ωx

(sv · Fdvx)dx.

(29)

De la même façon que pour résoudre le problème en R, on résout i
i le problème 1D en

S par la méthode des éléments �nis.
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Développement des opérateurs pour

la séparation 2D/1D

Cette annexe présente les détails de la résolution des problèmes mé
aniques 3D en

variables d'espa
e séparées en utilisant la méthode PGD.

La stratégie d'enri
hissement de la solution est la suivante : on 
her
he à enri
hir la

solution 
ontenant déjà N modes ave
 un (N + 1)ème.

Les 
onditions de Diri
let sont satisfaites par le premier mode imposé par la méthode

dé
rite en 2.2.5.2. Les modes suivants sont 
her
hés pour un problème homogène sur la

frontière ∂2Ω.

Considérons la formulation faible dé�nie par l'équation 2.24 dans la partie 2.2.1. Pour

la résolution de 
e problème non-linéaire en R et S, la stratégie adoptée est de résoudre

alternativement les problèmes en R et S par une méthode de point �xe, jusqu'à 
onvergen
e

(voir 
hapitre 1).

Le développement de l'équation 2.24 
ompte plus ou moins de termes selon le remplis-

sage du tenseur des 
oe�
ients élastiques 2.16. Considérons le remplissage 
orrespondant

à un matériau mono
linique. Dans 
e 
as, le développement de l'équation 2.24 
ompte 41

termes (21 dans le 
as d'un matériau isotrope ou orthotrope dont les dire
tions prin
ipales

sont les dire
tions du repère du 
al
ul).

Pour la résolution, on suppose S 
onnue, et on 
her
he à déterminer R. Pour la première

itération on initialise don
 S à une valeur quel
onque. Pour les itérations suivantes, on utilise

la valeur 
al
ulée au pas pré
édent.

La fon
tion test (2.23) devient alors :

u⋆(x, y, z) = R⋆(x, y) ◦ S(z). (30)

En substituant dans l'équation 2.24 l'ensemble des expressions détaillées des di�érents

termes, on obtient l'équation suivante :
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∫∫∫

Ω













r⋆u,x ·su
r⋆v,y ·sv
r⋆w ·sw,z

r⋆w,y ·sw +r⋆v ·sv,z
r⋆w,x·sw +r⋆u ·su,z
r⋆v,x ·sv +r⋆u,y ·su













T











K11K12K13 0 0 K16

K12K22K23 0 0 K26

K13K23K33 0 0 K36

0 0 0 K44K45 0

0 0 0 K45K55 0

K16K26K36 0 0 K66

























ru,x ·su
rv,y ·sv
rw ·sw,z

rw,y ·sw +rv ·sv,z
rw,x·sw +ru ·su,z
rv,x ·sv +ru,y·su













dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(R⋆ ◦ S) : K : ε(uN )
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(

(R⋆ ◦ S).fd
)

dΩ +

∫∫

∂2Ω

(

(R⋆ ◦ S).Fd

)

dΓ (31)

La formulation faible sous forme développée s'é
rit :

∫∫∫

Ω

(

r⋆u,x · su ·K11·ru,x · su + r⋆v,y · sv ·K12·ru,x · su + r⋆w · sw,z·K13·ru,x · su

+r⋆u,x · su ·K12· rv,y · sv + r⋆u,x · su ·K16·ru,y · su + r⋆u,y · su ·K16·ru,x · su
+ r⋆v,x · sv ·K16·ru,x · su + r⋆u,x · su ·K13·rw · sw,z + r⋆u,x · su ·K16· rv,x · sv
+ r⋆v,y · sv ·K22· rv,y · sv + r⋆w · sw,z·K23· rv,y · sv + r⋆v,y · sv ·K26· ru,y · su
+ r⋆v,y · sv ·K23·rw · sw,z + r⋆u,y · su ·K26· rv,y · sv + r⋆v,x · sv ·K26· rv,y · sv
+ r⋆v,y · sv ·K26· rv,x · sv + r⋆w · sw,z·K36·ru,y · su + r⋆w · sw,z·K33·rw · sw,z

+r⋆w · sw,z ·K36· rv,x · sv + r⋆u,y · su ·K36·rw · sw,z + r⋆v,x · sv ·K36·rw · sw,z

+ r⋆v · sv,z ·K45· ru · su,z + r⋆w,y · sw·K45· ru · su,z + r⋆v · sv,z ·K44· rv · sv,z
+r⋆w,y · sw·K44· rv · sv,z + r⋆u · su,z ·K45· rv · sv,z + r⋆w,x · sw·K45· rv · sv,z
+ r⋆v · sv,z ·K44·rw,y · sw + r⋆w,y · sw·K44·rw,y · sw + r⋆u · su,z ·K45·rw,y · sw
+ r⋆v · sv,z ·K45·rw,x · sw + r⋆w,x · sw·K45·rw,y · sw + r⋆w,y · sw·K45·rw,x · sw
+ r⋆u · su,z ·K55· ru · su,z + r⋆w,x · sw·K55· ru · su,z + r⋆u · su,z ·K55·rw,x · sw
+r⋆w,x · sw·K55·rw,x · sw + r⋆u,y · su ·K66·ru,y · su + r⋆v,x · sv ·K66· ru,y · su
+ r⋆u,y · su ·K66· rv,x · sv + r⋆v,x · sv ·K66· rv,x · sv

)

dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(R⋆ ◦ S) : K : ε(uN )
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(

(R⋆ ◦ S).fd
)

dΩ +

∫∫

∂2Ω

(

(R⋆ ◦ S).Fd

)

dΓ (32)

Pour rendre les équations plus 
ompa
tes, le terme général du développement sera é
rit :

∫∫∫

Ω

(

r⋆ci,αi
· sci,βi

·Kmini
· rdi,γi · sdi,δi

)

dΩ, (33)

où les indi
es ci, di, mi, ni, αi, βi, γi, δi sont tels que :
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ci ∈[u, v, w]
di ∈[u, v, w]
αi ∈[∅, x, y]

βi ∈[∅, z]

γi ∈[∅, x, y]

δi ∈[∅, z]

mi ∈[1, 2, 3, 4, 5, 6]
ni ∈[1, 2, 3, 4, 5, 6].

(34)

On obtient alors :

∫∫∫

Ω

( 41∑

i=1

r⋆ci,αi
· sci,βi

·Kmini
· rdi,γi · sdi,δi

)

dΩ

= −
∫∫∫

Ω

(

ε(R⋆ ◦ S) : K : ε(uN )
)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(

(R⋆ ◦ S).fd
)

dΩ +

∫∫

∂2Ω

(

(R⋆ ◦ S).Fd

)

dΓ (35)

Le développement du membre de droite se fait exa
tement de la même façon. On obtient

alors :

∫∫∫

Ω

( 41∑

i=1

r⋆ci,αi
· sci,βi

·Kmini
· rdi,γi · sdi,δi

)

dΩ

= −
N∑

p=1

∫∫∫

Ω

( 41∑

i=1

r⋆ci,αi
· sci,βi

·Kmini
· dpixy,γi · d

p
iz,δi

)

dΩ

+

∫∫∫

Ω

(

r⋆u · su · fduxy · fduz + r⋆v · sv · fdvxy · fdvz + r⋆w · sw · fdwxy · fdwz

)

dΩ

+

∫∫

∂2Ω

(

r⋆u · su · Fduxy · Fduz + r⋆v · sv · Fdvxy · Fdvz + r⋆w · sw · Fdwxy · Fdwz

)

dΓ, (36)

en�n, après séparation des intégrales, le problème en R à résoudre est le suivant :
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41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

·Kmini
· sdi,δi

)
dΩz

= −
N∑

p=1

41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
r⋆ci,αi

· dpixy,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sci,βi

·Kmini
· dpiz,δi

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
r⋆u · fduxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
su · fduz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
r⋆v · fdvxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sv · fdvz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
r⋆w · fdwxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
sw · fdwz

)
dΩz

+

∫

∂2Ωxy

(
r⋆u · Fduxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
su · Fduz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
r⋆v · Fdvxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
sv · Fdvz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
r⋆w · Fdwxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
sw · Fdwz

)
dΓz (37)

La résolution numérique de 
e problème par la méthode des éléments �nis 2D permet

de trouver le ve
teur d'in
onnues nodales R.

Ensuite, le problème en S doit être résolu. Pour 
elà, la fon
tion R est �xée à la valeur

pré
édement 
al
ulée, et la fon
tion test (2.23) devient alors :

u⋆(x, y, z) = R(x, y) ◦ S⋆(z). (38)

Le problème 1D à résoudre par la méthode des éléments �nis s'obtient de façon similaire

à 
elle présentée pour le problème en R. On obtient la formulation faible suivante pour le

problème en S :
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41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

· rdi,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kmini
· sdi,δi

)
dΩz

= −
N∑

p=1

41∑

i=1

∫∫

Ωxy

(
rci,αi

· dpixy,γi
)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆ci,βi

·Kmini
· dpiz,δi

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
ru · fduxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆u · fduz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
rv · fdvxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆v · fdvz

)
dΩz

+

∫∫

Ωxy

(
rw · fdwxy

)
dΩxy ·

∫

Ωz

(
s⋆w · fdwz

)
dΩz

+

∫

∂2Ωxy

(
ru · Fduxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆u · Fduz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
rv · Fdvxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆v · Fdvz

)
dΓz

+

∫

∂2Ωxy

(
rw · Fdwxy

)
dΓxy ·

∫

∂2Ωz

(
s⋆w · Fdwz

)
dΓz (39)

Une fois la solution du problème en S trouvée, on 
al
ule à nouveau la valeur de R ave


la valeur de S a
tualisée et ainsi de suite. La �gure 1.3 résume le s
héma d'enri
hissement

dé
rit 
i-dessus.

Une fois la 
onvergen
e atteinte, selon les 
ritères dé�nis dans la partie 1.2.3, le nouveau

mode est ajouté à la solution :

uN+1(x, y, z) = uN (x, y, z) +RN (x, y) ◦ SN (z).
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Détail des modes sur un problème de

plaque

Cette annexe est dédiée à la représentation des modes pour le problème de plaque dé�ni

dans la partie 2.3. Les 10 premiers modes de la solution sont représentés 
i-après.
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Ja
obien et son inverse pour un

problème dé�ni sur une 
oque

dis
rétisée

La transformation F2 dé�nit le passage de la base (x′, y′, z′) à la base paramétrique

(ξ, η, ζ). Le prisme parent est un élément volumique obtenu par le produit tensoriel d'un

triangle et d'un élément 1D (dé�ni �gure 28).

La transformation des 
oordonnées est la suivante :

x = N1 ·M1 · x1 +N2 ·M1 · x2 +N3 ·M1 · x3 +N1 ·M2 · x4 +N2 ·M2 · x5 +N3 ·M2 · x6
y = N1 ·M1 · y1 +N2 ·M1 · y2 +N3 ·M1 · y3 +N1 ·M2 · y4 +N2 ·M2 · y5 +N3 ·M2 · y6
z = N1 ·M1 · z1 +N2 ·M1 · z2 +N3 ·M1 · z3 +N1 ·M2 · z4 +N2 ·M2 · z5 +N3 ·M2 · z6,

(40)

où (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (x4, y4, z4), (x5, y5, z5), (x6, y6, z6) représentent les


oordonnées des n÷uds du pentaèdre dans la base (x′, y′, z′). Les fon
tions Mi (i ∈ [1 : 3])

et Ni (i ∈ [1 : 2]) sont les fon
tions d'interpolations respe
tivement pour les 
oordonnées

(ξ, η) et ζ. Par dé�nition, les deux fa
es triangulaires sont parallèles au plan dé�ni par

(x′, y′), don
 z1 = z2 = z3 = z
+

et z4 = z5 = z6 = z
-

.

L'expression du ja
obien de F2 est la suivante :

J =






∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ




 =

(

J
plan

J1

J2 Jz

)

(41)

où la partie �plane� J
plan

s'é
rit :

J
plan

=

(
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

)

= J
+

·M1 + J
-

·M2, (42)

la partie J1 ne dépend plus de ζ après dérivation :

J1 =

(
∂x
∂ζ
∂y
∂ζ

)

=

(

f1(ξ, η)

f2(ξ, η)

)

(43)
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Figure 28 � Représentation de l'élément parent ainsi que des fon
tions de formes éléments

�nis

la partie J2 s'annule 
ar z1 = z2 = z3 = z
+

et z4 = z5 = z6 = z
-

:

JT
2 =

(
∂z
∂ξ
∂z
∂η

)

=

(
∂N1
∂ξ

∂N2
∂ξ

∂N3
∂ξ

∂N1
∂η

∂N2
∂η

∂N3
∂η

)





z1

z2

z3




 ·M1 +

(
∂N1
∂ξ

∂N2
∂ξ

∂N3
∂ξ

∂N1
∂η

∂N2
∂η

∂N3
∂η

)





z4

z5

z6




 ·M2 =

(

0

0

)

,

(44)

en�n,

z = (N1 +N2 +N3) · z+ ·M1 + (N1 +N2 +N3) · z- ·M2 = z
+

·M1 + z
-

·M2, (45)

d'où :

Jz =
z
+

− z
-

2
(46)

En résumé, le ja
obien s'exprime aisément sous forme séparée :

J =






∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ




 =






J
+

0

0

0 0 0




M1 +






J
-

0

0

0 0 0




M2 +






0 0 f1(ξ, η)

0 0 f2(ξ, η)

0 0 z
+

−z
-

2




 (47)

L'inverse du ja
obien doit être 
al
ulé a�n d'évaluer les gradients de u dans la base



117


artésienne. L'inverse du ja
obien peut être 
al
ulé de deux manières : soit le ja
obien est

évalué partout, et sa représentation séparée est 
al
ulée à l'aide d'un Dé
omposition en

Valeurs Singulières (SVD) [Drma£ et Veseli¢, 2008a,b℄ (voir .1.2.2), soit l'on se pla
e dans

le 
adre d'une stru
ture dont la 
ourbure et l'épaisseur sont faibles. À 
e moment, l'inverse

du ja
obien peut être appro
hé en e�e
tuant un développement limité.

Si l'épaisseur et la 
ourbure sont faibles, alors les fa
es supérieures et inférieures du

pentaèdre extrait de la 
oque sont très similaires. On peut alors é
rire :

J
+

= J
moyen

+ ε
+

, (48)

et :

J
-

= J
moyen

+ ε
-

. (49)

Alors :

J =






J
moyen

f1(ξ, η)

f2(ξ, η)

0 0
z
+

−z
-

2




+






ε
+

0

0

0 0 0




 ·M1 +






ε
-

0

0

0 0 0




 ·M2, (50)

à l'ordre 0, l'inverse du ja
obien s'exprime alors :

J−1 =






J
moyen

f1(ξ, η)

f2(ξ, η)

0 0
z
+

−z
-

2






−1

. (51)
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Bases de géométrie di�érentielle

Cette annexe est 
onsa
rée au développement des outils de géométrie di�érentielle. Les

di�érentes bases seront tout d'abord dé�nies, et une représentation séparée de Fζ
−1

sera

expli
itée. Ensuite, les trois formes fondamentales seront présentées, utiles pour dé�nir

l'élément de volume élémentaire dΩ, ainsi que l'élément de surfa
e dΓ sous une forme

séparée né
essaires à l'intégration des opérateurs dé�nis dans le 
hapitre 4.

.1 Di�érentes bases

.1.1 Bases de la surfa
e moyenne

Considérons le tenseur F0 
ontenant les 
omposantes Cartésiennes des ve
teurs de la

base 
ovariante :

F0 =
(

a1 a2 n

)

. (52)

La base 
ontravariante est dé�nie par la relation :

F0
−T =

(

a1 a2 n

)

. (53)

Les ve
teurs de la base 
ontravariante véri�ent la relation F0F0
−1 = 1, où 1 est la

matri
e identité de taille 3. On en déduit immédiatement que a1 · a1 = a2 · a2 = 1 et

a1 · a2 = a2 · a1 = 0.

Par dé�nition, les ve
teurs de la base 
ovariante et les ve
teurs de la base 
ontravariante

sont orthogonaux entre eux. Les �gures 29 et 30 représentent respe
tivement les bases


ovariantes et 
ontravariantes sur un quart de tore, dont le paramétrage présente un angle

d'héli
e a�n de bien mettre en valeur l'orthogonalité des ve
teurs de la base 
ontravariante

ave
 
eux de la base 
ovariante.
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Figure 29 � Représentation de la base 
ovariante sur un quart de tore
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Figure 30 � Représentation de la base 
ontravariante sur un quart de tore

La base lo
ale orthonormée (voir �gure 31) est également utile pour dé�nir 
ertaines

quantités, 
omme par exemple l'orientation de la dire
tion des renforts �breux dans le


as de matériaux 
omposites. Cet aspe
t est détaillé dans la partie 4.5. La dire
tion de

référen
e de la base lo
ale orthonormée est 
hoisie dans le plan tangent selon les 
ritères

que l'on souhaite. Considérons i
i que le premier ve
teur de la base orthonormée lo
ale est


olinéaire au ve
teur a1.

Soit Q le tenseur 
ontenant les ve
teurs de la base lo
ale orthonormée :

Q =
(

t1 t2 n

)

, (54)
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selon la 
onvention 
hoisie, on aura alors :

t1 =
a1

‖ a1 ‖ , (55)

et :

t2 = n ∧ t1. (56)

0
0.5

1
1.5

2
2.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

−1

0

1

Figure 31 � Représentation de la base lo
ale orthonormée sur un quart de tore

.1.2 Bases dans le volume

Un point quel
onque du volume est dé�ni de la sorte :

xM (ξ, η, ζ) = xP (ξ, η) + ζn(ξ, η). (57)

Les ve
teurs de la base 
ovariante dans le volume s'é
rivent :

a1ζ = xP,ξ + ζn,ξ = a1 + ζn,ξ, (58)

a2ζ = xP,η + ζn,η = a2 + ζn,η. (59)

La représentation séparée de Fζ s'é
rit alors :

Fζ =
(

a1ζ a2ζ n

)

= F0 + ζFn, (60)

où :

Fn =
(

n,ξ n,η 0

)

, (61)

ou en
ore :

Fζ = F0(1 + ζbn), (62)
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ave
 :

bn = F0
−1Fn =






a1.n,ξ a1.n,η 0

a2.n,ξ a2.n,η 0

0 0 0




 . (63)

Les ve
teurs de la base 
ontravariante dans le volume sont don
 les lignes du tenseur

Fζ
−1

:

Fζ
−1 =






a1x a1y a1z

a2x a2y a2z

nx ny nz




 . (64)

.1.2.1 Cal
ul de la représentation séparée de la base 
ontravariante dans le


as d'un produit 
ourbure-épaisseur faible

La représentation de la base 
ovariante sous la forme dé
rite par l'équation 62 permet

d'appro
her l'inverse de Fζ par un développement limité dans le 
as ou ζbn est petit

devant 1.

Dans 
e 
as, la représentation séparée des ve
teurs de la base 
ontravariante s'é
rit :

Fζ
−1 = (1− ζbn + ζ2bn

2)F0
−1. (65)

Cette appro
he est typiquement utilisée dans le 
adre des théories de 
oques.

De façon à s'intégrer 
orre
tement dans le formalisme de représentation séparée utilisée

au 
hapitre 4, les ve
teurs de la base 
ontravariante sont exprimés de la manière suivante :

Fζ
−1 =

NFζ∑

i=1

Fcont
i(ξ, η) ◦Fcont

i(ζ), (66)

où NFζ
= 3 et :

Fcont
1(ξ, η) = F0

−1

Fcont
2(ξ, η) = bnF0

−1

Fcont
3(ξ, η) = bn

2F0
−1

Fcont
1(ζ) =






1 1 1

1 1 1

1 1 1






Fcont
2(ζ) =






−ζ −ζ −ζ

−ζ −ζ −ζ

−ζ −ζ −ζ






Fcont
3(ζ) =






ζ2 ζ2 ζ2

ζ2 ζ2 ζ2

ζ2 ζ2 ζ2




 .

(67)
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.1.2.2 Cal
ul de la représentation séparée de la base 
ontravariante dans le


as d'un produit 
ourbure-épaisseur important

Dans le 
as général, la 
ourbure et l'épaisseur peuvent être importantes, le produit

ζbn n'est alors pas for
ément petit devant 1. Dans 
e 
as, l'inverse de Fζ ne peut rai-

sonnablement pas être approximé par un développement limité. Une alternative doit être

trouvée.

L'exploitation de l'aspe
t dis
ret de la méthode des éléments �nis utilisée pour résoudre

le problème permet d'évaluer les quantités Fζ aussi bien aux n÷uds, qu'aux points d'inté-

gration des éléments.

Le tenseur Fζ
−1

est alors 
al
ulé en tout point (n÷uds ou points d'intégrations) et ses


omposantes sont sto
kées dans des tableaux dont les lignes sont les 
oordonnées (ξ, η) et

les 
olonnes les 
oordonnées ζ. Ainsi il est aisé d'appliquer une Dé
omposition en Valeurs

Singulières (SVD) [Drma£ et Veseli¢, 2008a,b℄ ou une Dé
omposition en Valeurs Singulières

Tronquée (trun
ated SVD) sur 
es matri
es a�n d'obtenir la représentation séparée des


omposantes de Fζ
−1

né
essaires à la résolution :

Fζ
−1 =

NFζ∑

i=1

Fcont
i(ξ, η) ◦ Fcont

i(ζ), (68)

où NFζ
est le nombre de termes né
essaires pour représenter 
orre
tement la quantité selon

la toléran
e souhaitée.

Cette méthode d'évaluation systématique des 
omposantes de Fζ
−1

sur l'ensemble des

points et d'y appliquer ensuite une SVD garantie d'obtenir une représentation sous forme

séparée de Fζ
−1

même dans le 
as de fortes épaisseurs et de 
ourbures importantes.

.2 Formes fondamentales

.2.1 Formes fondamentales de la surfa
e moyenne

.2.1.1 Première forme fondamentale et tenseur métrique

La dé�nition de la surfa
e par son équation paramétrique xP (ξ, η) permet d'exprimer

la longueur de l'ar
 élémentaire ds :

I = (ds)2 = dxP · dxP

= (a1dξ + a2dη).(a1dξ + a2dη)

=
(

dξ dη
)

a

(

dξ

dη

)

(69)

Le tenseur a est appelé tenseur métrique. Il s'é
rit en fon
tion des ve
teurs de la base


ovariante de la façon suivante :

a =

(

a1.a1 a1.a2

a2.a1 a2.a2

)

=

(

a11 a12

a12 a22

)

. (70)
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Figure 32 � Champ métrique sur une portion de 
ylindre
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Figure 33 � Champ métrique sur une portion de sphère

La métrique a, est alors dé�nie par :

a = det(a). (71)

L'élément de surfa
e dA s'é
rit :

dA = a1dξ ∧ a2dη =‖ a1 ∧ a2 ‖ dξdηn. (72)

Pour rappel, le produit ve
toriel possède la propriété suivante :

‖ a1 ∧ a2 ‖2=‖ a1 ‖2‖ a2 ‖2 −(a1.a2)
2 = a11a12 − a212 = det(a), (73)

on en déduit alors l'expression de l'élément de surfa
e dA en fon
tion de la métrique :

dA =
√
adξdηn. (74)

Les surfa
es développables possèdent une métrique 
onstante sur tout l'espa
e (voir

�gure 32), par 
ontre toute surfa
e dont la métrique varie en fon
tion du point n'est pas

développable (voir �gure 33).

Nous verrons par la suite que les surfa
es à double 
ourbures posent 
ertains problèmes

pour la mise en forme des matériaux 
omposites [Allaoui et al., 2011℄.
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.2.1.2 Deuxième forme fondamentale et tenseur de 
ourbure

La deuxième forme fondamentale est la dérivée partielle se
onde de xP (ξ, η) projetée

sur la dire
tion de la normale. Ce
i s'é
rit :

II = n.d2xP =
(

dξ dη
)

b

(

dξ

dη

)

, (75)

où b est le tenseur de 
ourbure :

b =

(

a1,ξ.n a1,η.n

a2,ξ.n a2,η.n

)

=

(

b11 b12

b12 b22

)

. (76)

En dérivant l'expression : n.dxP = 0, on obtient dire
tement que dn.dxP +n.d2xP = 0.

Ce
i permet d'exprimer la deuxième forme fondamentale II sous la forme :

II = −dn.dxP , (77)

soit :

b = −
(

n,ξ

n,η

)
(

a1 a2

)

. (78)

En utilisant la dé�nition de la base 
ontravariante, a1·a1 = a2·a2 = 1 et a1·a2 = a2·a1 = 0,

on obtient :

b

(

a1

a2

)

= −
(

n,ξ

n,η

)
(

a1 a2

)
(

a1

a2

)

, (79)

et en�n, la dérivée du ve
teur normal n s'é
rit :

(

n,ξ

n,η

)

= −b

(

a1

a2

)

. (80)

On dé�nit également b tel que (b est le tenseur de 
ourbure 
ovariant-
ovariant, b est

le tenseur de 
ourbure 
ovariant-
ontravariant) :

b =

(

b11 b21
b12 b22

)

= ba−1. (81)

La 
ourbure moyenne H s'é
rit alors :

H =
1

2
tr(b). (82)

et la 
ourbure Gaussienne K :

K = det(b). (83)
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.2.1.3 Troisième forme fondamentale

La troisième forme fondamentale s'é
rit :

III = dn.dn =
(

dξ dη
)

c

(

dξ

dη

)

. (84)

En utilisant l'équation 80, c devient :

c =
(

n,ξ n,η

)
(

n,ξ

n,η

)

= b
(

a1 a2
)
(

a1

a2

)

b = ba−1b. (85)

.2.2 Formes fondamentales dans le volume et métrique 3D

L'élément di�érentiel s'é
rit au point M :

dxM = dxP + ζdn+ ndζ = a1ζdξ + a2ζdη + ndζ. (86)

La première forme fondamentale s'é
rit, pour un point du volume :

I = (ds)2 = dxM · dxM =
(

dξ dη dζ
)

aζ






dξ

dη

dζ




 , (87)

où :

aζ =






a1ζ .a1ζ a1ζ .a2ζ 0

a2ζ .a1ζ a2ζ .a2ζ 0

0 0 1




 . (88)

En utilisant les équations 69, 77, 84 et 57, on obtient :

(

a1ζ .a1ζ a1ζ .a2ζ

a2ζ .a1ζ a2ζ .a2ζ

)

= a− 2ζb+ ζ2c. (89)

On note également :

aζ = det(aζ) = det(a− 2ζb+ ζ2c). (90)

En utilisant l'expression 81, aζ peut s'é
rire sous la forme :

aζ = a det(1− 2ζb+ ζ2bb) = a (det(1− 2ζb))2. (91)

L'utilisation de l'expression des 
ourbures moyenne et Gaussienne (équation 83 et 82)


onduit à l'expression suivante :

det(1 − 2ζb) = det

((

1− ζb11 −ζb21
−ζb12 1− ζb22

))

= 1− 2Hζ +Kζ2. (92)

L'élément de surfa
e dAζ s'é
rit alors :

dAζ =‖ a1ζ ∧ a2ζ ‖ dξdη =
√
aζdξdη, (93)
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et l'élément de volume dΩ s'exprime :

dΩ = (a1ζdξ ∧ a2ζdη).ndζ = dAζdζ. (94)

En utilisant l'expression 92, on obtient en�n :

dΩ =
√
a(1− 2Hζ +Kζ2)dξdηdζ. (95)

L'élément de volume dΩ est né
essaire pour e�e
tuer l'ensemble des intégrales de vo-

lume, il doit s'exprimer sous forme séparée pour s'intégrer au formalisme du 
hapitre 4.

Son expression devient alors :

dΩ =

3∑

i=1

(dviξη · dviζ)dξdηdζ, (96)

où :

dv1ξη =
√
a dv1ζ = 1,

dv2ξη = −2
√
aH dv2ζ = ζ,

dv3ξη =
√
aK dv3ζ = ζ2.

(97)



128 BASES DE GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE



Index

à la volée, 93

abaque numérique, v

abaque numérique, 78

Algorithme de résolution, 11

anisotropie, 55

base 
ontravariante, 119

base 
ovariante, 64, 119

base lo
ale orthonormée, 120


ampagne de 
al
ul, 86


as industriel, 88


isaillement transverse, 41


oe�
ients de dilatation thermique, 56


oin de malle, 56


omposites strati�és, 67


ondition homogène, 35


ontraintes planes, 4, 11


ontraintes résiduelles, 55


onvergen
e, 10


oordonnées supplémentaires, 78


ornière, 56

dé
omposition en valeurs

singulières (SVD), 33

déformation, 65

déformation (2D), 4, 7

déformation (3D), 24, 26

déformations planes, 4

déformée résiduelle, 91

densité d'énergie de déformation, 28

deuxième forme fondamentale, 125

Diri
hlet, 52

Diri
hlet, 7, 34

dis
rétisation, 30

élastique (
omportement), 4, 24

enri
hissement, 7

enveloppe, 91

éprouvette entaillée, 89

erreur relative, 28

espa
es multi-dimensionnels, 78

espa
es paramétriques, 86

état de 
ontrainte tridimensionnel, 37

exothermie, 55

extrusion, 22

�ssure, 89

�ambage, 37

fon
tion de forme, 28

for
e, 32

for
es de surfa
es, 25

for
es de volumes, 25

frappage, 68

géométrie di�érentielle, 63

Hadamard (produit), 6

hors plan, 33

hypothèse 
inématique, 39

impa
t mémoire, 15, 19

isotrope, 26

matériau mono
linique, 26

matériaux 
omposites, 35

membrane, 33

méthode de la sé
ante, 57

méthode des éléments �nis, 8

métrique 3D, 126

mi
rostru
ture, 49

modèle 2D, 4

modèle 3D, 37

multi-paramétriques, 77

multipli
ateur de Lagrange, 51

Neumann, 32

129



130 INDEX

nid d'abeille, 50

optimisation, 56

orthotrope, 26

panneau auto-raidi, 38

paramètres d'orientation, 82

pénalisation, 51

piè
es nominales, 79

plaque trouée, 35

plaques, 22

point �xe, 9

poutres, 22

Première forme fondamentale, 123

produit tensoriel, 19, 21

pro�lé, 22

propagation, 89

raidisseur, 37, 45

raidisseur 
ourbe, 49

représentation séparée (2D), 6

résidu, 10

sandwi
h, 50

simulations paramétriques, 86

solution multidimensionnelle, 78

strati�és, 25

surfa
e développable, 124

surfa
e moyenne, 22

SVD, 123

taux de restitution d'énergie, 89

temps de 
al
ul, 15, 19, 30

temps réel, 93

tenseur de 
ourbure, 125

tenseur métrique, 123

théorie de plaque, 22, 38

thermodur
issable, 55

thermoélastique, 55, 82

thermoplastique, 55

toléran
es géométriques, 56, 92

troisième forme fondamentale, 126

variabilité, 79

Voigt, 24

Von Mises, 28



INDEX 131



132 INDEX



Bibliographie

Allaoui, S., Boisse, P., Chatel, S., et al., 2011, �Experimental and numeri
al analyses of

textile reinfor
ement forming of a tetrahedral shape,� Composites Part A : Applied

S
ien
e and Manufa
turing 42, no. 6, pp. 612�622. 68, 124

Ammar, A., Chinesta, F., Diez, P., et al., 2010, �An error estimator for separated represen-

tations of highly multidimensional models,� Computer Methods in Applied Me
hani
s

and Engineering 199, no. 25-28, pp. 1872�1880. 30

Ammar, A., Mokdad, B., Chinesta, F., et al., 2006, �A new family of solvers for some


lasses of multidimensional partial di�erential equations en
ountered in kineti
 theory

modeling of 
omplex �uids,� Journal Of Non-Newtonian Fluid Me
hani
s 139, no. 3,

pp. 153�176. iv, 7

Ammar, A., Mokdad, B., Chinesta, F., et al., 2007, �A new family of solvers for some


lasses of multidimensional partial di�erential equations en
ountered in kineti
 theory

modelling of 
omplex �uids - Part II : Transient simulation using spa
e-time separated

representations,� Journal Of Non-Newtonian Fluid Me
hani
s 144, no. 2-3, pp. 98�121.

5, 66

Batoz, J.-L., 1992, Modélisation des stru
tures par éléments �nis, tome 3 : 
oques, Hermes

S
ien
es Publi
at. 63

Bognet, B., Ghnatios, C., Barasinski, A., et al., 2011, �Composites manufa
turing pro
esses.

Towards an advan
ed simulation,� Revue des Composites et des Matériaux Avan
és pp.

23�32. 55

Bognet, B., Leygue, A., et Chinesta, F., 2012a, �On the fully 3D simulations of thermoelasti


models de�ned in plate and shell geometries,� European Journal of Computational

Me
hani
s , no. September 2012, pp. 37�41. 55

Bognet, B., Leygue, A., Chinesta, F., et al., 2012b, �Advan
ed Simulation of Models De�ned

in Plate Geometries : 3D Solutions with 2D Computational Complexity,� Computer

Methods in Applied Me
hani
s and Engineering 201-204, pp. 1�12. 25, 66, 79, 93

Boisse, P., Cherouat, A., Gelin, J. C., et al., 1995, �Experimental study and �nite element

simulation of a glass �ber fabri
 shaping pro
ess,� Polymer Composites 16, no. 1, pp.

83�95. 68

Carrera, E., 1996, �C�0 Reissner-Mindlin Multilayered Plate Elements In
luding Zig-Zag

and Interlaminar Stress Continuity,� Int J for Num Meth in Engineering 39, no. 11,

pp. 1797�1820. iii

133



134 BIBLIOGRAPHIE

Chapelle, D. et Bathe, K. J., 2003, The Finite Element Analysis of Shells � Fundamentals,

Springer-Verlag. 63

Chinesta, F., Ammar, A., et Cueto, E., 2010, �Re
ent advan
es in the use of the Proper

Generalized De
omposition for solving multidimensional models,� Ar
hives of Compu-

tational Methods in Engineering 1, pp. 327�350. iv

Chinesta, F., Leygue, A., Bognet, B., et al., 2012, �First steps towards an advan
ed si-

mulation of 
omposites manufa
turing by automated tape pla
ement,� International

Journal of Material Forming . 55, 56

Drma£, Z. et Veseli¢, K., 2008a, �New Fast and A

urate Ja
obi SVD Algorithm. I,� SIAM

Journal on Matrix Analysis and Appli
ations 29, no. 4, pp. 1322�1342. 7, 33, 117, 123

Drma£, Z. et Veseli¢, K., 2008b, �New Fast and A

urate Ja
obi SVD Algorithm. II,� SIAM

Journal on Matrix Analysis and Appli
ations 29, no. 4, pp. 1343�1362. 7, 33, 117, 123

Fal
ó, A. et Nouy, A., 2011, �Proper generalized de
omposition for nonlinear 
onvex pro-

blems in tensor Bana
h spa
es,� Numeris
he Mathematik 121, no. 3, pp. 503�530. 13,

27

Ghnatios, C., Chinesta, F., Cueto, E., et al., 2011, �Methodologi
al approa
h to e�
ient

modeling and optimization of thermal pro
esses taking pla
e in a die : Appli
ation to

pultrusion,� Composites Part A : Applied S
ien
e and Manufa
turing 42, no. 9, pp.

1169�1178. 55, 56

Giner, E., Bognet, B., Rodenas, J., et al., 2012, �The Proper Generalized De
omposition

(PGD) as a numeri
al pro
edure to solve 3D 
ra
ked plates in linear elasti
 fra
ture

me
hani
s,� International Journal of Solids and Stru
tures. 90

Gosselet, P. et Rey, C., 2006, �Non-overlapping domain de
omposition methods in stru
tu-

ral me
hani
s,� Ar
hives of 
omputational methods in engineering 13, no. July 2005,

pp. 515�572. 31

Hildebrand, F. B., Reissner, E., et Thomas, G. B., 1949, �Notes on the foundations of the

theory of small displa
ements of orthotropi
 shells,� NACA TN1833 . iii

Ladevèze, P. et Chamoin, L., 2011, �On the veri�
ation of model redu
tion methods based

on the proper generalized de
omposition,� Computer Methods in Applied Me
hani
s

and Engineering 200, no. 23-24, pp. 2032�2047. 30

Leygue, A. et Verron, E., 2010, �A First Step Towards the Use of Proper General De
om-

position Method for Stru
tural Optimization,� Ar
hives of Computational Methods in

Engineering 17, no. 4, pp. 465�472. 82

Li, F. Z., Shih, C. F., et Needleman, A., 1985, �A 
omparison of methods for 
al
ulating

energy release rates,� Engineering Fra
ture Me
hani
s 21, no. 2, pp. 405�421. 89

Liew, K., 2003, �Three-dimensional modelling of elasti
 bonding in 
omposite laminates

using layerwise di�erential quadrature,� International Journal of Solids and Stru
tures

40, no. 7, pp. 1745�1764. iii

Love, A. E. H., 1889, The Small Free Vibrations and Deformation of a Thin Elasti
 Shell ,

Philosophi
al transa
tions of the Royal So
iety of London, Harrison and Sons. 39



BIBLIOGRAPHIE 135

Mindlin, R., 1951, �In�uen
e of rotatory inertia and shear on �exural motions of isotropi
,

elasti
 plates,� Journal of Applied Me
hani
s Vol. 18, pp. pp. 31�38. 41

Mollenhauer, D., 2000, �Measurements of interlaminar deformation along the 
ylindri
al

surfa
e of a hole in laminated 
omposite materials by Moiré interferometry,� Compo-

sites S
ien
e and Te
hnology 60, no. 12-13, pp. 2375�2388. 35

Niordson, F. I., 1985, Shell Theory , Elsevier S
ien
e Ltd. 63

O
hoa, O. O. et Reddy, J. N., 1992, �Finite Element Analysis of Composite Laminates -

O
hoa and Reddy,� . iii

Pagano, N. J., 1969, �Re
tangular Bidire
tional and Sandwi
h Plates,� O
tober . iii

Pagano, N. J., 1970, �Exa
t solution for re
tangular bidire
tional 
omposites and sandwi
h

plate,� J of 
omposite materials 4, pp. 20�34. iii, 3

Pandit, M., Sheikh, a., et Singh, B., 2008, �An improved higher order zigzag theory for

the stati
 analysis of laminated sandwi
h plate with soft 
ore,� Finite Elements in

Analysis and Design 44, no. 9-10, pp. 602�610. iii

Passieux, J. et Périé, J., 2012, �High resolution digital image 
orrelation using proper

generalized de
omposition : PGD-DIC,� International Journal for Numeri
al . . . . 15

Patri
k Muller, C. O., 1999, Introdu
tion aux 
oques min
es élastiques, Hermès s
ien
e

publi
ations. 63

Ramtekkar, G., 2003, �Appli
ation of a three-dimensional mixed �nite element model to

the �exure of sandwi
h plate,� Computers & Stru
tures 81, no. 22-23, pp. 2183�2198.

iii

Reddy, J. N., 2004,Me
hani
s of laminated 
omposite plates and shells : theory and analysis,

se
ond edi ed., CRC PRESS. iii, 63

Reissner, E., 1945, �The e�e
t of transverse shear deformation on the bending of elasti


plates,� Journal of Applied Me
hani
s Vol. 12, pp. pp. A68�77. 41

Reissner, E., 1977, A Note on Generating Generalized Two-Dimensional Plate and Shell

Theories, Defense Te
hni
al Information Center. iii

Reissner, E., 1979, Note on the E�e
t of Transverse Shear Deformation in Laminated Ani-

sotropi
 Plates, California univ san diego la jolla dept of applied me
hani
s and engi-

neering s
ien
es. iii

Semedogar
ao, J., Motasoares, C., et Reddy, J. N., 2004, �Analysis of laminated adaptive

plate stru
tures using layerwise �nite element models,� Computers & Stru
tures 82,

no. 23-26, pp. 1939�1959. iii

Sheng, H., 2002, �A state spa
e �nite element for laminated 
omposite plates,� Computer

Methods in Applied Me
hani
s and Engineering 191, no. 37-38, pp. 4259�4276. iii

Shih, C., Moran, B., et Nakamura, T., 1986, �Energy release rate along a three-dimensional


ra
k front in a thermally stressed body,� International Journal of fra
ture 30, pp. 79�

102. 89

Soutis, C. et Edge, E. C., 1997, �Interlaminar stresses in 
omposite laminates with a 
ir
ular

hole,� 8223, no. 96, pp. 223�232. 35



136 BIBLIOGRAPHIE

Timoshenko, S. P. et Woinowsky-Krieger, S., 1959, Theory of plates and shells, se
ond edi

ed., M
Graw-Hill. iii, 3, 39, 63

Ugrimov, S., 2002, �Generalized theory of multilayer plates,� International Journal of Solids

and Stru
tures 39, no. 4, pp. 819�839. iii

Umasree, P. et Bhaskar, K., 2006, �Analyti
al solutions for �exure of 
lamped re
tangu-

lar 
ross-ply plates using an a

urate zig�zag type higher-order theory,� Composite

Stru
tures 74, no. 4, pp. 426�439. iii

Vel, S., 2000, �The generalized plane strain deformations of thi
k anisotropi
 
omposite

laminated plates,� International Journal of Solids and Stru
tures 37, no. 51, pp. 715�

733. iii

Vidal, P. et Polit, O., 2009, �Assessment of the re�ned sinus model for the non-linear

analysis of 
omposite beams,� Composite Stru
tures 87, no. 4, pp. 370�381. iii

Xiao, J., Gilhooley, D., Batra, R., et al., 2008, �Analysis of thi
k 
omposite laminates using

a higher-order shear and normal deformable plate theory (HOSNDPT) and a meshless

method,� Composites Part B : Engineering 39, no. 2, pp. 414�427. iii

Zienkiewi
z, O. C., Taylor, R. L., et Zhu, J. Z., 2005, The �nite element method its basis

& fundamentals, 6th ed., Elsevier. iii, 3



BIBLIOGRAPHIE 137






	Introduction
	Résolution de problèmes 2D
	Contexte
	Résolution d'un problème 2D
	Formulation du problème
	Séparation des variables d'espace
	Résolution
	Résultats
	Convergence

	Applications et limitations

	Résolution de problèmes 3D
	Différentes séparations possibles
	Séparation du 3D vers 3 problèmes 1D
	Séparation du 3D en 2D/1D

	3D séparé en 2D/1D pour les plaques
	Formulation du problème
	Résolution
	Exemple et validation
	Performances
	Application des conditions aux limites
	Exemples

	Analyse des modes PGD
	Conclusion

	Problèmes 3D complexes
	Représentation en plusieurs modes
	Mise en équation du problème
	Résolution
	Exemples de simulations définies sur des domaines complexes

	Pénalisation
	Présentation de la méthode
	Exemple

	Thermoélasticité
	Formulation et résolution du problème de thermoélasticité
	Optimisation d'une cornière composite
	Discussion


	Géométries 3D coques
	Introduction : 3D séparé en 2D/1D pour les coques
	Approche facetisée
	Approche continue

	Paramétrage de la géométrie
	Paramétrage de la surface moyenne
	Paramétrage du volume et séparation des variables

	Formulation du problème mécanique
	Résolution avec la PGD
	Expression du tenseur d'élasticité pour les matériaux composites stratifiés
	Exemples
	Exemple de validation
	Exemple de pièce composite stratifiée
	Exemple de simulation sur une géométrie complexe

	Conclusion

	Abaques numériques
	Paramétrisation d'une orientation d'un pli
	Paramétrisation d'une épaisseur
	Paramétrisation d'un coefficient matériau
	Autres paramètres additionnels
	Exemples multi-paramètres/Abaques numériques
	Pièce en matériau isotrope quelconque
	Étude paramétrique d'une éprouvette entaillée

	Post-traitement et reconstruction
	Enveloppe
	Construction d'un point sur un espace paramétrique
	Reconstruction à la volée sur une plateforme légère
	Optimisation

	Limitations - Conclusions

	Conclusion et discussion
	Développement des opérateurs en 2D
	Développement des opérateurs en 3D
	Détail des modes sur un problème de plaque 
	Jacobien et son inverse pour une coque discrétisée
	Bases de géométrie différentielle 
	Différentes bases
	Bases de la surface moyenne
	Bases dans le volume

	Formes fondamentales
	Formes fondamentales de la surface moyenne
	Formes fondamentales dans le volume et métrique 3D



