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Resumo

Este artigo analisa mudancas de representacao e de registro no calculo de areas de triangulos e
quadrilateros. As atividades descritas foram realizadas por alunos do quinto e do sexto ano do
ensino fundamental de uma escola privada de Campo Grande, MS. Este estudo fundamenta-se
na teoria de registros de representacdo semidtica, de Duval, e em dois de seus elementos
tedricos que tratam dos olhares e apreensdes para a aprendizagem em geometria. Adotou-se
como metodologia a engenharia didatica, de Artigue. Constatou-se que solucionar as atividades
por meio da exploracdo heuristica das figuras, da desconstru¢do dimensional e do olhar ndo
iconico, transitando em diferentes representacdes, permitiu aprendizagens sobre o célculo de
areas. A diversidade de registros e estratégias nesses calculos, nessas perspectivas, favoreceu
solugdes distintas, contribuindo para a superacdo de dificuldades e o desenvolvimento de
autonomia em geometria, oportunizando um novo modo de aprender, de raciocinar e

principalmente de olhar para uma figura geométrica.
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Abstract

In this article, representation and register changes in the calculation of triangle and quadrilateral
areas were analysed. The activities described were performed by 5th- and 6th-grade students
attending a private school in Campo Grande, Mato Grosso do Sul, Midwest Brazil. This study
drew on Duval’s theory of registers of semiotic representation and on two of its theoretical
elements addressing ways of visualising and apprehending in geometry learning. Artigue’s
didactic engineering method was adopted. Solving activities by heuristic exploration of figures,
dimensional deconstruction, and use of non-iconic visualisation, while transiting across
different representations, promoted learning of area calculation. The diversity of registers and
strategies involved in the calculations furthered the emergence of a range of solutions, helping
learners to overcome difficulties, gain autonomy in dealing with geometry, and experience new

ways of learning, reasoning, and, most notably, of visualising geometric figures.

Keywords: geometry, apprehension, visualisation, primary school.

Resumen

Este articulo analiza cambios de representaciones y de registro en calculo de areas de
triangulos y cuadrilateros. Las actividades descritas fueron realizadas por alumnos del quinto
y sexto grados de la ensefianza béasica de una escuela privada en Campo Grande, Mato Grosso
do Sul, Brasil. Este estudio se fundamenta en la teoria de registros de representacion
semidtica, de Duval, y en dos de sus elementos tedricos que tratan de entendimiento y vision
para aprendizaje en geometria. Se adoptd como metodologia la ingenieria didactica, descrita
por Michéle Artigue. Se verifico que resolver actividades mediante la exploracion heuristica
de figuras, la deconstruccion dimensional y el uso de visualizacion no iconica, mientras se

transita por diferentes representaciones, promovio el aprendizaje del calculo de areas. La
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diversidad de registros y estrategias en esos calculos, en esas perspectivas, favorecio
soluciones distintas, contribuyendo para la superacion de las dificultades y el desarrollo de
autonomia en geometria, creando la oportunidad de un nuevo modo de aprender, de

raciocinar y principalmente de mirar una figura geométrica.

Palabras clave: Geometria, Aprehensiones, Miradas, Ensefianza fundamental.
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Uma analise semidtica e cognitiva na aprendizagem de areas de triangulos e
quadrilateros

Diversos estudos apontam o desempenho insatisfatério dos alunos no campo das
grandezas geométricas no Brasil e em diversos paises (Almouloud & Mello, 2000; Almouloud,
2004; Bellemain & Lima, 2010; Lorenzato, 1995; Pavanello, 2004). Segundo Belemain e Lima
(2010), esse desempenho insatisfatorio pode ndo estar relacionado apenas a dificuldades
concernentes ao ensino e a aprendizagem, mas também a complexidade dos conceitos
matematicos envolvidos.

De acordo com Almouloud e Mello (2000), um dos fatores que contribuem para o baixo
desempenho dos alunos diz respeito aos conceitos e habilidades geométricas resultantes da
pratica e escolha didatica que os professores fazem ao ensinarem geometria. Para Pavanello
(2004), muitos dos professores da educacdo basica ndo abordam geometria na sala de aula
porque ndo dominam o contetdo nem o modo de desenvolvé-lo com os alunos. Para
Almouloud (2004), parte dos professores em exercicio teve formacao geométrica precaria e
ndo sabe claramente o que fazer em sala de aula.

Recentemente, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2017) orienta que
0 pensamento geométrico deve ser desenvolvido nos alunos para elaborar conjecturas,
investigar propriedades e produzir argumentacdo dedutiva. Para isso, ndo se deve reduzir a
geometria a aplicacdes imediatas de férmulas. Recursos didaticos devem ser incorporados em
situacbes que promovam a reflexdo, a sistematizacdo e a formalizacdo de conceitos
matematicos.

Contudo, embora a geometria tenha nos uGltimos anos recebido maior atengdo de
professores, documentos oficiais e pesquisadores, permanecem certas lacunas guanto a seu
ensino e aprendizagem (Almouloud, 2004; Bellemain & Lima, 2010; Silva, 2016; Souza,

2018).
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Souza (2018) constatou que atividades que envolvem desconstru¢do dimensional ainda
ndo povoam os livros didaticos. Isso pode explicar alguns bloqueios que os estudantes
encontram ao resolver problemas geométricos, pois na geometria o uso de figuras na resolucéo
de problemas exige muitas vezes uma mudanca de olhar. Isso envolve operar uma
desconstrucdo dimensional na figura, de modo a olhar para uma ou mais dimensdes inferiores
a enunciada, embora atendo-se a esta.

Este artigo traz resultados de uma pesquisa de mestrado em educacdo matematica
empreendida em uma escola privada de Campo Grande, MS. As atividades transcorreram em
oito sessBes de cerca de duas horas cada. Participaram 12 alunos, seis deles do quinto ano do
ensino fundamental e seis do sexto. Os encontros ocorreram no contraturno escolar.
Participaram das sessfes também duas professoras da escola, uma da alfabetizacdo e outra do
quinto ano. Sua participacdo se deu por livre e espontanea vontade, com o intuito de contribuir
com a pratica pedagodgica frente a formacdo de ambas, que reconheciam como precaria em
geometria.

O aporte tedrico, sobretudo para elaborar as atividades, pautou-se nos registros de
representacdo semidtica e nas apreensdes e olhares em geometria (Duval, 2005, 2009, 2011,
2012a, 2012b).

A base metodoldgica adotada foi a engenharia didatica, descrita por Artigue (1996), por
considerar as realizagGes didaticas em sala de aula* e por permitir prever dificuldades e
possiveis estratégias nas atividades, de modo a promover a aprendizagem. Nas produc¢des dos
alunos, ao descreverem como haviam obtido as respostas, identificamos a possibilidade de
utilizar procedimentos metodoldgicos de narracdo de pesquisa, na perspectiva de Chevallier

(1993), mas nossa abordagem priorizou principios metodolégicos da engenharia didatica.

4 Refere-se ao grupo constituido pelos alunos do quinto e sexto anos do ensino fundamental.

424 Educ. Matem. Pesq., S&o Paulo, v. 23, n. 1, p. 420-447, 2021



Os alunos participantes serdo designados em ordem numérica (de 1 a 12) na analise.
Para resolver as atividades os alunos trabalharam em duplas. Os dados para analise foram
colhidos na forma de atividades impressas, audios, videos, fotos e recursos didaticos como a
malha quadriculada e o geoplano®.

Durante a resolucéo das atividades, buscou-se mudar as representacdes e 0s registros,
com vistas a aprendizagem de areas de triangulos e quadrilateros. Na analise, essas mudancas
de representacdo e registro contribuiram para os alunos conjecturarem, experimentarem,
argumentarem, refletirem, sistematizarem e formalizarem conteddos geométricos, como as
férmulas das areas do quadrado e do tridangulo.

Além disso, as atividades propiciaram a experimentacdo heuristica nas figuras
geomeétricas, permitindo-lhe nelas explorar caminhos para a resolucéo, articulando o discurso
geométrico com a visualizacdo. Essa experimentacdo permitiu calcular as areas de outros
modos, sem aplicar diretamente ou mecanicamente as férmulas algébricas. Conforme orienta
a BNCC, “a geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacdo de férmulas de calculo de
area” (Brasil, 2017, p. 272).

Flores e Moretti (2006) consideram que essa exploracdo heuristica na figura permite
solucdes alternativas, em vez de limitar a resolucdo ao célculo de areas usando somente
férmulas. Isso permite que o aluno desenvolva novos modos de pensar, de olhar para uma
figura e de raciocinar.

No entanto, essa intuicdo heuristica que as figuras geométricas permitem requer certa
aprendizagem. Flores e Moretti (2006, p. 12) apontam que essa intuicdo heuristica “pode
levantar percepgdes distintas e envolver outros tantos fatores que possam auxiliar ou dificultar

este papel heuristico”.

5 E uma prancha de madeira ou pléstico, normalmente quadrangular, com pregos ou metais dispostos na sua
superficie em quadrados que permite a construcdo de poligonos com elasticos do tipo daqueles de amarrar dinheiro
e a exploracdo de conceitos geométricos como o de areas de figuras planas.
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Além dessa intuigdo heuristica que as figuras geomeétricas proporcionam, a geometria
é, como expde Duval (2005), um dominio do conhecimento que exige articulacdo de pelo

menos dois registros de representacao: a linguagem e a visualizacéo.

Geometria, representacdes e registros

Para Duval, a visualizacdo de uma figura em geometria faz parte de uma atividade
cognitiva mais complexa que o simples ato de ver: o0 modo de ver uma figura depende da
atividade na qual esta € mobilizada, uma vez que as figuras em geometria, diferentemente de
todas as outras, permitem tratamentos como a reconfiguracio® e as desconstrucdes
dimensionais’. Para Duval (2005), a visualizag&o constitui o processo central de aprendizagem
em geometria. Neste artigo abordaremos esse modo de visualizar figuras no estudo de areas.

Na matematica, a comunicagdo ocorre por meio das representacdes semidticas que sao
imprescindiveis para a mobilizacdo de conhecimentos matematicos. Segundo Duval, na
matematica a representacdo é crucial, porque todos o0s objetos sdo abstratos e por isso ndo sao
diretamente acessiveis a percepcdo. Além disso, um mesmo objeto matematico pode ser
representado em diferentes registros. Por exemplo, a area do triangulo (Tabela 1) pode ter

representacdo: figural, algébrica e numérica.

& A reconfiguracdo é um tipo de tratamento figural nas figuras geométricas. Esse procedimento consiste em
decompor a figura de partida em subfiguras, reorganiza-las de modo a formar outra figura que seja possivel
calcular a sua &rea.

" A desconstrucdo dimensional é realizada considerando as dimensdes das figuras e os elementos figurais, que séo
tridimensionais (3D) nos: cubos, piramides, cones,...; bidimensionais (2D) nos poligonos: quadrados, retangulos,
..., unidimensionais (1D), nas retas, segmentos e curvas; e adimensionais (0D) nos pontos.
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Tabela 1.

Representacdo de &rea em diferentes registros (Arinos, 2018, p. 194)

Enunciado em lingua natural: Calcular a area do tridangulo de duas maneiras diferentes, uma

fazendo uso de formulas e outra sem utiliza-las.

Representacéo figural (2D/2D) | Representagdo algébrica Representacdo numérica

O cerne da atividade matematica consiste em transformar representacdes semioticas em
outras representacdes (Duval, 2012b). Quanto maior a flexibilidade com registros de
representacdo diferentes para 0 mesmo objeto matematico, maior a chance de apreensdo desse
objeto.

Uma férmula algébrica, uma figura e um enunciado em lingua natural sdo exemplos de
representacdes semioticas que integram diferentes sistemas semidticos. Nem todo sistema
semiotico, porém, é um registro de representacdo. Para ser um registro, ele deve ter regras
especificas de funcionamento e devem ocorrer trés atividades cognitivas: a formacéo de uma
representacdo identificavel, o tratamento e a conversao.

Uma representacado identificavel pode ser estabelecida por meio da organizacao de um
texto, da imagem de uma figura, de um enunciado em lingua natural compreensivel, de um
grafico ou da escrita de uma expressdo algébrica. Um registro é um sistema semidtico
particular, cujos simbolos sdo identificaveis e podem ser transformados segundo regras
especificas operacionalizadas dentro deste conjunto de representagdes. Como exemplos temos
as composicdes e decomposicBes de figuras no registro figural, as operagdes com ndmeros
realizadas com representacfes numéricas, o calculo literal com expressdes algébricas e as

paréfrases na lingua natural.
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Para haver uma representacéo identificavel, & fundamental selecionar as relacGes e 0s
dados do contetido. Essa organizacéo obedece a regras de formacéo e as unidades especificas
do registro cognitivo, sendo o produto a representacdo. Tais regras tém a funcéo de assegurar
as condicdes de reconhecimento e identificacdo e também permitir seu uso por meio de
transformacdes internas. N&o se trata de regras de producao efetiva por um individuo, mas sim
regras de conformidade, que ja estdo estabelecidas num grupo social, ou seja, ja existem e o
sujeito apenas as usa, para reconhecer e produzir novas representacoes.

O tratamento de uma representacao consiste em transforméa-la no mesmo registro em
que foi estabelecida; € uma transformacdo interna ao registro. Por exemplo, para as figuras
geométricas a reconfiguracdo € um tipo de tratamento, dando a elas a possibilidade de
exploracéo heuristica.

A reconfigurag¢do consiste em dividir uma figura “em unidades figurais de mesma
dimensdo (2D — 2D) e sua reconfiguragcdo em outra figura cujo contorno global é ou ndo o
mesmo” (Duval, 2011, p. 88, destaque do autor). Os tratamentos surgem dependendo da
modificacdo realizada: “repartir uma figura em subfiguras permite, por exemplo, evidenciar a
igualdade de areas” (Duval, 20123, p. 125). Um exemplo disso ocorre na reconfiguragdo de um
paralelogramo em um retangulo.

A figura 18 mostra uma reconfiguracio que consistiu em decompor um losango em
subfiguras bidimensionais, reconfigurando-o em um quadrado de area equivalente, como
mostram os tracos a lapis.

A conversdo de uma representagdo envolve registros diferentes. Consiste em
transformar uma representacdo em outra em outro registro, ou seja, € uma transformacao
externa ao registro de partida. Calcular a area do losango (Figura 1) requer converter o registro

em lingua natural (enunciado) em registro figural.

8 E um dos resultados de nossa pesquisa. Por conveniéncia articulamos os resultados com os elementos tedricos.
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Outra conversao foi a realizada do registro figural (figura presente na folha) para a
representacdo no geoplano. No geoplano, os alunos identificaram os tratamentos figurais do

losango que os levariam a determinar sua area.

Figura 1.

Célculo da &rea do losango (Arinos, 2018, p. 214)

. - , - Dxd
Como mostra a Figura 1, ao mobilizarem as formulas algébricas do losango (T) edo

retdngulo (B X h), os alunos converteram registros, do figural (representacdo do losango no
geoplano e tratamentos figurais, como a reconfiguragéo, para obter o quadrado) ao algebrico.
Subsequentemente, converteram o registro algébrico em numérico, realizando tratamentos
neste registro para obter a resposta. Assim, quatro registros foram mobilizados: a lingua
natural, o figural, o algébrico e o numeérico.

A desconstrucdo dimensional é realizada no losango (2D) quando se substituem os
valores nas formulas algébricas. Com isso, ocorre uma mudanca no olhar, passando-se do
bidimensional ao unidimensional, o que permite identificar as medidas dos segmentos
(D, d, B e h) para determinar a &rea (um nimero e sua grandeza) de uma figura bidimensional.

As figuras, em geometria, diferentemente de todas as outras representagdes, permitem

esses tipos de tratamento. Para a aprendizagem geométrica, ha, segundo Duval,
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especificidades, como essas desconstrucfes dimensionais. Assim, as figuras exercem um papel
importante nas atividades em geometria, possibilitando diferentes apreensdes: perceptiva,

discursiva, operatdria e sequencial.

As apreensdes na geometria

A apreensdo perceptiva se caracteriza pela identificagédo feita por meio do contorno
das figuras, que ocupa a posicao central. Essa apreensdo, que pode “ter um papel facilitador ou
inibidor sobre a compreensao do problema colocado” (Duval, 2012a, p. 136), foi requerida para
identificar o losango (Figura 1).

A apreensdo discursiva € subordinada a perceptiva, pois “uma figura geométrica ndo
mostra a primeira vista a partir de seu tragado ¢ de suas formas, mas a partir do que ¢ dito”
(Duval, 20123, p. 133). O enunciado da questdo e o losango (Figuras 1 e 2) comandaram o
discurso geométrico, que serviu para justificar os tratamentos figurais.

Figura 2.

Apreensao discursiva no célculo da area do losango (Arinos, 2018, p. 214)

Aluna 05: Aqui a gente pegou o oito que da tudo aqui (a area
do retangulo representado no geoplano a esquerda), menos

. dois porque esses dois formam um retangulo e menos dois,
que da igual a quatro unidades de area.

Ai tem outro jeito
também. que se cortar esse aqui ao meio (considerar a
diagonal maior do losango) e assim (a diagonal menor) esse .
lado aqui cabe aqui que fica um quadrado de uma, duas. trés.
quatro unidades de area (reconfiguraram o losango em um
quadrado com a mesma area).

Ai a gente pegou aqui também
(mostrando na folha) fez diagonal maior vezes a diagonal
menor dividido por dois, a diagonal maior € igual a quatro, a
diagonal menor € igual a dois, dividido por dois que é igual a
quatro unidades de area.
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A apreensdo sequencial é usada nas atividades de construcdo ou de descricdo cujo
objetivo é reproduzir uma figura. Essa apreensdo foi mobilizada quando os alunos
representaram o losango no geoplano. Nessa construcao, puderam visualizar o losango em
posicdes diferentes, o que contribuiu para a operacao de reconfiguracdo por ser uma préatica
dos movimentos efetuados em uma figura. Essa visualizacdo permitiu prever os tratamentos
figurais e proporcionou outras informagdes visuais, como o mergulhamento®.

A apreensao operatdria € “uma apreensao centrada nas modificagdes possiveis de uma
figura inicial e nas reorganizacfes possiveis destas modificacdes” (Duval, 2012a, p. 125).
Percebemos que essa apreensdo, mobilizada pelos alunos (Figuras 1 e 2), foi guiada pela
percepcdo, nos procedimentos de decomposic¢do, composicao e reconfiguracdo no losango,
sendo este explorado heuristicamente pelos alunos.

Esse papel heuristico que as figuras geométricas apresentam € “resultado da conexdo
entre as apreensdes operatoria (que é subordinada pela apreensdo perceptiva) e discursiva”
(Moretti & Brandt, 2015, p. 605).

Os tratamentos figurais, como a reconfiguracdo do losango em um quadrado, foram
guiados pela percepcao, como o foi a desconstrucdo dimensional para aplicar as formulas
algébricas. Essa exploracdo heuristica no losango permitiu determinar sua area de maneiras
distintas.

Além da operacdo de reconfiguracdo, tem-se o mergulhamento (Duval, 2012a), que esta

relacionado as operacdes mereologicas'® na apreensdo operatoria. Para Duval (2012a), o

® O mergulhamento, outro tipo de tratamento figural, consistiu em contornar o losango por um retangulo.
Retirando da &rea do retangulo as areas dos quatro triangulos congruentes que nao correspondem a area do
losango. Assim, a area do losango é calculada por fora. O mergulhamento proposto por Duval é outro tipo de
tratamento figural que consiste em enquadrar a figura inicial em outra que a contenha e que permita o calculo de
sua area. Neste caso se procede a retirada da(s) area(s) da(s) subfigura(s) que excede(m) a &rea da figura inicial
(obtidas por procedimentos de decomposi¢do). Restando a area da figura solicitada.

10 para Duval (2005, 2011, 2012a) este procedimento, nas figuras geométricas, consiste em dividir uma figura em
subfiguras de mesma dimenséo, por exemplo, (2D — 2D).
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mergulhamento é inverso a reconfiguracdo, pois prolonga a figura. E o que ocorre, por
exemplo, quando o triangulo se torna metade de um paralelogramo.

A apreensdo operatdria foi mobilizada ao se reconfigurar o losango em um quadrado
(Figuras 1 e 2). Isso tornou o célculo de area mais simples, bem como contribuiu para a
visualizag&o, que foi comandada pela apreensdo perceptiva e pelo olhar botanico®.

Assim, a apreensdo perceptiva tem papel de destaque frente as demais, pois envolve
uma predominancia em olhar para o aspecto visual da figura geomeétrica. 1sso perpassa pelas
dificuldades que os alunos encontram no campo da geometria. Para Duval, isso ocorre porgue
uma figura é objeto de trés apreensdes: a perceptiva que é imediata e automatica; a discursiva,
que relaciona o texto com a figura; e a operatoria, que envolve a heuristica para resolver o
problema (Duval, 2012a).

E esse destaque da apreensdo perceptiva que levou Duval (2005) a categorizar os
olhares em quatro tipos: botanista, agrimensor, construtor e inventor, que trataremos a

seguir e serdo usados em nossa analise.

Os olhares na geometria

Duval (2005) aponta serem muito complexas as formas de “ver” em geometria. Tais
modos de visualizacdo tém lugar de destaque na aprendizagem de geometria. Moretti e Brandt
(2012, p. 605) nos lembram que, embora a visualizagdo n&o requeira conhecimentos
matematicos, “ela pode comandar a apreensao operatoria”.

Nos modos de olhar as figuras em geometria, segundo Duval (2005), distinguem-se
duas categorias: 0 modo iconico (subdividido em botanista e agrimensor) e 0 ndo iconico
(construtor e inventor). O iconico faz mencdo a objetos reais, cujas formas e contornos

permitem associa-los com objetos da realidade. Na visualizacdo ndo iconica, porém, “existe

11O olhar botanista é usado para nomear e identificar as figuras geométricas (Duval, 2005). Esse olhar foi
mobilizado para identificar o losango e o quadrado.
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uma sequéncia de operacdes que permitem reconhecer as propriedades geométricas, por
impossibilidade de obter certas configuracGes, ou por invariancia das configura¢des obtidas”
(Duval, 2005, p. 9).

Para Duval (2005), normalmente olhamos as figuras no modo iconico, mas esse olhar

ndo conduz a um bom trabalho geométrico.

As figuras geométricas se distinguem de todas as outras representacdes visuais pelo fato
de que existem sempre varias maneiras de reconhecer as formas ou as unidades
figurais, mesmo que o fato de reconhecer umas exclua a possibilidade de reconhecer
outras. Em outras palavras, para ver matematicamente uma figura ou um desenho €
preciso mudar o olhar sem que a representacdo visual no papel ou no monitor seja
modificada. (Duval, 2011, p. 86, destaque do autor)

Isso nos remete a uma mudanca no olhar, a uma visualizacdo ndo iconica ou a uma
desconstrucdo das formas. Para isso, deve-se transpor o olhar iconico.

O olhar iconico botanista é usado para identificar e nomear as formas elementares
usadas na geometria plana. Na presente pesquisa, essa categoria revelou-se necessaria para
nomear os quadrilateros e os triangulos, bem como para observar as diferencas e semelhancas
nas figuras. As especificidades exigidas nesse olhar preparam os alunos para os demais olhares.

O olhar agrimensor é usado quando se realizam medidas em uma superficie ou em um
terreno e assim representam tais medidas no papel.

Conhecidos os olhares ndo iconicos vamos nado iconicos.

O olhar ndo icbnico construtor é requisitado quando se usam instrumentos como régua
ndo graduada e compasso. Por meio dele, os alunos “podem realmente tomar consciéncia de
que as propriedades geometricas ndo se limitam as caracteristicas perceptivas” (Duval, 2005,
p. 6, traducdo nossa).

O olhar ndo iconico inventor foi mobilizado, por exemplo, quando os alunos
adicionaram tragos ao losango (Figuras 1 e 2). Esses tragos contribuiram para que descobrissem

um procedimento de resolugdo por meio das operagdes e modificagdes feitas nessa figura. A
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adicdo desses tragos a lapis permitiu que os alunos dividissem o losango em subfiguras e com
estas formassem um quadrado de area equivalente. Esse modo de ver exige “uma
DESCONSTRUGCAO VISUAL das formas perceptivas elementares que sio necessarias a
primeira vista” (Duval, 2005, p. 7, destaque do autor, traducao nossa).

Esses olhares se articulam com as apreensdes supracitadas. Percebemos isso na
elaboracao de estratégias e nas representacdes mobilizadas pelos alunos (Figuras 1 e 2). Para
Moretti e Brandt (2015, p. 606, destaque nosso), “esses olhares caminham de um lado a outro
lado conforme as apreensGes em geometria sdo exigidas. No olhar do botanista exige-se
essencialmente a apreensdo perceptiva. Na outra ponta, todas as apreensdes participam das
atividades do olhar do inventor”.

Normalmente, o olhar icdnico se impde quando uma figura geométrica simples é
visualizada e a reconhecemos, comparando-a com outros elementos figurais conhecidos,
empregando neste caso o olhar botanista. Quando identificamos figuras, por exemplo, em
triangulos, quadrados, retangulos, paralelogramos, trapézios e losangos, operamos
iconicamente, neste caso predominando a apreensdo perceptiva e o olhar botanista.

Como vimos (Figuras 1 e 2), o reconhecimento do losango ndo se mostrou suficiente
para determinar sua area. Foi necessario operar sobre o losango uma desconstrucao

dimensional, como frisa Duval (2011, p. 87):

Ver <geometricamente> uma figura é operar uma desconstrucdo dimensional das
formas que reconhecemos imediatamente em outras que ndo enxergamos a primeira
vista, e isso sem que nada mude na figura afixada no monitor ou construida no papel.

E sempre possivel realizar essa desconstrucio numa figura geométrica, gerando essas
maneiras de ver destacadas por Duval (2005, 2011), que sdo essenciais para a aprendizagem
de geometria.

Os processos de visualizacdo geométrica (olhares iconico e ndo iconico) e a producao

de enunciados requerem funcionamentos cognitivos especificos na geometria. Assim, seu
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desenvolvimento e coordenacdo devem ser considerados como objetivos do ensino tdo
essenciais quanto os conteddos matematicos. O modo de ver uma figura depende da
desconstrucdo dimensional que operamos sobre ela (Duval, 2005).

Nas Figuras 1 e 2, percebe-se que os alunos avancaram da apreensao perceptiva e do
olhar botanista a outro mais elaborado: o inventor. Nisso consiste aprender a olhar em
geometria. Quando mobilizaram formulas algébricas, quer do retangulo ou do losango, tiveram
que visualizar os segmentos, o que exigiu desconstrucdo dimensional, que requer o olhar nao
iconico de inventor sobre a figura. Essa ¢ “uma abordagem que vai contra todos os processos
de organizacdo e de reconhecimento perceptivo das formas” (Duval, 2005, p. 16, traducao
nossa).

Esse modo de ver uma figura geométrica difere daquele com que olhamos para as

demais (Duval, 2005, 2011), pois:

Na maneira normal de ver, ndo levamos jamais em conta a dimensdo das unidades
figurais que reconhecemos e nao temos preocupacao de fazer variar essa dimenséo para
reconhecer outras figuras que ndo vemos, mas que vao se tornar mais importantes que
aquelas que vemos. (Duval, 2011, p. 88)

Para Duval (2011, p. 88), esse olhar “exige um longo treinamento, pois vai contra o
funcionamento automaético do reconhecimento perceptual das formas”. E “é nessa maneira,
violenta e irrealista que se fundamenta o enunciado das propriedades, nas defini¢cGes e nos
teoremas’.

Essa desconstrucdo dimensional que se coloca na aprendizagem precisa ser
considerada, pois muitas vezes os alunos nem se dao conta de sua existéncia, visto que “para
fazer o aluno entrar nessa maneira de ver é preciso elaborar tarefas e problemas especificos
desde o ensino primario” (Duval, 2011, p. 94).

A seguir, na discussdo de exemplos, articulamos a visualizagdo com o discurso para a

aprendizagem de area de triangulos e quadrilateros.
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Discussdo de exemplos

A Figura 3 mostra a atividade utilizada na sessdo 6 e teve como variavel didatica'? o
tipo de figura cuja area pode ser calculada com e sem férmulas algébricas. A atividade visou
promover o uso de mais de um registro (geoplano e a malha quadriculada), tanto para calcular
a &rea quanto para valida-la.

Note-se que para determinar as areas deve-se primeiramente converter o registro em
lingua natural (enunciado) em registro figural.

Figura 3.

Registros distintos para calcular a area dos triangulos e quadrilateros (Arinos, 2018, p. 207)

Caleule a drea dos tridngulos e gquadrildteros ababio de duas maneiras

diferentes, uma fazendo uso de formulas e outra sem ufiliza-las.

Como mostra a Figura 3, para calcular a area os alunos representaram o triangulo no
geoplano e fizeram tratamentos figurais e numericos nessa representacdo. Em seguida,
adotaram outra estratégia, com uso da formula algébrica, validando o resultado ja encontrado.
Na apreensdo discursiva desses alunos, constatamos a nomeacéao das figuras em triangulo e

quadrado: o olhar botanista.

12 Para Bittar (2017, p. 104) as variaveis didaticas sdo “elementos da situacdo que, ao serem alterados implicam
em mudancas de estratégias de resolu¢do por parte dos alunos”.
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Figura 4.

Protocolos dos alunos, sesséo 6 (Arinos, 2018, p. 213)

Pesquisadora: Como vocés fizeram para
encontrar a rea deste triangulo?

Aluna 10: O triangulo D foi assim: a gente
pegou trés, que é de base, e quatro, que é de
altura, e dividiu por dois, que deu seis.
Aluno 3: A gente montou ele no geoplano e
fez um quadrado em volta dele. Entdo a gente
pegou esse triangulo e viu quanto ele valia.
Ele é a metade [metade do quadrado de area
dezesseis], entdo ele vale oito. Esse daqui (0
outro tridngulo de base quatro e altura um), a
gente somou e ele deu dois. Dai ele deu seis
[tridngulo D] porque de dezesseis a gente
tirou oito e tirou dois que deu seis.

Aluna 11: A gente olhou aqui que esse
quadrado inteiro que deu dezesseis. Dai a
gente tirou essa metade, que ficou oito, dai a
gente tirou mais dois, que deu seis. Dai a
gente montou base vezes a altura, que deu
trés vezes quatro, dividido por dois, que da
seis unidades de area.

Essa representacdo no geoplano exigiu o olhar construtor e a producdo heuristica.
Nessa representacdo, eles perceberam que a contagem dos quadradinhos por dentro ndo seria
suficiente para calcular a area. Assim, realizaram o mergulhamento, contornando o triangulo
por um quadrado.

Essa atividade de construir o quadrado “ensina a ver” 0s olhares explicitados por Duval
(2005), realizando o que ele chama de produtividade heuristica, fazendo aparecer o quadrado
que o olho ndo Vvé a primeira vista (Duval, 2012a). Os tratamentos feitos, constituidos dessa
produtividade heuristica nesse triangulo, combinam operagdes que ndo sdo puramente a
perceptiva e a discursiva.

Ao representarem 0 triangulo no geoplano, tiveram que desconstrui-lo
dimensionalmente (0D — 1D — 2D). Este procedimento requer a visualizagdo ndo iconica

articulada com a apreensdo discursiva, que é uma especificidade para a aprendizagem
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geométrica. Tiveram que descontruir o tridngulo representado na folha (2D) para o construir
no geoplano, o que exigiu que estabelecessem uma ordem nas operacdes efetuadas por meio
da apreensdo sequencial controlada pela perceptiva e discursiva, a que nao estdo habituados.
Essa representacao permitiu a passagem do olhar icdnico (boténico e agrimensor) para 0 nao
iconico (construtor e inventor).

Essa € uma caracteristica especifica das figuras geométricas: podem ser construidas e
desconstruidas. Neste caso, essa desconstrucdo repousou em tracos 1D/2D e 0D/2D. Para
Duval (2005), toda atencdo € centrada na reconstrucao — nesta atividade, de desconstrucao,
porgue exige uma ordem nas operac6es dos tracos que se devem fazer.

Ao adicionar tracos ao triangulo de modo a contorna-lo por um quadrado, calcularam a
area do tridngulo “por fora”, retirando da area do quadrado as areas que ndo fazem parte do
triangulo D.

A representacdo do tridngulo no geoplano serviu de suporte para 0s raciocinios
elaborados e também de controle, para justificar a area por meio dos tratamentos figurais e
numéricos realizados, bem como na conversdao entre esses registros. Para Duval (2005), a
utilizacdo heuristica de uma figura geométrica depende da capacidade de ver esses tracos
reorganizadores possiveis, que é uma das especificidades da visualizacdo ndo iconica, que nao
é subordinada ao conhecimento das propriedades geométricas.

Ao identificarem que esse tratamento figural seria suficiente, eles realizaram uma
conversao ao registro numérico, seguida de tratamentos nesse registro para obterem a area. As
férmulas algébricas foram mobilizadas junto com uma conversao delas ao registro numeérico.

Realiza-se a desconstrucdo dimensional (2D/1D) para aplicar a formula algébrica,
muda-se o olhar e olha-se para o unidimensional, de modo a obter a area, que é bidimensional.

Essas formas 1D /2D presentes no triangulo sdo identificadas por meio do olhar inventor.
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A visualizacdo do triangulo emerge mais prontamente a nosso olhar. No entanto, para
visualizar os segmentos, exige-se a desconstrucao dimensional, que requer o olhar nao icénico
de inventor, sendo essa “uma abordagem que vai contra todos os processos de organizagdo ¢
de reconhecimento perceptivo das formas” (Duval, 2005, p. 16).

Para Duval (2005), esses procedimentos sdo importantes e devem ser considerados para
a aprendizagem de geometria, pois 0 modo como vemos as figuras depende da desconstrucao
dimensional que nelas operamos.

Para calcular a area do triangulo D (Figura 4) utilizando a formula algébrica, identifica-
se a altura relativa a base, que ndo é visivel nem interna ao triangulo, mas externa a ele. A
representacdo no geoplano contribuiu para determinar essa altura, porque “sobem-se” quatro
quadradinhos. Essa altura é obtida por meio de uma desconstrucdo dimensional: olha-se para a
base com o olhar inventor, sai-se do tridngulo representado (2D /2D) e vai para 0 1D/2D e
parao 0D /2D.

No préximo exemplo, para calcular a area do trapézio | (Figura 5), os alunos o
mergulharam em um retangulo, subtraindo dele a area dos dois triangulos que nao fazem parte
do trapézio (trapézio a direita). No discurso, pode-se perceber esse tratamento figural por meio
do registro numérico “seis menos dois”.

Figura 5.

Protocolos dos alunos, sesséo 6 (Arinos, 2018, p. 211)
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Aluna 3: O trapézio | foi Aluna 6: Aqui a gente fez a
muito facil! A gente s6 base maior mais a base menor,
pegou essa parte e colocou que no caso é trés na base
ela aqui [reconfigurou o maior e um nabase menor, que
trapézio em um quadrado]. da quatro. Vezes a altura, que
Entdo deu: um, dois, trés, € dois: da oito. E oito dividido
por dois, da quatro unidades de
area. E sem a formula a gente
fez seis menos dois, que deu
quatro também [a area do
retingulo menos a area dos
triangulos representados no
geoplano a esquerda].

Os alunos decompuseram o trapézio (Figura 5) em um tridngulo e em um trapézio
retdngulo e em seguida o reconfiguraram em um quadrado. I1sso pode ser visto no traco a lapis.
Assim, determinaram sua area por meio de contagem. Percebe-se aqui a conversdo do registro
figural ao numérico e tratamentos neste registro para calcular a area. No discurso da aluna 3,
percebe-se autonomia na heuristica empreendida sobre o trapézio. A reconfiguracéo articulada
com a visualizacdo, comandada pela apreensdo perceptiva e o olhar botanista, permitiu o
calculo da &rea.

No registro numérico, um grupo mobilizou a formula algébrica do trapézio e outro a do
quadrado. Aplicaram a formula ao quadrado obtido apo6s a reconfiguragdo. 1sso pode ser
confirmado no discurso produzido e nos tratamentos figurais e numéricos realizados.

No trapézio a esquerda (Figura 5), os alunos realizaram os tratamentos figurais
mentalmente, 0 que caracterizamos como um avanco. Essa busca no trapézio para calcular sua
area o fez desempenhar sua funcéo heuristica.

Por meio dos tratamentos figurais ocorreu transformacao desse trapézio, permanecendo
em 2D. No entanto, para aplicar a férmula algébrica, mudaram-se os olhares, para o ponto (0D)
e para os lados (1D).

Isso exige passar a dimensdes inferiores no trapézio. Para Duval, uma das causas dos

entraves em problemas geométricos € olhar para essas dimensdes inferiores, pois a primeira
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vista a dimensao superior € a que prevalece. Para mobilizar a formula algébrica € necessario
olhar os elementos 0D e 1D representados em 2D, embora permanecendo em 2D. Neste caso,
a dimensdo superior € a que se impde perceptivelmente, com o olhar botanista.

Para calcular a area do trapézio, a apreensdo operatdria foi requerida por meio da
operacdo de reconfiguracdo. A reconfiguracdo € uma importante modificacdo com invariancia
de areas nas figuras geometricas e certamente por isso ela foi bastante requerida em nosso
estudo.

Os alunos, nesses protocolos, conseguiram articular a visualiza¢do néo iconicacom as
desconstrucbes dimensionais e com o discurso matematico. Para Duval (2005), uma das
dificuldades especificas da aprendizagem de geometria reside na complexidade dessa

articulacao.

Considerac0es e perspectivas

Nas atividades desenvolvidas com os alunos, observamos que os procedimentos
efetuados nas figuras para determinar sua area contribuiram com a visualizagdo matematica.
Embora alguns alunos ja houvessem estudado o célculo de areas por meio de férmulas
algébricas, observamos que tiveram mais dificuldades em mobiliza-las em nossa intervencao
do que em proceder a busca heuristica na prépria figura. Utilizaram férmulas somente quando
isso foi solicitado. Caso contrério, resolviam a atividade sem usé-las. No final, também
passaram a calcular com o uso de férmulas para validar a solugdo que haviam encontrado por
outra estratégia.

Salientamos o quédo imprescindivel é pensar no tipo de atividade que se deve propor,
bem como em possiveis varidveis didaticas concernentes as atividades, pois, por exemplo, a
operacdo de reconfiguracdo que consideramos importante para a aprendizagem de areas ndo
comparece explicitamente em figuras usadas no ensino. Sendo assim, procuramos elaborar

atividades que favorecessem essa operacao e possibilitassem explorar diversas representacfes
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com recursos materiais. Nesse caminhar, buscamos explorar procedimentos heuristicos de
modo que os alunos nao ficassem limitados a apreensdo perceptiva, que € automatica, e
passassem também a apreensdo operatoria.

Algumas dificuldades, como a de representar as figuras no geoplano, puderam ser
identificadas por meio das apreensbes discursivas elaboradas por meio de distintas
representacdes semioticas mobilizadas pelos alunos durante as sessdes. 1sso nos possibilitou
ser mais pontuais nas retomadas e encaminhamentos visando a aprendizagem de areas.

Percebemos que essas atividades contribuiram para o desenvolvimento do olhar nao
iconico e para as producgdes heuristicas nessas figuras, pois os alunos exploraram as figuras
representando-as de modos diferentes e, assim, calcularam suas areas. No final, o calculo com
férmula passou a ser utilizado para validar os raciocinios envolvidos em outras estratégias e as
solugdes encontradas por meio destas. 1sso Ihes permitiu compreender suas duvidas, como a de
identificar as medidas para aplicar as férmulas e a decompor e reconfigurar as figuras. 1sso Ihes
proporcionou um novo modo de calcular areas.

Ao calcular a area em pelo menos dois modos diferentes, principalmente pela
exploracdo heuristica nas figuras, os alunos obtiveram alternativas para solucionar as
atividades proposta, em vez de se aterem a procedimentos com formulas. Isso lhes possibilitou
maior desenvoltura em seus modos de pensar, raciocinar e olhar para uma figura geométrica.
Além disso, ao representarem as figuras no geoplano, ou na folha quadriculada, puderam
visualiza-las em posicbes diferentes, o que contribui também para a operacdo de
reconfiguracdo, por ser uma pratica dos movimentos efetudveis em uma figura. Essa
visualizacao da figura representada em posicGes diferentes permitiu alguns tratamentos figurais
e possibilitou outras informagdes visuais, como as obtidas por mergulhamento.

O tipo de figura proposto contribuiu para o mergulhamento e para os tratamentos

figurais quando a representavam no geoplano. Isso permitiu a experimentacéo heuristica nessas
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figuras. Assim, ultrapassaram a apreensdo perceptiva, pois visualizaram outras figuras que
ndo se veem a primeira vista. Duval (2005) lembra que certas pesquisas didaticas lamentam
que na resolucdo de problemas de geometria muitos alunos ficam sem saber 0 que se deve
fazer, devido a percepc¢édo que tém da figura.

Em suma, percebemos que articular a visualizagdo com a linguagem, mudando as
representacdes e 0s registros no calculo de areas de triangulos e quadrilateros, propiciou um
ambiente de aprendizagem agradavel e desafiador. Isso pdde ser constatado na participacao
ativa dos alunos, que compareceram em pleno contraturno escolar. Dos 12 alunos, somente um
deixou de participar porque mudou de escola.

A analise cognitiva dessas representacdes e transformacdes semioticas contribuiu para
que compreendéssemos como 0s alunos articulam seus conhecimentos geométricos para
aprender e superar dificuldades em geometria. Para Duval, os problemas de aprendizagem de
geometria decorrem de dificuldades em coordenar os tratamentos oriundos dos registros
figurais e discursivos e, também, dos tratamentos espontaneos que surgem nestes.

Percebemos durante as sessfes, como aponta Duval (2011, p. 83), que o registro da
lingua natural “constitui o primeiro registro de representagdo semiotica para o funcionamento
do pensamento”. Assim, por meio desse registro € da apreensdo discursiva sobre as figuras
geométricas e dos tratamentos figurais, os alunos puderam tomar consciéncia da exploracao
heuristica que as figuras geométricas propiciam, solucionando, muitas vezes, a mesma
atividade de modos diferentes.

Para finalizar, gostariamos de apontar algumas perspectivas de continuidade e
aprofundamento de estudos relacionados a problematica dos registros, olhares e apreensdes em
geometria. Uma delas é avancar sobre outros conteudos e niveis de escolaridade, por exemplo
sobre volumes de sélidos geométricos, adentrando o espaco tridimensional e o nivel do ensino

médio.
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Outra perspectiva de investigacédo diz respeito a abordagem metodologica, por meio do
uso da metodologia de narracdo de pesquisa. Na Franca, essa pratica pedagogica de pesquisa
surgiu no inicio da década de 1990, no Grupo de Geometria do IREM em Montpellier, onde
professores de matematica do ensino fundamental e medio criaram esse método para que 0s
alunos trabalhassem em problemas abertos. Esse procedimento metodoldgico primeiro se
concentra no aspecto narrativo, em seguida dando énfase a pesquisa e a argumentacdo. Em sua
experimentacdo com os alunos, o método inclui diferentes etapas e elementos, como a escolha
das declaraces, as instrucGes dadas aos alunos, a correcdo e avaliacdo de producdes e o
relatorio em sala de aula. Para mais detalhes, ver Chevallier (1993).

Consideramos também a possibilidade de aprofundamento na abordagem experimental
em matematica. Durante nossa experimentacdo, o grupo de 12 alunos realizou uma atividade
sobre problemas de pesquisa, que permitiu desenvolver procedimentos cientificos, heuristicas
e raciocinios, 0 que representa uma estrutura que permite aos alunos construir esse
conhecimento. Em outras palavras, nosso trabalho em sala de aula com esse grupo parece estar
relacionado a uma dimensdo experimental na busca de problemas em matematica (Aldon,
2008). Na verdade, trata-se da abordagem experimental do ensino de matematica, que se
caracteriza por passos importantes na atividade do aluno: Formular um problema
(questionamento, modelagem, documentacdo, ...), experimentar (fazer, testar, observar, ...),
conjecturar, testar a conjectura (teste, avaliacdo, ...), provar e comunicar, ... Desses passos,
dois merecem destaque: o estagio da conjectura e o da prova. Pode-se dizer que a realizacdo de
um experimento em matematica equivale a manipulacdo de objetos habituais familiares,
buscando-se conciliar observa¢fes com teorias matematicas, que constituem esses objetos. 1sso
da aos alunos a possiblidade de usar essas ferramentas para construir para frente e para trés,

entre as observac@es e 0s conceitos matematicos subjacentes (Aldon, 2008).
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Por fim, nossos estudos indicam também a possibilidade de agregacdo de outra
perspectiva tedrica. Durante nossa experimentacdo, percebemos que nossas atividades
mobilizaram imagens, no sentido de conceito-imagem e conceito-definicdo, como propostos
por Tall e Vinner. A nogéo de conceito-imagem de Vinner e Tall (1981) refere-se ao conjunto
que:

[...] descreve a estrutura cognitiva total associada ao conceito, que inclui todas as

imagens mentais, bem como propriedades e processos associados. Ele é construido ao

longo dos anos por meio de experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o

individuo encontra novos estimulos e amadurece. (Tall & Vinner, 1981, p. 152,
traducdo nossa)

Assim, acreditamos que o trabalho com o conceito-imagem de Vinner e Tall no estudo
da aprendizagem ira permitir a compreensao, por meio das imagens mentais, das propriedades
associadas a um processo que o aluno mobiliza (imagem conceitual). Essa ferramenta teérica
pode permitir o trabalho com situacBes voltadas a aprendizagem das formulas, como também

para relacionar essas formulas com figuras.
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