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Resumen

En este articulo analizamos respuestas de estudiantes universitarios de primer afio a un problema, en el
cual aparece la funcién f(x) = x° usual en textos y cursos de célculo diferencial. El enunciado lo tomamos
del trabajo de Trigueros y Escandén (2008), debido a lo no rutinario del mismo. Un estudio cuantitativo
previo de este problema planteado a 90 estudiantes universitarios, arrojé un gran nimero de respuestas
deficientes (Guzman et al (2010). Por ello decidimos seleccionar algunas respuestas para profundizar su
estudio, considerando la teoria de registros de representacién de Raymond Duval. El andlisis ha dejado
en evidencia que los estudiantes no consideran todos los datos del problema y tampoco coordinan los
conocimientos representados en los distintos registros de representacion: registro simbolico, registro
gréfico, de tabla y del lenguaje natural. Segtiin Duval es necesario movilizar la operacién de Coordinacién
entre registros para dejar en evidencia la apropiacién de los conocimientos requeridos para trabajar en la
solucién de un problema.

Palabras clave: Cilculo Diferencial. Enunciado no rutinario. Representacién semidtica. Teoria de
Registros de representacién semidtica. Operacion de coordinacién. Grado de comprensién. Apropiacion.
Maiximos. Minimos.

Abstract

In this article we analyzes the responses of university students of first-year facing a problem, which
appears the usual function f (x) = x* in the calculus texts.. This problem we take of the Trigueros and
Escandon (2008) article due to it is not routine problem. A quantitative study about this problem applied
to 90 students has revealed that a large number of responses were very weak of the mathematical
perspective (Guzman et al (2010). Therefore we decided to select some answers and to depth in this study
according register semiotic representation theory of Raymond Duval. The analysis has revealed that
students did not consider all the data of the problem, they apply the procedure learned mechanically,
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without coordinating different possible representation registers involved in the solution of the problem:
symbolic, graphic, variations tables, and natural language . According Duval is necessary to mobilize the
operation of coordination between at least two registers by to put clear the appropriation of the knowledge
required to work solving problem. As a result we thought it would need to look more closely at the
emphasis on teaching of mathematical objects to go beyond the operative techniques.

Keywords: Differential Calculus. Non routine problem. Theory of semiotic registers of representation.
Operation of coordination. Degree of understanding. Appropriation. Maxima. Minima.

Introduccion

En este articulo mediante un estudio de casos analizamos las dificultades que enfrentan
algunos estudiantes de primer afio universitarios sobre un problema referido a la
determinacion de valores extremos de una funcién real. El andlisis sobre la comprension
lo hacemos desde la perspectiva cognitiva de la teoria de registros semidticos de R.

Duval. El problema considerado es el siguiente:

Considera la funcién h(x) = x°, sabemos que h’(x) = 0 si x = 0, ;podemos con esto

asegurar que en x = 0 existe un maximo o un minimo?

Como se puede apreciar el problema es conocido en la mayoria de los cursos de Célculo
y su bibliografia y se sitia en el marco de las derivadas, en particular en la problematica
de la determinacién de maximos o minimos. Naturalmente se presenta en el registro

verbal empleando notaciones simbdlicas de los objetos del marco matematico sefalado.
En el andlisis a priori del enunciado consideramos dos estrategias de resolucion.

La primera, situada en el registro gréfico, donde la expresién h(x) = x° se asocia a la
representacion grafica de la funcién, entonces si se conoce la curva de la funcién h, la
respuesta a la pregunta por visualizacion resulta inmediata, no hay méximo ni minimo.

Si no se conoce la grifica de la funcidn entonces se trata de construir la curva con la

técnica del “Andlisis de curva™

(trabajo en el registro algebraico —simbolico). Con esas
informaciones se construye la tabla de signos de la primera derivada, determinando que
la funcién h es creciente (se puede visualizar el comportamiento de la curva en el

registro grafico) y en consecuencia se responde la pregunta.

3 El andlisis de curva contempla los siguientes pasos: Determinar dominio de la funcién h, Calcular la
primera derivada y determinar los puntos criticos de h, Aplicar el criterio de la primera derivada.
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La segunda estrategia se sitda en el registro algebraico-simbdlico, donde se calcula h’ y
se aplica el criterio de la primera derivada (andlisis de signos). Luego se verifica que
h’(x) > 0 para todo x distinto de cero (de la expresion 3x2), relacionando este resultado
con el crecimiento de la funcién h, en todo el dominio y también se puede visualizar el
comportamiento de la curva en el registro grafico; en consecuencia se concluye que no

existe ni maximo ni minimo en x = 0.

Antecedentes

Entre las investigaciones afines a la nuestra encontramos la de (Moreno y Cuevas,
2004) senala que el aprendizaje de la matematica en particular el cdlculo diferencial,
en lo que respecta a determinar maximos o minimos de una funcién por parte de los
estudiantes estd fuertemente influenciada por su ensefianza rutinaria Yy
descontextualizada, en la investigacion se establece que los alumnos aplican los

algoritmos de manera mecdnica llegando a soluciones inverosimiles.

Esta caracteristica ha perdurado desde los inicios de este tema, puesto que en el siglo
XVII, Fermat desarroll6 el primer método general para la determinacién de maximos y

minimos.

Algunas de las dificultades registradas en las producciones de los alumnos han sido
sefialadas por Artigue (1998), por ejemplo aquellas ligadas a la complejidad matematica
de los objetos basicos de este campo conceptual; en especial los nimeros reales y las
funciones entre otras; también dificultades ligadas a la necesaria ruptura con modos

caracteristicos de pensamiento algebraico.

El estudio que se refieres a voces de estudiantes (Guzman, 1998), revela que las
respuestas que ellos dan en relaciones con funciones estan dadas en un solo registro de
representacion, ellas se sitdan en el registro en que estd dada la pregunta o recurren al
registro algebraico que con frecuencias es privilegiado en la ensefianza, sin considerar

otras representaciones semidticas.

Marco teorico

Raymond Duval ha estudiado las representaciones semidticas y su rol en la adquisicion

de conocimientos matematicos. Enfatiza que la semiosis es inseparable de una
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diversidad de signos disponibles y que este fenémeno fue reconocido por Pierce en
1931 y ha distinguido tres tipos de signos: los iconos, simbolos e indices Esta
clasificacion estd basada sobre la 16gica y ha contribuido a fundar la semidtica. Sefiala
ademds que Beneviste plantea que la lengua natural es la “organizacién semidtica por
excelencia” y trata de precisar la nocion de “sistema semioldgico”. Pero los problemas
de conversion de representaciones de un sistema a otro fueron explicitados mucho mas

tarde por Chomsky en 1971 y por la reflexion post Saussurienne de Beneviste (1974).

Pero segin Duval el anélisis de estos autores se limita a la comparacién de sistemas
semiodticos con la lengua natural, a través de producciones culturales independientes
entre si: lengua y misica, lengua y arte pictérico, pero no se interesaron en el rol de la
diversidad de los sistemas semidticos en el funcionamiento del pensamiento ni en la

complejidad de la conversion de las representaciones de un sistema a otro.

La relaciéon entre Representacion y Conocimiento es la que Duval estudiard, para lo
cual define la nocién de Registro de representacion Semidtica, mas exigente que la de
un sistema semidtico. En efecto, un sistema semidtico es un conjunto de signos bien
definidos y organizados, con reglas propias de formacién. Sin embargo, no todos los
sistemas semidticos son registros de representacion semiotica. Por ejemplo: los cédigos

del transito no forman un registro, ni el alfabeto Morse.

Un Registro Semidtico es un sistema semidtico que cumple con las tres actividades

cognitivas siguientes:

1° Constituir una traza o un ensamblaje de trazas de modo que sean identificables como

una representacion de alguna cosa en un sistema determinado.

2° Tratamiento: Consiste en transformar las representaciones al interior del sistema, por

sus reglas propias para obtener otras representaciones que aporten nuevos elementos

3° Conversion: Consiste en transformar la representacion producida en un sistema, en
otra representacion pero en otro sistema, de modo que se pueda explicitar otras

significaciones.

El andlisis de los conocimientos y de los obsticulos a los aprendizajes fundamentales,
confronta tres fendmenos estrechamente ligados. El primero, es la diversidad de
registros, que deja en evidencia que el lenguaje natural es distinto de los lenguajes

formales, también, las figuras geométricas son distintas de los graficos cartesianos.

REVEMAT. eISSN 1981-1322. Florianépolis (SC), v. 08, Ed. Especial (dez.), p. 48-62, 2013.

51



Se consideran registros auxiliares las tablas de doble entrada, los esquemas, los
sintagmas, las ilustraciones, los cuales son representaciones muy diferentes entre si y

cada uno plantea cuestiones de aprendizajes especificas.

El segundo fenémeno se refiere a la importancia de diferenciar la representacion y el
contenido representado, esta diferenciacion estd asociada a la comprension de lo que
una representacion representa. Cabe sefialar que tal diferenciacion no es espontdnea y
jamds es adquirida en un paso, cualquiera sea el registro y cualquiera sea el nivel de
desarrollo del sujeto. El tercer fenémeno es el de coordinacion entre diferentes registros
de representacion, para lo cual es necesario reconocer indices en las representaciones de
los registros movilizados para ponerlos en correspondencia. La habilidad de coordinar
los registros en juego es esencial para la comprension de los objetos matematicos en

juego.

Un obsticulo para poner en juego en forma espontinea esta coordinacién es la
existencia de fendmenos de no congruencia entre las representaciones producidas en

registros diferentes. Afirma Duval (2006, p. 159)

“La comprension no significa dar un salto desde el contenido de una representacion
hasta el concepto puramente matematico representado sino en relacionar diversos
contenidos de representacion del mismo concepto. No existe una “mediacion semidtica”
homogénea sino varias que tienen poco o nada en comin. Y como ya hemos visto los
contenidos de representacion dependen no sélo de lo que es representado sino también
de los sistemas de representacién usados. Por eso la comprension matemadtica requiere
una coordinacion interna entre los diversos sistemas de representacion semidticos
posibles que se pueden elegir y usar (Duval, 2000). Sin desarrollar esta coordinacién
interna los estudiantes no pueden cruzar el umbral de la conversién de representacion.
La habilidad para movilizar diversas representaciones conjuntamente de manera
interactiva o en paralelo depende del desarrollo de esta coordinacién, y la comprensién
conceptual no es la condicién de tal coordinacién sino que surge de su desarrollo. En
otras palabras, lo que primero importa para la ensefianza de las matematicas no es la
eleccion del mejor sistema de representacion sino lograr que los estudiantes sean

capaces de relacionar de diferentes maneras de representar los contenidos matematicos”.
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Eleccion del problema

El problema ha sido elegido por dos razones, una de cardcter matematico y la otra de
cardcter didactico. Desde el punto de vista matemdtico es un problema usual en
cualquier curso de Célculo, para el cual existen varias estrategias de solucién. Desde el
punto de vista didactico, la formulacion del enunciado enfrenta a los estudiantes a una

pregunta que exige una respuesta que sea justificada con razones matematicas.

Metodologia y analisis de producciones

Hemos considerado cinco respuestas en las que aparecieron al menos dos registros
involucrados y resultan mayoritarias del comportamiento de gran parte de los

encuestados. Hemos dado nombres ficticios a los autores de las respuestas.

Partimos por describir el desarrollo de la respuesta, desde el punto de vista matemético
y luego analizamos segun el marco tedrico, los registros movilizados en el desarrollo de
las respuestas y la posible coordinacién entre ellos. De acuerdo a Duval el grado de
comprensiéon de los objetos matematicos en juego estd dado por la movilizacién

conjunta de los registros involucrados.

Recordemos el problema planteado

Considera la funcién h(x) = x°, sabemos que h’(x) = 0 si x = 0, ;podemos con esto
asegurar que en x = 0 existe un mdximo o un minimo?
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Figura 1 — Produccion de Jazmin
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En la primera linea del desarrollo observamos que no toma en cuenta las hipétesis del
problema; calcula la primera derivada de h en cero y continda calculando la segunda
derivada . En la segunda linea sigue el procedimiento cldsico (del curso) para hallar los
puntos criticos. Asi verifica la hipétesis. Todo este trabajo estd situado en el registro

algebraico-simbdlico.

El esquema que aparece a la derecha, hace pensar que es el andlisis de signos de la
funcién primera derivada, 3x>. Hasta este momento ha movilizado dos registros: el
algebraico simbdlico y el auxiliar del esquema. Pero no los coordina, puesto que no
conecta el significado de las flechas con el crecimiento de la funcién, dado por el signo
de su primera derivada. De haber hecho tal conexién hubiera podido responder
directamente que no se puede asegurar que existe maximo o minimo. Sin embargo,

recurre al criterio de la segunda derivada y concluye erréneamente que x =0,

“no es minimo ni maximo”. Ya que si la segunda derivada es cero, la funcién en cero

puede tener, un maximo, un minimo o un punto de inflexién.
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Nota: Cuando la segunda derivada resulta cero el criterio no permite decidir, puesto que
pueden ocurrir las tres posibilidades, mdximo o minimo o punto de inflexi6n, basta

tomar las funciones f(x) = x*,f (x) = -x*, f(x) = x’.

Pareciera que Jazmin no queda conforme con su primera conclusiéon y procede a
graficar la funcién h(x) =x>, correctamente y mediante una flecha lo conecta con un
texto, el cual contiene referencias a la segunda derivada que no son pertinentes, no

obstante aqui en el grafico visualiza el crecimiento de la funcién, pero no concluye.

Jazmin anota los criterios de la primera y segunda derivada para el cdlculo de maximos
y minimos no obstante no logra concluir desde el criterio. Hace intervenir el registro
grifico, dibuja la curva de la funcién h(x)= x’, pero no lo conecta con los criterios lo

que muestra una falta de articulacién.

En esta respuesta estdn en juego los registros algebraico-simbdlico, el grafico y el

registro auxiliar de tabla (esquema).

Figura 2 — Produccién de Lys

)

Lys, como en el caso anterior vemos que no pone atencion al enunciado y realiza los

calculos para hallar puntos criticos y encuentra el x =0 (dado en la hipétesis).
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Ella construye una tabla para el estudio de signos bien completa y correcta, en la
primera linea aparecen los signos de f’(siendo h la funcién dada en el enunciado) en la
segunda linea aparecen flechas, seguramente deducidas de los signos de la primera

derivada.

Este desarrollo pone en juego los registros algebraico y de tabla; en la tabla tiene
informaciones coherentes, pero que no coordina, pues de la segunda linea habria podido
responder correctamente la pregunta, si hubiera relacionado las flechas con el
crecimiento de la funcién h. Pero Lys, continda con una tercera linea en su tabla, donde

aparecen la concavidades, y el valor de la segunda derivada f’ en cero.

Las informaciones obtenidas en esta linea también le habrian permitido responder
correctamente la pregunta del problema, ya que tiene a la vista el cambio de concavidad.
Ella infiere de aqui, que en x = 0 hay un punto de inflexién justificando asi la respuesta

que da en las frases finales de su desarrollo.

Figura 3 — Produccién de Aleli
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En este desarrollo vemos que ésta considera la hipétesis, luego el cédlculo de la primera
derivada de h y un esquema para el andlisis de signos (de la primera derivada de h) de
inmediato deduce que la funcién es creciente y concluye que no existe minimo ni

maximo. Por lo que tiene expresamente la respuesta al problema.
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Aleli ha puesto en juego el registro algebraico y el esquema de signos (registro auxiliar),

los ha coordinado; no obstante ella no da por terminada su respuesta

El hecho que el enunciado del problema sea no rutinario y la falta de atencién a la
pregunta podria explicar la continuacién del desarrollo calculando la segunda derivada
de h que anota f  y el respectivo esquema de signos. Aleli concluye por el cambio de
signos (que no los asocia expresamente con las concavidades de la curva) que cero es el

punto de inflexion.

Aleli muestra que tiene conocimientos, los expone en forma coherente, pero no se da
cuenta que en la primera parte ya ha respondido la pregunta del enunciado, ya que el

problema no pide clasificar el punto, no obstante ella se impone esa tarea.

Este comportamiento estaria influenciado por la ensefianza, que usualmente aborda el
problema de los puntos criticos, en forma tipica: hallar los y clasificarlos. Y cuando la
primera derivada es cero y no hay maximo ni minimo entonces se insiste en que se tiene

que recurrir a la segunda derivada.

Figura 4 — Produccién de Fel
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En la respuesta de Fel constatamos dos partes, en la primera no toma en cuenta el
enunciado, calcula la primera derivada y reencuentra la hipdtesis. A continuacién
construye el esquema de signos del cual podemos leer que la funcién es creciente, pero
€l no lo precisa y conjetura que en x = 0 “posible punto de inflexién”, lo cual explicaria
que dedujo implicitamente que no hay maximo ni minimo, por ello supone posible

punto de inflexion.

Fel pone en juego en esta primera parte el registro algebraico y el esquema de signos

(registro auxiliar), los coordina conjeturando la posibilidad de un punto de inflexion.

En la segunda parte, responde directamente la pregunta del enunciado “No podemos

asegurar”.

Lo que justifica con la gréfica de la funcién h(x) = x°, que suponemos conoce de
antemano, asi asegura que no hay maximo ni minimo. Y su conjetura del posible punto

de inflexién en x = 0 lo visualiza de la gréfica.
En esta segunda parte estd en juego el registro grafico y la interpretacion visual.

Vemos que estas dos partes de la respuesta de Fel son independientes, y muestra que
tiene conocimientos, pero no bien articulados. Ya que le hubiese sido suficiente
cualquiera de las dos partes para responder correctamente la pregunta. Por otra parte es
destacable que no recurriera a la segunda derivada como sus compafieros que ponen en

juego un proceso mecénico de célculos.

Figura 5 — Produccién de Car

En este desarrollo vemos que calcula la primera derivada, encuentra la hipdtesis y
construye la tabla de signos, con datos implicitos. Si desde ella deduce su “texto a la
derecha”, habria respondido en forma aceptable; sin embargo sorprende la segunda
tabla, la cual es de dificil interpretacion, no se comprende el significado de las flechas,

hay confusién ;Relaciona signos con flechas?, ;Flechas con monotonia de la funcién?
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La respuesta de Car muestra una debilidad en sus conocimientos, no se da cuenta que

con su andlisis de la primera tabla habria podido responder la pregunta.

Figura 6 — Produccién de Goy

En esta respuesta Goy muestra conocimientos, que exhibe calculando la primera
derivada, haciendo un esquema en que representa el dominio de la funcién mediante la
recta real, destacando el 0 y colocando flechas que indican crecimiento de la funcién;
dibuja a mano alzada el grafico de la funcién. Con esto obtiene resultados que no

interpreta, ya que con ellos hubiera podido responder a la pregunta.

Pero continda derivando y estudia la concavidad mediante un esquema donde

nuevamente se destaca la recta real.

Las concavidades que destaca del esquema, lo llevan a una conclusién muy particular,
en este caso errénea, pero que perceptivamente las relaciona con los dibujos de los

maximos y los minimos.

Nuevamente en la respuesta de Goy notamos la falta de seguridad en los conocimientos,
tal como Car no se da cuenta que en la primera parte de su desarrollo tiene elementos

para responder correctamente.
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Conclusiones

El andlisis de las respuestas ha permitido constatar dificultades de comprension del
enunciado ya que los estudiantes sin tomar en cuenta datos dados en el enunciado,

operan aplicando técnicas operatorias para la determinacion de médximos o minimos.

En la mayoria de las respuestas podemos apreciar que los alumnos han aprendido un
mecanismo para determinar maximos y minimos, el cual se desencadena ante las
palabras claves maximo o minimo, sin tomar en cuenta lo que realmente el problema
estd solicitando y que no necesariamente se pide calcular. Ellos ponen en marcha el test
de la primera derivada y contindan con el de la segunda, de inmediato sin darse cuenta

de la necesidad de utilizar este segundo test.

Los registros que aparecen en la mayoria de las repuestas de los estudiantes, son el
registro algebraico, el de tabla de signos (de doble entrada) o el registro auxiliar de
esquema (simulando la recta real) y lenguaje natural. Estos registros habitualmente
aparecen en textos y obras matematicas, en particular en los de Calculos Diferencial

que con frecuencia constituyen la bibliografia de esta asignatura.

Los estudiantes muestran que han adquirido un procedimiento practicamente
algoritmico para responder este tipo de problemas, sin embargo el problema planteado
al no ser rutinario, requeria del estudiante una interpretacion de las etapas del
procedimiento en juego. En general la reflexién estuvo ausente, pues ellos hicieron
calculos sucesivos de la primera derivada para la monotonia y de la segunda derivada
para la concavidad, sin darse cuenta que con la primera etapa de su trabajo tenian
elementos de respuesta, si hubieran coordinado los registros en juego. Se nota que los
estudiantes trabajan privilegiando el registro algebraico donde realizan sus tratamientos,

sin reflexionar sobre los resultados que van obteniendo.

Trigueros M y Escandén C (2008) encontraron comportamientos similares con los
estudiantes que ellos encuestaron, la mayoria de ellos calculan la primera y segunda
derivada, privilegiando el criterio de la segunda derivada para responder a la pregunta

planteada. Este mismo comportamiento que también se encontraron en Guzman I. et al

(2010). Esto debido a que operan siguiendo un procedimiento mecdnico sin la

apropiacion de los objetos matemadticos en juego.
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Estos hallazgos, nos plantean algunas interrogantes, ;esta similitud de comportamientos
tiene relacion con las formas de ensefianza en la universidad? ;Qué concepcion
adquieren los estudiantes del Cdlculo diferencial? ;Lo perciben como una serie de
algoritmos que hay que memorizar y poner en prictica y no como un cuerpo de

conocimientos organizados?

Sugerimos repensar la pedagogia universitaria en el sentido de enfatizar sobre los
objetos matemdticos integrados a un marco tedrico con el fin de ir més allad de los

algoritmos y los aprendizajes técnicas operatorias.
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