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ШшМм

térben felírt

(1) (ye '35?-fceLi0)'*0) Р(Ч,О)20^X =- А(Ш + FC-t ;Х)

kodé aével foglalkozunk, ahol az AWÄ->2» korlátos lineáris operá­
tor függvény, aa О-.)00)* Ъ —> korlátos függvény. Az
egyenletben szereplő operátorok korlátossága biztosítás, hogy aa (1)

kezdetiértok pro ölem& jara alkalmazható a 

szukcesszív approximáció módszere. A módszer segítségével kritériu­
mokat kaphatunk arra, hogy az (1) egyenlet kezdetiérték problémájá­
nak létezzen ill. csak egy megoldása létezzen, (ld. [l]
Az (1) egyenlet

egyenlet Ш„)= X0 e Ъ

[4] )
adásainak egzisztenciája és imioitáoa mellett Igen

Banach térben felirt (1) alakú differenciálegyenletek stabilitás
vizsgálatára is alkalmazhatók Л.Ы. Ljapuaov módszerei. Mi Ljápunov
első módszerét használjuk vizsgálatainkban (ld, [f] - [7] )*

Az (1) egyenlet megoldásainak aszimptotikus viselkedését a 

hozzátartozó

(2) x - Aim

ben vizsgáljuk, melyet a bjapmov kit evőkkel jellemsriink.

A Banach terekben felirt, korlátos operátorokat tartalmazó diffe­
renciálegyenletek elmélete igen széles körben nyer alkalmazást. A 

klasszikus mechanika véges dimenziós térbeli egyenletekkel foglalkc-
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talánositott koordináták száma aegssámlalhatéan vág télen, azaz a 

rendszer végtelen szabadsági fokkal rendelkezik, akkor a Hemilton- 

-féle kanonikus egyenlet végtelen dlfferenolálegyenletrendszer (2) 

alakú lesz (Id. ff] )• Bizonyos speciális integro-differenoiálegyen- 

letek típusa is (1) alakú,

ill most részletesen egy (2) alakú, korlátos A operátor 

együtthatójú lineáris differenciálegyenlet típusról mutatjuk meg.

hogyan lehet rá alkalmazni vizsgálatainkat. Tekintsük a

Z Ь' ооь x.'(3) 4-Эх13 -fr

UIA;0) = uc-t ,rc) = 0bevezetési probléma differenciálegyenletét az
1До,*) = u0cx)

egyenletet (2) alakban lehet iml, azonban az 

naz differenciáloperátort éc Így nem-korlátos a [0 intervallu- 

mérfaető és négyzetesen lebesgue integrálható függvények Lz, L0!11!

kezdeti feltétellel. A (3)

operátor tartal-

határféltétellel és
A

aon

terében. Keressük a megoldást
Oo

4© аж *г у
Av = л

alakban, mely a határfeltételeket kielégíti. Behelyettesítve ezt a 

(3) egyenletbe és a két oldalon összehasonlítva a -W *iX együttha­

tóit kapjuk az

~~У-л -f {r Xj,

Ár X - ^ + Arx (/Н = 2 3 3,...)Av.—t 'k+'t

korlátos, mert diagonális elemei nemtélén mátrix, mint operátor 

korlátosak. Ezt a differenciálegyenletrendszert Írjuk át a következő
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iategrálegyenlettéi

№) - <1 г1*'** lr Х^(Х)с\Х
(4) (^'2,3,...;

Ir(v*w+- dr
^ о 2-3 £• Z. 2. EOjTTl

függvény Courier együtthatója. Liegnut at jak, hogy ekkor »a Ult j>0 6-i.t

-b-Ai 4 -K (-t-T)eí
о

адсад 6 

X*W- I Г
K® +

AZ U 0Q<) AÖK /К X cA X

minden fix "fc - 0-^a. Tekintsük а
r rv- //2. Oo- (L u4Mli,) ' (l 2 *»n

ад - liUUj^tl
Lq.

függvényt. A (3) egyenletet felhasználva az

i d 2г&>
!L d -t

О

+ 2(rcoiX UU;U)| dx .

AZ
ТГ

Э UiijX)
oo

r T% Xrí
OO Tt

^X® 4-x z уГ-W*)oU
J~ ,v^- Л

0

>*-У J 
2. CAX —UU,X) Эх0

egyenlőtlenségből kapjuk a
d Л) ü 2 (ib-A) ъ\)

egyenlőtlenséget, melyet integrálva 0 -tél h -lg
öi-fc

(2, l— A) -t/ 00 //a• Й s *>)(5) ад 2 ад e
U jX)&L2 Го jTtJ valóban [i^0)é s az XCt)~CX^:),X2^...) e£2

í[X[/-^(2j véges.

1 (> 2)
( Х^(Ю( é Сад

teljesül. Ahonnan az U(A;U) előállitáaáből adódik,

Tehát az
..)e Гx ад , x

Meg lehet matatni továbbá azt is (ld [7] )» hogy minden 

természetes szánhoz van olyan állandó, hogy az
(кадад-;

ahol , ha az) •

-1

hogy akárhányszor parciálisán differenciálható és megoldása a (3) 

egyenletnek.

Könnyű látni, hogy az
-Лъ(-Ь-Г.)1Х(-ьад= cLloa^, (с /> еЛ\-Н )
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СS (<£,= (О)-,0,Л,01...)д.(о1..})

korlátosak ás Így а (4) tntográlegyenlet alakjai

= U[-t,o)x(o) + f’W.'OCSiS^M'O oi^t
Jo

0 ^
Xft)= (Ул&) j *гЮ.-) e-C -

A konstansvariáoióo forrnia alkalmazásá val kapjuk, hogy minden 

(1) alakú egyenlőt a (6) alakú integrálegyenlethoz hasonló

operátorok аз Banach térben

(6) Xfc) 5

ahol

-fc
x(fc) =- UC-t}t0)X(iJ + ^ WL-t.^FC't, XW) do:(7)

■to

integrúlegyenletté irhatő, ahol U (A, 'tj a (2) lineáris egyenlőt 
Cauchy operátora (ld 1.3.). És igy a (3) egyenlet megoldásai aszimp­
totikus viselkedésének vizsgálatársa alkalmazhaték mindazok a felté­
telek, melyeket (1) alakú egyenletekre vezetünk le. Ebben az esetben

(i> XZO).- (-fc '-'t)II иЦе.,Ъ) l! átkönnyű látni, hogy a (6) egyenletben 

Ebből és a (6) egyenletből a Bellaan-l 
kapjuk éppen az (5) egyenlőtlenséget.

Megjegyezzük, hogy a (3) egyenletnél általánosabb hővezetési 
egyenletre is (7) alakú egyenletet kaphatunk.

Általában azonban a (2) alakú egyenlet nem-kori át о з A operatőr­
rel пега fér bele a tárgyalás keretébe (ld [8'J , [9] )•

Mint a fenti példában is láttuk a megoldások normája exponenci­
ális nagyságrendben tarthat 0 -hoz. Ezért Imszma a Ljapunov-féle 

első kitevők fogalmának bevezetése, melyben a (2) egyenlet raegoldásai- 

nak normáját az : oC valős J függvénye salad elemeinek növekedé­
si rendjével hasonlítjuk össze *t —■>00 esetén.

Még P, 3ohl (1913) vezette be és alkalmazta mechanikai rendszerek

(ld. 1.4.) alkalmazásával

vizsgálatára a (2) egyenlet első generális kitevőjének fogalmát, mely
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a (2) egyenlet megoldásainak oxponancialis változását együttoson 

jelieraző szám ás csak a (2) egyenlettől függ (Id. [f] , jjLÖj ás 1,3. 
Definíció).

Az első generális kitevő fogalma központi szerepet játszik 

А.И. Ljapunov [»] klasszikus stabilitási ás instabilitás! tétele­
inél; Banach terőkre történő általánosításában, A következő linoária 

közelítésről szóló stabilitási Hl, inatabIXitáal tétel II. G* Krejn- 

től származik (ld. [4] )*
1) Ha a (2) egyenlet első generális kitevője negativ és az 

FO=jX) perturbáció "elég kicsi”, akkor az (l)X-O megoldása assimp- 

totkusan és egyenletesen stabilis}
2) Ha a (2) egyenlet stacionárius, az A(P) Ь -tői független 

operátor, és (2) első generális kitevője pozitív,továbbá ||F(i,x)U 

nolég kiesi”, akkor az (1) X=- 0 megoldása instabilis.
Amikor a (2) egyenlet első generális kitevője 0 , akkor általá­

ban nm tudunk az (1) egyenlet X = 0 megoldásának stabilitási tulaj­
donságaira következtetni, Hat az esetet kritikus esetnek fogjuk ne­
vezni. (Ilyen pl. az A (t) = ~ , é eset, ahol Д -t -tői
független operátor.)

Tekintsük most a (2) lineáris egyenletet мi dimenziós
euklideszi térben és legyen A konstans M.x*v -es mátrix. Ha 

\,'"A ^ Лг) jelöli az A kííiönböaő sajátért ékelt, akkor a
(2) egyenlet megoldásainak első karakterisztikus kitevői éppen a

^V-0 ,^ • -k lesznek ( a. - А Д} •••Д Ha most а 

a kritikus esethez tartozik a (2), akkor a megoldások aszimptotikus 

viselkedésében nem elegendő az exponenciális részt vizsgálni.
Jelöljük К • -vei a \ ■ sajátért ékhez tartozó Jordan blokkok

п.-дят?
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közül a maximális méretű blokk méretét. Ilivel a megoldások /p(t)6 

alakú függvények összegéből állnak (ahol a p(fc) polinom fokszámn 

legföljebb ), ©aárt ha ogy megoldás első kitevője 0 #

akkor assimptotikus viselkedését a "t 

váoyrész Írja le,

A kritikus eset lineáris közelítés alapján történő stabilitás- 

vizsgálata érdekében bevezetjük a (2) egyonlet második generális 

kitevőjének fogalmát (ld, [l2lés 1,5. Definicié), n&yben a (2) egyen­
let megoldásai normájának változását а ^Л ■ fb valósj* hatványfügg- 

vényosalád elemeinek változásával hasonlítjuk össze -fc-=> <*> esetén.

A dioszortációbaa a (2) egyenlet második generális kitevőjének 

viselkedését és az (1) egyenlet X- 0 megoldásának stabilitási tu­

lajdonságait vizsgáljuk n kritikus esetben, felhasználva а (2) egyen­

let második generális kitevőjének fogalmát,

A disszertáció első fejezetében, a 5b hanaoh tőrben korlátos 

operátorokkal felirt differenciálegyenletek megoldásainak egziszten­

ciájára, unióit ásóra és aszimptotikus viselkedésére vonatkozó klasz- 

szikus tételeket és fogalmakat összegezzük. A 2. fejezet a lineáris 

dif f ©remeiálegyenletek második kitevőinek általános jellemzésével 

foglalkozik. A 3, fejezetben az

к (*=0,И>--- ; к é Лг) hat-

* - Ах(8)

stacionárius lineáris egyenlettel foglalkozunk, ahol А é -tői füg­

getlen korlátos, lineáris operátor 3b -bon. Megmutatjuk, hogy a (a) 

megoldásai Ь ^ nagyságrendben is tarthatnak 0 -hoz í £>> 0,^-*°°} 

és példát adunk olyan (8) alakú egyenletre, mely aszimptotikusan sta-

Mint a fentiekben láttuk ezek az oue-bilis, de ozponenciálisan

tek a 3b=1f^ к dimenziós euklideszi térben fordulhatnak elő. Az
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А Ь
|l ^ II (i> O) ozpononciális függvény második kitevőjével fog­

lalkozva aogcmtatjuk, hogy аз mindig пш-negativ, éc lehet + 00

továbbá ha ok A vnlnrmly Hilbert térben konvexeid operátor, ok-
д-t _

kor os (16 I uáBOdik kit ovo do 0 •

A 4» fedezetben feltételeket adnak arra, hogy egy aaa-atacioaá- 

rius (2) cgyouletre ült jelent a második generállá kitevő negativi- 

tása, amelynek fontosságát a 6. fejcaetben látjuk majd. A (2) ©gyónó­

iét második generális kitevőd ének nógativit ás ára ssükséges «So elegen­

dő feltételeket adunk az egyenlet A(-t) operátora segítségével (pl.

^ Д.(4у) kompakO, majd a (2) egyenlet Cauchy-operát órának felhasznál 

slval, végül аз Д(-t)y -f ^(fcj inhomogén egyenlet nogoldásainak korlá­

tosságát föltételezve.

Aa 5.fedezetben megmutatjuk, hogy ha aa 

ris, akkor аз (1) óo (2) lineáris egyenletek második generális kite­

vőinek eltérése tetszőlegesen kiesi, hacsak а Ц'В 0^)11 "elég kicsi".

A C. fedeaetben többek köaött általánosítjuk И.6. Krejn (ld. [4] ) 

stabilitási tételét a kritikus esetre és B.f. Deaidovics [13J egy sta­

bilitási tételét Banach terekre.

is,

t”(A) *)- Ъ(А)х lincá-
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1. fejeaot

baüfczáaes fogalmak és ö s saefUrjtóc ok

1.1. ..özünaóres dl£Tcrmxfále,zronlctak Banach. terokbea

(cgziaztencia, uricitác, stabilitás)
Legyen 2) komplex Banaoh tél’ а Ц * [[ normával 6a jelölje öC(í>) 

e. Ъ—> 'ЗЬ korlátos lineáris operátorok Danach algebráját, Tekint- 

'Jb -boa a kovotkozó közönséges difforenciálogyonlototsük

ahol az ^ ' T у —> 3) függvény a -fc változójában, folytonos az

vdgoo vagy végtelen intervallumon és az X60* Xítj jelöli аз Xfe)1!"* & 

függvény Préchet deriváltját* Vizsgálataink nogyrészóbon az
lesz* ahol -4 > 0 .

üindenekelőtt felmerül a kérdés, hogy az (1*1) egyenletnek mi­
lyen ^ (-t; X) függvény mellett létesnek megoldásai. Ш. most a megol­
dások egzisztenciájáról és unicitágáról szóló tételek közül egy glo­
bális és egy lokális típust említünk meg, melyek Picard klasszikus 

tételének általánosításai

вX -U.l)

i-IciA'00)

1.1* Tétel ( [í] , [4] ) begyen az függvény 4 -ben
folytonos és teljesíti 
(1*2)

(1.3)
feltételeket a

"ükkor vrm olyan

ЦН,й1 Ó

l|~l(M.) - f(i,yjll i M2 /IX,- x 2.1/
tc-[

JK J_
M„ ; H±

intervallumon az (1.1) egyenlot- 

ldása létezik, mely kielégíti az

I
c0 ~ -[ (x, я;

ó > О ^ <$~-= min
halmazon. 

)) , hogy minden

К G I
nek pontosan egy y(£)

-re a
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kezdeti feltételt és II W - У 0II £ *1 .
Aa 1,1, Tétel a megoldás létezését a -fo egy kis környeze­

tében biztosítja. Aa ^ (4, X) függvényről globális tulajdonságo­
kat megkövetelve a (4;D- cT) intervallumról a megoldást to­
vább folytathatjuk. így ha például aa (1*2) és (1,3) feltételek tel-

(1.4)

j estiknek minden -i e és x értékekre ugyanazzal az M4 , Ma
, akkor a megoldás az egész Xj. -a létezik.

1*2. Tétel ( QG , ВД ) Legyen ^(l;>0 -b -ben folytonos és 

elégítse ki -bel és x С Ъ esetén az
< MA f HJX[(

C4; к a.) (f -- Ma 1! X И -V 2-/

feltételeket. Ekkor minden X 0 e ЗЬ és -b^fcl -re az (1*1) egyenlet-
nek egyetlen tílyan Щ) megoldása létezik az egész 1 -n, mely kL-
elégiti az (1.4) keadeti feltételt.

A megoldások egzisztenciájának és unióitásának kérdése mellett
igen fontos kérdés a megoldások stabilitási tulajdonságainak 

te. Legyen most az (1,1) egyenletben al XXX függvény az 'j.’L * Ж, 

CX С Ъ) halmazon értélmezve és tegyük fel, hogy a
rögzített megoldás létezik az I, félegyenesen.

t O

1.1. Definiáld. 1) Azt mondjuk, hogy az (1,1) egyenlet (f(t)

S ~ S~ (b „, i) > q I bogy minden ^ 60 megoldására az (l.l)-nek,

Шл) ~ У(^)11 * í következik, hogy a létezikmelyre

az félegyenesen és
Gb e 1^)Цс^-'K^ii ^ t

S választha-2) А
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általános Á(-fc) qpwitertfHfgtfay Я «ellett lét «smk ni, ha шя Á(k) wCs 

ertelseibaa mérhető (na&z АШх minden X &'& -re ~t aár!teiő

<.ДГ?шауе) a.... * Ahttté аз Л^^Ь^Нийу véget: *ч • Ий»

luBwta# Ükkor i ..aaoretee (0Й) m (1*6) egjfttM = <j0 6-ЗЬ
И<14|1И инваЦ ta у (Ь) *• U &) у ь

(J (_-b) G оА

alakú* Да

operűtarfí^vé^t a (1.6) o^yealot -дасЬу-орш* úto-

гли: nevessük* ml у jaegolüáea аз
И = A it) U 

U(О* Г (и &<£(2>))
... . . . . X ....

Ckmohy operátornak létezik as invorso

ű auohy-problűBaáiial; as
Ift)rútom* -Sováöbá as

cg@>) yÖO- 11Н,т:)уг-и©и^иу
as (1,G) egyenlő tuok, aelyre as

(4 e ^j
(M fc3>; © fcIto)

УвО-у*

-Ъод x

kesdoti -öltétel teljesül,
lügtttttteié (Id. [4] )♦ he a Uftj't) eleget boss as

alábbi egy®alátlea©(%®iűMíX
-b

- 5(!ACS)(I di
-t

XlA a) uds
(±>x> t0).< [(UC4^)(| 4(1*7) e

IV kitevői

Slat már as 1.1 pontban aslitettiUc, es (1.5) alakú nwali.ru>árlo 

differenciálegyenletbe 0 -taegoldásáivik stabilitási ttalajdo&ságolt a 

lineárlc kUsolitéo, asas as (1.6) egy aalet Betoldásainak Msiaptotijjaa 

vAíielkeaére icnoretében vlsagáláuk. As (1,6) lineáris egyenlet megoldá­
sainak aszimptotikus viselkedését pedig a Megoldások Láapaoov-kitevol-

1.2.

A Láapuaov-fél© elaS ki vevőket úgy kapuul;, hoc.7 a® átlőtt necoldáa(ok) 

növekedési readjjet i ~P\- oa
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^ «—»* basest-

juk össze.

Legyem да az (1.6) egyenlet nem-triviális megoldása*

1.2. (А.Ы. Ljapunov [lí] ). A számot (ill 1 -t)

áss u(b) megoldás isiiét од&ш*1Дшя Jfcltevffiónek nevezzük (rö­

vidítve e.k.k.), La alsó Latara azon () számoknak, melyekhez van 

olyan f\f > О , hogy az
$

H(tn ^ w? e & e^i0)
teljesül.

Könnyű látni, hogy a
JIm. ÍIUWIIrx ГЦ1 =- 'tcyvx L3J

il (1.5) nem-lineáris egyenlőt О megoldásának stabilitá-
•fc

s± vizsgálatához nem elegendő ismerni az (1*6) lineáris közelités 

minden megoldásának e.k.k.-t, hanem szükség van az összes megoldás
exponenciális növekedését együttesen, korlátozó kitörő ismeretére is 

(ld. Do]b innék felismerése szükségszerűvé tette az első gene­
rális kitevő fogalmának bevezetését a lineáris közelítés alapján 

történő stabilitásvizseálatokban (ld. [4] , [io] ).
1.3. Definíció. (P. Bohl). А számot (ill í o?-t) az (1.6) 

egyenlet első generális kitevőiének nevezzük (röviden e.g.k.), 'na
£ számoknak, melyekhez van olyan У О ,olaő határa azon

hogy az
Pfct-'t)

teljesül az (1.6) minden да megoldására.

U.8) 114(011 > i0)

Könnyű látni, hogy alvói (1.0) minden y(t) megoldásra telje­

sül, ezért ez ekvivalens az

S5=

l Z ki

vv * isiV
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%

0 megoldása eaponenoiálisan stabilis.У'
Az (1*7) egyenlőtlenséget felhasználva könnyön megsüt áthatjuk, hogy

ha az ^ 1 II A(S)|| = К

korlátos, akkor a 'K
C -t & Хъ0)
véges, továbbá a

A(-fc-) integráli- 

X[y]íOc^ minden (4)

megoldására az (1,6) egyenletnek, Tehát a Acs-v-up MA] á is
fennáll és van olyan korlátos M.% melynél a 0c5 < 'Yc* (ld. [4] ).

»

A Banaoh-Steinhans tétel felhasználásával igazolható, hogy a

Ы l№H
J(jL/vw(1.9) X. = -bs 4->00

tehát az l|U(4)|| függvény e.k.k.-je. Az operátor se-
gitségével pedig az (1*6) e.g.k.-áét a következőképpen kaphatjuk meg, 

végestha а X г Лж II U (-ti- s, -t) (/
= JjAvn.(1.10) s%

4,S->

(ld 14] ).
Abban a fontos speciális esetben, amikor A(t) = A G 06 CB)

да -г)
t -tői független operátor, és Így a

. Továbbá me®mtatható, hogy ekkor a
JUIIcAtll

(l.U) X.~ Xmvг
t-? 0°

A4Mde II {1UV. 'Xc-e'ÍA)]- A4\. ЛкХХх ;■fc•4 t>

ahol 6"[A) az

Tekintsük most cut (1.6) mellet az

X- A (-t)X + F Í4; X)(1.12) (f а,о; = о;
nem-lineáris egyenletet, mely kielégíti az 1.1 Tétel feltételeit.

F (í j X) perturbáció eleget tesz azTegyük fel, hogy az
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I! F CF x) II é ^ 80 Ml(1.13)
feltételnek az l( X|í < \ és 4r e J. -ra.

Az (1.6) egyenlet Г fr
M.G. Krejn Ш igazolta a következő két tételt*

1) Ha az (1.6) lineáris egyenlet e.g.k.-je negativ és az
FC4;*-) perturbáció kielégíti (1.13)-t olyan ,f(t, ■ It - > lc

függvénnyel, hogy az ^

4 & T€o -ra, valamely S0> 0 t CL> 0 Cüak az (1.6) egyenlettől 
függő konstansokkal, akkor az (1.12) egyenlet megoldása egyen­
letesem és aszimptotikusan stabilis.

2) Ha az (1.6) egyenletben az Áfc)- A t -tői független operá­
tor és a X„ e.g.k. pozitív, továbbá az FFjF perturbáció 

eleget tesz az

teljesül nindon°ír<

|Р(Ч,Х)1 á cp\Xl(^
egyenlőtlenségnek, akkor az (1.12) egyenlet У- 0 megoldása insta-

(f VK ; G^O]

bilis.

Azt az esetet, amikor a X^ = 0 , kritikus esetnek fogjuk nevez­
ni. A kritikus eset stabilitásviasgálata érdekében bevezetjük az 

(1.6) egyenlet második generális kitevőjének fogalmát (ld. 1.3 

üoi’inioió), melyben az (1.6) egyenlet megoldásainak növekedési rend­
jét a ^-fc : ß valdsj hatványfüggvény-esalád elemeinek, növekedési 

rendjével hasonlítjuk össze.
1.4. Definíció (B.P. Demidovios [13] ). Legyen az (1.6) 

let nem-triviális megoldásának 'КЭД e.k.k.-je véges. A \ [y]
száaot (ill - 00 -t) az ij (fc) megoldás második karakterisztikus id- 

шт»** (xevidm m.k.k.>, ha alaá hat«, aaon § 

moknak, melyekhez van olyan hl^ > 0, hogy
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^ryj-t if (i € lu , 1„>о)

ы (li^ft)а

1.5. Definíció. Legyen az (1.6) "VCg e.g.!e.-;3e véges. Зкког а 'Х 

|Ш ± 0° -*) а® (1.6) egyenlet jÉBÉHyMMWÜIlШвШ*~

íyвок й N0 е2
Könnyű látni, hegy а

Оч Гч1 ЯлУ^\
J Ь^оо

nak (röviden a.g.k.), ha alsó határa oson ^ ázásoknak, melyekhez 

van olyan M« )>0 , hogy

(l/lí^COií/Vf (4 -/t)3 t>ib>o)|(^Ö:)|| á W e

teljesül az (1.6) alnden Ч&) megoldására.

(1.14)

Mivel az (1.14) az (1.6) egyenlet minden ij ft) megoldására tel­
jesül, ezárt (1.14) ekvivalens az

il Ц (ft; 4;) Íj i= Ki -в
чС, (4 ~t) -4% (ir> F> io>ojdr.S

egyenlőtlenséggel. 

1.3. a

Tekintsük az

X- A(t)x + R4,*.) (xér^j-é &1+о , Fa,o) = o)(1.15)

ncsa-ltoeárls differenciálegyenletet, mely kielágiti az 1.1 lokális 

ogaiaztenoia-tétel feltételeit a "r'o[> íu)pont környezetében és az 

flX(l £■ ^ gömbben. Legyen Uft) az (1.15) egyenlet lineáris közelíté­

sének, azaz az

x - А Ш x
egyenletnek a Conchy operátora éa UU,t) - Uft) uH<£) .

(1.15) egyenlet azon Xft) megoldása, melyre az X(r„) ~y0 ff|x0|/< ^)
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kezdeti feltétel teljesül« fenrudj as
-fc

ХШ- [u(^)S)FCS,X(5))^-5
-to

Intogrúlegyenlet olyan "t -kre, ahol *(£) létezik.

A lineáris közelítés alapján történő stabil!tásvizsgálatokban. 

igen sokszor alkalmazzuk az (1.1G) £ óraiul át.

1*4. «^SüSäl

(1.16)

Ahhoz, hogy aa (1.15) nem-lineáris egyenlet megoldásainak nor-
májára becsléseket kapjunk az (1.16) integrálegyenletből indulunk

оpor at or noiUcüra 

függvényre egy integ­
ral egyenlőtlenséghez jutunk, őzért ahhoz, hogy az [(X (í) Ц függ­
vényre becslést kapjunk, szükségünk van az integrálagyenlutlanség 

megoldásának becslésére.
1.1* Lema [4] • begyen a nem negativ aagfüggvony egy

3x3 (véges vagy végtelen) intervallumon értelmezve úgy, hogy az

(3-C ^ j" fCU/'c) x& dTl
i: -tcgráloperátor a CO) Banach teret ( СО) az У Ъ 

korlátos függvények tere a azupremum normával) önmagára képezi le és 

spektruma legyen a nyílt egységkörben (azaz spektrálrádiusza kisebb 

mint egy).

ki. Itt as F fb;X) perturbáció és az U [i 

alkalmas feltevéseket téve, az (j X (-£)íf

folytonos és

hkkor ez olyan tf(±) folytonos függvényre, mely kielégíti a

< fö) -f jKthVyet)
egyenlőtlenséget, ahol ^ ^ > 3 folytonos függvény, igaz a

£ У&) ft ^ Jj egyenlőtlenség, ahol rf(t) megoldása az

л^у- ^&)+- /к a,V Г&Л?

CFe- JJ

(1.17)
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int egrálegy ©nletnek.

Pontos speciális ©sot az, amikor véges és &
1^(4,^) aagfüggvány folytonos 'fcé-fc -a és 0 a /£> ~t esetén« 

okkor & operátor

(X *) сь ) — _j"
Yolterra tipxisu és igy б'ф'С) = { QJ
az 1.1 leírna feltételei teljesülnek.

Ha speciálisan az ^Ct) = C - konst, és а К C-i, %) - -L (t)zO}éeI 

a 'tZ’t osetéa, akkor az (1.Г7) egyenlet megoldása

■é

j x&)áT ■=■ jVc-t,^;

(ld. 4Í-41 )* 2heát ekkor

K(4, 'C

Оes

és Így kapjuk a következő, as alkalmazások szempontjábél fontos lam­

ia At (ld [l 5>1 )

1*2* пеЗЛдадп-Ховгал [l-] » 5'• 'Ц ^ • X 1 függvények folytonosak
"to D

Ó3 az •fc
C £cs) ucs)Us

rí
U(-t) - C 4- (t> 4 ooj 9*> ;

akkor “t

UÖO < C f { CS) c45)

Az 1.2 Lámának igaz a következő általánositúsa, melyet u ö. fe­

jezetben használunk stabilit érvizsgálatra.

1.3. ЩЩК£еШШ [WO • begyen <ф; Го, <ÍJR. 

e sukk enő folytonos, noa-negativ függvény ( AA A &° ) 

juk az

monoton, nem-

ős definiál-

U

rf&)= f d rur
(1.18) ( c>o)Jc ф M
függvényt.

Ha az ■fc

( tp (WJ f CS) dC1Ю й Ca
'Zés
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t
(1.19) ( 't ^ -(z <c у(ЛА-О) ,

akkor
-f

V( ífrs)ds)ox(t) ^(1*20) (Т ^ -h- ^ p
T

ahol rf~* а Лр i^eKse*

Speciálisan, ha л/ - °° és , altkor az (1,20) teljesül az

(1.19) feltétel nélkül is.

A (6^x) — ЛЛ esetben kapjuk a Bellmn-l®mát,

1*1« Kavatkazmánv. Legyen. (j> ifu) = ЛА ' 4}kkor ha

M^-) < c
+•

C^ü-b)
teljesül, akkor az A-k

/Ы(Ь) é C c *"'lfflS)o(sd /Ил-у] (ТС-Ь),
“fc r

hassal: 5'frb) ds < /f/(fa-4)

Л Bellnan-lsnna alkalmazásaként nőst két lineáris diffca-enciál- 

e^yealet Cauchy operátorának kapcsolatáréi szélé állítást vezetünk le, 

melyet a 4.4 pontban és az 5. fejezetben le használni fogunk.

1.4. Ъегзза. Ье.туеа (i^ (t) (-4 - \, 1)

&v\ - "fC

Cnixchy-opcrátora az

(-fcM,?,' )-(z<?La J
Í£ ({, Tj -

* - л^)х
üneirlxi ijfferonciále—onlctnok, melyre Ufc(4)-L

--Ufc (t) (Jj, & 1 ,
na valamely A/> 0 éB VjyU

üuáíl{ S)ll + ue

számokkal teljesül
vYé у M C é>s>4)5

orvo.nl c 11 c-as ér.. akkor fennáll az £
vtí-í M}!A2 (t)-Á „ (T)/ldT

(sJ <S Uisz-л.!U4(M)íf é A/e
«lafíeuüő a Jiisonyitást. as • esetre olvégöani.

Tudjuk, hogy az (%1 operátorfüggvény megoldása az
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A, - (At- А,)1Аг
(М2 £^(Ъ^

Сauchy-feladatnak* Másrészt ugyancsak megoldása a fenti Canohy- 

feladatnak (ld. [4] ) az

иД)+ (4Ct)cK
operátor is* Az unióit ás alapján ez a két megoldás azonoson egyenlő.
így ha а (^g-J - llUz(t)Ü . akkor

46-4) A/jV^ V)^JApCC)dt,AMe í
ahol

V-fe A helyettesitésselA

4>„& é ыс-t-vípec) №<£).
Ahonnan az állítás a Belhnan-leaaa alapján következik.
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Legyen К к o° > А• На а -£ > tetsző-
osász, hogy 2Í4 ^ b ^ 2 X .

a 'V, - > T*. - 24 (4-^2,... ;и) és 'V 

uu,t) ^

r>-L.

+\~H
leges» akkor van olyan Лъ

- Ь ekkor схч-ЛА 4 л

ír -ОС,(Т*- Of*.,;К uc'r^.'Tt.oe г 

)„еГУт^< К
у£ч 7у

egyenlőségből az

liutt^iie
Az Д/Ъ választása alapján

képpen

«l-4/VU/t_hc«(4-t) híi k* /TjU Ctt,
4L^ л

<H4 'lrv -кеc А-/
4a, -é ^ t követkozéo-

Ллл 2 кV* -v r± I
!U К V

4) .(ÍULí't)í! ^ к e
Aa 1.5 Definíció alapján véges,

2.1. Az U (-fe, S) --(Kt,X)U(T, S) egyenlőség
alapján а К végessége ekvivalens a

к'- vAf. •[iiuar)l(e‘/|c3 ; r 'ts i / J
feltétellel, ahol у >/f tetszőleges.

A kivetkező lámában végeaségére adunk elegendő feltételt 

az A(b) operátor segítségével.

>

ki (Po

2.1. ъатв* Ш.Щ ^ I ACS) ads < К у <*>
%pQ á&A,m!Lf,XÍ№l»X £ LA -*e, atomja (2.1) a,

Bizonyítási begyen /I £ S <{; tetszőleges és az áv egész szán
„ /h 4л4 4

olyan, hogy 2, S é Z S • Ekkor az /И_ választása és
feltétele alapján aza lopna

tiACoad* £ C+- f
5 Js -is

Felhasználva az (1.7) egyenlőtlenséget kapjuk, hogy

é liu(i,s)it < г (!)
Az (1.10) formula felhasználásával adódik, hogy 

definíciója alapján kapjuk, hogy - K

„Ы12 sh £+1 £ К ^ k-t- +
iAs

£rz
%, ~ О és a Ov

q <JL . ъA^2

i .5 шого »f

& *
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2» 2. Megjegyzés. a 2.1 Lemma feltétel# speciálisan teljesül, ha a

Ь К A(V dák
2.3. Megjegyzés. Látható, hogy ha az A ft) s Д i -tel fiiesetlen 

operátor( akkor a 2.1 Lenoa feltétele ш teljesül. Azonban, ekkor 

mint látni fogjuk a 3. fejezetben, a 0*. <, általában nem véges (ld.

í "fe & X 4 jÖC7

S'
3.3. P«Lda).

A következőkben a meghatározására adunk formulát az UU=, t)f
operátor segítségével, abban az esetben amikor ЗС* és véges.t

2.2. Tétol. Legyen \ és véges. Ekkor л,, előállítható
3 ^ í

&

-oc* 5Хлг (íjU ( Г+5 I Z) (I g ;3
— Xún.(2.2)

/Лг S - Xvi3 Í/Z'^‘pa
Z-> 00

Bizonyít ás. Jelöljük /2> -val a (2.2) jobb oldalán állé kifeje­

zés értékét. A m.g.k. definíciója alapján, ha a g 

olyan Mc>0 t hogy
04 (4 -T) /j ,-P||uc-t,t)| 4 e ^ (Ij

A t-Sf'f helyettesítéssel kapjuk, hogy a fbá p

(b<^

, akkor van

l а>ъгл) .
, és igy

J • Megmutatjuk, hogy a ^>> ^egyenlőtlenség is áll.

A ß> definioiója alapján, ha a g > Д , akkor van olyan !^ > A , 

hogy az

— Uv,3

/~Ls

^ ^ véges, igy а К - £minden ^ ; ^ . 7^

и utt,x)íie /14 't í iJfrJ víg«
|(uct,r)ií 4 W e4

teljesül minden és
az t\J — max (Д К T^J • Végül az / < 't < J~ Г ~t esetben kap-

. Mivel a

, ezért az

esetén, ahol
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juk, hogy

1 u (4,0011 e
^ in

3 ÜN í±%fr(l-T) Sú nua^m II и(т9,уце 'Г
Következésképpen az s^Cj (t " г) f-l

(Nr hJ1)

-re* Ebből következik, hogy a y,

lUGl.'Off ^ №«e
i > n:> 4teljesül minden

Mivel ^ > [Ъ tetszőleges volt, ezért í\ < fi, .

Vezessük be a következő jelöléseket: Ow- /^xAJP A [xj
У 4 0

fUN)[lfüggvény m.k.k.-jét, azaz

Jm f íiuc-hi; t^)

és

yLL pedig jelölje az

/Л - Дл/Ы.
-t-> 00

Az е1зб kitevőkre, mint az 1.2 pontban emlitottük igaz, hogy 

egyenlő az í|Utb)([ függvény e.k.k.-jóvel. A következő pél-

(2.3)
Ям -Ь

a

da mutatja, hogy a második kitevőkre általában nem igaz, hqy a

^ s •
az Av dimenziós euklideszi2.1. Példa. Legyen

tér és az A(t)=r Д X /к-es konstans mátrix Jordan-féle normál

к ( á - {А,--Л ; ^ ^ )

az A mátrix különböző sajátértékei és jelölje 44j a

alakban adva. Legyenek

A i sa­

ját ért ékhez tartozó Jordan blokkok közül a maximális méretű blokk

p (t) alakúak

összege, ahol a t egy vektor-polinomja, melynek fokszáma leg­

feljebb (лп^ Н) • így könnyű látni, hogy a /4 0\^ - & - J ,

ahol

(X ;-t
méretét. Ekkor a (2.1) egyenlet megoldásai C

— /kvvXX-к 'Ял /\J, f *
<0r

és itt a maximumot az
4 = : TU Ллс

Mig a - /Vw - /í , ahol az -fn = /vwav /fn[ 

összes t =

Tehát általában a

-re kellvenni.

/•* ^ , ebben az esetben.
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a ^ saá“Következőkben ösozofüggooeket adunk; 
nők. között.

Minden (2.1) alakú lineáris egyenletre г, /л ^ 

Bigenyitás. Bármely У^е^Ъ és t> О-hoz e m.k.k. definíciója 

alapján van olyan x

цашхл * м|уХо €
Legyen a l\s vágón (ellenkező esetben triviális az állítás). Mivel

a ^ ЧС

2.2.

>0 » ho«y az
ДО* 9Ф0* £

(t 6-i:

és а /V » ezért

II U H) X0II ^ €
£ u fr) e'^ * i" Г> s+ Q ; -t 6- XfJ operátor osalád korlátos

(í e L.).-t
Tehát az

minden fix Xe£rJr) *••* A Banaoh-Steinhaus tétel értelmében van olyan 

-tói független

(ÍUIX)ÍÍ ^ e
áfádon £ > 0 -hoz. Mivel ^ 

ezért valóban jx 4 \ .

2.3* Megjegyzés. Ha a (2.1) egyenlet minden X (fc) = U(fc) X0 í о 

megoldásának e.k.k.-je egyenlő AC5 -sei, akkor a /*e A

Ugyanis az IlyWll állU №)ll IIXJI minden X» e 5b -re és ebből 

aauk.k. definíciója alapján Cs[x3-X XX » tehát s )>s ~ •

Nt>0 , hogyX о
/Ks-fc 'Xstt

<1 c-i„)
a legkisebb ilyen tulajdonságú szám,
t

i •

2.3.

/У — 0^ c^ »
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy ^ X ^ és a ^ </A * Iiegyen

0u< , ekkor a ^ definíciója alapján van olyan Af<> У 0 ,%

hogy (b -T) d , Уl ({> A) .|uu;r)| 4 ki^c

Vegyük ezt az egyenlőtlenséget a 'V ® A helyen, ekkor
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3. fe.iozot

Linedria stacionárius diiforenciáleftTorüotek 

második kitevőiről

tekintsük а Ъ Hannah térben аз
(V & íb )(3.1) x - Ах

stacionárius differenciál egyenlet et, ahol A €-овС&) -b-tői

független operátor. Ekkor & (3.1) egyenlet X(fe«)e X0&J kendő-
A(t-ío),Xti feltételt kielégít6' megoldása az X(t)~€

At
Ebben a fedezetben a (3.1) egyenlet megoldásainak ül. az Цб Ц

О •

exponenciális függvénynek a m.k.k.-it viz ágáljuk, főbbek között pél­
dát adunk olyan (3*1) egyenletro, melynek bizonyos megoldásaira a 

m.k.k. negativ ill. olyan egyenletre» melynek X^O megoldása a- 

szimptotkusan stabilis, de exponenciálisan nem. Ezek az esetek vé­
ges dimenziós térben nem fordulhatnak elő.

Д-4
A 3.2. pontban aofyautatjuk, hogy az f в II függvény m.k.k.-jo 

minden AGoC(b) mellett nem-negativ és egyenlő 0 , ha pl. az A
operátor а Ф-ЗС Hilbert télben konvexeid. Példát adunk olyan 

kvázinilpotens A operátorra, melyre az Ц-C* [I függvény 

m.k.k.-je + 00 és vizsgáljuk ezzel kapcsolatból a kvázinilpo- 

tenoia és a nilpotencia közötti összefüggést.
3.1. A megoldások második karakteriaztikua kitevőiről

(Ь-fl IMI /И. dimenziós euklideszi tér éa az А /^К-н.-во 

mátrix különböző sajátértékei A, l\t) . *i)§ akkor mint
tudjuk a (3.1) egyenlet megoldásainak e.k.k.-i & TU % értékekkel 
ogyenlőck. Hasonlóról, mint а 2.1. Példában, jelölje a

Па a

V-
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sajátértékhes tartó ad Jordan blokkok Из sül a maximális méretű 

blokk méretét* Ekkor a ( i fix )

oldások m.k#k.-± a

o.k.k.-vol readelkezé meg-
0 , Á j .. .. (таре M. и ) - ^ értékokot veszik fel,

"3 ö
ahol a max&sMiot olyan ^ -kre vesszük, molyoké© Й j.* Ял ^ c * 

Sehát véges dimenzióban a megoldások m.k.k.-i csak №*
negativ egész számok lehetnek. He^mtatjuk, hogy végtelen dimen­
ziós esetben а Л W lohst negativ (ш egész) szám is.

3*1« Példa, fekintsük a %= £l Hilbert térben (melynek elemei

- (£i^rolyan X = 0/|)yi> •• • )
végoc) az £/w' (Ot ■■■> °) h 0, ■■■) (m ~ \K11 ••• ■) 

г
lölje S Ш £ térben az egyirányú eltolás (shift) operátorát*

sorozatok, hogy az ЦХ l|

ortononaált bázist. Je~

( Лл - ^ ? ) • ■■) -

Megmutatjuk, hogy van olyan Й részhalmaza a
Л

mely mindenütt sürtí az Z -bem és az

£ térnek,

,] (**0 
J Si

г x 4 - о 

^ Хл\-~ X /К-Л

végtelen diffsronciálegyenletrendszer minden X(t)= в x (X e У)

(3.2.) x= Sx <£=>
(/к ~ Q.J 'i I

megoldásának a.k.k.-je -4}Ц .
begyen И — (x G $ X" Ö</i)-">Xn; 0,0,.-Íj

W- {>í,2,---}
mindenütt srtirün vannak az

, ahol
a természetes számok halmaza, nyilván a fi pontjai

£ térben. Mivel az /г

-re
Sí Ув X - (У-аЛ

А I

■■■) >(3.3) Г Хи -Í-Xí, -^7 -f--

ozért, ha х=^(Х4 > U , akkor

Х-г -f- Хз

, $-1 2. 1 __. __ / SG S-t % Z 'г,
II e x|= X_, С****,+xi, *j(e e4,e-ej -t-lie ej и,

/1 гид í АП
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ahol ( . ^ ) Jelöli a belső szorzatot X térben. A (3.3) egyea-
)

lőeég felhasználágéval kapjuk, hogy
, S-t 34 M~ •& к“' 2 £"t a

(H-Jfi + JL)'. £lC- v
Ю — О ős

Vx) ” 0У и ! (3+t,) W
az elsőfajú /p -odrendü Bessdl függvény. Ismert (ld. f16]

rtl ~ 2- függvény -t ^/W

ahol
21

, 204.

feladat), hogy az 

esetén aszimptotikusan egyenlő а К £ i 

nyel ( К = (0. i/jcJ ) /Н- 0\A |2i--- )

ha X 6r ff , akkor -del egyenlő.

г-t _ ^/2.
függvény—

. Tehát az |/6 x// a.k.k.-Je,
St

3.1 • Ые#.1еауа£з. Meg fogjuk mutatni (ld. a 3.2 Megjegyzést), 

hogy njnden (3*1) alakú egyenletre a 0\ s - y>v^>0 * ^

nylség 

sem lehet a

negativ, és innen következik, hogy a (3.2) egyenletre

еГa[X] =■ x/4 minden X -re.

Tekintsük most az

x-(S -I)x 4=>(3.4) X;
végtelen differenciál egyenletrendszert. Mivel az 5 operátor v(S) 

spektruma a zárt egységkörlaaez (ld £l4] ) ezért a & (S - J~) a

/v^-Л

baloldali fólaikban fekszik és van a képzetes tengelyen is cpoktrua- 

pont (azaz mas fr(S~± ) - 0 )• így a (3.4) egyenlet X = О

megoldása nem lehet exponenciálisan stabilis (ld. [4] ), viszont 

megmutatjuk, hogy aszimptotikusan stabilis. 3z véges dimenziós 

térben neu fordulhat elő, mert ha egy (3.1) alakú egyenlet X= О 

megoldása azaimptotikusan stabilis íjl -bon, akkor esponesnciáli- 

san is stabilis, azaz max Re 6$) <0 •

-a-—

у4*&га



- aa -
~ч

за., „ v:-.4> х-o
-JfrisLUfo. &Ч.Я шжШтш

^йШлдаж* к stabilitás as
$ -iH ПЯ4 _,

! - ^ 2

ögy<nalotlenaégb6l következik. Legyen X e € tetszőleges és У0еН

olyan, bogy llX-YvK ^ £fZ

a 3.1 Példa alapján aa

//£ 6

, ahol £ ? ° tetszőleges, ükkor

Í4s-t|feStx II i fe Cx-Ко)/ +/'€ yj < £/г 0

In a -t > i0 ÍX j £ ) > 'í •

A 'S»- véges dimenziós esetben az Д /nx^ -es mátrix 

Jcrdon-féle felbontásából kapáit bogy a Ov 5 = /V [X] - 71/1 -

Megmutatjuk, hogy a yxs végtelen dimenzióban lehet 4- o© (ld. még 

a 3.3 Példát).

3*2» Példa. Legyen a térben ( V — (Хи ;*?<•••) 6 ^ t ha
^ *

M*,= ЛллкрГ IYm[] véges) aa €*.= ( Or-,o, A, o, .-J- éa ^ -Сл= О
/К 1 J noo

\ . tekintsük az 4 térben az

5*y
végtelen differenciálegyenletrendszert. Legyen

ы ^y „
X =C^i-,A, 0,o,...) <b<- , melyre //e
P ellát a ^4 [У-(Лл]]~ 0

/

;
(^=1,2-,-) (У t 1 )

^ J &g,ír 'S4

és és igy axU_x|

У [xj — -|-<Oo ^

(Л exponenciális függvény

3,2,
At

‘tekintsük most az £

második karakterisztikus kitevőjétt
MЛм. ít'l e )

(3.5) Д $)-
A-9 ^ ;Xn ^



- 29 -

РХ бчАг) » 6~(А] as A spektruma.- max

Ebbon a pontban aegautat juk, hogy О

ahol

mind on 4

re da lehet f °° is. Továbbá via agái juh annak a f éltetőiét, hogy

a milyen A operátorra teljesül.

3.3. i&afe A C-Хф) ÜirtUMUI (? '
Bizonyítás. Legyen Д'- 4- Xs X • Mivel а X i = max 0*6 $■)> 

ezért а max (Re. б" (AfJ = <3 • Ahonnan as (1.11) egyenlőség alapján
a4

ÍAi |f£ IIaz
- О )áwj

i>Ö -ir
A4tehát |(£ íj > 4 • A (3.5) felhős znál ágával kapjuk, hogy /л(А)> О,

— ОС 53.2. Megjegyzés. Mivel ebben as esetben a 

ezért a 2,3 Lommá szerint а //(A) < X^ds igy ÍX^is ш negativ. 
Továbbá a yU.^ ^ mindig áll és Agy а X 5 is nem negativ,

Temaészetesen vannak olyan (2,1) alakú ада stacionárius egyon- 

letek, melyekre a negativ (ld. 4. fejezet).

%

3
Vizsgáljuk most azt a szélsőséges esetet, mikor /л(А) ^ q 

Véges dimenzióban, ha az Д mátrix normális (A A - A A Jt аааа 

diagondlis alakra hozJstaté, akkor a /a(A)~ Q » hiszen a 

Jordan blokkok /] W -esek. Ennek általánosítása a következő két 
tétel, Barnok 111. Hilbert térre.

3.1. Tétel. Ha aa .4 6 <£($>) operátorra a

II it, AH _•/
(3.6) AvvO'Jí 'Rjí Idl) - XllA^

-^v —A 04

akkor a у/А^-О . Továbbá, ha a (3.1) oavenlctro ^4 “O ез 

tel.ie3ül (3.6), akkor a (3*1) egyenlet /-(З

)4
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nlaonaritaa« Először Is megmutatjuk, hogy a (3*6) egyenlőség 

jobb oldalán állá határérték minden A 6 -re létezik,

aalt ^(AJ -val fogunk jelölni. Ilihez elég ftffput..... 1, hogy az
/íi -f F. A // — AFftb ft

monoton növekvő függvény о ft -так és mivel 
, ezért a Ut Fft) = А} (A) létezik. Legyen

-^ч -^04

fUggvóny. ft>0

Rft ^ - НА II 
1г> ft> О

^ _ ff P ) ‘ftft Дг Aíí- II г/
12-; да - X744 ^ -----

Tehát &z Fft) A>0 -ra válóban monoton növő függvény,
A(A +ft

-ra

, ekkor

=^0 /

A tК •= 11 £ +4^6 í| A ftft /Teljesüljön most (3.5)* Mivel az ||ß

AA Д-t ДАKe* + Ме К -lie IIezérv a /UdV*f A |(€ II Ч Ш •= ft 1лл
cUr 0+

Integrálva a fenti egyenlőtlenséget 0 -tél A

Ai 'ЧСАЯ лс^А
|(ft К ^ e - e

-lg

ft eft ft(3,7)

ahol felhasználtuk a (3,6) feltételt, Ls igy (3*3) értelmében а 

/А (A) A 0 • Mivel ^(A) пота lehet negativ, ezért kapjuk, hogy
yU (ft ■=> 0 У

A Tétel utolsó állításának bizonyításéhoz, legyen ^c, = 0 . 

hkkor « (3.7) egyenlőtlenség szerint | Д A ( A 6j 0)^ ааоппап
а (3,1) X —О megoldásának stabilitása következik.

Legyen most a Ж Hilbert tér a ( - ; ') belsőszor­
zat tol.

3.2. цщ [»] . шшт A е#(зе) атяШт 

llL + tM-J Л<мp ^ CAjf ,*): Xc-^((XIm] .ftlM. ft
0+

*6^ £|(x(m|ИЛИИШ1* Jelölje \ft(A) - (А x , x) az
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A operátor numerikus értékkészletét (Id. [lAJ ) és legyen 

ОД = Oup ÍU W(A) . Л Tétel tehát aast állítja, hogy n(4) - 0(A/ , 

begyen X ér Ж és |X ff= i , A ^ 0 * "kkor

(A X v x ) * £ ((L <-1Л)х , x) ~ /Ií
4 5

ahonnan
A(А у {X.) ( l|I -f a All - 4 ) ,4

Mivel ca minden egy normááu X ьЖ -ra és A>0 -ra fönnáll, oaárt

Ш)
legyen X 6 AA- és ([)<([- 4, A >0 • Az

|[(l + lAJxf= О Z £. ЩА X, X) +■ ^IIA Ml
egyenlőségben vegyük X -ben a felső határokat, Így

Hl-fZ All2 í^U 60)+ X W2 .

» A fordított irányú egyenlőtlenség megmutat '.aéhoz

d.

Tehát аз

6(A) +-1 JM ,8-1 i-Av All - A III flMI +4
<d4 г

egyenlőtlenség teljesül, ahonnan & -3>0-f eseten kapánk, hogy
<n #0 - (9(A) -

A 3,1 és 3,2 Tételeket felhasználva kapánk a Ж Hilbert tér­
ben a következő állítást,

3.3. kásái. ka. az A&XQí) operátorra

4 6(A) - sup ÍLe. UAtA) ^max

akkor yU(A)^0 és ha aég a is tel .lesül a (3*1) egyenletre,
akkor a (3.1) X=0 megoldása stabilig.

3.1. Következmény. Да.да A operátor a At ШЗЗЖ&МЯШ ШКР

verőid, akkor yu(A) -9 .

Со ^О-адКвЬей Oo^ 9^c€) jelöli a <&Ugyanis, ekkor a 

halmaz konvex burkát és & pedig a Ab lezártáét) és igy a

(А Г(А] - ÍAe Co- &(A)^ max sup PU ^ЛА) .
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Speciális konvexeid operátorokat választva kapjuk, hogy ha az

A operátor
1) normális , szubnoroális vagy Toeplita, akkor ^00= О ч

аз A operátor spekfcrális2) olyan, hogy a & (A) cpoktrua 

halmaza, c.kkor /x^) = 0 •

Ugyanis az 1) és 2)-ben szereplő operátorok konvezoidok (Id. ]%4[ )• 

Tudjuk, hogy a esetben a jjSi4) véges ( 4. M.) , л követke­
ző példa, mutatja, hogy végtelen dlaonaióbaa lehet yU(Aj + oc le«

I óllá. 2 okint fiáik a tőrben az
operátort positiv sulyokkal agy, hogy az

к
, shoi Se^-e^/i <A ем=со,..,оДо,-;

A súlyozott shift3.3.

dM-^0 (*-**>).
(Dohát aa A - S V 

О = 4 Дь- )

AImeretes (Id, [14] ), hogy ilyen d sulyok mellett 

operátor kvásinilpotens, azaz BAA)- ^0^ • Ahonnan az (1.11) egyen­

lőség alapján a (3.1) egyenletre /KS=0 éa igy a

/*<*)- (d
k —> Oc

aa

Zh lfeMll
W\ M*. t

Tekintsük (3.1)
Át

£ €и = в /I +-
megoldását, melynek normája

4- •

к ^ *-

He- «4»
Ос

0-Л ■■■■<£■*)(3.7) /I +
(A!)2 '

A\ - 4

Következésképpen az
Át/VI

(Am • 4"! a W-e eAa * ieA\i
egyenlőtlenség teljesül minden /h ^ л о egész számra. Ahonnan 

. nyilvánvaló, hogy akkor a'tik, hogy a /Х(А) = -+ oo
is teljeeUl.

3*3. ДодЛостдба. Ha az ^ , akkor azt kapjuk (3*7) alap­
ján, hogy az |(€^ e^/f függvény nagyságrendű, ha a 4 -> ,

A. *• -t o*3
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23at a 3.1 Példában a Bossel-fíiggvényekre használt aszimptotikus becs­

lésből nyelhetjük.
Érdekes továbbá megjegyezni, hogyha ^Ь-L fo, A~S (^ 6 L2 [o, /Q

függvény a jp, 4} intervallumon Lebesguo- 

mérhető és ott abszolút értékben négyzetesen integrálhaté) függvény­
térben az

)

■■ fo.fl -7 cha

*

(A |)0<V { fa db
о

Volterra-operátőrt tekintjük, akkor az A szintén olyan kvázinil- 

potens operátor, melyre /x(A]~ + c*?.
3*3. ávdzinllootens operátorok exponenciális fürypÓTc-énoh nágo- 

dik kitevőjéről
Az előző pontban lát inát, hogy már kvázinilpotons operátorra is 

az ЙС- Ц függvény tetszőleges { ^ (v~ ^/függvénynél gyorsab-

baa növekedhet esetén.
Vizsgáljuk most azt a kérdést, hogy mikor lesz egy kvázinilpotens 

Л operátorra уд M j véges.
Sl biztosan teljesül, ha az nil potens, azaz valamely ter­

mészetes számra A^-0 , ugyanis ekkor ул У

á következőkben feltételeket adunk arra, hogy egy kvázinilpotens 

operátor nilpotens legyen, azaz a yt(A) véges legyen.
3*4* Pétéi. Ha az A G об(3>) operátorra A?0 ^ ( C>] ,

akkor u következő állítások ekvivalensek
1) A - О
2) К.О,А)»(А-'>Г)Л 

м -у Éi
~ Jl! 1

MA 1

&£ (A)_ i (d^-o)£
£3) 6 (4-2 0)

•ft -Ű Д4 «^3 ft
Bizonyítás. Mivel az б - /У Ат t

fc- о
4 , ezért l)-ből a 3) trivi-
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álisan következik, Ahhoz, bogy 3)-b<5l a 2)-t bebizonyítsuk, hasznsuk
fel a Laplnoe-transzformációt € -rei

-At At

At

oo

'Ж'Ь A> - ("c 6 c/H ,
kvázinilpotons. felhasználva 3)-at kap­

juk, hogy a 2) tolásául minden >0 -ra. Mivel 2) bal ős jobb
oldalán «ÜLo függvények ^ = О kivételével holooorfak, igy ssük- 

ságkóppw teljesül 2) a C\ *•‘0 kivételével,
«égül 2)-bői következik 1), mórt minden A kváziniipotens ope­

rátor*« a fleuiaana-fölc sorfejtésből (id, JTÍ] );

о
ha R«. !X > 0 » aert az

i f (át * frí Ы"R C">, A) - -
is iзу 2)-t felhasználva

¥0 j

'0o , . , tvH /Оо л-1 -s.. (iJ - ® A\4 4

'R(OwA) = o (9^0)/WvM

Az (Д _ ^x) operátorral Jobbról szorozva kapjuk l)-t.
Ai

klagende föltételt adxmk as [\3 [j 

bői arra, hogy az A kváalnilpotena operátor nllpetene legyen, 

3.5. fotel. На a 

o(. >Ю I hO/ÁV

(-0**1 < o° ) bocalósó-

/A(f) M /*£A) \й№л.*Ыъ ,ü.V?-^----

le j * (TíltlV (fal-? *°)->
. b\

tiigr A - 0 . hacsak n> < .

a-tzouvitaa. forjesazlik ki az exponenciális függvényt a

F&) = e
, továbbá alvói

, ezért bármely € > О

, hogy ha az m>^q , akkor az [{А Ц|| <1 £ /H • ás

4k
(JZsC) égőss függ-

б'&Мо].
komplex száma ikra, azaz vegyük az

Ш í?rí
vényt. Iáivei |( F(i) ll A (3

К a^ii^-pc (*->■»;
olyan /ц (£) > 0

-hős vanazaz

Így
etil at tel 

$ 'eII Z l,All r e
ÍL-0 * •

Able ll <
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Rfc) függvény rendbe 1 és minimális tipusu (ld. в 

niciékat [io] -ben), igy alkabaasűtat jak G. Pálya egy tót ólét (ld* [iß] , 
[19]), moly 33 érint аз ilyen F(£) függvény 2 -nek oC -nál nem na­

gyobb folcezáau polinomja ( oC a Tétel feltételében Bzerepló szám). A 

3.4. Tétel szerint tehát A^-0 -&a oC

Felvetődik a kérdés, hogy ha osak a ju(A) végességét kötjük ki, 

ekkor is A kvázinilpotenoiájábél következik-e a nilpotenclája?
Véges dimenzióban mindig követ késik, viszont a következő példa mu­
tatja, hogy végtelen dimenzióban a 3*5 Tételben ш elég а /л(А) 

végessógét megkövetelni,
3,4, Példa. (G. baser ée k.3, Phillips [26] ) Lágyon 'B-i-Yo,'/] 

és tokintsük a

*(by)

Lj Cf-X) . bn

, ha 0^ X4 c

0 é Cj ^ у ^ /f
К= m±a (>íSO - *

magfüggvényt. Heöautatbató, hogy a

(K $)&) - ÍK(x(y)^)^^
integrúlopörútor ш negativ (sajátértékei nem negatívak) ée Önadjun-

<r

( f el2[0,4])

galt. Tekintsük as
X

(Л £ ) (x) (4-x) $4$Q4)dij
Volterra-tipusu operát oz*t, melyre A + - - к

tUCAy,X)- (Ф-е,А)х |X)* |f-kXjX)<0?
ahol (- , jelöli a lA térben a belső saoraatot.

(4 &Ffo,fl)
, tehát a

)

mindig tel jósul (ld. [14] ) és 

ezre аз A operátorra, A 3.3 Tétel 

(4 eJo) • tehát /*(&)=() .
/Л(- Д) = 0 aea lehet véges, mert ha az Ц ([ ~ 0(jif) (<*>0, 4

akkor a 3.3 Tetei alapján az €

hasreszt a (0) - &(A)~ W(£)

*ет ®(f) - oc, - 0
fle^f ^ Viszont aalapján az

-Л-? -
Al

(A -nek pólingra ja lenne, mondjuk

2 и
,A7

*í *SÍ*>V v
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fw ......  v ...

№ FCt)H >0

teljesülne. Ilivel ez poaitiv ^ «4bpí is •sért = 0 » miit az

m
í^|-> e®

—'Hí£ ВД->0

== 0 leone, /sál vxsacat Ш igaa. $#Ы&

igaz, vagyir> ^л(А)~

/Vu > 0 esetén • 1 elint aa

4 ~^гг~ )ahonnan
г^=о

an ... íves, hogy a ^Ct(-Ä) n: nőm
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A“ ЛОЛЛА riMtSi. У

.. a auaxLi^. , .,~,iQrullz

stacionáriusEbben a fejezetben olyan.

x » Ан)х(4.1) (хеЪ, Act) eXCSOrtel.,)
lnne ári в differenciálegyenletet vizsgálunk, mely a kritikus eset­
hez tartozik, p.zr.z Kg = 0 . Л 6, fejezetben megmutatjuk, togf ha a 

(4*3 « yenlet m.g.k.-je negativ és az FCíjX) perturbáció "kicsi”,
akkor аз

A- Awx + fCí,y)
__ p

nem-lineáris egyenlőt megoldásai még mindig t

(f Ct,0)= O)

C?>o) nagy­
ságrendben 0 -hoz tartanak, azaz a pertrurbált egyenlet X= 0 meg­
oldása aszimptotikusan stabillá lesz.

Ezért igen fontos, hogy egy (4*1) ealaku lineáris egyenletről 
el tudjuk dönteni, hogy ha © ''Kg» 0 , akkor a m.g.k, mikor
lesz negativ. Ebben a fejezetben az A(V operátorfüggvény ill. a 

(4*1) egyenlet Cauchy operátora segítségével feltételeket adunk erre. 
A 4.1 pontban az Á{F)~ A (AgoCC$))-fc &ГИ ) esetre megautat juk,

hogy а = 0 és V - max Uc. £Г$). A 4*2 pontban g (4.1) Cauchy
о ö

operátora segítségével olyan kritériumokat adunk ж Ka-0 4* \ 

ra, melyeket a későbbiekben stabilitás vizsgálatra haeunálunlc. A 4*3 

pontban a (4.1) egyenletet véges dimenzióban és az

<■ 03

térbon vizs­
gáljuk és megmutatjuk, hogy hal A(t) vertikálisan diagonal:! дсп, dől .li­

nkkor A negativ. A 4*4 pontban EMgputatjuk, hogy ha 

és а Ш) kompakt operótorfüggvény со -liaeaz ope-
ПаПЯ,

Aot> ЪШ
rátorainok spektruma a baloldali félsikban fekszik, akkor A noga-

*
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tiv» /égül 4.5-Ъаа általánosítjuk K.P* 1erszidsakij agy tételét 

a kritikus csetro,

Ai-X /А..Х,АА-0áajji .^ol-lv ;.

V° •
Tekintsük аз

4.1 А..а- О*

А( 4*2) (X &$> ; Ae<SAt &1Л )XX - -ь
lineáris egyenletet, ahol А г-tol független operator. :.juk,

i erre , ílctre /)C&=- =0 . a /U, = (\

A (A)
o, or U(t)~ A

(i ~г к > А )

f“ Ml cts^HAII A 1

^ б"А);=3
az A operátor spektruma* Л (4.2) egyenlet Cauchy 

Д 2м ~k 44 in IIt4 (i CrJ-y, ) ás as

• A 2*1 Ьешиа alapján kapjuk, hogy а

U (4 ; Г) = €

Г°’'К

та őrt Viszont а is tel-Oö . 'Ks - о
jesül, inert а А Аа

~ Ач |/е Í Ая А4Cg — Хлмл. £м А -Ь4—5 0x1 s Am-L .
— -»D (Х-)..Рл, II г IIegyen!őségben а korlátos i> О -iá és а5

felhasználva az (1*11) összefüggést és a yU definícióját kapjuk,
A2m fchogy Uí e // % 6Г&) .~ Ao /ЯмХХ

/4 Ah -tHa

4 -)«

A 2.1 Leraraa alapján а /\ véges és Így а 2.2 Tétel szerint 
(У

bd Hüí4ts)líe'^a~°) j— 1л4е_Д 

Ah ir " Аи. S 00 Ah j

XbjA/|
= 4A — KiVw

*3 -fe/5-7űo ЛГ-5 <*
S -5 00S-5 790

Re. A(A) * Sebét azt kaptuk, hogy ha azá- Így а уСЛ - A = mxfr
op«..... fcox spekfcma* a (nyitott) baloldali félsíkben van, akkor а /л

óo A negativ*fr
Megemlít jük, hogy ha speciálisan a C £Qx$-J , az [ö), b]
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inter-.* П'.'ло:: folytonos függvények terét tekintjük ős А ebben 

egy integráloperátor, azaz
b-

(A ^ (x) - í К (X, s') :f($) <* 5 

K(yfs>. й.^хй.е-з -? ^
(x , W )£eC [q.OtJ);

függvény folytonos, ak-alxol a

kor a következők mondhatók,

lekintsük a C Ltyt 4r] térben & következő
(r

d Lp(y-i-t) l'fi< rsr,5)^rs,t;c/r 
a

(4.3) (y. & [c/f/rj} J4Ы4

integro~<iiff erenciálegyenlet et, ahol (fjff)*- V'éS/é) e- C'£a-,írJ 

.en fiz -L & T -re. Ilivel a (4.3) egyenlet (4*2) tipu.su, , 

fentiek szerint azt mondhatjuk, hogy a (4.3) integro-differenoiál- 

'onleti'O a 4c0 és ha az Д Jj loperátor spektruma tel­

jesen a baloldali falaikban fekszik, akkor a 0^ negatív, azaz c4.3) 

igoldásai b ^ Í9>o) nagyságrendben 0 -hoz tartanak*

4.2, Л második r.enorális kitevő negativitágának kritériumai a

&айиг.. шт&ШпШйгяк&ГРХ
A kritikus eset első közelítésben való st ab il i t ás viasgálatá- 

ban nagy szerepe van a m.g.k. ne gat?, vitásának. Ezért a következők­

ben két ekvivalens feltételt adunk arra, hogy a 

gyon, ha а ЧС^ = 0 *

bizonyítása során és a kompakt operátorfüggvényekkel foglalkozó 

4.4 pontban. A második tételt a 6. fejezetben stabilátásvizsgálat- 

ra alkalmazzuk.

negatív le- 

AZ első tételt alkalmazzuk a második tétel
Г

4*1« gátol, Legyen a (4.1) egyenletre ^-0 4ш véges*

negativitásónak szükséges ás elegendő feltétele, hogy 

» ()sQ^-Cy{ számok, melyekkel teljesül

•’ !:■ r d 

létezzenek olyan T>y|
Г

a kő­

vetkező feltétel*



- 40 -

minden X 6- cfe • 4 6 X^ -hez található olyan ©x,± €• Г7* 111 , hogy

|[ U-(-fe ©X)^. ,-Ь)х. (I к с^цх II .
Bizonyítás. Szűk aégess ёк. Ha a \ 0 » akkor

II U (-tTj-t ) УЦ к (1 U(4T,4) II KXÍI £ NJ^T^ÍIXÍÍ (Vy>0)

teljesül a 0\a^ definíciója alapján és igy ha T" elég nagy 

, akkor 7" к Á 

és Qxj= T választás megfelelő.

f
(t> m/s)
q.= HfT-y

kiégendősok. Legyen a

és igy a Tétel állításához a

/ é -ta к 4 ^ M

u (rC) '©) operátor folytonossága miatt van olyan © , hogy

minden f 4 - ©j ^ © és i„ í 't' ,t'i 2-t

, hogy ha

II и(ъ, k})//<
-re és tetszőleges

tetszőleges. Az

líUCt.'O/i * L
°r

& ^esetén. Tehát van olyan © > ^ ( 0 — 2.-t

(/f-öV1 ^ ^ ±(J+Q') ъ 

( a0^ ^,v< 2-^;

teljesül, akkor az
/. Ilyen 'V , 'Г

fer Ъу -re

J/l II u(z',T)xlU í lu('c','t)xll
. Vagyis a 0 ^ >AW' a 

feltétel alapján, hacsak a 4 0 < ^ Ъ é 24 . Tehát a

2T ő j^40l24j[ intervallumon 0 

korlátja.

IDU- |luC*,t'WC't','i:)*|l illut't 

llUfTí'.T)/ [[ > Cj,(|Xll

't
1

ahonnan az

-nak van egynél nagyi) b alsóY-.X

Legyen / 0 $.% 

tot 'УЬ -ben és T

tetszőleges és tekintsük a következő soroza-

1 -n:4>ö

"to ©
0 = ©

*4 - Ulfc^t^x«,

y’ ’ и(йд,к=цаг,ь0х
'/'цил = U(4

X0,4o

) X*- U (iß_+/| j iyj yo^&-H — © 4-H,

(i»l,i.... )
lépésen belül teljesülni fog, hogy a ± c ^ ^

egyenlőség és az // h

Véges An
*'v'+/í

?>•/U (© 4tó) x0 - C( Í4j 4 ^0 У/vwAz

©:
у
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alapján

ИЩ-l,-Ц,}/о |( ^ ^ ,(4.4)

$ = „ Ша lrz)i(
UTt

Т ( {Uo,ь .-•»М'О

a (\.vd datt. Ilivel а<: ív?

2
t ősért а

^ О ^Х„Ло =
"Í. »VI -Ьw4 -1

Ä.

© (9 -9Хи 1

ЛуН /1

XAw i’t Кл.íy>W

-4 ал& 't-о $*.,1,
4 о. "к Яьсс^1 ^с,

Iw-И XW. fi. v™

. Tehát (4.4) alapján

Í
4n 4 Л >as as

4ÍIUU, i0)Xo(! é - q.
4 j.'. ■ ,!iU(x)40]x0íj'^ k(^/{0) V if 

Áa. Ц,

.2. Tőtel, he. --voa u (4.1)

IÍX о II >
w* -%,, ahol

> éc 1Ч;„ а Л negativ.

J =»0 » (X Л <So OS

akkor da сз;ц;1а Л-ког tal.1ő~
1

f»0 tetflggl^a. A V<0 

sül. ha Угла olyan C > ö konstans. hogy
OO %[ ^nua.^xiiht](4.3) 4 C l(X II (j&< c*o , x: g-3);
T

toljоsül.

. ^vltás. szükségessé/;. Legyen 0\

dUC4,w4 * N^/^ipa
Tehát

-f ^ О , ekkor c,s 

teljesül v&lsadlyen ^ > 0 -«
3

1oű OO

^ ^HuCi.rtefyí ^ ftSPtl>S Л-i l\xi( -
л Qr

egyenlőtlenségből következik (4.5).
Az elogendosőg bizonyít ásóhoz mesgnratatjük, bogy ha a 4.1 Tétel 

feltételei utt teljesülnek, akkor a 4.2 Tétel (4.5) állítása сш 

teljesülhet aeaailyen C>0 -val.
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I‘Tegyük fel, hogy minden (o<é /() és 

ol; Kö ) ПГо fej /)

[(UU,^0)x0 [I > <^[iXo (í

fijua,r.)xj^ís $ j; ЦШ^Ы^ fjLfyj^dU » q%TlS*tf> 

x. ого r0 у
éj, éa T olyan nagy, hogy 6j,^l

(4*5) feltétele nem teljesül.

4*1* Aovio.^ <séa. Ha a f > 4

. bogy

X e рг.Ло'к •
Ahonnan

, akkor a 4.2 SétolHa a > C

, altkor в (4.5) feltétel he­

lyet tecithetó eiz egyszerűbb

<x>

Aaaf f i-IM (-é,e)x f dl ^>л 4 ^
(4.6) (*< <v>

feltétellel.

Ugyanis a (4.6) feltétel ekvivalens a következővelt
£x?

J" ét II ll^d -t
aa Г intervallum karakterisztikus függvénye. Ja po-

opo-
!p

~ro, ahol . /. (£>) . nch

<1 ^ ;

ahol ^ ^t)

dig azt jelenti# hogy aa 

rátoresalnd korlátos minden 

túr elemei olyan uéroeto X (£)'•!/1 v? 3 függvényen, melyekre a nor-

Л-€уШадА %-> ríb)

/р -odik hatványa integrálható (Lebesgue szerint). & norma

'fenét a Uanr-ck-iteinhaus 

nonauban is korlátos, ami éppen a (4*5)

ma

iiimí! = ( Sw cvaU-ift
A

Lp@) -ben аз 

tétel ur.u*aében а V,r
feltétel.

4« 2. кеклекуаез. A 4*1 és 4*2 tételekben a -= C? 

4 (9 Helyett asiiiaeté oa f ^ KACS) (f d Г

feltétellel.

4*á* “ yi «-4 ‘édhiflíkt ‘iV- • ^XíiyX1' “ b'L.u^u

ffM fa, ддмаД&.1и»юЩд Mfcsft»
tekintsük moat a (4.1) egyenletet a 1)4

es a

(Л Gi«)

domnoans muin-ia-L.-„ ,.fi

dimenziós eukli-
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dósai térben, melynek alakba legyen a kővetkezői
И

X i&*) ~ “ pc eft)t fá £ X)у,Ш
'ft.-'l, c

péfLÖO • X/) ^ folytonos függvények.

C* Kobone [SSQ megvitatta, hogyha a ft£&)~

(fe. - • ••;
megoldásai в 

Azaz • (4.7) egyenlőt ос

Mi nőst megmutatjuk, hogy ha a (4*7)' egyenlötben szereplő 

együtthatókra csak a

fi - 4,2,..., fa)(4.7) 7

ahol

l^C^l >- X >o
i-4 ,tV ÍL

feltétel teljesül, akkor a (4.7) egyenlet
-<54

nagyságrendben tartanai 0 -hős, ^ ©setén,

e.g.k. negativ.fr

'K
-t p..© -j>J i [p;eL©| ><T>o (4 6I,

(=,.И*
feltétel tolj esül, akkor a megoldások X nagyságrendben tartanak

(4.8)

0 -kos, •£-><*> esetén. (A (4,0) feltétel ast jelenti, bogy a X/C-t) 

mátrix vertikálisan diegonaliaon

hunok bizonyítását arra a speciális esetre való visszavezetés«

has.)

sei igazoljuk, amikor minden лва negativ. Ebben qpeoiéliz

, akkor a (4,7) X(fe) a. .. , he íi X (0J> 0

( ( - X 7 -]fa)94 6-1/,
valamely indexre ah X^j' 

akkor lenne olyan 40>4 időpont, bogy az

Хв Difi«) es

megoldás пал lenne positiv,

ős az

Ugyanis ba

X-jthP о
fVfcíW -k• kivel aУсХ) > О , na

пш negatívak

f'fc&Jfá'tol ) C - h ■■■) ^ XXc 4- (Oc.Ct) yL > 0

Amelyből kapjuk, hogy az
-t

y,(t)> y-iW eiífC-f pu<t)dt)
4

, a feltétellel ellentmondásban. Íz tehát
t = /f]2,.1fa') ?

ahonnan
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azt jelenti, hogy minden Xfä ( <» 4,?•,... , M függvény pozitív
minden -t £l/| -re. Ha az )c-(4^)> 0 teljesül csak, akkor vegyük 

az y-'GOfí pontbői kiinduld megoldást (Oo) , majd f—? о 

esetén kapjuk, Hogy )c^)> 0 (i.elAl t - 4
Ezek után adjuk össze a (4.7) egyenleteket és használjuk fel 

a (4.S) feltételt, kapjuk hogy

- .*)»

j , ^ M

at (2 ví©)- -2]
L ß-И í^-fc

г
■fc

xtft)2 0 C-fcfrJ^,
ciálegyenlőtleaséget kapjuk, hogy a

{{Z 4)

normát tekintjük, tűskor a fenti egyenlőtlenség pontosan azt jelen­
ti, hogy a (4.7) egyenletre a a.g.k. negativ, ebben a speciális 

esetben.

. Megoldva ezt a dlfferen-mivel az

'h%= R• Ha a

Legyenek a -ft&ti) függvények és az X^0) kezdeti értékek tet­
szőleges előjelűek és legyen a (4*7) megoldása X\(t) (_-C p4,? j.
Legyen = C ^ &), . - •, ^ /кв))

'К

S = ~ hí^i 1 %
^sAAH

differenciálegyenletnek a ^^[4] *()( '0jl keade-ti feltétellel. Meg­
mutatjuk, hogy az

megoldása a

(4.9) Лл J'' ?

É-i-л) .(4.10) I^tül 4 ^(fc)
Könnyli látni, hogy a £,(t) -k kielégítik az(5 -(r

4l4) e^wi «Р(-$ Р«ю^3 +• (&p(rfvii<V*fZiPi№ 2
*© ö(s

integrálegyenletet. A (4.7) egyenletből kapjuk, hogy az 

függvények kielégítik az
x4j3
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■b-fc ■fc

lat egrálegyenlotlensóget. Az 1*1 Le&saát alkalmazva 

(4* 10) egyenlőtlenség fennáll»

Ilivel a (4*9) rendszer ©ss’ütthatdi és a kezdeti feltételek Is nem« 

negatívak, ezért az előbbiek szerint a

íj® < -t------- —• U A ~ <1
4 «М 3

A (4*10) egyenlőtlenséget felhasználva kapjuk, hogy a

2(h'fe(SjílX^;)J^S
lakjuk, hogy a

/К

I é t_í (J§>i)'eoi)
feltétel helyett tetszőleges ^ & T^ 

mételve a fenti gondolatmenetét kapjuk, hogy a (4*7) egyenlet 0\

(И1Л.
A ^ - x| kezdeti

3-
ЛСm.g.k.-je negativ, feltéve, hogy

4*3. ^o;::iOi-c>:aéfl» A fenti állítás kiterjeszthető a 3- l

-0 .

tór-

ben felirt
Oo

( f U-.)Xj íü- -Pri® x^' f(4.11)

végtelen difforenciálegyenletrendszerekre is (ld. [22] ), amikor a

(4.11) egyenlet megoldásai approxhaálhatdk (4.7) alakú véges rend­

szerek megoldásaival.

4.4. j-OQP;:ict operátorit vény ok úü a ná»n^k generális kitevő 

Ebben a pontban az

— X
-tr

alakú lineáris differeno í ál egyenlet eket olyan Д#) operátorfUggvény 

mellett tekintjük, melyre az £ A(tf : ir& ГЛ 

lezártja az operátor normára nézve kompakt lesz az otf($J Banach al-

( é &l/\) A(i) £pC(Í>)/X бЗ>](4.12)

operátorésalad
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gebrában. Megmutatjuk, hogy ha az Д({) olyan kompakt operátorfügg­
vény, hogy a GO -limesz operátorainak spektrum a 1^e, 0\ é. -V0 

(V0 >o J íélaikban fekszik és az Ad) még további feltételnek Is 

eleget tesz, akkor a (4*12) egyenletre a ^ negatív lesz.3"
így újabb feltételeket nyerünk arra vonatkozóan, hogy egy (4*1) 

alakú egyenletre a ^=0 és ^ 40 mikor teljesül,
A bizonyítás technikájában felhasználjuk a "befagyasztási"

elvet (Id [10J ).
Mindenekelőtt néhány seégdállitást vezetünk le és megadjuk a

szükséges fogalmakat.

4*1« Definíció. Azt mondjuk, hogy а Г (Ъ) operátorok 

halmaza önmagéban kompakt (röviden kompakt), ha minden Д £ Г1

aoro“t“k ™ol7aa 4
-beli operátorhoz konvergál.

(/yv. * 4, 2,. - 1
rmely operátornoxmában egy

4*1* lima, Legyen A1 C oC&>) 

nyitott halmaz. rael.v lefedi Г elemeinek spektrumát, iákkor

Daa
testeim G

G (5 C)

nDelator ogyonlsteaen

/\ e 1 -ям
**> ШмМк я!тш> F ( с G) járt йвДам» Hg Г -beli

operátor spektrumát lefedi.

Bizonyítás. 1) begyük fel, hogy nem igaz az állítás, tehát van 

olyan , hogy és А^&Г-та az

(4.13) (4л -? о.; ,

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy az A^=> A & G1
, tehát ÍVQJ £ И minden ^ ^ G . 

A. Aw=> A alapjánaz (A^)| —> || g || (4л -? л>;

----Аэ

és igy (o' (A ~) ^ G
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(Id, \ji] ) és igy az
RV(M = [A-VI+ (A~^)JjT~Rv®(A-J V/).
Legyen Д\о olyan index, hogy ha
tehát И'Яд (A) (A ~A/w)|( -^r A 

r Со <V A

-/Vj]
hogy ez a sor korlátos is m> K0 -ra, ami ellentmond a (4.13)
feltevésnek,

ii) Előszűr is megjegyezzük, hogy az S*U f P(A]]
АС-П * rí

a komplex alkon korlátos. Ugyanis, ha lenne olyan A^6l és 

Ov sorozat, hogy _$> o* , akkor az Д^=>А^П

alapján a &Q\) körüli elég nagy sugaru körben minden G'(Aj Ъогюе 

ven. 4m± ellentmond annak, hogy és | Aj ^ *

lehat $ valóban korlátos.

Az állítás igazolásához elegendő raegpnitatni, hogy а

<p ( C (J S’) = J >0

és az Ь halmaznak a távolsága positiv. És Így P 

6a CG ’‘között" lehet választani, Ennek igazolásához tegyük fel, 

hogy 0 - 0 , azaz van olyan Д é- C és J 6 JJj, hogy

A ^ G ( a G határa), Feltehető, hogy Д^-> A

(А & Г)

halmaz és а (Г(Д-) elég kicsi környezete is benne van G -ben,
(o (Jj elég nagy h indextől kezdve ebbe a kijelölt 

környezetbe esik, mert 4^=} A » aníi ellentmond annak, hogy a 

P(Ä J A £ C> 6 • Tehát а (Г valóban positiv.

• Legyen P ösmagában kompakt és tegyük fel.

Шалл G ■ - - ч BüLMitti

, akkor ||A II 4. ^ . 

alapján az (I I - JjjA - AJ И “

sor konvergens. Ahonnan következik.

K-2 J
a 1

hcil-

, azaz a G halmaz C G komplementerének

-t az S

ем G nyitott• De ekkor a -t lefedi a

Viszont a

4.2.

23S IyQ>o)
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ACvJUt
-^0Ile

Llaoarrltto. «иц kell jautaáux, bogy ha a T eiég nagy,

II é Ní„ г

akkor az

{A® , -t>r] (у Г £.£($)
kompakt halmaz elemeinek spektruma a <á-yo féloikban van

(ahol P aa Afc) со -ümeszoper át órainak halmaza), mert ekkor 

az állítás n 4.2 Letnaábél folyik. Ilivel a P elemeire «a telje­

sül, ezért csak azt kell belátni, hogy a halmaz a

féléikben van elég nagy T" ~"rG* Begyük fel,

azaz van olyan 'ЬЛл.-?йо 

-nek van a "Rs2^ у~-У0 félolkon
kívül pontja. Feltehetjük, hogy А(Ри) —^ C & P (**-> **) • 

és a föltevés szerint 6" (P) a R-g. C\ ^ —Уо 

is, elég nagy /h_ 

ellentmondás az állítást igazolja.

Ahhoz, hogy ogy kompakt A(fcJ oporátorfüggvúanyel a (4.12) 

egyenlőt * a.g.k.-Jo negativ logyon, az 4(Rj-r6l további fel­

tételeket is ki kell kötnünk. Ezért hasznos lesz a követkézé

4.4. Dofxaicié. Legyen £><3 , i^yf • ást mondjuk, hogy az Д%) 

operátori iggveny kielégíti az feltét olt, vagy A(£)€ ‘e,t- У

ha van olyan T > 4 , hogy minden -fc x S 2 7 és 4(L < b/S 4, /_ 

ecetén teljesül az ЦА Ci} ~А$)Ц 4 í

nézzünk néhány példát olyan 46£) operátoraSuggvényro, melyek 

kielégítik az Ц. L feltételt, valamely adott £?0 és -

gyei.

Ral ^ -y0
hogy ez nem igaz egyetlen I У A számmal oe, 

sorozat, hogy minden P)

-ban feleszik, ezért 

-re, ebbe a félsikba esik. A kapott

egyenlőtlenség.

1) Ha elég nagy -i -re az

lIAítl -A„ U <í/z (A0í<Z CB))
* :■!
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akkor A ft) G F,
2) Ha látásik os Д(Х) difi’ereaciálhány adoea ás a -HÄ *(t)/( < ■§- 

elég nagy 'Ь -кто» akkor А 60
Ugyanis, Ьа -L( S elég nagy és i’/L < -t/SÍ L , akkor

ЦМ-0-A&ll -1 jA!(t)dr \[~ II f^Atz) £ dx. < J^L \Ач -i ]<c £
Az 1) 6b 2) esetek nyilván nem fedik le egymást pl. 4 Ét) Ям.

függvényre az 1) nem teljesül mig a 2) igen.
Az 1) éa 2) alapján, ha az Áfa) operátorfiiggvénynek i 430 

esetén létezik a liaesze, vagy ha létezik az A és lim "t 

akkor minden О О-hoz van olyan /-> 4 , hogy 0..jr L .
Esek után tekintsük az

tetszőleges A >// -gyei.£.a

x- áS) ,XC'3)(4.12) X
-ír

egyenletet kompakt Щ) operátoxfüggyénnyel. Feltételt adnak 

arra, hogy a (4.12) egyenlet A ^ m.g.k.-je negativ legyen.

4*3. дм« I—UMl A<£) :X/i^(3) яшАШШШтЛиитшшМ,
L.jaflte q fte ^ ^Vo>°Jifi-fii

ftSlglkbam (Ekkor a 4*3 Ьеииа alapján van olyan í >yí , h0> О , 

áogy |f£

CX> -linear, operátor*^ p

AC-tje-r -vb 'C &-Í-/I ) .II í к,г
üft-fls 4$) fct»ié(dti sás

val ( £ ^ -^> 1 Ä N A/о /

akkor a (4*12) egyenlőt (\

;

feltételt elé." kicsi ? О m
Кч-к9е)

az A A
V,-вял Г ^ Л/оÉ| OlC:" X X

n.g.k.-.1e negatív.

4*4. Megjegyzés. Л (4*12) egyenletre a 4^ = 0 , mert az A^t) 

kompaktságábél következik korlátossága ás Így а А ÜÁt&tL < ^ (Ae-TA ) 

(ld. 2.1 Lemaa).

Jizoayitáa. Afi Át) £ b és igy ha AT elég nagy, akkor
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(U_ í ^ KL) .MftJ-AWI
I ЪмлвяааЪ ojy Ilyen Or mÉMritf «njd ftaiáljfrfc iu. 
Tekintsük aa

X« Ш(4.13) Xé
(t 4 tű TL)Act)(4.14) 4 * t

differenciálegyenletet ("befagyasztás!" el?). Mivel a (4.13) egyen-4a; & IЖ?).£п£ , ezért az S)~ £let Cauchy operátora £
operatorra a 4.3 -bczmat alkalmazva kapjuk, bogy

/ é |V0 (f/"” ГГ á SA A )
Az 1,4 Lerónia felhaszuálásával kapjuk a következő becslést a (4.14)
egyenlet U ( 4( 5 ) operátorárai

vD и rt m *)-A&Mdb 
g p s ' ^ <

a feltevésünk alapján. Legyen most

Д Л)А f
//c2

A/„(f) (tiSíUtL)llU(t,S)[|A Kí0|ij P

ahol V * V0 - N0 6 ;> О

S- 't és . iey
-\P

(l Ц (_T) tL) II 4 (\j0 L
Л tycÁ teljesül, mórt az /_ > U0^V • Tehát a 4.1 -Tétel feltételei 

teljesülnek és a fenti (7, -val) elég nagy £ -re, mert az
Aet) korlátosságából és a 2.1 Locsaából a fapC? és ^ vógessége kö­
vetkezik, Következésképpen a 4.1 Tételből kapjuk, hogy a (4.12) 

egyonlot m.g.k.-je negativ.

Igaz a 4.3 Tétel következő aegfox&ltása is.

4.4. £&&* ШятЖ № kompakt, operátorfüggvénv éa tegyük 

fel. hOifry az

X=- 6ÉL X Cir (rl 4) X 4 3)(4.12)
3

egyenlet л :t:y. (МША • %,-(? » őzért e—1J
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olyan positiv számck, hogy (Ц (í/ü)(| ^ (V? (■bz'tíA).)

йадй Щ£Ц,1_ áisk

£шш&» (í<jjs)L> ^ ^ Шиаш Д ft)
rcjinafc дд)^ЦДДЩ| v;^L:vX;.al v R-A ( У0>р;,f élslkban.

Blaon-vltás. legyen C£ с>С(Ъ) az /Ш &-> -limeszoperátora, akkor 

olyan -i^ —) ^ sorosat, hogy /f =0 C fa * (Tehát
lntlUtítj (5* A ö -bős tt* aa /К ©lég nagy, akkor az

iajfláuackicsi

Oü -1 traanz operát o-

van.

van

MJ-C/ ^cT
Hívei <4( , esért ha. í elég nagy, okkor

C Ah^ Az 4 Az^L),

(Dohát a /I Q -Ml (I A. £ f сГ » ba a ^ < { < / ^ és as Ax elég 

nagy. Alkalmazva az 1*4 Lámát a (4.12) és az

//A(AnJ - A (£UI £ £

c C~£ £ГЛ) У & 1A)
, kapjuk as

X - CJfaá■b
иegyenletre, melyre az 1(л(АсХ)~€

A iСУм. rpи 4 N'Лум^£C- A (MlH dS )
egyenlőtlenséget. Legyen most t-Az^ és Az z= L -L

!есыЫ ns ^f+tyMjeuc'
Az (1.11) egyenlőség értelmében a n ,

г I CJ^-Lr
A^lieu , IUH Ц

S

12У>4 *

IA (o(C)- íkP
-t?o

ty/л A/p<c 4 i-и^Ш f)í

> 0 , ezért ha

v0 - p-ty (£+£)-^3 >oéa C -tői
független* Tehát a ${C) minden C -re valóban a Re. R fél­

ni az 4 -Ah A
^и/у?
JviL£, L választása alapján j? - Aj, f -ahonnan az

a í elég kicsi, akkor a

síkban van.
A fonti két tétoi és az P^/L 

mában kapjuk az alábbi állításokat.
operátoroeztályról mondottak értel-

'
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A (4*18) egyenlőtlenség alapján következik, hogy аз ХШ korlátos. 
Tekintsünk nőst olуел Aí-t) operátor függvényt, melyre telje­

sül az
2-fc

(-£ & l/\)'(4,24)
*fc

ЗЪЪеп az esetben többet tudunk mondani, mint a 4.5 Tételben, 
Megmutatjuk, hogy igaz a következő

4*6* Tétel, Tegyük fel, hogy teljesül (4,24), Ahhoz, hogy a 

(4*15) - (4*17) Cauohy feladat megoldása korlátos legvon aa T. -n. 
minden olyan folytonos ^(i) függvényre^ melyre a i -fC-í) függvény
§& J", (4*16) egyenlet

Шшш*
4.5. Megjegyzés. Mint láttuk, a (4.24) feltétel biztosítja,

Xn = 0 legyen, azaz a (4*16) egyenlet a kritikus eset­
hez tartozzék. És Így K*P. Perszidszkij tételéből következik, hegr a

hogy a
%

(4*15) - (4,17) Ceuchy feladat megoldása nem lehet korlátos minden 

folytonos és korlátos jP(k) -re. Ugyanis, ha korlátos lenne, akkor

2-4i'laz
j IÍAcs)llds й \IA(s)ti ds £ И ( i G ly] J

egyenlőtlenség alapján a (4*16) egyenlet integrálisán korlátos és 

Így К.Г. Perszidszkij tételéből következne, hogy a (4,16) egyenlet 
első generális kitevője negativ.

Bizonyítás. Blagendőséf:. Legyen 2

*

- f < 0 • ekkor van olyan<
%

hogy az

11иа,ъ)ы HJiy Ci > 4) эahonnan következik, hogy
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tjuu,r)f(t)dtllé ytjlUfWl ^ Ш
minden 4 £2

SxUksájgaaaáam Először is megmutatjuk, hogy ha minden f? £ 4(B) 

-re a (4*15) - (4*17) Cauchy feladat megoldása korlátos, akkor saintén 

korlátos az,

f Hifii I
-re.4

4 = да /1 fa 

x(fco)-0
Cauchy feladat megoldása is (•i0 ^1A) •

folytassuk as f 64) függvényt a 4 p -tél balra О -val.

(4.25)

Д) 4:44^
$% -(4.26) 0 44 44b

És igy a (4.25) feladat megoldását úgy tekinthet jüka mint a (4.15) •
(4.17) feladat megoldását a (4*26) szabad taggal. Előfordulhat ter- 

mészetesen, hogy м |Й nem lesz folytonos, ezért tekintsük előbb 

a következő (4.15) - (4.17) tipusu feladatot*

^ 6 ^ f ^
^еИ) = 0 ,

ahol az
0 o ^ 4 <40- £ 

U-tD 

Z0 £ 4
-feÖO" j' 4. f4<4 (f —t о + £)

4 (L)
függvény folytonos. A fenti egyenlet megoldása

•t -ь0 Д
X£ö:)= j U(4,T)f£ö:)dr-p

Hasonlőan mint a 4.5 Tétel bizonyításánál láttuk^ van olyan £ > О , 

hogy

e

II *€®l i- Hlf£III - U f III ■
begyen 4 fix és £ -?0 esetén az első integrál normában 0 -hoz

<
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5. fe.lezet

fi második generállá kitevő stabilitása

Eeldntsük az

x- A^x

X = (ЛШ+ъс-о;*

(5.1)
(у €гЪ ,-к A(t) б о(ГСВ>)}

(5.2)

lineáris homogén íüli'erffiffiiálegymüetoket, ahol /4(U és г$ф ope- 

rútőritiggvőnyok erős értQleuá on mérhetők 6a lokálisan Boohmr in­

tegrálhatók az T -ru Jelölj© /Kj(&) (iH. ^ ($.)) na (5.4) egyenlet 
4 ö ő 

©Iso (ill* második) generális kitevőjét f4*4\2)

abbén a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy ka a 

akkor a változtatásával, hogyan változik a
oc?0;»/vc3(2)

Meg lógjuk mutatni, hogy ha u (113(4) í( "kicsi”, akkor a is а

O', с И) -tői csak JdLoeit lehet nagyobb, azaz a A _ az egyenlettől

felülről léiig folytonosan függ*

A továbbiakban feltesszük, hogy a Kú - ''kV'f) - 'TC0(2) teljesül.
■ы-i 3 3 о
Лвст)|/ (у(г - о Г &L. Ш),

со '

3WeJlBCO|| - О , vagy íllBCf) (I á t
t X О

<Jz például fennáll, ha a lila 5
azaz ha speciálisán

teljesülnek.

Jelölje Ua^) az (5. 4 ) egyenlőt Cauchy operatorát, melyre 

1^(4-Г és legyen 

5.1. ifitää&Skk» kzt mondjuk, hogy az (5.1) o/cvcniot rendelkezik

, ha az (5.1)

S)- UfeftH^fe) c£>Mt2j.

40& (j , Ы) ( $ (~f. J N?o)
operátorára teljesül az

flu,a,S)II iNe^(i~s}f/
u4a,s)

(í > /fj
feltétel.
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5*1* йШШк» ШП&ЩШШШк az (5*1) fi к У. (pt N) tulaj-

donaá^al üslIahsxsucl л ПгС ?) = Кя ( < e°)

qj^íjx -t0>H дама*. ..ва1жвв-аа

• Ha van

S-fc*
ЛM <v-я aí

let rendelkezik az cC* (glj№])Q. wiyi*ja

Á/^ A/etulajdongául- nhol о L, -f Д/ /4 

Bizonyítás. begyei -t > S> yf 

Lenaan. értelmében

)

tetszőleges, ekkor as 1,4
A

v flßcvtfdrУ /uiuza,í)ii <l pj e 1 ff) & 1
A UB feltétele alapján fsßCt:)/ cl Г 4 M± (to* j 

teljesül, ahonnan as állítás következik.

ocQa -s)*

Ím.-Í0~)

Sbbol a második generaliß kitovo stabilitása;

5.1* £&&* teasa. ..aa (5.1) á& (5.2) cgzsag.L^gJ-.-,i^ явлю-
szárynl. A n.g.k. ekkor a következő stabilitási tula.1-2JLa

-.

О s'0 f nelr; csak az £ -tél ás nalésssli: í?o 4iaajiaa.abH» 

(5.1) e.-rmalettol iilgp. 1юя:у ha
S-t

/( Ш('C)II dr C <r,
A

ofeáLik ^<,(2-) < ЪаУ) 4 £ ,
3

Bizonyítás. A m.g.ke definíciója alapján az (5.1) rendelkezik

NE(J
ján létezik olyan Ус ,-U > И

tulajdonsággal. Másrészt a feltétel alap-

* Hogy a
5-U

* fII Bír) II d
o J

s
aS.t <caup

£/у\~1í>So
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káért аз 5,1 Lama alapján az (5,2) egyenlőt rendelkezik az
<£{У$)<~£,и 1 ív1)

í\^(2) é £/2+- i %2 o^'orslötlensog követke­

zik a la.g.k* definíciód^ értelmében, A Sótel állítása tehát tcl-
5" < £(кЩ{ч

5,1* KG.^iof-ysés. Speciálisan az 5*1 Sótel feltételei teld «»ülnek

4 H В Ши ^ d

lám

5.1* -öv- -t kemény. Ha a

túlad dono ággal bizonyon Д/' >0 -vsl.

Ahonnan a

választ mt tokiéit dák.dósul, lia a

(-t € 1/f) aellett, Ekkor ugyanis a 'K ^C2))&

mórt a

4s
/f l|6(T)[| oK -011Ja ?

«Мвру ая (5.1) ófl (5.2) ft kk

Valóban az e.g.k.-k egyenlősége következik az
4S

0 4 j í pct)í| dt £ ^ flß CT) l| do: £ £-s fl[B(z)/l d 'T
egyenlőtlenségből ( i( S elég nagy). A m.g,k.-k egyenlősége pedig 

az 5.1 Tétel következménye, mert a tétel feltétele veidet»ki tetsző-

légcsőn kicsiny <5">0 -iu~l.

(

lám 4 B<$) = 04.~>o°
esetekben teldesul. (a lira 4 В CÖl-)o°

esettel a 4.4 pontban más foglalkoztunk, ld. 4.1. következmény)
Vegyük most az A (-L gT л} А С Ж A speciális

esetet,

5.2. Következmény. ?Ia az Д operátor 6Д4) soektia

l^L. f olsi^i ХокшШ?._4а .A 'S ft) ; Г
lOo

vény olyan,, коду .уд j"|fB(T)|| d 't < ^
'l
* ^ -e В (44) x

letre -О és Oi negatív.

Az 5.1 Következmény feltétele speciálisan a ;

í и 6 rand
Л

^ <1 Лз

а Ъ:;Л_пТ.Да-

Q:, Órát Qrfügg-

Vf» '*•

, akkor az

шэадя®
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G. fejezet

A náso<^k .uenorális kitevő nera tivit ásán^k «s^reeo g 

atabilftú^rónsnálatokbaa

Ebben a fejezetben az

*= А(УХ -f F6í;X)(G.l) (4 6-14, fCi,o) = 0) X é'B)

nesa-lineáris differezwiálegyenlot 0 Haogoldásáaak atabilitA»! tu­
lajdonságait vizsgáljuk a hozzárendelt

(G.2) (A&eXQ) )±élA)X - A®x

lineáris egyenlet n.g.k.-jenek felhős znál éusúval. A vizsgálatok-
o

ban feltesszük, hogy a (G,2) egyenlet a kritikus esethez tartozik,
. Továbbá csak olyun F > F> . Dáciákat tokái*-

tünk, melyekre a (G.l) egyenlőt kielégíti az 1.1 lokális ogaftsztoncia

, valamely ^ = f X • Ц ХЦ < }
Az A '• Тл -FoC(B) o;^rátorfUggvényről ped , boga uérhe-
tó és lokálisan Bochner integrálható i 2.

Megadjuk ü.G. Krejn stabilitási tételének általánosítását jjLd.
1,2 pont]] a kritikus esetre, továbbá B.P. Beaidovicc egy stabilitási 
tételének általánositáeát Banach terekre. Vizsgáljuk e (6.1) egyenletet 

■- perturbáció mellett, mely kielégíti a F Ц FC-L ,ЮЦ ~ &{llX[() 

feltételt (X-;>0 esetén ~b -bon egyenletesen). Végül az /4^J = /4=Co 

=kcnst. esetben vizsgáljuk a megoldások m»k.k,-k változását az F(A,X) 

perturbációtól függően*
6*1* Krein tótolünfsk általánoatáaa kritikus esetre 

Legyen az r~(l,)C) perturbáció olyan, hogy az

Лс^ - 0

tétel föltételeit gtkibbon.

félegyenesen.A
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A (6.4) feltételből következik, hogy
jVslcts < q. (JL % + VO

(\) ixj

5

tehát
(ft < i ^ Ы T) ’ 

&■>

akkor a (6.1) egyenlet / - О megoldása egyenletesen és asziapto-

цхед 4 A/$e
Tehát ha a CL olyan kocsi, hogy a g t ^ О ( Cj, < ~

tikusan is stabilis lesz, ugyanis a fenti egyenlőtlenség alapján az 

X (-b) megoldás az egész 1 

választása miatt
intervallumon létezik. Valóban, az

t

Цхсщ < ^(í) ( ^ ^ -L*. T-t-T)

és itt a / tetszőleges nagyra választható, mert ha az
Цх(ъ+т)ц= ог lenne, akkor

Ъ = ((X (^ + Г) II < ^ f )

teljesülne, ami ellentmondás.

jVA^
■C

б.г. д t aF«,>')!/- ф/ДОЯЬй1ШйММ 

XaUl »táMll-táa
U.Q. Krojn mognutatta (ld* [4] )t hogy ha a (6*1) egyenlet

£1^40**%*

x = o
~ {'(SC-í,/-)- (IG(+,x)Il - C^ÍX//)]

feltételnek eleget tevő perturbáció mellett, akkor a (6.2) lineáris 

egyenlet e.g.k.-jo negativ, tehát ilyen perturbáció mellett (6.1)

0 -megoldása aszimptotikuson is tabilis lesz. (A \(G £4, X )Ц = о(Цу II ] 

alatt a |[£ (•L)y.)[(/l\X lí — > О 

értjük, ahol a konvergencia ~b -ben egyenlete«)

itatjuk, hogy ha csak azt tudjuk, hogy a 

(6.1) ><*=■ 0 megoldása egyenletesen stabilis minden

, ha X 0 konvergenciát

Ebben a pontban
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Лm,x) е 9- { gom?
л

-Ь KG(^/)t-O{l!X(0} с"?

perturbáció mellett, akkor а 9 elemeire meg mindig aszimptoti­
kus an stabilis marad a (6,1) x = 0 megoldása.

A 6.1. Tétel értelmében, ha a (6.2) egyenletre ^ - 0 és

'U <0 , akkor (6.1) X - 0 megoldása egyenletesen stabilis% л
tetszőleges F(1,0 G V perturbáció mellett. Ugyanis ekkor a 

6.1. Tétel (6.4) feltétele teljesül tetszőlegesen kicsiny <fy>0 -vari.
Megmutatjuk, hogy a fenti állítás fordítva le teljesül.

Tehát, ha a (6.2) egyenletre a ^-0 ét m (6.1) X= 0 

egyenletesen stabilis tetszőleges F(4,X0 G ^ 

akkor ebből következik, hogy a C\ a, negativ.
6,2. (6.2) lineáris agvanlatra a ^ = О

ä x-o штШт

goldása 

perturbációra,

em/önle'fcft atnbiliaШЗ

ErtMSaau -h íl Hi,x)Ф") feltételt kieifeitő mrturbá- 

oió mellett я^ког és о мвввВШк3&£2£iJ3a..a (6.2),THe

Bizonyítás. Az állítás elegendősége a 6.1. Tétel közvetlen kö­
vetkezménye.
Szükségesség. Tegyük fel, hogy a (6.1) egyenlet X=0 megoldása

stabilis minden F £ T perturbáció mellett. akkor spe-
P { XHX/ÍP

ktntsük most az X = 0 -nak azt az

egyenlet

( Í0>/1 fix) esetén is. Te- 

5^- { X : /ÍX//<Gj környezetét,

mely olyan tulajdonságú, hogy minden X(iJ - X0 £ 5,

ciáliaan az

esetén'4.
az X (4) megoldás létezik _í ^ -n. Ilyen szám létezik a sta­
bilitás definíciója értelmében. Minden ilyen megoldást az

alakban Írhatunk fel, ahol ^U,^o)

-re az

XÖ0~- (Л (t jto) GJ (fej

(6,2) Cauchy operátora. Az ü^)

a
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(//^сы*) у ®iir?± е г4о)(6.5) у= № Ц

differenalláegyonlot tejesül* Ahonnan az О} •=» Xe

(C0 Y&ds) > A
, ahol

• A (6.5) egyenlet alap-4 60 ^ **p
ján a

i- II uu,i.)X4JP . 
b

ßß IUCcMx.fdt -ß ±Щ-
És Így а 4.1 Megjegyzés értelmében következik, hogy а < 0 

hacsak a

Ahonnan t
i Г XobS^j.f

5
véges. Ezt az egyenletes stabilitásból vezethetjük

(Г > О
t

, mely d:0 -tóile, ugyanis bármely £ >0 -hoz van olyan
(IXftJÜ k. <T , akkor II X (0/1 C £független, hogy ha az 

Legyen fjXoíí min ( (Г I b) » ekkor<

^ 6-40) p

II UC-Í, -Ц) yo К ^ < £ (Ь&Т±J • A Banach-Steinhaus

tétel értelmében éo a ^ - 0 alapján ebből következik, hogy \^<0 • 

6*1* Sftvetkeataénv. i) Ha a (6.1) шю-lineárla egyenlet X^O

FG V

llX(OlO ^(t)[lU(bj-LO xoi о £

ahonnan

л
no,toldása feltételt ki-

dan ilven perturbáció melletti

ii) Ha az

^pptotikU3an 1з stabilis min-ЙЯ2

X - + F(i,X) (i xJAiA£X(&'!,Fa,oJ=o)

nem-lineáris or.yenlet X - 0 megoldása egyenletese^ stabilis minden 

Perutrbáció moll ott. fflb;kor az A 

spektruma a baloldali Gúláikban ^aka^ik-

6.3. ^r?T d^yxldovicG zásaiénak dl^K-linor.

Tekintsük mo3t a (6.1) nem-lineáris ogyenletet olyan FC£/X) per-

b

л
bor б'СА)F €/P opera
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turbáció и ellőtt, mely kielégíti az

Mл ( Су > <0 ) AM ^ 4€ J-л )HFCt,rtH 4 cy [ixa(б.б)

feltétolt.

Ъ-Ш véges dimenziós euklideszi térben 

kielégíti a (6,6) feltételt éa

B.P. Demldovics a 

megmutatta, hogy ha az F(i)X)

a (6,2) lineáris közelítés "teljesen szabályos" (ld. Jl3U )
pozitív c-k.k.-kel és a megoldások m*k,k,-inek maximmá kisebb 

mint — 'i/^M-A) 

kusan stabilis.
Megadjuk esnek a tétebiek az által ánoeitáeát tét szó legos Ъ 

Banach térre a ie,g»k, fogalmának felhasználásával.

6.3. Tétel, aa a (6»^ ift -a A a.

, akkor a (6,1) X - О megoldása aazimptoti-

ш.й.к.-

re a
Mi ■■ni 141—1ЧГ

Á (** > //a? ;
feltétel tel.ieaul- akkor» a (6,1) ЩЩеЗ^ЛйЛйШк ИЯВЙУК! 0 Щ®*

<
/\М~А

Bizonyítás. A konstansvariáoiós formulából а (6,1) egyenlőt
Х(-4Л =yo kezdeti feltételt kielégítő megoldása

't
*£)= U(4.,ОХв 4 Г U(4,T) FCr, Xfc))dT ’

Чо• ekkor a feltételek ée a m.g.k. defi-Legyen s-o<-J- 
d A^r-A

nációja alapján
IIx6-t) 11 <ilua,u)/r ((Xo// + {v^ °op ffx will'd/t .

Az fUGlj-L«,) II < К -fc ^ (-t >-i0^4)° egyenlőtlenség alapján, ahol

K>0 ftigs a 4>0 -tél,

Л ^ К IIУ (-Lo)ll i éj, ^

•£

t
f't V^J//)^of r.

~t0
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következménye értelmében

_______ КII У сип____________
[4-(»-<Kixtto)iir4iVf о, r

mivel (э(мл~Л) > А , tehát valóban a (6*1) X- 0 megoldása 

aszimptotikusan stabilis*

6*4. Konőtma о

A Bihari-li

llxítííl x --Jc:
ÍA^-A

tor együtthatós lineáris egyenletek
bácilia

Az eddigi vizsgálatokban feltettük, hogy a lineáris közelí­
tés m.g.k.-je negatív, ami az s A stacionárius egyenlet esetiben 

nem teljesül (Id, 3.3. Lemma). Ebben a pontban a (6.1) egyenlet 
megoldásainak aszimptotikus viselkedését vizsgáljuk, ha a (6.2)
lineáris közelítés stavionáriua

x- Ax { A éc^CB) ; X á4£>) •(6.7)

feltesszük a (6.7) egyenletre, hogy p(A) véges Is legyen аз 

olyan szám, hogy na
oi Ъ О

ЛС5-Ь <Á
lie lé к e ь

A4 CA 6 i-4 ) .(6.8)

6*4* '^6tel. Ha aa F(4,>0 nerutrábioléra teljesül а (6.3) 

ogvenlótlenséa és a. lineáris egyenletre a (6.8) feltétel, akkor a
(6.1) assa-lineáris egyenlet К (-ti megoldására

íixm
Qcpfa -fe)t*

Bizonyát ás. A konstansvariáci<5a formulából 
A(t"Ao)

г (У( <Щ> ( j S^($) äs)) [ é. -P ) -

4: A4-4-S)
x0 +■ T exft)- e PCs, ^ 5

“t оTehát os

t-uKíi + к Г
А«

oCsCt-s)^síA-á
[ix^)íf z к e €
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'Ks-t e(.
egyenlőtlenség teljesül» melyet osztva C t függvénnyel és
felhasználva, hogy oOO kapjuk

-ne sí
-fc

H*o К f К J 5 f^)(e ^ .
_o( ^ к ellx&ile

Az állítás a Böllman-loaaáaől következik.
•fc

•üo

6.2. Kivatkeaaéay. Ila a (6.7) omronlot X - 0 mor:oldúaa 

atabJŰLla. azaz (6.8) teláeaUl a ^ ~ ^ = О
У ^.cs>)o(b x. л?

-V'ú,, én a

лккоу* .n (6.1) ajag-Ifoioárls o/rrenlet minden meg-
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