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Bevezetés

A disszertdcidban ) Banach térben felirt
(1) X = ABX + FE,%) (xe B, telt, =), F(+,0)=0)

nem=-linedris differencidlegyenlet nmegolddsainak aszimptotikus visele
kedésével foglalkozunk, ahol az A(t): %~ korlitos linedris operds
tor flggvény, az FAX: [Lyeo)x B — D korlétos figgvény., Az
egyenletben szerepld operdtorok korlitossdga biztositja, hogy az (1)
egyenlet X(t,)= X, ¢ B  keadetiérték problémédjire alkalmezhaté a
szukcessziv approximécidé médszere. A médszer segitségével kritériue
mokat kaphatunk arra, hogy asz (1) egyenlet kezdetidrték problémdji-
nak létezzen ill, csak egy megolddsa léteazzen, (1d. [1] ~ [4])
Az (1) egyenlet megolddsainak egzisztencidja és unicitdsa mellett igen
fontos kérdés a megolddsok aszimptotilus viselkedésének leirdsa. A
Banach térben felirt (1) alalu differencidlegyenletek stabilitds
vizsgdlatdra is alkelmazhaték A.M. Ljspunov médszerei. Mi Ljapunov
elsé médszerét haszndljuk vizsgilatainkben (1d. [2] - [7] ).

Az (1) egyenlet megolddsainak aszimptotikus viselkedését a
hozzétartozd

(2) X = Atb)x

lineéris kizelitds megolddsainak aszimptotikus visellkedése immeretd-
ben vizsgdljuk, melyet a Ljapunov kitevSkkel jellemstiini,

A Banach terekben felirt, korldtos operitorckat tartalmazé diffe~
rencidlegyenletek elmélete igen szdles kirben nyer alkalmazdst, A
klasszikus mechanika véges dimenside térbeli egyenletekkel foglalkoe
zik, Ha a mechanikai rendszer leirdsdt egyértelmiion loahwwél-'
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talénositott koordindtdk szdma megszimldlhatdan végtelen, azaz a
rendszer végtelen szabadsdgi fokkal rendelkezik, skkor a Hamiltone
«féle kenonikus egyenlet végtelen differencidlegyenletrendszer (2)
alaku less (14.[7] )« Bizonyos specidlis integro-differencidlegyen
letek tipusa is (1) alaku,

M4 most réssletesen egy (2) alaku, nem korldtos A operdtor
egylitthatdju linedris differercidlegyenlet tipusrdél mutatjuk meg,
hogyan lehet »d alkalmazni vizsgdlatainkat, Tekintsik e

DU _ turk % ‘
(3) 5 ¢ —5,r * 2 8 cob % U, %)

névezetési probléme differencidlegyenletét az UK,0)= Ur,7W)=0
natdrfeltétellel és U(O)X)= U(X)  kezdeti feltétellel. A (3)
egyenletet (2) alakban lehet irmi, azonban az A operdtor tartal-
maz differencidloperdtort és igy nem-korlitos a [O,7] intervallu=
mon mérhetd és négyzetesen Lebesgue integrdlhaté fiiggvények |, [o]
terében, Kerossik a megolddst

ULE, %)= 2 %@ A i X
=4

alakban, mely & hatdrfolidteleket Lielégiti, Behelyettesitve ezt a
(3) egyenletbe és a két oldalon Ysszehasonlitva & M NX egylittha=
t6it kapjuk ez

X4= \X/l . ’b')(;z,
S = .
h XTXA—A""’\Xm"'/Q)'XMJr,‘ (m:g)g)_,_)

végtolen differencidlegyenletrendszert, A jobb oldalon szerepld vég-
telen mdtrix, mint operdtor nem korlitos, mert diagondlis elemei nem
korldtosak, Ezt a differemcidlegyenletrendszert irjuk 4t a k¥vetkezd



integrdlegyenletid:
_.-t g
X )= € %, 0 + gej“‘@bx odn
(4) :
m; - (n=2,3,.)
3 (-
Xnl)= € x 0 + § e )Xr(xM_A () + X0 (1) A
]
AS X"‘@)_JSZ‘CSQ U, ) MMh hox chx o8 qu()C‘Lz Jo,m]

fliggvény Fourier egyltthatdja. Megmutatjuk, hogy ekkor az Wlk»)€L,
minden fix Tt = O0-1a, Pekintsik a

T 1l <><al {2
26 = w0 = (go W2k ,0) dx) = C’;‘i Z;A X ®)
fliggvényt. A (3) egyenletet felhaszndlve az

X
2
LodZ® g (,c))[a w2 v 2 & conx uu»@]O\X-

2 o+
O

Az

T 0o 7T

0 Uik, ' z

Jutw FEED o X T e - 5 ke (g dn

0 A=A 2 m=A 0
egyenldtlensdghll kapjuk a

dif’) <2 (20-4) 20

egyenldtlenséget, melyet integrdlva O 861 t -ig

00 i (Q.?r—-A)—b
(5) %) :<31- Z ) < 2o e
tendt az U (L, X) €L, [0, yarbven (¢ 20)és ez X = (24810, )eg
ahol X =(%4)Xge,...) & ¢ s haaz [X[= (Z X m véges,

Meg lehet mibatni tovébbd azt is (34 [7) ), hogy minden & (z 2)
temmészetes sziuhos van olyan G0 dllandd, hogy az | X )| 2 C&Kﬁ
m=42,--)  teljesiil, Ahomman az WU(t,x) eL84llitdsdbél adddik,
hogy ekirhinyszor pareidlisan differencidlhatd és megolddsa a (3)
egyenlotnek,

Koyl 14tnd, hogy az U (£,%)= cha%/(em@ t)) SCpm Cotts
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* 9 sz
5 €= (€= (0,040, 6,=(0-)) operdtorok az Banach térben
korldtosak és igy a (4) integridlegyenlet alekjal

-b %
(6) x® = U#,0) x0) + - gouut)’t>(5+5 )iy AT

2
ahol X @)= (Y.&),x.®,.0el .
A konstansvarideids formmila alkalmaszdsdval kapjuk, hogy minden

(1) alaku egyenlet a (6) alaku integrdlegyenlethoz hasonld
T

(7) x&) = ULk, £o) XE,) + Wu,rc);:(fz,xm A
ty

integrélegyenletté irhaté, anol U (4, T) & (2) linedris egyenlet
Ceuchy operdtora (1d 1.3.). Es igy a (3) egyenlet megolddsai aszimp-
totikus viselkedésének vizsgdlatdrsa alkelmazhatdk mindazok a feltd~
telek, melyeket (1) alaku egyenletekre vezetiink le. Ebben nz esetben
¥Smgll 14tni, hogy a (6) egyemletben UL, TII 2¢” &7 (1= xz0).
EbbSl és a (6) egyenletbll a Belilmanelams (1d. l.4.) alkalmazdsdval
kapjuk éppen az (5) egyenlStlenséget.

HegJjegyeazlik, hogy a (3) egyenletndl 4ltaldnosabd hévezetdsi
egyenletre is (7) alaku egyenletet kaphatunk,

Altaldban azomban a (2) alakn egyonlet nemekorlétos A operdtore
rel nem £ér bele a tdrgyalds kewvetébe (14 [8] , [9] )

Hint a fentl példdban is léttuk a megolddsok noméja exponenci-
dlis negysdgrendben tarthat () <hoz. Bzdrt hasanos a Ljapunoveféle
eled kitevlk fogalmdnak bevezetdse, melyben a (2) egyenlet megolddsai-
nak noméjét az {e“: o valds | fuggvényosaldd elemeinek nivekedé-
si rendjével hasonlitjuk Sssze +>°° esetén,

nég P, Bohl (1913) vezetie be és alkalmazta mechanilkai rendszerek

vizsgilatira a (2) egyenlet elsS generdlis kitevijének fogalmdt, mely
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a (2) egyenlet megolddsainak exponencidlis vdltozdsdt egylttesen
jellenz8 sadn és osak & (2) egyemlettSl flge (1d. [4],[10] és 1.3.
Definicid). '

Az elsl gemerdlis kitevd fogalma k¥zponti szerepet jdtezik
AJdi, Ljspunov [11] klesszilus stabilitdsi és instabilitdsi tétele-
inek Banach terekre t8rténS Altaldnositdséban, A kbvetkez§ linedris
kizelitdsrSl 02618 stabilitdsi 411, instabilitdsi $6tel M.G, Krejne
t61 sadmmazik (1d. [4) )3

1) Ha a (2) egyenlet elsS generdlis kitevSje negativ és az
F(,%) perturbéeid "elég kicsi", akkor az (1) X~ O megolddsa aszimp-
totkusan és egyenletesen stabiliss

2) Ha a (2) egyenlet staciondrius, az AW L ~t61 figgetlen
operdtor, és (2) elsd generdlis kitevSje pozitiv,tovébbd || F(£,2)|
"eldg kicsi®, akkor az (1) X=0  megolddsa instabilis.

Imikor o (2) egyenlet elsd generdlis kitevSje O , akkor dltalde
ban nem tudunk az (1) egyenlet X=0 megolddsénak stabilitdsi tulaje
donadgaira kiivetkeztetni. Bzt az esetet kritilms esetnek fogjuk ne-
veani, (Ilyen pl, az A(t)= % , £ €[4,00) esmety, ahol 4 + =81
figgetlen operdtor, )

Takintelk most a (2) linedris egyemletet a - R" M dimenzids
euklideszi térben és logyen A  konstens M xm -es métrix, Ha

M e (72 ) Jelbld a3 A xiQUnb8a8 sajdtértékelt, elkior a
(2) egyenlet megolddsainak elsd karakterisztilus kitevSi éppen a

Re " =k lesanek (+ =4.2, . 7/, Ha most SAQQ{,\,%'\LSO , azaz
a kritikus esethoz tartozik 2 (2), akkor a2 megolddsok aszimptotikus
viselkedésdhen nem elegendd az exponensiflis részt vizsgdlni,

JelBLitk M, ~vel & K. sajétértékhez tartosé Jordan blokkok
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kzlil o meximdlis néretil blokk méretét. Mivel a megolddsok p&) Q%LJC
aloku figgvények Usezegdbll dllnak (alwla pE) polinom fokszdma
logfoljebb (M, —/1) ), ezért ho ogy megoldds elsS kitevlje O ,
akkor aszimpbtotikus viselkedését o t* (=04 ... ; B¢ M) nute
vinyrész irje le,

A kxitikus eset linedris kilzelitéds alapjin tirténd stabilitis-
vizsgélate érdekében bevesetjik e (2) egyonlet umdsodik gerewrdlis
kitevijének fogalmdat (1d. [12166 1.5, Definieid), mdyben a (2) ezyen-
let megolddsai nomdjdnak viltozdsdt a Ec . /> va:.és} hatvényfigg=
vénycsalad elemeinek véltozdsdéval hasonlitjuk Sssze 1> o0 esetdn.

A dlsszertdcidban a (2) egyenlet mdsodik generdlis kitevijdnek
viselkeddusdt éa nz (1) egyenlet X~ megolddsédnak stabilitdei tue
lajdonsdgalt vizsgdljuk a kritikus esetben, felhaszndlva o (2) egyon-
lot mésodik genordlis kitevljiének fogalmdt,

A disszertdcid elsé fejezetében a > Banoch téﬁen korlétos
operdtorokkal felirt differencidlegyenletek megolddsainak ogziszten=
cidjara, unicitdsdra és aszimptotikus viselkeddsére vonatkozad klagze-
gzikus tételeket ds fogalmakat Usszegezzilks A 2. fojezet a linedris
differsmcidlegyenletek mégodik kiteviinek dltalinos Jellemzdoével
foglalikozik, A 3. fejezetben az

(8) X = Ax

staciondrius linedris egyenlettel foglalkozmumk, anhol A + =461 flg=
gotlen korlétos, limedris operdtor O ~ben, Hegmutatjuk, hogy a (8)
megoldésai L’ nagysigremdben is taxthstnak O =how (9> O,£-oe)
és példat mdunk olyan (8) alaku egyenletre, mely aszimpiotilusen sta=
bilis, de exponencidliisan nem. Mint a fentiekben lattuk ezek az ese~
Maﬁﬁfw h dimenzids euklidesal térben nem fordulhatnak eld, Az
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1€**) @L20) oxpononsidiss Suggvény misodil Kitevijérel fog-
lalkosve megmutatjuk, hogy az mindig nemenegativ, és lehet + o 1s,
tovibbéd ha e A  wvnlmmely Hilbert térben konvexoid operdtor, ake
kor az neA “I ndsodik kitevsje O .

A 4o Pejezetben feltdteleket adunk arra, hogy egy nem-staclond=
rius (2) egyenletre mit Jelent a médsodik generdlis kitevd negativie
tésa, amelynek fontossdgdt a G, fejezetben liitjuk majds A (2) egyen~
lot mésodik generdlis kitevijdnek negativitdadve szilkodpes do elegen-
a6 feltételeket sdunk az egyemlet A(X) operdtora segltségével (pl,
L A(d) kompekd, majd a (2) egyenlet Cauchy-operdtordnsk felhasznili-
séval, végil ez X=A®)x +{(t) inhomogén egyenlet megolddsainak korli-
tossdgdt foltdételezve.

Az 5,fejesetben megmutatjulk, hogy ha sz T (L,x)= BOX  lined
ris, skior ez (1) és (2) linedris egyenletek mdsodik generdlis kite-
viinek eltérése tetszllegesen kicsi, hacsak a B (XDl melég kicsiv,

A 6, feojezotben tébbek kBzBtt Lltaldnositjuk M.6, Krejun (1d. [4] )
stabilitésl tételdt e kritikus esetre és B,P., Demidovics [13] egy sta-
bilitdsi tételét Danach torekre.
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1. fejezet

(egzisztensia, uricitds, stabilitds)
Togyen b Lkomplex Banach tér a | -| nommdval ds jersilie X R)

e D->T) korlétos linedris operdtorok Danach elgebrdjit, Telkint-
gik T ~ben a kivetkead kizinséges diffevencidlegyenletet
(1.1) 2 = ;f(Jc)x)
ahol az :f: IxD > giuggvény a + véltozdjiban folytonos az
véges vagy végtelen intervallumon és az X )= d X(f)aolm az X&):1—->%
Lipgovény Préchet derivdltjdt, Vizsgdlataink nawrésaébon

=1, =[t,00) 1essy ahol .2 0 .

Mindenekeldtt felmexrill a kérdés, hogy az (l.1) egyenletnek mi=-
lyen ﬁ(& y¥) Lliggvény mellett léteznek megolddsai. li moet o megole
ddsok epaisatencidjérdl és unicitdsdrdl s28ld tételek kizil ezy glo-
bdlis éz egy lokdlis tipust emlitilnk meg, melyek Flcard klasszlkus
tételének dltaldnositdsnl Banach terekre.

L.l nétel ( ] , [4] ) Tegyem ez f(t,X) fuggvény L =ben
folytonos és teljesitse az

(1.2) £ &00 =

(1.3) H_ &,%0) = LX) £ My [Ixi- Xy

feltételeket a ) = {(Jo 9 1 tel & [x %<7 ] halnazon,
Ty yan olyan §>0 (S,m (,_ H_>>.ho@n:.ndcn

L el -rea (4, 9,k ) ) intorvallmoim z (1.1) egyenlet-

nek pontosan egy M(Gc megoldédsa létezik, mely kielégiti az
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(14) Y (e, =x,
kozdetl feltdtelt s | V& — X [ <M .

Az 1.1, Tétel a megoldds 1létezését a +  egy kis kimyeze-
tében biztositja, Az £ (£,X) fluggvényrSl globdlis tulajdonsdgo-
kat megklvetelve a (L - 5Hoo+ J) intervellumrél a megolddst to=
vébb folytathatjuk, Igy ha példdul az (1.2) és (1.3) feltételek tel~
jesiilnek minden + eI%‘s X €D értékekre ugyanazzal az M, , M,
kongtanssal, akkor a megoldds az egész L, -n léteaik,

1.2, 2ékel ( [1] 4 [4] ) Legyen (L0 + =ben folytonos és
elégitse ki tcl és xc D esetén az

L0 < M, + M, X
£ (2~ £ )Xl & Mo [ xy-¥2) (XayXe €BY
foltételeket, Ekkor minden X,c® s t €1 «re az (1.1) egyemlet-
nek egyetlen dlyan (/¢) megolddsa létezik az egész | -n, mely ki-
olégiti az (1.4) kezdeti foltételt. |

A megolddsok egaisztencidjdnak és unicitdsdnak kérdése mellett
igen fontos kérdés a megolddsok stabilitdsi tulajdonsdgainak ismere-~
te, Legyen most as (1.1) egyenletben a: [{(t,X) fliggvény az T, x&

(M € D)  halmazon értélmesve és tegylk fel, hogy & (g
rigzitett megoldds lébesik az [, félegyenesen,

1.1, Definigid. 1) Azt mondjuk, hogy az (1.1) egyenlet ()t
megolddsa ghabilis, ha minden €70 és €, ¢ [, ~hoz van olyan

0=0(te,8)>0 , hogy minden V() megolddséze az (1.1)-nek,
melyre [(fL,) — (L, < b  kiivetkesik, hogy a (y() létezik
az I’w félegyenesen és
&) - y&rn < ¢ (t e 1s,)
2) A () megoldds ggyenletesor bilis, ha a O  vélasztha~




%6 t, =561 fuggetleniil;

3) & @) megoldds essimptotkusan stabilis, ha stabilis, tovib-
bd van olyen 0,70 , nogy e [ Ylt,)~ VL) <b, «b6L Kivetke=
zik, hogy

n &) —v@®i=0.
-

Az (1.1) egyenlet /&) megolddsének stabilitdsi vizsgdlatét
allnlmas transzformdciével mindig egy mésik egyenlet () megolddsée
nak stebilitdsi vizsgdlatére lehet visszavezetni, Ugyanis tekintsilk
az  Y=X - (p(Jc) transaformdcidt, mely az (1.1) egyenletet az
(1.5) 9= at,y)
egyenletbe trenssfomdlja, shod o (t,4)= f(, 44 v8) - (¢, qw),
igy a %(JD,O);O thadt az (1.5) egyenletnek az (=0 megolddsa.

Az (1.5) nem-linedris egyenlet (-0 megolddsdnak stabilitdsi
tulajdonsdgait linedris kthelitdse ismeretében vizsgdljuk, Ha péle-
aéul az {({)x) az X wben Fréchet értelemben folytonosan differen~
ciélhaté az  x -(t) pontok kirmyezetében, alkkor a c(s(fc ,Y)
fuggvényt a

9 (69) = L&, Ys W) — L0, v8) = AOY + F (4 y)
alakben irhatjuk, shol A&)- Py (¢, ) sz o fuggvény
¥ sserinti Fréchet derivdltja és
IEce, I & Cylyl 51% C.(y)=0
Ebben az esetben az (1.5) egyenlet linedris kizelitdsén az

linedris egyenletet dértjilk, ahol tehdt /() - fx (£, pw) e L(B)
minden %6Ito-m
Az (1.6) alaku linedwris differencidlegyeniet megolddsai igen
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dtelinos Al) operdtortugsvény mollett 1éteanak nl, ha az AL) exds
értelembon mérhets (amaz AM)X minden X E€B o € -nek mérhetd
figgvénye) és Dochney intesilbatd a3 IJ% bigmely véger réuzintorvele
Lunin, Skkor mint imeretes ([4]) au (1.6) egyenlet (j(Jco) =Y, e
kozdeti Peliétel: kieldgitd megolddsa gt)~ Uty aloku, A%

U e &b @)7 operdtoriieggvéayt oz (L.0) ogyenlet Cauchywopordtow

gy e T g e v ped | TR g™t wo  tronrwen ™ 1K v
TLUBLA DRVOELILy LIGLY HOEOMAEH 43

{L’i: AE)U

TR U e L®))

Canchy-probldminal as L CB> Danech é&ebeny ahol I 2z identitic opo=
rdtora. Tovibbha oa ) Joachy oporitomok létesik ez lnverue a |

L@ wen ((eT,) does yd= U D)y ~UHU'®Yr
( Yt 3)) e IJ%) olyan megolddisa as (1.,6) egyenletuok, melyre oz

Y& =Yn
zezdetl Zeltdtel teljesil.
Megmtatheté (14, [4] ), hogy ez U(H,T) operditor cloget tess az

aldobl egyealltlenségoinsk 4

_ 1A 1ds SUA csy1ds
(1.7 e < Uk, £ e (42 2 b)),

Mint mér a3 1,1 pontben emlitettilk, oz (1.5) alalu nemlinedris
differencidlegyonletek 0 -megolddsinak stabilitdsi tulajdonsigeit a
linedris kiizelitde, asaz az (1,6) egyenlet megolddsainak sszsimptotiinus
viselkedése immevetdben vizsgdljuk, Az (1.6) linedris egyenlet megoldde
sainak assimptotilkue viselkedésdi pedig o megolddsok Ljapunovekiteviie
vel jellemeaailk,

A Ljapunow=féle elsd kiseviket ugy kepjulk, hogy as adoitt megeldds(ok)
nbvekeddol rendiét Lt >+ °  ssetén an
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{@*Jﬁ o valés | exponeneidlis figgvényosaléd elemeivel hasonlite
Juk Ussze.

Legyen Yg) ez (1.6) egyenlet nem-trividlis megolddsa.
1.2, Definicid (.M. Ljapuov [AX] ) A X[Y] szémot (i1l + o «%)
a3 yf) megoldds glgd laxelkigxigatl) g0 jének nevezssilk (rb-
viditve e.keks), ha alsd hatira azon 0 szémoknsk, melyekhez van
olyan Ng > Q 4 hogy az

ot
B < N, e fely)

tel jestiil,

Kdmyll 1étni, hogy a

[y - Ly, T

iz (1.5) nem-linedris egyenlet y- O megolddsdnak stabiliti-
si vizsgdlatdhoz nem elegendd ismermi az (1.6) linedris kizelités
ninden megolddsdnak e.k.k.~t, hanem sszilkaséz ven az HUsezes megoldés
exponencldlis niveleddsét egylittesem korlditozd kitevl lemeretére i:
(2de [10])s Enmek felismerdse szilkeégezeriivé tette az elsé gene=
rdlis kitevd Pfogalminak bevezetését o linedris kBzelités alapién
$8rténd stabilitdsvizsgdlatokban (14, [4) , [20] ).

1.3, W (Pe Bohl)s A M% szadmot (111 T ocowt) az (1.6)

180 _penerdlis kitevljének nevezzik (r¥viden e.g.k.), ha

olsé hatdra azon ¢ szdmoknak, melyekhez van clyan Ng 20,
hogy az

o ~T)
(1.8) lywyr < No e 1Y (o (tz2=4.)

teljesitl az (1.6) minden UR) megolddsdva.

Kbmnyli létni, hogy mivel (1.8) minden y@) megolddara telje~
siil, eaért ez ekvivalens az



egyenlStlenséggel,

Ha a ’K%éO s akkor ast monmdjuk, hogy az (1.6) egyenlet
Y= O megoldédsa exponencidlisan stabilis.

Az (1.7) egyenldtlenséget felhaszndlve kinnyen megmutathatjuk, hogy
ha az giﬂ!{ A ds K (tely) s 8zaz A%) integrdlie
san korlédtos, akkor a ’K? véges, tovibbd a k[‘ﬂf*}m Y ()
megolddsira az (1l.6) egyenletnek, Pehdt a 'KS‘/S%NP *lyTl < g is
fenndll és van olysu korlétos A(t), melynél a /X, < Ky (2ds [4] )

A Banach-Steinhaus tétel felhasandlésdval igazolhatd, hogy &
1e9) - g‘:\ Jun Ilil@u 7
tehdt X, az (UK flggvény e.k.ke~je. Az U, X) operitor se~
gitségével pedig az (1.6) e.g8.ke~jét a kiivetkezlképpen kaphatjuk meg,

ha a WC%, végos:
— An TUut+s, o
(1.10) Ky = Am S
1 5= 0

(1a 131 ).

Abban a fontos specidlis esetben, amikor A(H)=A ¢ £QB)
t -t61 fliggetlen operdtor, az UK, )= €A({Jc> és igy a
K. = ¢ o Tovdbbd megmutathatd, hogy ekkor a

™ty ket &

(1.11)%;&% n =f’;£ R };

ahol O(A) az A operdtor spektruma.
Tekintslik most az (1.6) mellet az

(1.12) X=A®)x + Flt,x) (Ft,0)=0)

nen-linedris egyenletet, mely kieldgiti az 1.1 Tétel feltételeit.
Tegylk fel, hogy az | (4, X) perturbdeid eleget tessz az
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(1.13) IFE& D1 ¢ 1@ Ixl
feltételnek az | X[< M, &8 t¢ IJ%""‘"

Az (1.6) egyemlet X g GsBeke~jének fogalmit felhaszndlva
M.Gs Kvejn (4] igazolta a kivetkeszs két tételt:

1) Ha az (1.6) linedris egyenlet /K?r eeke=je negativ és az

F,x) perturbdcid kieldgiti (1.13)=t olyan f&): T, — T,
figgvémyel, hogy 23 §:+5° 20dT < q, toljost minden
t e L,, =re, valamely S> 0, g >0 esak az (1.6) egyenlebtol
figsd konstansokkal, akkor as (1.12) egyenlet x =0 megolddse egyens
letesen és aszimptotilkusan stabilis,

2) He ez (1.6) egyenletben az A®)= /A {461 fuggetlen operi~
tor &2 a ’K% @.8eks pozitiv, toviédbd az T ({,x) perturbdcid
eleget tesz az

|7+, X0 £ q,\\xu”M (=4, 970)
egyenlftlenségnek, akkor az (1.12) egyemnlet Y- 0O megolddsa insta-
bilis.

Azt as esetet, amikor a 'Kg =0 o kpitikus esetnek fogjuk nevez-
nie. A kritikus eset stabilitdsvizsgdlata drdekében bevezset ik oz
(1.6) egyenlet nmdsodik generdlis kitevijének fogalmdt (lde 1.5
Defindcid), melyben az (1,6) egyenlet megolddsainek nlvekedési rend-
6t a {+” ) valés| natvinyPuggrény-csalid elameinek, nivekodési
rendjével hasonlitjuk Ysazc.

" lu4s Definieid (B.?, Demidovies (13] )« Legyen az (1.6) egyen-
lot y@) nem=trividlis megolddsdnak 'C[4] ekeke=je véges. 4 )\ [y]
sadmot (411 % 0 «t) az Y&) megoldds mdsod
tevijének nevezzik (réviden m.k.k.), ha alsé hatéra azon < 828~
moknak, melyekhes van olyan I\/!>O. hogy
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Kyt
Yol £ Ny e £ (teI, , 470
Ebmnyil 14tnd, hogy a Y]+
. bn Clysy 2 °7)
nlyl= Hm

R I #
1.5 Definicid, Legyen az (1.6) ’WS 8eZeko~je véges, Dkkor a /)\%,

szémot (5.11 T o0 ~t) az (1¢5) egyenlet masodik cene :
nek (réviden m.g.k.), ha alsd hatdra azon g szémoknak, melyekhez
van olyun Ng >0 4 hogy

~, (+ - §
(114) {(kgedu < Ng e ! )(,J%) Iy ol (+= Tz4,>0)

toljesil az (1.6) minden Y{) megolddsdra.
Mivel 23 (1.14) ez (1.6) egyenlet minden kﬁ@) megolddsdrn tele
jesiil, ezdéxrt (1.14) ekvivelens &z

(Jc %)
U (4,700 2 <,t) (Ee Tz byro)
egyenibilenadggzel.
1.3¢ A Kongtenay
Tekintaiik az
(1.15) K= ABYx + F(&,x (xe3,tel, ,Fl,0=0)

ne-linedris differencidlegyenletet, mely kieldgiti az 1.1 lokdlis
egzisztencia~tétel feltételedt a 7 (> +,)pont kirnyesetéven és az
X< Q goubben, Legyen UK) az (1.15) egyenlet linedris kyzelité-
sének, azaz az
X = AM)x

egyenletnek a Camchy opeedtora s U (+,7) = U® W'a) .

A Lagrange-féle konstansverideids mdédszerrel kapjuk, hogy az
(1.15) egyemlet azom X () megolddsa, melywe az X(.)=%, (lx.l<¢)
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kezdeti feltétel teljesil, fenndl az
%

(136) ) = Ul vy + §uu ) T (5, X)) s
integrilegyenlet olyan L -E1e, ahol X(®) létezik,

A linedris kSzelités alapjin térténd stabilitéavizagélatokban
igen sokszor alkalmaszzuk oz (1,16) formuldt,

Alliozy hogy az (1415) nem-lipedris egyeunlet megoldésainek nore
ndjéra becsléseket kopjunk az (1.16) integrdlegyenletbdl indulunk
ki. Itt az F (£,X) perturbicid és az U (+,%) operdtor noméira
alkaluas feltevéseket téve, az | X (£)f fuggvényre egy integ=
rédlegyenldtlenséghes jutunk, Hzért ahhoz, hogy az [[X (D[ flgg-
vingre becslést kapjunk, szlikségink van az integrdlegyenliilenség
megolddsdnak becaléaére.

1.1. Lema [4] « Legyen a mem negativ K(4,%) megfigevény egy

Jx3 (véges vagy végtelen) intervallumon &rielmesve ugy, hogy s
(IC x) &) = § K(+,2) x@ T
integrdloperditor o C@) Badnach teret ( - (7 ) ez J3B folytonos és
korlatos fliggvények tere a szupremun nommdval) dmmagara képezi le és
spoktruma legyen & nyilt egységkirben (azaz spektrdlrddiusza kisebb
mint egy)e

Ekkor 2 olyan (/(t) folytonos figgvényre, mely kielégiti a

Y8 = £ + [kpe) 42 (teT)
egyenlétlenséget, ahol {/"’J“’3 folytonos fliggvény, igaz a
Yi) £yg) (£ €J)  egyemlétlenség, ehol (Y(t) megolddsa as

(1.27) v = 98 « jf K (4/) v@dT



- 16 =

integrdlegyenletnek,
Fontos specidlis esot oz, smikor J=<[d,4] véges és &
K(£x) magfiggvény folytomos T4t -n és O a ¥>t esetén,
Ekkor & W operétor L
(I x)@) = ] kee T X AT = iwc,t) x@)AT
Volterra tipusu és igy (7<) = {o} (1de [14] )4 Theédt ekior
2z l.1 Leauma feltételei teljesiilnek,
fla specidlisan az 18)=C = womet, dza KK, T) = &C’c)zo)fel:z
és O a >t esetén, akkor az (1.17) egyenlet megoldisa
V&)= ¢ exfa(qffﬁmo@)
és igy kapjuk a kivetkezd, az alkalmazdsok szempontjébdl fontos lame

mét (1a [15] )

l.2e Bellman-lomma [4] » Ha W R- 1{:7:[0 flggvényelk folytonosak
és az &
u4) < € +’§£CS) Ues) s (Ez%z £, 5 c30) 4
axkor o
k) < C-@%P(é:gCS)O{S) (tel.).

Az 1.2 Lemminak ignz a kivetkezd Altalinositisa, nelyet a 0. fo=
Jjezetben hasznilunk stabilitdsvizsgdlatra.
_ 4
1e3e pibari-lema (15] « begven (:[quj~R monoton, nan-
¢olkkend Lolytonos, nem-negativ figgvény ( Y= o0 )  é8 definidle

juk az
f d
(1.18) ) = i [ &2 2)
[ 9w
Liggvényte
Ha az

¢
ue) < ¢ + §¢@A(S)) £6) ol $ -
és X
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t

(1429) ég@)dsé (-0 (¢t ew)

arkoxr

(L20)  w&) £ ([ eods) (e £ 2l
T

ahol (Y™ a 7y inverzes
Specidlisan, ha M=% &g /\p(oa)=oo , akkor az (1.20) teljesiil az
(1.19) feltétel nélkil is,
A q)(u)w M esetben kapjuk o Bellman~lemmit,
skogméay. Tegyen & ()= U (Mm>4) alkeor ha
ME) < c+f@(_g)]’”‘,_}g(_g) ds (ret)
teljesill, aklkor az T _i_
. MO < c[A-tm-a)c™ Mmasj T (e ),
hacsek S£)AS < /) 7,
A “ellnan—lwz alkalmazdisaként most k&t linedris Aifferencidle

egyenlet Cauchy operdtordnak kapesolatdrdl szd1d 4&1litdst vemetink le,
melyet 2 4.4 ponthan és az 5, fejezetben is haszndlni fogunk,

1.4, Lemma. Lezyen U &(J_c) (&: 4 t) Conchy=-operitora az
Jinedris differenciflegyenlotmek, melyre [, ()-1 48 Uy (4,T)=

i

U ) Up ®) B =A2) .

Ha yalamely /> ¢ ,6__1/,/(& szdmokical teljesil ou

V(¢ — M
I e sy < wve'® “(é) (2 524)
er Stlenoér, akkor fe
I uz(w( (42524,

Bizonyitdg. &losomﬁ a bizonaritht, sz 5=/ eseire elvégeani.

Pudjuk, hogy az U, (Y operdtorfiggvény megolddsa az

Y §)( v MMQM ~AA(T) [ AT
S
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Uy - A, MZ—A AUy
Mo ll) =

Cauchy-feladatnak, Mdsrészt ugyancsek megolddisa a fonti Cauchy-
feladatnak (1d. [4] ) az
W)+ 1, 0 LA ~ A (D] U, @) A
operdtor is. Az unicitds alapjén ez a két megoldds azonosan egyenld,
Igy ha a ()ﬂ({;)://(,(z(t)l/ s akkor .
V(¢ ~1) VIE-T) o M
ww NeT Tt e v fe V) poa,
8Bl i) = [A.&) - AA e i
A (70(',6 (//1 @/) é ze/“ lulmtcsit‘am

Gl < Ve M/fp(c) L) AT .
Ahomman az dllitéds a Bonm-lm alapjén ktivetkezik,

(U, €L ®))
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Tekintsiik a O) Benach térben felirt
(2.1) X =~ A@X (xe3, tel,)

linedris differenciflegyenletet, ahol A1) cl(®) (Hel,) 6
ez A:T,-2>8(0) fliggvény erds értelemben mérhetd és lokd~
lisen Bochner integrélhaté L ,-m. (Itt egyszerilaég kedvéért fol-
tesazilk, hogy t,=/ , tehét az egyenlet az | [ %) -n értelmezett.)

Ebben a fejezetben a (2.1) egyenlet megolddsail m.k.k.-nek és a
(2.1) egyenlet m.g.k.-nek jellemzéoével és Usszehasonlitdsdval fog-
lalkozunk, Peltesszilk, hogy a (2.1) egyenlet ’K% @sguke=Jo véges.
Ekkor saiikséges és elegendS feltételt vezetink le a (2.1) /A?
nek végességére, majd az A(1) segiteégével ‘Xg végességére elegends
feltételt adumk,

Jewlje U a (2.1) Cauchy-operdtorét, melyre [(()- L és
legyen UL, T)= U W TR).

2.1, Détel. A (2.1) egyenlet %n.c.k.-j- véges akkor és csalis
akkor, ha a

K = rap UG, )

(it ’k?} # Yooa (2.1) @egeke=je)

Bhzonyitdg. Szilksézeaade. Legyen 3?650861 ‘)\ <@
Ekkor '\ uﬁmuaaammtmem I\/ P27 .hosy

UGN < N e "3 (% Lo A)

és igy Ké.N823<"° .

MeBeke=

—’}Cz('é“f(:)
€ | 1é¢‘ét£2r}<oo,



Elegenddaég. Legyen K<L oo ,Haa 12 T2 / tetszb-
legos, akkor van olyan M,  egéez, oy 2Ly =L < 2%
Legyen a ¥, = g “q,_=Q,Q’t (=12y.. ,n) és /\c’MM-—‘f: ekkor az

Wk, e ™t ™ 7"‘{ _— >€—f»<3m- B
egyenldséghll az U k=4 Wil
lut-one ™ s T, v, ye 90 %92 k™o

Az M vélasztdsa ala.pjin n < /e"i 5 I, s kBvetkezds-

A

Qld\

képpen
[UE, I < K 6%%&%) (f/w [izTe 4),

A% 1.5 Definicié alapjén g < ﬁl » azaz 7, véges,

2.1, Hegdegvadss 42 U (4,5) =UW,TU(T, s) eayenldség
alapjén a WK  végessége ekvivalens a
SRR TITES Toae R PP PR AN R
feltétellel, aol T >/ tetszlleges.
A kvetkezs lemmdban //\% végeaségére adunk elegends foltételt
az A¢) operdtor segitségével.

Lo neme. Haggx  (, JACOIA < K <~ iekiosil minden

+ eI, -re, aikor & (2.1) savemlotye & X~ m_.fag,.v.ém.

WL Legyen 4 < S <7 tetsubleges és az M egbsz szém
A
olyan, hogy 2Mg < t< 24/\4 S ¢ Ekkor az /M vélasatdsa és
a 1zna feltétele alapjin az
_ s 2 Z s » &
§ﬂA(L) o(’t<j- L o 4@\” = K + éf—!@ng‘ ’

9 S 2"s
Fo].hasanélm az (1.7) egyenldtlenséget lmp:nk. hogy

X (FF chuwon< e (5 ) o
Az (1,10) formula felhaszndldsdval adddik, hogy K, =0 és a /)

definicidja alapjén kapjuk, hogy - %2 < Aj ,ﬁ— . e

Wil

aQ



2.2, Meglegyzés, A 2.1 Lemme feltétele specidlisan teljesill, ha a
tHAD [ £ Kk <e (¢ela) .
2.3. legdegyzdg. Léthaté, hogy ha az A¢) = A 1 -té :uggitm
operdtor, akkor a 2,1 Lemma feltétele nem teljeslil, Azonban, eklor
mint 14tni fogjuk a 3. fejezetben, a X q dltaldban nem véges (1ds
3.3, PdElda).
A kbvetkezdkben a ’A% meghatérozdsive adunk formuldt az U (&) T)
operitor segitségével, abban az esetben amikor 4 és ’X%
2.2, 2¢tel. Jeaven ', ée a?m.m%w.a
kiyetkesl formuléval

— L (IU(r+s, g e ™8°)
(2.2) = Lim
/>\ $ oo Im S —Im <

E->%

Blzonvitég. Jelsljuk /S -val a (2.2) jobb oldalén 4118 kifeje-
aés értéicéte A mig.ke defindcidje alepjén, hae © > ’,\3/ , akkor van
olyan NS>O s hogy - 5
Ut < N, € "8 (rJ%) (t2T24) .

A £=5+7 nelyettesitéssel ka.p:uk. hogy a A< © , és igy

A< (>Z=\Vx£g « liegmutatjuk, hogy a /B?Q}th is 411,

A 5 @efinicidja alapjdn, ha a g>/> o akkor van olyan "!;, >d
hogy az

Vég“ .

g (£ —7T)
luwo < et (R
minden v //g> T e Mivel a ’>~? véges, igya K = M"P{
T ke Lo ), e < el 7 ) véges, eaért as
Juce, o = ™5 %)’
teljesiil minden Jc>~>’§, és TZJC>AC>// esetén, ahol
ez N = max (/, K(‘ﬂ).v@laz/f<’ts7'si— esetben kap~
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Juk, hogy T
AT T g (To=%)
Luore 9 < queme  fhm e VES.
Kbvetkezéskéfpen az
Mg (6~7%) LS
o < net™ (3) (Vg =)

teljesil minden + 2> >/  -pe. EbbSl kivetkezik, hogy a Ag <9,
Nivel ©Q e /5 tetsz8leges volt, ezért /) 4 < B
Vezessiik be a kBvetkezd jelsléseket: 'A g % N3 és
M pedig Jelsle az (U] suggvény mikik,-3ét, azaz
M——* e (1B e“m‘t)
Ls v In t

Az elsdé kitevikre, mint az l.2 pontban emlitettilk igaz, hogy

(2.3) M =

a K¢ egyenld az HUQC)“ Pliggvény e.kek.=jével, A kbvetkezd péle
da mutetja, hogy a médsodik kitevlkre dltaldban nem igaz, hay a
=D

2.1, Példa. Legyen B = 72“ az /M  dimenzids euklideszi
tér é8 az AG)=A M X M-es konstans métrix Jordau-féle normdl
alakban adva, Legyenek ‘h; -k (A = {,2,..,7/, r<m)
az A métriz kUlBnb828 sajétértékei s jelblje Mm; a /) ; sa-
jétértékhez tartozd Jordan blokkok k¥zill a maximdlis méretil blokk
méretét. Bkkor a (2.1) egyenlet megolddsai c% o p®) alakiak
8sszege, ahol p(ﬂ a t egy vektor-polinomja, melynek fokszdma leg-
feljebb (m;-1) o Igy kbnnyil létni, hogy a M= Ny = b -4,
shol

b ok fame o Ro 0= s R

Mig & A¢=/m-/1, ahol az i = muax m; és itt a maximumot az
bsszes 1=1L ..., -re kellvenni,

Tehdt dltaldban a U < ’\¢ + ebben az esetben.
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Kévetkealkben Usszefiiggdéseket adumk meg a M A‘? ) /}S %A=
mok kiastt,

2.2, Lemma. ¥inden (2.1) alalw dris epyenletre o < A, .
Bizonyitds, Bémely %,c B és £, 0O<hoz & m.k.k. definicidja

slapjén ven olyan N; >0 , hogy az
FEIE axe £

U Xl £ Np ,, € ¢ (eela).
Legyen & />‘s véges (ellenkezd esetben trividlis az d1litds). Mivel
a K< K ésa AXI< N\ enért
et Ate
TUM) Xl € Np oy, e t e 1,).

Kt~ (Ns+€)

Tehit az { uge o+ E I,,} operdtor csaldd korldtos

.b

ninden £ix Y, ¢ 1) =re, A BanacheSteinhsus tétel értelmében van olyan
Xo =t6l figgetlen N, >0 , hogy
M4 dste =
U £ N e 7T ¢ (¢t el,)

minden ¢ » O <hoz. Mivel A & legkisebb ilyen tulajdonsdgu szdm,
ezdrt veldban (L < %S

2.3. Megiegyzés. Ha a (2.1) egyenlet minden X&)- U&)x, # 0
negolddsdnak @.keke~je ogyenld W wgel, akkor a A= B a

Ugyanis az [x@[ <lUEIIX,[ minden X, ¢ «re és ebbbl
amekeke definicidja alapjén NI 4, tehdt & Ag < M,

2.3« Lemps. Haa (2,1) ggvendetre s W= ¢, gldoz a
M= Ny

Bizonvikés. Tegylik fel, hogy Aauo és o /A%</u . Tegyen
’>\¢a< 9 < My okkor a /A% definicidja alapjén ven olyan N, >0 ,
h
- jus, I < N, emg(é‘q(%)y (tz7z4).

Vegyilk ezt az egyenldtlenséget a U= [ helyen, ekkor
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( P /\(5'& % — _
luton < kee ™ ¢ (tels, ko= n,e ,;/7

mely ellontmond a M definicifjdnak és a ¢ <U egyenldtlenség-

nek, Igy a '>Z <M feltevés nem igas, vagyis a lemua dllitdsa tel-
Jesill,

A 243e Megjegyzésbldl kbvetkezik az aldbbi

2,1 Kivetkesmény. Ha minden nem ixividils x¢) pmegolddsd~
za.a (2.1) sayemleimelki s o=~ M [x]

%gé&cy'

fellesiil, air o
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Tekintsilk @ J Banach térben az
(3.1) X = AX (x€®)
staciondrius differencidlegyenletet, ahol A c6(® L «t81
fuggetlen operdtor, Ekkor a (3.1) egyenlet X (t.)= Xo€d keasdew
ti feltdtelt kielégité megolddsa az X¢)- emﬂe’)}(a N

Ebben a fejezetben a (3.1) egyenlet megolddsainak ill. az /{6’“/;
exponansidlis fliggvénynek a m.k.ke=it viasgdljuk, TUbbek k¥zdtt pél-
dét adunk olyen (3.1) egyemletre, melynek bizonyos megolddsaira a
m.ke.k. noegativ 111, olyan egyenletre, melynek X=0 megoldésa a=
szimptothkusan stabilis, de exponencidlisan nem., Ezek az esetek vée
ges dimenzids térben nem fordulhatnak els.

A 3.2, pontben megmutatjuk, hogy az | e“ll Lliggvény Mokoke=Jo
minden A ¢ (D) mellett nem-negativ és egyenié (O , ha pl. az A
operdtor a D=3 Hilbert térben kenvexoid., PEldét adunk olyan
kvdzinilpotens A  operdtorra, melyre az {{ef“// figgvény
Mekeke=je + és vizsgdljuk ezzel kapcsolatbmu a kvdzinilpoew
tencia és a nilpotencia kiz¥tti Ysszefiggéat.

3.1, A megoldisok masodik kavakterisstiloug litevolro

Ha a %wﬁhu M dimenziés euklidessi tér és az A Mrnees
métrix kildnb¥aé sajdtértékel ), N, .., X\ (r<h), akkor mint
tudjuk a (3.1) egyenlet megolddsainak e.kke~i & Re ) értékelkel
egyenllek, Hasonldsn, mint a 2.1, Példdban, jeldlje m  a )
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sajdtdrtdkhes tartozd Jordan blokkok kalll a maximdlis méretil
blokk méretét, Ekkor & ReN\( (ifix) e.k.k.~vel rendelkess meg-
olddsok mekeke=ia O, 4, .. (max m ) -4 értékeket vesaik fel,
ahol & maximmot olyan | ~-kre vaassauk, molyelre Re M ;=Reli -

Tehit véges dimenzidban z megolddsok mik.X.~1 csck neme
negativ egész szdmok lehetnek, Megmutatjuk, hogy végtelen dimene
2188 esetben a A [X] lehet negativ (nem egész) szdm is,

301e PElda. Tekintsik a B- 2" Eilbert térben (melynek elemed
olyan X = (¥4y%z ) o sorozatok, hogy az |x| = (MZO;O [/ Z)WL
véges) az  Em=(0,5940,.) (Mm=1T ) ortonommdlt bézist, Je-
w1je S oz VA térben az egyirdnyu eltolds (shift) operdtordti:

DCm=Cmin (m=12.).

Negmtatiuk, hagy voi olgsn H  sésmadmese s £ téemek,

nely sindenittt statl an / <benm 65 as

(3e24) X=Cx & { %= 0 (x ¢ 82)
| Yo gt m»’z,s,...)}
St

végtelen difforencidlegyenletrendszer minden X@¢)=€ x (xe /)
n‘ﬁ@lm Dekeke=je “4/4‘ B
Legyen H-‘—' {)( S Zz: 3 n GN &X:(XA)-")XM)OIO"")} s shol

N={42.-} @& temmészsetes szfmok halmaza, yllvén a [ pontjat
2

nindeniitt siiviin vannak az Z térben, Mivel az x:(x,,,yz,...) & ZZ

-re

ot &t
(3-3) e X = (YA)-"XA'('XZ) A‘FA;%)(?*F)C?,) ) p)
ozért, ha X = (X4, %1 0/0,- )6 H | axkor

St 1 . St St §t
e x| = 2 (X Xam +X XM)(G? 6&,6»8,”) + [ € eﬂzHX(

A ZhEme m



“ 2] -

ahol (, o) Je¥li a belsS szorzatot /éztérbm. A (3.3) egyen-
1oség felhnsznﬂéaéval kapduk. hogy

fe e,k,e M) fM& S _

=9 (M o+ K)-f.’
ahol 0= m-kZ O és
} )= (Z) Z (3+4o) 7«)

ez elsbfajn /0 -odm&ﬂm ﬂm‘ny. Ismert (1d. [16) 4 204s
feladat), hogy az A J (21t)  suggvény L

esetén aszimptotilusan egyenls a WK & 41 Plggvény-
nyel (K=@(ﬁ)‘4> m= 0,42 ) . Tehit az Hesi// .k, kK, =Je,
na X ¢H , akkor -7/4 -del egyeml,

3.1 . m. Meg fogjuk mutatni (ld. a 3.2 Hegjegyzést),
hogy minden (3.1) alaku egyenletre a 5 = A%p M X3 neny=
nylséz nem negativ, és iumen kBvetkezik, hogy a (3.2) egyenletre
sem lehet & \[X]- —/// minden X A

=¥ }P(acf) 5

Tekintallk most az

(344) - T > a 2
> SRR & { Y= Xt — Xpm (u=2,s,...)1(y et
végtelen differencidlegyenletrendszert, Mivel az G operdtor X « )
spektrme a zért egységkirlames (14 [14] ) ezért a 6 (s ”I} a
baloldali f£élsikban fekszik éa van a képzetes tengelyen is spekirume
pont (azaz max Re 6 (S-L)= O ) Igy a (3.4) egyenlet X =0
megolddsa nem lehet exponencidlisan stabilis (ld. [4] ), viszont
negmutatjuk, hogy aszimptotikusan stabilis, Bz véges dimenzids
térben nem fordulhat olS, mert ha egy (3.1) alaku egyenlet X =0
negoldésa azaimptotikusan stabilis 7!1“ -ben, akkor exponencidlie
sen is stabilis, azmaz max Re 6A) < O .



Bizonylisge A stabilitds az
C-T)t S+ _+¢
1 e e ety

2
egyenlStlensdgh8l kvetkezik, Legyen X ¢ € tetsalleges és X, c

olyen, hogy |[[X—Yoll <€ €/2 y a0l &7 0 tetszbleges, Bkkor
3.1 .:élda alap:,én 2z
lle® S le(x—xal +le Xo// < frrEf2-€

haa 1 > t.(x,€)=1 .

A B= (RM véges dimenzids esetben az /| mxm ~es mdbwix
Jordan~féle felbontdsdbél kapjuk, hogy & h¢ = Ko AX) g m,
Megmutatjuk, hogy & '\, végtelen dimenzidben lehet + o0  (1d. még
2 3.3 PEladat),

3e2s Z€lda. Legyen a B-4L” tézben (W = (¥4 ,%7) 640:13

il o= /\AAAP{ m} véges) az Cu= (0,19 4&0'--7 és Ce,-
) » Tekintsiik az Z térben az

¥

S€M~M4(M'23,.. :

X = 5 X <& XM YN ("‘ 1,2,..) (X < /

végtelen dl,ferencialag::enletrendszert. Legyen "
S*¢

¥, Aoo)cf,mlyre //6 X%, = ? £

Tehdt a ’\{[)((M)J:O és )\ [)(@A)Jz -1 = ‘és igy a

/}\szwo B[] = fme

Tekintsilk most az @ (A G o‘C@) ) expenencidlis fuggvény
mdgsodik karakterisatilkus kitovéjét:

— (" e )

(3+5) //(@T)" Z& In L )
)DO



-29-

amol N - max ReOA) o O) as A spekizuma,
Zbben e pontban megmtatjuk, hogy MA)2 0 minmden A CLB)
re és lehet +°° is, Toviébbd vizsgdljuk ammak a felidtelét, hogy
a /(4(/10-»0 milyen A operdtorra teljesil.
3.3. Lemma. Minden A ¢ O(D) epemdbommas M B2 0 -
Bizonvitds. Legyen A= /A- T . Mivel a = max WG (@),

ezért a max o & @():'O « Ahomnan az {1l.11) egyenldaég alapjdn
A't
- | e 1 _,
1> B
( t>0

sendt " > 4 o 4 (3.5) tolnasmuldssval kapiuk, hogy Az O,

32, Hegdegyzés. Mivel ebben az esetben a g = Ws
ezért a 2,3 Lemma szerint a M) < (r\gés igy Qgiis nem negativ,
Tovébbd & M £ N\, mindig 411 s igy a /) ¢ 1is nem negativ,

Temészetesen vanmak olyan {2,1) alaku nem staciondrius egyon=
letek, melyekve a %ﬁ negativ (14. 4. fejezet).

Vizsgéljuk most azt a szélafsdéges esetet, mikor //%4) =0
Téges dimenziéban, ha oz A métrix nomélis (A4 = A ijo o28%
diagondlis slakra hozgaté, akkor a M(A)-( , hiszen s
Jordan blokkok /X -esek, Emnek dltaldénositdsa o kivelkezd két
tétel, Danach 111, Hilbert téxre.

3.1, Détel. Ho ax A< £(}) opexédtorra o

[T 48 A1 —¢
3.6) o i MR T RE
( MO ([)\,QGCA) = /,%Ll;v(\ﬂ & )

pikor 8 M(A)=0 o Zoyébdd, ha s (3.1) sgyenletze ¥s =0 g
Geliesil (3.6), gikkor s (3.1) gayemled X =(O megolddss stabilis.



itdg. Lldszbr is megautatjuk, hogy & (3.6) egyenldség
jobb oldaldn 4116 hatérdrték minden A Co{(B) -ve 1étezix,

anit le(A) =val fog\unk jel¥lnl, Ehhez elég megmutaini, hogy az
=) T+ &A1

e
fliggvény 70  wra monoton nidvekvd Llggvénye A -nak és mivel
Fb) = - IAl , ezért af.mof@) = m@) 1étezik, Legyen
-

L,z 84> 0, ekker
F@\Q)“ F('Q\A) ”&AH\ ﬁ A’"'éf&z\‘u\ f\ All+ 3\ &A A"‘I‘P\A 2\ E?\'z &A
Tehdt sz F(4) V0 -ra vdidben Mm nbvé fliggvény.

4
MR e e s o),

Teljesiljtn most (3.5)s Mivel az ||©

ezérs a A4 At At At n
de [{6 {{ ' J{ e +€\A e -le ” £ {6 H /)104) i
A 2 |
Integrdlva o fenti egyenlétlenséget () ~té1 1 -ig
At 4164){ Nt _
(3.7 e | < e -e€ (tel,),

ahol felhaszndltuk a (3.6) feltételi. Ls igy (3.5) értelmében o
JAR) €0 o uivel ((A) nem lehet negativ, ezért kapjuk, hogy
M) =0,

A Tétel utolsd éllitdsénak bizonyitdsdhoz, legyen W= O,
Lkkor & (3.7) egyenlStlenség szerint [C€ A{ < 4 (te], ), enonnan
a (3«1) X =0Q mnegolddsénak stabilitdsa kivetkezik.

Legyen most a 5= K Hilbert tér a ( , ¢) belsbsnore
zattele

3e2, Détel [20] o Minden A ¢ f(%) opemétorza

Lo (T + fj\/ir//—/f . i {TQ (Ax,x) s XEH QX =A] .
Jo- o+
BAmmvitie. Jeasise V/A)- L(Ax x): Xe® glixi=1] o8



A opersitor mmerikus értékkészletét (lde [1{( ) és legyen
Qb= sup Re U4) o A Détel tehdt ast litda, hogy m(h) = OH) .
Tegyen XX o (X[=1 4 0 =0 . Bkkor az

(A% - o (@esmx x) - 1]

Re(Av ) ¢ 4 ( T+& Al -1),
Mivel ez minden egy mmaju X € wpa é8 >0 -ra fenndll, ezért
@@s) <M (A) ¢ A Porditott irdnyu egysnldtlenség megmutatisihoz
legyen X € H és (%[l= 14 A0 . az
T+ Aot 4+ 28 Relhx 0+ RIAI"
epyenldsdgben vegyiik X  ~ben a £4l1sd hatdrakat, igy
IT+ 0 A" < A+ 22 0@+ 20

shonnan

Tehdt az
ITeh il -4 (T +0M <4 (A1’
1 7 < (7(/“*‘ A ”i‘"

egyeulbtlenadg teljesiil, shoman A —>0+ esetén kapjuk, hogy
m® < BE).
A 3¢l 68 3.2 Tétoleket felhasznélva kapjuk a ¢ Hilbert tére
ben a kivetkezd dllitdst,
3e3¢ Létede Hasz AcL (W) eperdtomra
max Re 6(A) = sup Re WIA)

gikor ((A)=0 és he mée a V-0 ig telleoil a (3.1) exyemlotre,
gickor & (3.1) x=() memolddse gtebilis
3.1, Kiivetkezménye Ua 83 A opexégor g H Hilbert téren kop-
yeroid, akkor uA) =0 .
Ugyanis, ekkor a2 (o 6/@):m(aha1 Co ot/ (09(*@‘/\ Je1814 a oD
halmmkcmxbmﬂiag pedig a & lezdrtjés) és igy a
max R OA) = max Re Co 6(A)~ max Re W{A)= sup R WH) .
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Specidlis konvexoid operdtorokat vdlasztva kapjuk, hogy he az

A € L(B)operator
1) nomélis , szubnormdlis vagy Toeplitz, akikor /u@)= O s

2) olyan, hogy a 6 A) spektzun az A operdtor spektrilis
halmaza, akkor y@A)=0

Ugyanis az 1) és 2)-ben szerepls operdtorok konvezoidok (ld. J24] D

rudjuk, hogy a B= (R esetben a ((A) véges (€ M)+ A kivetke-
%6 példa mutatja, hogy végtelen dimenzidban lehet MA) + oo is,

3¢3¢ D€lda. Tekintsiik o 35=£2 tésben az A sulyozott shifi
operdtort pozitiv "[4\ sulyokkal ugy, hogy ez o, > O (n—>).

nh
Tehat az A= SP v shol SeMb 6/1&*'1 )PDCA,\:O/MeM és em"(or";o,:{/)O,--)

(m =405 )

Ismeretes (1de [14] )y hogy ilyen o, sulyok mellett az A
operdétor Lvdzinilpotens, azaz O (A)= {O} « Ahomman az (1.11) egyen-
18ség alaplén a (3.1) egyenletre K,-0 dés igy a

PO T I A €1

L>o0  Amt
Tekintstil (3.1)

At i "
6 6,1 = 64'(- :{—‘ o(4€1+ —%O(Ao(,‘ez“'"'

megolddsdt, melynek norméja

At 2 o e
= - :
{i; < A ) @/\..)2
Kdvetkezésképpen oz
JCM At At
(s o) 3 £ 1€ e <™
egyenlftlensdg teljestil minden m =/, .. egész szémre, Ahonnan

kapjuk, hogy 2 MA) = + o0 , Nyilvénvald, hogy akkor o
,>‘s= r)a__ Y is tellesll, ‘

3e3e W Ha a3 A = ~ s alkor azt kapjuk (3.7) alap-
dén.hossul(e eA fliggvény e nagysdgrendil, ha a {-> |



Bzt a 3,1 Példdban a Bessel-fliggvényekre hapzndlt aszinmptotilus becse
1ésb81l nyerhet Juk,

2
findekes tovébbd megjegyeani, hogy ha B=L [o43 (e L'lody,
he i 31 fuggvény o [0 [] intervallumon Lebesgue~

nérhets éo ott abszolut értéiben négyzetesen inteprdlhatd) figgvény-
térben 2z

X

A IS § fods (@ eLTo,0xemo)
Q
Volterra-operdtort tekintjik, akkor az A

szintén olyan kvizinile
potens operdtor, melyre /,{@,],— +o0e

dik ldteviiénb)

Az ¢16z6 pontban ldttuk, hogy mdr kvdzinilpotons operdtorre is

At
az {/@, [ figgvény tetszlleges § @éw flggvénynél gyorseb-
ban nBvekedhet L —> oo  esetén,
Vizsgiljuk most azt a kéxrddat, hogy mikor lesz egy kvdsinilpotens
A

operiiorre /(,(@Q véges.

Bz biztosan teljesil, ha az / nilpotens, azaz valamely ter-

méaszotes M szamre AM:O s UWgyanis ekkor /A@}:"Mdl

A kifvetkeazdkben felitételeket atunk arra, hogy egy kvdzinilpotens
operdtor nilpotens legyen, azas & /M[A) véges legyen.

3e4e Létel. Ha az A € 3@@) operdtorra 6/(/4) = (O}

akkor a kiveitkead dallitdsok ekvivalensek
M4 1

1) A =0

v ', A &
2 RO A=A s -4 , (%)
3 M S A
e - 2, git (£20)
0 4 &2 R
Bizouvitég. Mivel sz ¢ - > A4
ﬁ:O



*

wvetkezik, Ahhoz, hogy 3)-bll a 2)-t beblzonyitsuk, haszniljuk
At
fel a Laplace-trenszformicidt € «re:

#lisen

6t At
Rrm=- (6™ ¢ dt
Q
ha Re\ >0 , mert az kvdzinilpotens, Felhaszndlva 3)=-at kap-

Juk, hogy a 2) teljesil minden Roe\ >0 =ra, Mivel 2) bal és jobb
oldaldn 4116 fuggvények A= O  kivételével holomorfak, igy sziike
ségképpen veljesil 2) e N\ =0 kivételével,

Végiil 2)-uGL kévetkezik 1), mert minden A  kvdziniipotens ope-
résorre e Neumame2éle aorfojtéabél (14, [173 )

REMAY= - (
1 - > =0 ’>\
L igy 2)~t felhaszndlva

- k 4 o nif
o AT A £
% %;H 9\) 7 [.i; - ]’ Am’P\(%A)=O (N+0)

(A "T) operdtorral jobbrél szoro*va. kapjuk 1)=t.

(N +0)

Blegendd felidtelt adunk az (lé {{ (foe<t < 00 ) becolésée
b6l arva, hogy az A kvézinilpotens cperdtor nilpotens legyen.

35, Mtk laa M(A) 8 uMfA) xéassa ams ven ok

L >0 » begx
1e* < opu”) (Hl= =),

gior A"-0 , hacsak n> o

Sizonyitda. Terjesszilk ki az expomencidlis fuggvényt a 4
kemplex szdmsikre, azez vegyik az (@)= 64% (Ze Z/ eglon Sugg=
véuyt. livel |[F@®)I < é{M« i o tovibbd mivelr O @& :{O} ’
azaz A" (h—>*)  , eaért bémely €>O =hoz ven
olyaa M,,ci)>o , hogy ha 8z M2k, , skkor as (A" < ™
& Mo~ £l 9 ¢[7

(e 12 Adre £ e
b-o
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Tehdt nz [FR) Pliggvény rendje 1 és minimdlis $ipusu (14, 2 dofi-
nicidiat [18] ~ben), igy alkalmashatjuk G. Pdlya egy tételét (1d. 18] ,
[19]), moly szerint az ilyen F(2) fuggvény 2 -nek o{ -ndl nem na-
gyobd fokszimmu polinomja ( o, & Pétel foltételdben szerepld suim). A
3.2, Tétel szerint tehdt An:O La of <M.

Pelvetddik a kérdés, hogy ha osek a u(A) vigesadgdt kBtjlik ki,
gklor az A kvizinilpotencidjdbél kivetkezikee n nilpotencidja?
Vézes dimenziébon mindiz kivetkezik, viszont o kiivetkezd példa mu-
totja, hogy végtelen dimenzibban a 3.5 Tételben nem elég o= u@)
végessSgét negktvetelni,

3.4, D613, (G, Tamer 68 RoS, Phillips [20] ) Legyer W-L°[0,1]

és tekintsik a

XU~y) b2 0gXx<yg/
Ky = ®a8 004) — xy =
GU-x) +88 02 ygxed
nagfiggvényt. Megmutathatd, hog;y a
(K £)o0 = fk(m)#@)d% (£€L[o4)
integréloperdtor nen negativ (sajdtértékei nem negativak) de Bnadjun~
gulie Tekintsik az
(Af) o) =— (4- x)[%f@)d‘j @ < Lo,

Volterra~-tipusu operdtors, melyre /_1 + A B K o tehit a

Re Ay, x)= (@eA)x )~ 4 (_Ke,x) 20
ahol (-,) Joltlia .  térben a belsd samzatots

wasrésat & [0} - G(H S WQ) mindig teljestil (14, [14] ) és
ey Q@) - rks -0 exre az /A operdtorra. 4 3.3 Tétel
alapjan as ﬂ < A *el,) o talwh /u(A) O o Viszont a
AEA) = O nen lehat véges, mert ha az {é @(/—é/ ) (o(>O { - o),

A2
akkor & 3,5 Tétel alapjén az ¢ %  emek polinomja lemne, mndauk

\

o "‘*TE;sg
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m ~edfokn, és igy a
L 1™ F@y >0
(21> oo
teljesilne, Mivel ez pozitiv T «kve 1s 413, ezlrt m =0 , mewrt oz
m>(Q esetén A{;~WI_‘(—&) >0 (£=+490°) o Dehdt az F(®-T,
9
ahoman A= 9(_2%__)}2‘0: () lenme, Ami viszont nem igaz. Tehdt

az a feltevés, hogy a /a(—A) 4 0© nem igez, vogyis /_,{64)::-[»00.
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Ebben a fejezetben olyan nem staciondrius

(4e1) X = AM)x (xe®, AW eL@®)tel,)

linedris differemcidlegyenletet vizsgdlunk, mely a kyvitikus eset-
hez tartozik, azaz ’kfa =0 « 4 6, fejezethben mogmutatjuk, hogy ha a
(441) egyeniet m,z.k.~je negativ ée az [ (¢, x) perturhdsid "kicsin,
akkor az
%= AMDX + F(i,x) (F (¢,0)= 0)

nom=linedris egyenlet megolddsal még mindiz 4 °  (9>o) nagy-
sdgrendiben (O ~hoz tartensk, azaz a perturbdlt egyenlet X- () meg-
oldasa aszimptotikusan stabilis lesz.

Ezért igen fontos, hogy egy (4.1) ealaku linedris egyenletrll

ol tudjuk dinteni, hogy ha & Kq=0 , akkor a Nog MeBeke mikor

lesz negativ, Sbben a fejezetben az A(L) eporétorrgsxvény ill, a
(441) egyenlet Cauchy operdtore segitségével feltdéiteleket adunk erre.
A 4,1 pontban az A(Jc)——% (Act(®)),teI,) esetre megmutatjulk,
hogy & (g-0 és ), = max Ro 6@ A 442 pontban & (4.1) Cauchy
operdtora seglitségével olyen kritdrimokat adunk a T3=O é8 'X% <0
ra, melyeket o késGbbiekben stabilitdsvizsgdlatra hasmélunk, A 4.3
pontban a (4.1) egyenletet véges dimenzidban és az térben vizs-
géljuk és megmutatjuk, hogy hat At) vertikdlisen diegonilisen delai-
nins, akkor )\, negativ. A 4,4 pontban megmitatjuk, hogy ha
Ay~ B ds a ) kompakt operdtorflggvény CJ =limesz opo=
rétoreinak spekiruma a baloldali £élsikban feksazik, akior % noge-



tive Véglll 4.5~ben dltaldnositjuk KePe Persazidezki] egy tételdt

a kritikus esetro,.

- 52 Vot P PR Los »
4els 26102 olduan Ling 'K%=O 883
Mg 40 »
2
‘ekintsilk as

(4e2) X = ’J%X (x ef%)Ae%@B))'(:C-IA)

linedris egyenletet, ahol A +-t51 flggetlen operdior. Leguutatjuk,

hogy erre az egyealetre K = f‘C% =0 doa M= (>\3=ma:; Re 5@%
nhol 6(A) az A operdtor spektruma. A (4.2) egyenlet Cauchy

£

4 g

Adnt
operitora U@)= &€ - -tA (¢ €l,) és az Ule, r) =

L=z e A 2,1 Lemma alapjén kapjuk, hogy a ’K%—- O ,
24
107k P / Fots— JAl w2 <« oo . Viszont a K,=Q i telw
Jeslil, mext & A bt

K= Lom g it

L oo

In
&‘// € // korldtos S>Q era s a < O (=),

egyenldséghen a
Felhaszndlva aa (l.ll) Ugszeliggést és a M defindeidjat kapjuk,
¥ g A%t
hogy
n €
: = Ao 6@ .
P o 71 Re

t>00
A 241 Lemma alapjén a ')08 véges éu igy a 2.2 Tétal szerint

— bn(luge,s) e T ) e ne u ﬁmwe

/>\ = Liwm /[ALJC I S {/5.:,0:: 5 0

Lis> 00
) > g o 03

S~ R

és igy a /A: ’)c,()= max Q@G(A) « Tehdt ast kapiuk, hogy ha az
opercior spekiruma a (nyitott) baloldali f£élsikban van, zkkor a M

és 9«% negativ,
degemlitjik, hogy ha speciddisana »=C [a, 0] o az [0 4]



intervallumon folytonos fliggvények terdét tekintjik ds A ebben
egy integrdloperditor, azaz
Ao T koo {cgo&s (x e 63,2eC [aed),

.

ahol a  K(%$): [q, @-jxﬂq(?r] > % figgvény folytonos, ake
kor a kivetkezlk mondhatdk,

Tekinssitk & C [ay (] térben & kivetkezd
' od L(xt)
(443) -ﬂ—’— = (fK (%,8)@cst)AS (ela 4], tel,)

integro-differencidlegyenletet, shol (Y(S)~ ¥, 6) < C [a. 63

minden fix + GI -ras Mivel a (4.3) egyenlet (4.2) tipusu, 2
entiek szerint azt mondhatjuk, hogy & (4.3) integro-differencidil-

egyenletie a ’K%;O ds ha az A integrdloperdtor spelkiruma tel-

jesen a baloldeli félsikban fekszik, akkor o 'X%nuga;tiv, azaz (4+3)

megolddsal € -$ ( Q >o) nagységrendben O «hoz tartansk,

A kritikus eset elsd k¥zeliltésben vald *tabilita’svizsg&laté-
ban nagy szerepe van a m.ge.k. negativitdsdnnk, Eaért e k¥vetlozlke
ben két ekvivalens feltételt adunk arva, hogy & \ 4 negetiv le=
&yen, ha a ’\(,a=o s Az els8 tételt alkalmazzuk a ndsodilk téiel
bizonyitdsa sordn és a kompekt operdtorfiggvinyekkel foglalkozd
4+4 pontban, A mdsodik tételt a 6. fejezetben stabllitisvizsglilate
re alkalmazsuk,

441y Tétels Legyven a (4.1) egyenletre W,=0 és /)\ véges,
Bkkor ’X? negativitdsdinak sziikeéges ds elogends faltétele, hogy
1étezmenck olyam | >/, o<@< J szémok, melyekkel teljestil a ki-
vetkezl feltétels



w 40 =

minden X ¢ B4t € I, ~hez taldlhaté olyan Oy € [4/T] , hogy
U (£ B tdx £ g IXI
Bizonyitds. Sziikeégesség. Ha a g4 =g < 0 , akkor
JUWCET, )X ¢ TUET, I < N T Sixn (Np>0)
teljesiil a ’>\% definicidja alapjén és igy ha | elég nagy

T

~y ’ 9 ’ [ P ,
(T> N A1 ) s akkox Ng T ° < /[ és igy a Tétel dllitdsdhoz a
o= )\/fT'.? és Qx, g " vélasztés megfeleld.,
ElegendSsége Legyen a [ 4 t,< € £ 00  tetszbleges. Az

U(T, ') operdtor folytonossdga miatt ven olyan © hogy

U, e < 4— mindon (T-'| <@ 65 b, =, v'z 24
esetén. Tehat van olyan & 70 (@ = T@-b> s hogy ha
(,P@‘)pc»é noe@) ! teljesiil, akkor az |U(z, ')l < 79
(¢, < e, re'< 24) + Ilyen "(’,"C' -re ¢z tetszdleges
xe-% -re

I 0= U, TYUCT X <l (e ') I uee' Xl £ g} luceex,

) oy . /
ghomnan az [[U(~' )X | = et (X1 . Vagyis a @X(?>A+Q a
feltétel alapjdn, hacsak a 1 < T « @x,{/\( < 2+ o+ Tehdt =
r e Dco‘Q_éj intervallumon @xr -nzk van egynél nagybb alsé
(
korlat ja.
Legyen X, ¢® tetszlleges és tekintsilk a kovetkezld soroza=

tot P <~ben és IL -118
0

kie 2y B 4 X, = Ukate) X,
be = BBk, ¥ = Uk, )%= U(k,, )X,
{h‘H: {:*@_ @X&,{,& %ﬁuzl/“‘kg_“,‘l:e‘)Xk:U(QLHJ.EO)XO

(J/um.....)

Véges M 1épésen beliil teljesiilni fog, hogy a 4 < £z
= A

A2 UCH ) = UCh L) X oGvemdisds o os 1 %Yy



o) U LI € & 9"y

ehol - sup IUW,T a 0 végossége miatt. Hivel a
g —ﬁ ,{41‘4t<T’t )! Q‘z ’ -
® & T (Q=O / ...VMM) s 0zért a
X& "LVZ IR i
-L @ %2 {M _ "{'fvv\-M ST
K01{° A = BEf S o SRS
@X,1|t4 9‘(4!{4.“@&”‘-1, "ep,..A @XAFL'\ o @VM« &
ML
{< '(:IM{Az £0®¥o|£o“"@xhﬂ|tmé ‘Eo T 5
/f :l; s Te ‘xo~r‘ al ax
m\MzmQM T, _4_./@1&(&,) apjin
U Lyxal € & g 8T 2 pea
kBvetiesd *;:iy;ou,{((,(({){o)xo((é N({;/{o) 5)(/)(_“// , ool N= “Q/al,,
I 3

/.
(et { gJicuuumxubdt} P2 o Kreso ,xeB)

3 b v ')'. uzﬁkség;eggeg. Lai;:yen />\ < y < O ekkor az
MK, < Ngec/fc) X1 teljesi umil“m Mo >0 =val,

nét _ . o .
(4 puceemt’ae € (uf o8P o s é%z/xﬂ
e 1%

egyonlitlensdgbSl kbvetkezik (4.5).

Az elogendSsdg bizonyitdsshoz megmutatjuik, hogy ha a 4,1 Pétel
felictelel nem teljesilnek, akkor a 4.2 Pétel (4.5) Allitdsa sem
teljesiilhet semmilyen (70  wvale



Tegylik fel, hogy minden Cp (o< g < 4) és 1>/ esetén ven
olyan X c® ) o eI 1 s LOZBY

(UG %)l > g lx. | (t eV, wWT]).

’u’lonu.lmx. 7"
§i U, To) Xl o(%>§% Ju(t, AN UATES fl/(y e - ?/%7///0110
T
Ha a CI, i T olyan nagy, hogy %Pﬂ,\( >C4D » okkor & 4,2 Pétel
(445) feltétele nem teljesilld,
401, Hogdegveés. Ha a p= 4 , akkor a (4.5) feltétel he-
lyettecithetd oz egyszexiibb

oo
(446) AU (£, T)x [P & oo Y
A é% 1Pt (x €B)

>

feltétellel,
Ugyanis a ( 4.6) feltétel ekvivalens a kivetkezlvels
A::f f'( & &)U(Q/N)X{/ At <
ahol ¢, ) 0% T intervallun karakierisztilkus figgvinye. 12 po=
dig azt jelenti, hogy as V’t= €, JUKLD R — LPCB) ope=
rétoresaldd korlitos minden X ¢ B -3¢, ahol az Z_M@) sonach
tér elemei olyen mérhets X():],~> B gfiuggvények, melyckre a nor=
me /A -edik hatvdnye .Lntc,.;,x;ln,..ho (Lebeague szerint )}, A norma
LPC:B) ~ben az il “( gl X (+) //pOé‘ﬁ) « Tehdt a BanscheSteinhaus
télel érieludben a V,( norméban is korlitos, aml éppen 2 (4e5)
feltétel,
4e2e loglopyndse A 4ol é8 442 Tételekben a /Kg -0 ésa
,\Nj Z 0 helyetiesithetd az f{- ﬁA(S)//d§<M (+ GI/()
feltéiellel.

Geoe ¥ e

Tekintsilk most a (4.1) egyenletet a b - K  dimenzids euwlli
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deszli térben, melynek alakje legyen a kivetkezld:

. ",
(4.7 ) =~ pi®X® « | pa®y,® (1= 42.,h),
k=1 b+

4
ahol 'pgh&)'-]:,r%? folytonos fliggvények,
Cs Kohane [21] megmutatta, hogy ha & Pt~ i | Pce®l = § >0

ey 3
(= L -,m) feltétel teljesiil, akkor a (4.7) eoyenlet
-0t
nmegoldédsai & nagysdgrendben tartanak 0 «~hoz, -2 % esetén.

Agaz a (4.7) egyenlet L SsBeke negativ,
11 most megmutatiuk, hogy ha a (4.7) egyenletben szerepld

egyutthaidkre csak a

A
(4.8) tpee® — 2 Llpa®l =d >0 (b &Ly
C>4,)p"'€& 5

feliétel teljesiil, akkor a megolddack JE nagysagrendven tartanak
O =hoz, +-02 esetén. (4 (448) Leltétel azt jelenti, hogy a L AW)
ratrix vertikdlisan diagondlisan domninéns, )

Gunek bilzonyitdsdt arre a specidlis esetre vold visszavezetése
sel igazoljuk, smikoy minden /)p€) nem negativ, Lbben o specidlis
esetbeny ha at X ({)> 0 , akkor a (447) Xi&) megolddisa is
pozitiv £ e€Ll, ((=17% . ),

Ugyenis bha valamely /8 indexye az X,d' megoldas nem lemne pozitiv,
akkor lemne olyan “E0>’1 iddpont, hogy az Xﬁ'@o)z O és az

V&) >0  sam ke L) ds 1=4Th | pivel o b ® =k
nem negativalk:

X+ pu®y 20 (teln+o]yhom)
Amelybll kapjuk, hogy az g
X 0= x M) €'¢P(~§P;4@)dt) (+ €l1)te] gt = 12,41,

ehonnan ya-({,) > 0 & feltétellel ellentmonddsben, Ez tehdt



- b o
azt jelemti, hogy minden X @) ({=42,.-,) Plggwény pozitiv
minden + €T, -re. Ha az X2 O  teljestil eosak, akkor vegyik
az Y (1)+¢ pontbél kiinduld megolddst (<>0) ,majd €20
esetén kapjuk, hogy ¥ &)>0 (el T=Aynm)s

Ezek ubtdn asdjuk Ussze a (4.7) egyenleteket és haszndljuk fel
& (4.8) feltétolt, kapjuk hogy

m n M

o%; (Z Y® )= ~ 2. B}M&) ~Z/pw&ﬂ Xy ® £ ~% (&Z x4 ® ),
mivel az Y ()20 ({7&;:’4\}4‘7 ,__,ML)#JQ. ¥egoldva ezt a d:l.ﬂ:'m-
cidlegyeniStlonséget kapjuk, hogy & | >, X )] é(;—f,)‘{[i %6 ]

($2 T= 1) cine 3=R"  séven as ((x/(——éjdf)/xk-/

noymét tekintjik, ekkor a fenti egyenlftlenség pontosan azt jelen-
ti, hogy a (4.7) sgyenletre a m.g.k. negativ, ebben a specidlis
esetben.

Legyenek & Pip@) figgvények és az X @) kezdeti értékek tet-
szbleges elljellek és legyen a (447) megolddsa X (t) (v=172,..m)-
Legyen W)= (3T &) ..., 2,&)) megolddsa a

n

(4.9) %J=~FUZ@)%G‘G‘,&ZA&JP1Q({’)\%Q (d';«/’,/z)--y/‘")
=A 1+

differencidlegyenletnek a 2 AU) :(7(1 (1 /| kezdeti feltdtellel, Meg-

mtatjuk, hogy az

(4420) 01 < 246) L el,) .

KW ldtni, hogy a 2 d-ge) <k kielégitik az
t * 4
2 ¢) = W) @4@(.43 by ;OdT) + ,,f aup(~ g( QLS {%}Pﬂ‘& )| %é@]o(s
integrdlegyenletet. A (4.7) egyenletbll kapjuk, hogy az xa'&)
fuggvények kielégitik az



w45 -

X ®1< jid)]-eep md&)dt) + jemp( gﬁaw@)dt [ (pa&@f Xy ) ] ol
integrdlegyenlitlenséget, Az 1.1 Lemmdt alkalmazva s hogy a
(4.10) egyenlStlenség Lenndll,

Hivel 2 (4.9) rendszer egyiitthatdl és a kezdetl feltételek is nem-
negativak, eaért az elabbick szerint a

Z 20 <t (Z(% W) (L)
A (4.10) ogymwua&égot felhaszndive kapaux. hogy a

Z(WN 3 (Zvamo & eI,).
A Y-/ kesdeti Eoltétel nelyett sotanbloges 7 ¢ T, -re megis-
mételve a fenti gondolatmenetet kapjuk, hogy & (4.7) egyenlet ’/\3
Megeke=Je negativ, feltéve, hogy ”fg =0 o

4e3e Usgisgyada, A fenti d11itds kiterjessthets a B-(7  tér

ben felirt

(4411) )23'&)= —pii® X4 + 2 D168 X, (47 42..)
YN IS
végtelen differencidlegyenletrendszerekre a.ta (14, [22] ), amikor a

(4.11) egyenlet megolddsai approximdlhaték (4.7) alaku véges rend-
szerek megolddsaival.

4e4e Kompak

Ebben a pontban az

(4.22) X~ 2o (£, At)e(®),XED)
alalm linedris differencidlegyenleteket olyan Ad) operétorfiiggvény
mellett tekintjilk, melyre ez | AY: tel,] operdtorcsaldd

lezdrtja az operdtor nomdre nézve kompakt lesz az o(B) Banach al-



gebrdban, Megmitatjuk, hogy ha az /() olyan kempakt operdtorfigge
vény, hogy & (W =-limesz operdtorainal spektmuma a Re N\ < -V,
(Vo >0 ) #£élsikban fekszik és az A¢) még tovibbi feltételnek is
eleget tesz, akkor o (4.12) egyenlotre a /Ag,muv lesz,
Igy ujabb feltételeket nyeriink arra vonatkozdan, hogy egy (4el)
alaku egyenletre a ’k3=0 cs /(\% <0 mikor teljesiil,
A bizonyitds technikdjdban felhasazndljuk a “befagyasztdsi"
elvet (14 [20] ).
Hindenekeldtt néhany sedgddllitdst vesmetiink le és megadjuk a
sziikséges fogalmakat,
4els Definicid, Azt mondjuk, hogy a | C & (D) operdtorok
balmaze Smagéban kompakt (rUviden kompakt), ha minden A, ¢ [’
(mmt,2).-} sorozstnak var olyan AM& részsorozata,

mely operdtornormdban egy [7 wpera operdtorhoz konvergdl,

4ele Lommae Logven /' C () tmmesdben kemmeki ée G (€ )
avitott halmaz, mely lefedi [’ slemeinelk spekimmdt, Ekkor

1) aa Ti,,\(A)x(AJAILf4 zezolvens operdtor exyenletesen
komddtos O¢ G  damingen A c <z
11) Mtezik odvan F (C G) adxt helmaz, mely minden /' -peli

Bizonyitds., 1) Tegylik fel, hogy nem igaz az dllitds, tehdt van
olyon />‘h . AM.hogy '>\M¢G és AMC—F-mu

(4.13) “(R’AM@‘M) H —> %0 Mm—e).

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkill feltehetd, hogy az /A, —> A ¢ 7
ésigy 0OQ@Q) =G s tehdt .’/’Qc\@)l/ém minden 7 ¢ G .
As A = A alepidnes [R (a0~ [Ro@)l (n>)
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(1a, [4] ) és igy ez

Ry (o) = [A-DT # (A=AT] =E ~ Ry @(A-An]) R .
mm olyen index, hegy ha N2 4, , akker “A*Amn4—i.’
tendt |Ry W(A -4l £ 4 alapsdn as | T~ Ry A)(A-AL) -
fz R, M)A -A ﬂ& sor konvergens, Ahonnan kbvetkesik,
hogy ez a sor korldtes is M > W, =ra, ami ellentmond a (4.13)
feltevéanek,
ii) Eldszbr is megjegyessilk, hogy az G- A(CJ f6@]]  na-
maz a komplex sikon korlétos, Ugyenis, ha lemne olyan A cl' és
'),WGGJ( ~) sorozat, hogy |), | > o o akkeraz A, = Acl
alapjén a O(A) kirili elég nagy sugaru kiirben minden O (A,) bemne
ven, imi ellentmond amnsk, hogy ), C OA.) és |[An]> oo .
Tehét G  valdban korlitos.
Az allitds igazoldasdhoz elegends megmtatni, hogy a
SD(CG)S)=S>O y 82az a (> halmes (G komplementerének
és az G halmamak a tévolsdga pomitiv, fs igy ~ et as S
és (G "xBabtt" lehet vélasztani, Bmmek igazoldsénos tegyik fel,
nogy O0~0 , azes van olyan A%éﬁ és ), €6(A,) hogy
N> N € 06 (9G a G hatéra)s Peltehetd, hogy A, => A
(Acl) +Deekora O(A) «tlefeaia G nyitots
halmez és a O(4) elég kicsi kSrnyesete is bemne van ( <ben,
Viszont a O | (A e1ég nagy M indextsl kesdve ebbe a kijelblt
kifrnyezetbe esik, mert A»\ => A , emi ellentmond amnak, hogy a
6Bm) 3NN €96 . Tendt a 0 velében pozitiv,
442+ Lemma, Legyen [ C(B)mnagdben kompekt és te
hogy ez S~ 0{6@)} balmez o Reﬂ<~vo ayilt £61sikban
Y (v, >o) .




RN At Y, —
h=pe” ) = kot (teI, Ael).

Bigonyitds: A 4.1 Lemma ii) részében lattuk, hogy a (o ) < -V,
nyitott £€lsikban van olyan F  zéxt halmaz, melynek hatdra egy
C egyszerii mért gbrbe, emelyre 82 S a (  belsejében van,
Mivel a C < [N Reh<—%5) ezért a 4.1 Lemma 1) &1itdse sze-
rint | Rp\@)ﬂéy\ yha N\ ¢C .23 A operdtor %A fugg-
vényét a kbvetkesd alakban irhatjuk (14. LLf] )

Al @ iilhe

27 ¢
ahomman kbvetkezik, hogy

ey é%{‘_{ £ (tely, A€l
ehol ¢ a ( gérbe hossza,

4.2, Definicid. Azt mondjuk, hogy az A : [, — L(B) operdtor=
fuggvény kompaihy ba & [~ {A@): t €I, ] CXAB) lesértja brmagdben
kompakt, azaz minden {A ({M)}:; sorozatbél kivdlaszthatunk egy
konvergens résasorozatot, mely ol (D) egy eleméhez konvergdl.

Ha pl. az A(4) folytonos, akkor véges intervallumon az /|({)
kompakt,

43 Degintoid. A C €X(B) operdtort ez A T, — L(B)
operdtorfiggvény U ~linmeszoperdtordnal nevezaik, ha van olyan

t,= 0 sorozat, hogy A({.) > C (= ),

Legyen most | = {C} az /4 kompakt operdtorfiggvény W =
limeszoperdtorainak halmaza, Mivel | sért és része az {/{(\L)} L
kompakt halmaznak, ezért a [' kempakt,

4e3. Lomma. Togyllk fel, hogy e Af) kampekt operdtorfiggvény

W -limeszoperdtoreinak spekimma a Re )\ < —v, (Vo>0)
£é1gikben van.

Ekgkor van olyan >/ , hogyha 1> T , akkor
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AW In

le || ¢ Ng?

(i, >0, 6L, ],

Bizonvités. Meg kell mutatni, hogy ha & | elég nagy,
akkor az
A 42T} U < Z(B)
kompakt halmaz cleseinek spektruma a R¢) <-Y, félsikban van
(ahol [ az Af) w -limeszoperétorainak halmaza), mert ekkor
az A12itéds & 4.2 Lemdbél folyik, Mivel a [ ' olemeire ez telje-
sll, ezért csak szt kell beldini, hogy & {LZ/T 6 (A¢)  halmasz a
Re & <y, £élsikban van elég nagy | ~re. Tegyik fel,
hogy ez nem igas egyetlen | 7/ sadmal se, azaz van olyan T, — %
sorozat, hogy minden O (A@M}) -nok van & Ro\ £-V, £élsikon
kiviil pontje. Feltehotjik, hogy A(L,) => C €M (m= o) .
és a feltevés ssexint 6 (C) a MeN<—o -ban feksaik, esért
6@(@”\)} is, elég nagy /1 -re, ebbe a félsikba esik. A kapott
ellentmondds az &llitdst igazolja.

Ahhoz, hogy egy kompakt A{) operdtorflggvémmyel a (4.12)
egyenlet /) 4 egeke=jo negativ logyen, oz A{)=x61 tovébbi fele
tételeket is ki kell kiiniink, Bzért hasaznos lesz a kivetkeas

4+4s Dofinicil. legyen €7() /7 » Azt mondjuk, hogy ez A )
operdtorfiggvény kielégiti am [, feltételt, vaay A®C F, .,
ha van olyan | »/ , hogy minden t Sz [ 8 L < t/s<)
esetdn teljestil az A (1) -ACN < ¢  egyemlétlenség,

Wézziink néhdny példds olyan A¢) operdtormiggvényre, melyek
kielégitik az ri,L feltételt, valamely adott €70 és L >/ =
gyel.

1) Ha elég nagy * ~re az

IA®) -A, 1 <12  (Aye®)



‘m-

akkor Ad)c Fg,L tetazbleges L >/ egyel,

2) Ha 1étezik az A} adifferenciilhinyadosa és a HA '@ [ < -@% L
elég nagy T+ -kve, akkor AQ) €&, o

Ugyanis, mf{‘s elég nagy és 1/ < t/s< L o akkor

i

[ A -AG =) §A{®)dT/{= /ijchfr) Ldee = [ t)cc
Az 1) ds 2) eselek nyilvin nem fedik le egymést pl. A {) =)yCMf/A Int
figgvényre az 1) nem teljesiil mig a 2) igen.

Az 1) és 2) alapjén, ha az AQ) operdtorfiggvénynek 1 —-°
esetén létezik a limesze, vagy La 1étesik az /A @) éo mec ACJC) i
akkor minden ¢70«hoz van olyan [ >/, hogy Ag) @_-p%’{ﬂ .

Ozek utdn tekintsilk az

egyeuletes kompaks A%) opemitorflggvémyel. Feltételt adunk
arra, hogy a (4.12) egyeulet />\ MegBeke~je negativ legyen.
4s 3+ 2étole W A(;t) 14 z@@) *
g oz iness opexdtoraingk speldauma pediz a Qo N < Vo (Vo>o)
£61sikban, (Emre.4.31.mampaaamozym T >4 4, N>0
Al) nT Vo . T* >

hogy ”6 [{ 2 W T 3 X €l,) o

n sz A) kleléeitimég ss fr ), Zeltbtelt eldsiiosl € 7O -

v Yvo-tot)

m (c<2) me>/f -gxel (L >N, )
akior a (4,12) ggyenloet ’A? Bafeke =i nogativ.

4e4. Hoglezyzéa. A (4.12) egyenletre a /k3=o , mext az AG)
kompaktsigdbdl kivetkezik korlitosséiga és igy a + IA {f) / <K (66'1—/( )
(10.0 2.1 Ilm).

Bizonyitds. Az A@)GFQ,L és igy ha T elég nagy, akkor

9



[A®)-Am) < € (v« <L),
Vilasszuik egy ilyen X sadwot, majd fimdljuk le,
Tekintolk az
(4423) (- ALl
(r<«tenl
(4424) G = Aec " )

differencidlegyenletet ("bvefagyasztdei” elv). Mivel a (4.13) egyen~
let Cauchy operdtora CA(’C) bnt y ozért az (L, (L, )= QA(T) &‘:‘é
operdtorra & 4.3 I-m:it alkalmezve kapjuk, hogy
//e’mw‘?[ < N, (;5)% (T <524 )
A% 1.4 Lemma felhaszndliésdval kaepjuk a kivetkezd becslést a (4.14)
egyenlet (A (&, S)  operdtordra
fuce e m(H7% Vel ’ﬁ%:ﬂ/m wfe) (cesstent),
shol V=V,-M¢>0 a feltevésiink alapién, lLegyen most
S=r é8 t=[ , dgy
WUt 2D £ Nyl =g

A Q<d tedjetid, mert az L > N, . Tehdt a 4.1 Tétel feltételel
teljestiinak (O =L és a zents G =val) elég magy £ wre, mert as
A({d korlétossdgdbdl és a 2,1 Leamdbdl a ’?\’a=0 és A% végessdge ki
vetkezik, Kivetkezdskdppen a 4.1 Tételbll kapjuk, hogy a (4.12)
ogyenlet m.geke=jo negativ,

Igom a 443 Tétel kbvetkezS megfoxkitisa is,

4s4s Ddkede Legyen gz AC) kompek
£el, Dogy a3

(4.12) X = AJ;@ X (+eT,, <€B)
syenlet %% Hafakiazle Rogative (Mivel a K =0 , esért vamnak
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olyen 9,Ng positiv sadmok, nogy [U (60 < N /DT (22 1))
Hasa AbeF, sldalieal ¢>o dacldezany L >/
sadmady (€43 L>N§/(9 Nfé))mua A®)  w -lineszoperdto-
ik mitene iz 7 <% (Uataiten m
Bizonyitds. Legyen ( € 0\()@5) az Ad) o -1imeszoperdtora, ekkor
van olyan £M——>‘>° sorozat, hogy A@MJZD C{”/‘"‘)”O/ o Tehdt
bérmely O > O <hoz ha az M elég nagy, akkor az
//A@m) =Cf 248

Mivel A@GE,L s ezdrt ha én elég nagy, akkor

[Al,) - AGN < € { st t€L.0)
‘théta//CfA(:t)//é £+d s haa éMg€§[£M és az 1 olég
nagye Alkalmazva az l.4 Leumdét a (4.12) és az

(= & x cpi GEelyXed)

egyenletre. melyre az U, (é Tl= €

cact i
=t,
P+

2 kapjul: a%

egyenléilensdget. Legyen most és t = L ’5/»\ y gy

//€C@“L//< - {~ /vf(gJ)]&AA'

Az (1l.11) egyenllaség értolmében a

BV ORR T IO L S bt 0
shoxman az €,/ vélmtma.lapaémy /\S,E %Ng > (0 5 eazéxrt ha
a O elég kissi, akkor a Yo = p—N (€+4)~ g:‘\i.ﬂffboés C «té1
fuggetlen, Tehit a 0 (C) minden C -ve valéban a R <-), £61e
sikban van.

A fonti kbt tétel és am k.,  operdtorosstdlyxél mondotiak értel
mében kapjuk az alébbi dllitdsokat.



Zbben e pontban aszzal a kérdéscel foglalkozunk, hogy az

(4415) X=A0 Xt L8 (teT, AeL®),£eC@))

inhomogén egyenlet X¢)=0 megolddsa milyen :(3 ©:],>3 folyto-
nos flggvény mellett lesz korldtos, ha az

(4416) X = A®x

homogén egyenlet a kritikus esethes tartozik,

Heguutatjuk, hogy ha asz -(Z{?‘A“)U dS < k <o ({el, ) ekkor
a (4.16) egyenlet 4\% DeBeke~jo nogativ akkor és csakis akkor, ha
a (4.15) egyenlet X(/)=0 kezdeti feltételt kielégitd megolddsa
korldtos, uinden (1) < M (+€I,) fertételinek eleget tové
folytonos t{?({c) flggvényre.

Ez az eredmény dltalémositja K.P., Perszidszkij egy lesmert té-
telét (e [4] ) 2 kritikus esetre, mely tétel o kivetkezflképpen széls
Legyen A() integrdlisen korlétos, azez | fj 4/(4(5)//0(5 < )« Abhoa,
hogy a (4.15) egyenlet X(1)=0 kezdeti feltételt kieldgitd megolddsa

korlétos legyen minden folytonos és Korlitos #-’_/ .~ B fluggvény
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nmellett, sazilkséges és elegendsd, hogy & (4.16) egyenletre a X
negativ legyen,

Jelslje most ([(£) & (4.16) egyenlet azon Cauchy operdtordt,
melyre UU)=T

4¢5. 2étel. Ha a (4.15) egyenlet
(4.17) X (4)=0

3

(Jv eT kelnel ¢ plvkonos ) Slgevényxe,
mmm Nis ¢ Roaltlv szd, hopy

(4.18) U@Ient”  (£eT,)

Tovébbd, ha o (4.15) egyenletre o

fkor & (4.15) egvenlet den megolddsa s 1ame
Bizonyids. Definidljuk a folytonos figgvények kivetkezs al-

texrés

C@)- [48): £ T3 Pt & L1 < K (eeL,)f.
Kbunyt dtnd, nogy ((B) ss Il - gup LRI nomével erdétve
Banach tér. A (4.15) = (4.17) Cauchy f‘ladat megolddsa az

X&)= fu@c T)RCT) AT (£eTy).
Mivel az

(X @l < ( J( ({’L) ‘o{rr ) L
ezért a \/ = ?u&/ L) d" operdtor, mely ( QB) téxrb6l a
S térbe hat, Xordétos linedris operétor minden £ix 1 ¢ T-n.
A Tétel feltétele szerint a {\/,C Dt e ,A} operdtorcsaldd t <ben
egyenletesen korldtos minden f£ix £ ¢ C(B) -re. A Banach-Stein-
hous tétel értelmében létesik olyan t és f ~té1 fuggetlen & >0 ,
hozy



(4419) X1 = v 2l < LNgy  (4€1,).

Lom X&) ‘/[U(’é)/ és :ﬁ&)= (é&,igc) s ghol Y ¢3B,

vénnyel a (4415) - (4.17) Cauchy feladat megolddsa

" = . - ) &)
(4.20) X @)= fu({ )r @ dr- Ud y- ¢
t /~ "
alaku, ahol (/)= f 4L o A (4419) é8 (4.20) relécidk a
lapjén
[U® Yl o®) < RILN < % 1yt (yeB,tels),

kbvetkezésképpen
w21) A x@- s Mowy 3

Jc(/@) [y Y3
Ahonnen a

e

egyenlStleonség kivetkezik, melyet integrdlva 2-t81l + «ig

2
(4.23) VOE 24(/&) L1
A (4.21), (4.22) 63 (4.23) Yoszefliggdsekbll
Y/ 1 Y& . o £ 7%
L XE) a (]ﬂ&)}-& Tz ﬁQ{/ﬁ ' : (%ZQ),
Ami azt jelemti, hogy
UOI=Xe < ve s (+€T,),
27/@/& [7
ahol = >0 4 N = " U@ )
=1t N = max ( e Yma viud )

A Tétel utolsd dllitdsdmak bizonyitdsdlwz legyen O A,
ekkor a (4.15) egyenlet X (1):x,  kezdetli feltételt kioldgitd
megolddsa

€
X)) =U&K, + [u(e, S) :f(g)ds .
1



A (4.18) egyenlétlenség alapién kivetkesmik, hogy az X(4) korldtos,
Tekintsiink most olyan A(1) operdtor flggvényt, smelyre telje-

sl asz
2%

(4424) (laemds < k < ke, )

€
Ebben az esetben tibbet tudunk mondani, mint a 4.5 Tételben,

Hegmutat juk, hogy igaz a kivetkesl

4464 Tétel, Togyik fel, homy teljesil (4.24). Ahhoz, hogy s
(4"15) bt (4017) LRauony i 3 -

4.5. Negiegyads. Mint léttuk, a (4.24) feltétel biztositjs,

hogy & W{%: O legyen, ezaz a (4.16) egyenlet a kritikus esetw
hez tertosadk., fs igy K.Ps Perszidszkij tételébll kbvetkeszik, hay a
(4.15) « (4.17) Ceuchy feladat megolddsa nem lehet korlétos minden
folytonos és korlétos féé) -re. Ugyenis, he korldtos lemne, akkor
as L1 4

{/(m)//dg < Jiacon ds <k (teT,)
egyenliilenség alapjén a (4.16) egyenlet integrdlisan korlitos és
igy KePs Perszidszki] tételébll kbvetkezne, hogy & (4.16) egyenlet
olsl generdlis kitevije negativ.

azendlsén. Legyen ’,\% <- @< 0y ekkor van olyan

NS'>O » bogy ez

~AF
o1 < N (32) (tz2rx ),
ahonnan kivetkezik, hogy
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4
/fuuc VP AT £ | ue.qy . . f e
[ ue, 09 dx M({/Af,,,%__ e 0P Ny [ (74 ¢ e o
minden %GI,, -P8e g
iksieesgds. ElGestr is megmitatjuk, hogy ha minden ¢ C(B)
=re & (4415) = (4,17) Cauchy feladat megolddsa korlétos, akkor sazintén

korlitos az

L= A® X ¢ e
(4.25) {

() =0 [teT

Cauchy feladat megolddsa is ({,¢] ) .
Folybassuk as ;fCJc)ﬁIagvémta t, =461 balre (O ~val, azaz
legyen

* f) 124,
(4.26) i@:f\ 5 i

Es igy a (4.25) feladat megolddsdt ugy tekinthetjilm mint a (4.15) =
(4.17) feladat megolddsdt a (4.26) szabad taggal. Eléfordulhat ter-
mészetesen, hogy az f‘&) nem lesz folytonos, eaért tekintsilk ellbb
a kvetkezd (4.15) - (4.17) tipusu feladatots

{ = AB) Ko ¢ £e)
Ke)=0 7

<
£ L) +
fliggvény tolytonoa. A fenti e@mlot megolddsa

X ) = SU({ ] fttf)d" -é U(%, (>¥{@)dT+ g(/((é,c )P dr .
Hasonldan mint a 45 Tétel bizonaitéaénél léttuk. Van olyan R>0 ,

0O« t<d,-¢
3{5@): {& :g&")(% ~tot €) - < &4y

hogy
IXe®f < B2l = £ULM

Legyen U f£ix és ¢ -0 esetén az elsd integrdl nomméban () =hoz
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tart és 1gy X 4 > X&) , tehdt
IXey £ =020 .
Vagyio a (4.25)feladat megolddsa is korldtos,
Vélasszuk most a (4.25) feladatban szerepls szabad tagot

Fh)= UlE4a)9 e “nelt, ahol X&) = UM, ¢o)| , Y€D,
Hegismételve a 4.5 Tételben mmttal_:jgt kapjuk, hogy
UG+l £ N(E) (42 L 4)
24/&&
ahol N2 - e A ’44/%%(%0) A} 5 = 1o bs

= [ “Tods
(f(%'") Lo I
ilthoz, hogy beblzonyltsuk a m.ge.k. nogativitasdit, be kell lite-

ni, hogy az N/ vAlaszthaté e Joo -1:61 flggetloniil,

G =[Ucsloa) < € ée )

ahol 1, < S<04, ési%y
P(24,) fds s Un2,

tovébbé o T

S x 85 &
U
4(:::(4 (é )f” g {0)//} A<t <2( ML

Kbvetkezésképpen az
K 1A 8
N e 2 { @"2 ) 4}

vilesztde a tétel Allitdsénok megfeleld.
Felhaszndlva & 4,1 KSvetkezmdnyben mondottakat kapjuk a

(4.27) + t (x e B,LtecT,  ABe
{X(M 5 1te Ly, A eX(B))



sl spelctruma o rw <€ —Yo (%>O)MM&
Tekintsik most & b~ C /g (0] speeidiis esetet éz legyen
(A®) @)x) = frx (x5, £)¢06)ds , (veClae] *€la,¢] )
a (CJa,t) -ben egy integréﬂ.operﬁtor, azaz K (¢ $)=KxsHE (Ta,6Ix.,0J).
Degylik fel, hogy & K (% S 4) mnagliggvény +>° csetén az
Ta,tJxla, 6] tégladliapon egyenletesen konvergdl ogy P? (x(S)

figgvénuyhez. Legyen A a kbvetkezd integrdloperitor C [, @] ~hens
(-

(4.28) (A @)(K) = f K (v ¢eds (¢ecCla, el,xeladd).

A 4.2 Idvetkeznény most a kivetkesd alakot Hlti,
4¢3. Kivetkemuduy. 43

WO { (ks ousods e 82 Ge,)

S )20 (xefot] Mmadath
2 : &) > 2 .fx&) f()c ‘6)



2s. fojezet

A mésodik gmréna kitevd stabilitdsa

Tekintsilk az
(5.1) 5 = A(.é)x
' (xe® €L, Be), A e L(B))
(5.2) %= (AB+BE) X

linedris homogén differancidlegyenleteket, anol AG) és BY) ope-
ratorfiggvényck exds drtolemben mérhetdk dés lokilisan SBochner ine
togrdlbatdk az | -n. Jelilje /Kg(ﬁ) (111, Ag(ﬁ)) as (5. &) egyenlet
elsd (111, mdsodik) genordlis kitevdjét (£=1,2) .
Lbben a fejezetben azt vizagdljuk, hogy ba a ’1{3 (4)=/1<3(2)
akkor a P@) vdltoztatdsdval, hogyan valtozik a ) 9@. ) e
liog fogjuk mutatni, hogy ha & ||B(V| "kicsi", akkor a ’Aﬁ@) is a
g
felllxdl £élig folytonosan LUgge
A tovibblakben feltesszilc, hnng? K3=’k3(4) = /Kg (2) teljesiil,
53 példdul femmdll, ho a ﬁwégﬂgmu dr <0 (. [4]),
agas ha specidlisan %‘f‘j“““@(@” =0 , vagy g“B(T) ol < =
tel jesilnel,
Jeldlje U&é{;) 8z (5e £ ) egyenlot Cauchy operatordt, melyre
Up®)=T és 2egyen U, (4,5)= Up @ UL (B=4,2).
Sede Dgfindcid, Azt mondjuk, hogy az (5.1) ggyeniet rendelkezil
s g, V) daidemsdggi (9 R [V>0) 4 haas (502)
u4 (L,9) opexrdtordra teljesil az
U, <y e 8 b
feltétel,

(1) =t61 csak kiocsit lehet nagyobb, azez a )\ g egyonlettsl

Y
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Sele LGiEa. Dendelkezzen az (5.1) ezyemlet.nz L (¢, V) Hlaj~
/}<g(4)=4(g(2)=%5(450) . Ha van

Sy

A (oo de
ey IMOSSL\B( W dr < oo

o= X gl 6 : QKoY az (502) EJeRLOT Tenue
W 9l pHEN M,y =re
Bizonyités, Tegyen -+ =2 S=/ tetsz&lczges, ekkor az led
REE WTI—. Kg(€=5) 1, A/yf//ﬂ(@// dr
UG < e [} & :
A lemma feltétele alapjén S cJB(T) v < My, (In L lnd,)
teljesll, shomnan az d1lités kivetkezik,

Zobll o mdsodik generdlis kitevl stabilitdsa:
5¢1e Tétel. Logyen oz (5.1) fe (5.2) gzx
8.a g zztmple A Befake oldiop g kOvetkez6 gtebllitésl tulal-
donsdggal »
bémely €r0 -hozven olyen O 0, mely csek oz £ ~-iSléa gz
(541) eqyenlettll flgg, hogy b

St
1—3; () ||
tgoew ’6‘4J° JJ{@ dT(J?

aor s A () < NgU)He .

Bizonyitds, A MeBeks definicidja alapjén az (5.1) rendelkezik
az of (™ Z(AH— &, Vg /7,) tulajdonsdggal, Mésrészt o feltétel alap~
Jén 1étezik olyan S, i, > /1 s hogy &

Sto
{
Ei'lP i SgllB(T)(l dr < 20.
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Bzért az 5.1 Lewmna alapjén az (5.2) egyenlet rendelkezik az
& (7\%@) e€f2t 2 Nf/zs ) N') tulajdemsdgeal bizowmyes N/ >0 -val.
Ahonnan o 5\%(2) g %(AH Elr+ 2 Ngy, 5 egyenlitlensdy kivetke=
zik & meZeke definicidja értelmdben, 4 Télel dllitdsa Vehdl Lel-
jesiil, hma O < &/4 Nerp,  vilaszidst tekint Juk.

Sele Mosdosyzésge Specidlisan az 5.1 Tétel felidtelel teljesilnek
a LIBWUHed (+ €I,) mellett, tikkor ugyenis a g )= 2 2)

mert a Lim B&) =
Ly
Pele [Byetkezmény, Ha a
1S
ye

lim BT dx =0

s | )
gkkor az (5.1) s (5.2) gpvenletekre o /){3 )= 2(2) z({}:{l‘g@)'

Valéban oz o.,_,.“.-l. egyenlésége kivetkezlk az
04 ¢ j By de < iﬁzmudrc <er ﬂB(w d T
vanl&tlenaégbﬁ (+S elég nasy). A MeBoke=k egymlosego pedig
8% Sel Tltel kUvetkezmdauye, mert a tétel feltétele teljesll tetsal-
legesen kicsiny O >0 =valae
Az 5,1 Kbvetkezmény feltédtele speciilisan a _El_:';xi +B&) =0

50 (Bl T < &0 esetekben teljesiils (A ﬁ.}nw 1B® =0
eseitel 8 4.4 pontben miw foglalkostunk, lde 4el. Kovetkezmény)
Vegylk most az  Af)~ z‘i (teT, A€ (®)) specidiis
esetot,
52, Kivetkeamény, Ha oz / opexdtor O(A) speitruma o balolda-
L s8aiden Soksalk Saa BE): T)—> X(B) suenitorlige-
¥ény olvan, hogyv az ;rJB(r)ndw < ooy gkikor az

[

X = (£ + BW)x
sayemletre Kg-0 48 %m&.&z-
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Ebben a fejezetben az

(641) X= AB)X + Eck, %) (teI,, F,0=0,xeB)

nem=-linedris differencidlegyeniet ( -mogolddsimal stabilitdsi tue
1lajdonsdgalt vizegdljul a hozzdrendelt

(642) K= A®x (Abe () ,+€1,)

linedris egyenlet N\, Megeke=jének felhosznildsdival, A vizsgdlatoke

¢
ban feltesszilk, hogy a (6.2) egyenlet a lkritikus csethez tartosmik,
azas /KTO « Tovibbd esek olyan T :I,X B—> B perturbicilkat tekine
tlink, melyekre 2 (6.1) egyenlet kieldgiti az 1,1 lokdlis opmisztencia
tétel foltétoleit, valamely S = { X [ X] < /;q} gbubben,
Az A T/l *706@) operdtorflggvényrdl pedig feltesszilk, hogy umérhee

tG &3 lokdlisan BDochner integrdlhatd az I £8legyenenon,

1
Megadjuk i,G. Krejn stabilitdsi tételének dltalémositdadt [1(1.
1.2 pont | a kritikus esetre, tovébbd B,P, Demidovics egy stabilitdei
tételének dltalinositdedt Bananch terelre, Vizspdliuk o (6.1) ogyenletet
olyan perturbicid mellett, mely kielégiti o +t [L(L X)) = (X))
feltételt (X0 osetén T ~ben egyemlotesen). Vésl az Af) = A= <o
-konst, esetben vizsgdljuk a megolddsok me¥.ke~k véltozdsst az F({,x)

perturbiciétél flgpSen.

6.1. G i 4 &1 Eene i B LANO ST a8a K Bl

Legyen az F({;X) perturbdicid olyan, hogy az
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(643) TECE, X < L®uxt (teI,,x ¢S5,

")

teljesil, ahol az {:[,>T, fuggvény folytonos.
6ol Rétels Lesven s (6.2) sayemlet 1o Sefukiecde 0 éaa g

+tt,
/

(644) o g 2c)ds = g, (4o >4 gix 5 £€T4)

seyanlSilenade teldesill,. o (6.2)

Bizonyitds. Legyen %3< 9 <O, ekkor a ‘A?/ao:rm.cuaa
értelnében van olyan NS >0 4 hogy
U, T < r\/S,(i‘)SJ (4= 7= 1),
ahol UET)- U® U 68 Uba (6.2) egyenlet Cauchy operdtora.
Legyen Nj=No exp(N,g Int,) &8 m, < min (m/p, , m),
Xy € Sy ={x (I < /ho} . Tekintsik a (6.1) egyenlet azon X&)
megolddsdt, melyre X ()= X, teljesil (T€1l,) ,
Az X&) folytonosséga miatt 1étezik olyan | > O , hogy
Ix ) < m (v et <r+T).
A konstansvaridcids formula zla.pdén
€)= U Ty, chuu SYFCs,x@)ds (xstec4T).
Ahonnan

IO € Ne (£ + 7 f@ L6)1x6) ds
_f N
IX@IE "« N4 f£@>azX(s>//s"f)ds.
A Bellman-]lemmn alapjh

X6 < N ()] (x Ty ffwé (x< trnyT).

azaz
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A (644) feltételblSl kbvetkezik, hogy
ﬁf(ﬂdS < q (b &+ Ints)
e j Npgluto p St Med
X&) < Nge (—f I (reteetT).

Tehét ha & g, olyan koosi, hogya ¢rfpg <O (g <~w§/7
akkor a (6.1) egyenlet X - () megolddsae egyenletesen és aszimpto-
tikusan is stabilis lesz, ugyanis a fenti egyenldtlenség alapjén az
X (£) megoldds az egésaz I’t intervallumon létezik, Valéban, az

X“C vilasztdsa miatt

¢+ Mg
(X)) ¢ m (F‘E) d (gt T+T)
és itt a | tetszbleges nagyra vélaszthatd, mert ha az
+T)|= Mm lemne, akkor
x et - priy

n=ix e+ < m (L) Tep
teljesillne, ami ellentmondis,
6620 A £ [F(L,%)]I= Ofixi)Ee
dettd stabllitds
M.G. Krejn megmutatta (1d. [4] ), hogy ha a (6.1) egyenlet
X=0 megolddsa egyenletesen stabilis tetszlleges
Fax)eP= 4 60x): (G, = ofixu)]
feltédtelnek oleget tevd perturbdcid mellett, akkor a (6.2) linedris
egyenlet e.g.k.~Jjo negativ, tehdt ilyen perturbdcis mellett (6.1)
() emegoldédse asazimptotilkusan is tabilis lesa. (4 (G (&, X )| = ofx()

alatt a |G (L)l /ixi => 0O s ha X >0 konvergencidt
értjik, ehol a konvergemcia T ~ben egyenletes)

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy ha cagk azt tudjuk, hogy a
(6s1) X=0 megolddsa egyenletesen stabilis minden
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F(L,x) € ’lié\: { G, t HG({,XN!:@{”X“)} P
perturbdcid mellett, akkor a fé\ elemeire még mindig assimptotie
kusan stabilis marad a (6.1) X =0 megolddsa,

A 6,1, Tétel értelmében, ha a (6.2) egyenletre ’ch; O és
‘)% <() y ekkor (6.1) X =0 megolddsa egyenletosen stabilis
tetazlleges [ (4, ¢ 'P perturbicidé mellett. Ugyanis ekkor =
6.1 Tétel (644) Loltétele teljesil tetsablegesen kicsiny J > «wul.
Hegmutatjuk, hogy & fenti dllitds forditva is teljeslil,
Tehdt, ha a (6.2) egyenletre a ’kg=0 és a (6.,1) X=0 megolddsa
egyenletesen stabllis tetsadleges [ ({,X) ¢ ﬁ\ perturbdcidra,
akkor ebbdl kivetkezik, hogy a (A%mmtiv.
6+2. Z6tols Haa (6+2) Linedris eqvenmletre s 'o,=0 , gldox
& (6.1) pem-linedpis ezvenlet X -0 megelddss ssvenletosen stabilis
tetsallomes L F(¢,x) [~ ofix!)  gedyétedt Kiedémitl perturbi~
8.2 (6.2) eavemlet 4, Meiekacde

negatlv.
Bizonvitids. Az dllitds elegendleége a 6.1. Tétel kizvetlen ki~
vetkezménye.

Sziksdzesaég. Tegylk fel, hogy a (6.1) egyenlet x=0 megolddsa
egyenletesen stabilis minden F ¢ P perturbdcid mellett. Skkor spe-

cidlisan az I: (£, = X/X//P (>4 fix ) esetén is, Te-
Watsitk most as X~ O -nak ast 83 5, = { X ¢ [x/< | Kimyeaetét,
mely olyan tulajdonsigu, hogy minmden X({,)=% € 5, esetén

az X (t) megoldds létezik [, ~n. Ilyen /| sazém léteszik a sta-
bilitds definicidje mmom ilyen megolddst az

@)= Uk, L)y ®)  alakban irhatunk fel, ahol U({,4,) &
(642) Cauchy operdtora. 4z () -re az



(69 4= ve) y (ve)- £ luce von’ L et )
differencildegyonlet tejesiil, Ahomman az U = V&) X, » shol
N ] = exp (f{i ‘F@)d$>> /1« A (645) egyenlet alap=
Jén a
f\{;((;h ﬂkwec) i— I uu,ico)xo}lp s
Ahomman ,e/{ , ) * /\j(t) )
A Uttt )% 1Fda —é L AT b (%065,

fo 1gy & 4.1 Megjegyzés értelmében kivetkezik, hogy a Ny <O
hacsak a ,  véges. Eat az egyenletes stabilitésbél vemethetjilk
le, ugyanis bédmely ¢ 7O <hoz van olyan d >0 y mely Jto -t61
filggetlen, hogy ha sz [X(€.)| <0 , akker ||X (O <€ (€€Ty.)
Legyen [[X [ < min (J; m) , ekkor

.

IX @I~ @, o) Xoll £ € (tele,),
shomaan [[UC, £,) X, [ < E/vg) < ¢ (€I, )+ A Banach-Steinhaus
tétel értelnében éo a fK? =0 alap)én obb8l kbvetkezik, hogy "\ p A
Gele Hivetkozménv., 1) Ha a (6.1) g

(3 e gygntotegsen Stabilis $8TSZoleses

{ = 'éx + FECe, %) (+ €I, AEX (), Ft0)=0)

nen la’gge"zg’!s epyenlet X =0 m%oggé% gmggtgseg gtabilis minden
A
=gl perutriicid mellett, akior az A  gpexdtor 6 (4)

QELY) B3 S K

BePe Damidovics tédteldnask dlteldnositdas
o dn e R GOVACE Cx Ll g8l ON0S . Ua

Tekintsiik most & (6.1) nem-linodris egyenletet olyan [ ({,X) pere
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turbdcid mellett, mely kieldgiti az

(646) IFceon < g xi™ (g>0,m>4) tel,)

feltételt,

BeP, Demidovics a B= mhvégezs dimenzids euklideszi térben
megmutatta, hogy ha az F({, X)  kieldgiti a (646) feltételt és
e (6.2) limedris kézelités "teljesen szebdlyos" (1ld, [13) ) neme
pozitiv e~k.ki~kel éz a megolddsok m.k,k,~inek mexiomumea kisebb
mint —//m-1) , akkor a (6.,1) %= 0O megolddsa asziuptoti«
kusan stabilis,

Wegadjuk eunek a tételnek ez Altalénoeitdsdt tetsadleges B
Banach térre s m.g.ke fogelndnsk felhaszndldsdval.

6+3 Zétel, Ha s (6.2) exvemletye & %g=0 e Ny Befiker
re s

hg < = 5 (o> 1~ 14, )

f£eltétel teldosiile akker & (6.1) nem-linedris egvenlet X- O meg-

Bizonyitds. A konstansvarideids formuldbél a (6.1) egyenlet
X(£,) =YX, keadeti foltételt kiel‘gitG megolddsa
K@) = U L) + § UL, ) F (T, XE))AT -
Legyen />\ (- 9L ——/y;-’{—A » okhor a feltételek ¢és a m.gke defi=-
nicidja alap;’;un %
IxCol iUttt IXo] + frvf £) 7, (x cor™ ol
LAz i(u({;{o) | < Kt 5 (*E >4 >/{) egyenlStlenség alapjdn, shol

k>0 flgga L+, «td1, .
~0(m-1) "

RO € kI Shpg e (o) e
= .



A Bihari-lemma kivetkeaménye értelmében
K Xeol e S
[/ - tn-n(ix e ™ Mo §5 ne-gom=1), ﬂfﬂ ¥
mivel O©(m-1)> 4 4 tehét valéban a (6,1) X~= O megolddsa
aszinmptotikusan stabilis,
6.4+ Kongtans o

bicidia

Az eddigl vizsgdlatokban feltettiik, hogy a linedris kizeli-
t68 Megeke~jo nogativ, ami az A®) = A staclonfrius egyenlet esetdben

IX®I <

nem teljestil (1d. 3.3. Lemma)., Ebben a pontban a (6.1) egyeunlet
megolddsainak aszimptotilus viselkedését vizsgéljuk, ha a (6.2)
linedwis kbzelités staviondrius

- Ax (AEXD) ) x €B) .

<

(6.7)

Teltesozilk a (6.7) egyenletre, hogy /UQ‘\) véges &s legyen az o{ Z O
olyan szén, hogy az

At et e
(6.8) e’ 1< % et (t€ls).

6e4e Détel. Ho gz F(+,%) perutrdbicidre teliesid o (643)

e 8 (6.8) foliétel, alkkor o
g {x (‘l:)” Dn o A |
W" (?(@ur/‘/fs £6) ds)) [epea]
vitds, A konst: .“er*ucg.és Lormulibsl
At —to) AL -S) _
X&)= ¢ X, + 8 E(s, X&) dS ({éiﬂeo)-

Tehdt az

"< -(: ’7(5('6 9) a(
X&)l ¢ ke é —Lo)IX Il + K 8 -5 f(s)lX(s)//ds



T} =

egyenldilensdg teljesiil, melyet osziva GMSJC to( figgvénnyel és
felhaszndlva, hogy =0 kapjuk +
[X® e““‘“("‘ < K e‘%f(}o I+ Kk [5?6)(2"%??&(9)”)0(3 .
Az d11itds a Bellman-lammdbdl kivetkezilk, °
642, Kivetkemmdny. Ha 2 (6.7) gayoniet X =0 pmegolddss
gtabilis, azes (6.8) fellesil g "g= o = O ~val o
05 2YASs L oo gueon o (641) ag pdris ozye ninde

oldéga koplitos lesz.
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