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4.4. Bavezetés

Legyen adva egy gréf, és a gréf minden csucséban egyeegy
véges automata, melyek a gréf élein keresztll kommunikélnek
egyméssal, azez minden aputomata csak a vele szomszédos csu=
csokban elhelyezett asutomaték &llapotdt "létja™. A « korlédtos
fokszému « gréfok mely tulajdonsdgaihoz létezik olyen auto-
mata, melynek egye=egy pdéldényédt egy gréf csucsaibgn olhelyeze
ve, az igy kepott rendszer a tulajdonség foliemerésére képes?
Mésképpen fogalmezva, gréfok tulejdonsédgainek elddntdsére lo-
kélis, vagy “"rdvidlété® algoritmusokat [415] kerestink.

Ennek a tovédbbiakbaen lokdélis grédf-sutompténpk nevezott
modellnek két vondsét emeljllk ki, melyek a hasonlé modelloke
tdl megkidlénbdztetik,

El8szbr 48, o foladat az putomaték hdlézaténak, a gréfnak
“folderitése” -~ ebben kildnblzik o goiteutomstdktdl, ahol oz
automaték kepcsolédéed rendszere gdott, é3 a vdltozd bemenet
az automatdk kozdbéllepotaiba van kédolva. Mindkét modellben
kdzds a pérhuzemositds lehotbsége, mivel ez egyes automaték
egyméssal pérhuzemosen is végezhotnek hesznos munkét. A gréfe
automata algoritmusok egyik lechetséges alkalmezési terflete
éppen a meglévé algoritmusok pédrhuzemositésa. /A sojteutomatéke
kel kbz2ds az a probléma is, hogy e pérhuzenossédgért coerébe oz
informécid tovédbbitédonak o lokolizdltedgbdl ozdrmazé kérilmés
nyességével kell fizetni./

Mésodszor, az egyes automatdk végesek e ez kildnbizteti
meg a lokélis gréf-sutomatédket oz un. posztott szémitdgédprend-
szoerekkel /distributed system/ kapcsolatos rokon modellektél,
Ez a megszorités megakedédlyozza ezt, hogy ménden procose<§@W§k

%
£ SZEGED

2
=
kS
=

4

7 v
a
*



sajédt "neve” legyen, ezaz egy csucs a t8bbi csucs széméra nem
ezonosithaté, A lechetséges slgoritnusok széméra oz igen lényee
ges korlétozdst jelent. :

A lokélis gréf-gutomste modell « tudoméson ozerint
eled részletesebb térgyaléas Rosenstiechl, Fiksel é&s Holliger

[45] cikkében taldlhatéd, ghol a ezerz€k néhgny elepvetd ren=
dezdasi és szinkronizdcibs konotrukcidt dolgoztak ki.wu és
Rosenfeld [18] cikkeujabb, hasonld elveken elepuld elgirtaus
sokat tartalmez, Angluin [1] cikke pedig dttekintd @ modell |
egyes véltbzﬂtait. elsfsorban a grifok szimmetridivel kaepcso=
latos kérdések azenéaatjtbﬂl.

A tovébbi vizsgélatot talédn az indokolja, hegy ez eddigi-
ekbll nem létszik vilégosan, hogy veldjdban milyen széles tu-
lajdonsdg=-ooztdlyrdl is ven ozé? Ugy tlnik, hogy ez &2 gutomata=~
-fajta a gréfetulnjdonsédgoknek egy eldég természotes osztdlydt
jeldli ki,

A lehotséges kerskterizdciékkal kepcsolatben Lovédoz Léozlé
vetotte fel a logikei kévrekterizdcid probléndjdt. Ez o kévote
koz8t jelenti: milyen logikei kerotben definidlhaték o lokdlis
gréf-automatéval felismerhotd tulmjdonsdgok?

Nyelvositélvoh kerekterizdcidjdt 1lletdon éltaléban ez
automataelnéleti, grammatiked és plgebrai keroktorizdcidk Gssze-
hesonlitédsa 611 elétérben. A szédmitéstudondny sok elapvetd
erednénye tartozik ebba a kirbe, pl. a Chomskysféle hierarchias
sutomateslméloti jellemzdse, ez absztrakt nyelvesalédok /AFL/
elmélote, @z sutomaték é3 nyolvhk szintghtikus félcsoportjds
nak vizsgélatai, etb,

Logikai karekterizdcidra két példét emlitlnk.



Bichi tétele /14.[!4]/ szerint, ha egy nyelv szavait
véges rendezett halmazon értelmezett monadikus etrukturdknak
tekintjlk /shol a részhalmazok az sbc betilinek felelnek meg/,
ekkor egy nyelv pontosen akkor reqgulérie, ha monadikus médsode
rendd formuléval definidlhaté.

Fagin tétele [5] ezt mondja ki, hogy véges strukturdk
egy osztdlya pontosen akkor NP <beli /a teraészetes kédoldse
sal/, ha egzisztencidliec mésodrendd formuléval definsdlhatd
= mdgszéval, ha un, pszeudoeleui strukturacsztdly.

Visszatérve a lokélis gréfeautomatékra, @ follesmerhetd
tulajdonségok vizsgélate ezt mutatjs, hogy ozek &ltaléban
olyen tulajdonasdgok, melyek a gréfok részgréfjairdél mondenak
valemit: Pé1ddul, Hemilton=kdr létozése o grdfban olyen része
gréf létozéeét jelentd, moly Jsszofllggb és melyben minden csucs
mésodfokus,

Ez olyen mésodrondll formuldkkel veléd definidlhatdsédgot
jelentene, melyekben mésodrendl véltozéként egyvéltozés /mona=
dikus/ relécidkon kivill olyen kétvéltozés /diadikus/ reldcidk
is ozerepelhetnek, melyek részroldcidi a gréf éiot 41ted ¢cps
rezentdlt reléciiinak Jfozekot a tovébbiekben gyenge diedikus
ndsodrendd formuldknak nevezzik/.

A gyenge digdikus mdsodrendd formuldkkal definidlhatd tue
lajdonségokrél /mésszdédval o pészorsfok nyelvén definidlhatéd

tulajdonsédgokrél/ ezt mutatjuk meg, hogy a lokdlis gréfegutos
matéval felismerhetd tulajdonségok osztélydnek fa tovédbbigke

ban L =osztély/ valddi részét olkotjdk /o két osztdly kozdtt
elhelyezkedd tulajdonsédgs eutomorfizmus létezése a gréfban/.

A -t-osztélyt helyigény szempontjébél jellemezve azt



nutatjuk meg, hogy valddi réaze a st-**-oaztdlynak /ez a
bemenet leirdsédhoz ezlikséges helyen felismerhetl gréftulaje
donsdgok osztdlya/.

A dolgozat két rdszb6l 4lls az ols6 rdazben automatékat
konstrudlunk gréftulejdonsdgok lokslis gréfesutonatdval tdre
téné folismerdsére, g mésodik réazben pedig definidlhatde
edggal kapcsolatos kérddsekkel foglalhkozunk,

Az aldbbiekben rdviden 8sezefoglaljuk az egyes fojezetek
tartalmét s ‘

Az olsl fejezot hétralevd részében a legfontosabb dofinde
c tékat adjuk meg, & definicibdkat indokld és megyerédzéd megjegye
zésekkel .

A médsodiki fejezetben gutomatdt konstrudlunk gréf sikbae
rajzolhatéségénak elddntdsére Jez az slgoritmus polinomidliss
[49] ilyen @lgoritnus létezédadt nyitott kérdésként emliti,
megjegyzi, hogy Terjen linedris elgoritnuse nem vihetd 4t loe
kélis gréf-automatére/, a2 elgéritnus [3] algoritnusdnak
edaptécidja. Algoritmust edunk tetezblleges, a réazgréfolt nyols
vén dofinidlhatd tulsjdonsdg oldbntésdre, ezenkivily bizonyos
perticids crédftulajdonsdgok, sutomorfizmus létezdse, és gyene
go direkt szorzatként vald elbdllithatésdg elddntéadre, Meoge
oldjuk @z un, kitlintatott csucs problémdts lok#lis gréf gutoe
matédvel, moly gréfokon tudjuk bérhonnan elindulva végil mine
dig ugyenazt a ¢sucsot azonogiteni?

A harnedik fejezet o dofinidlhatdséggel foglalkozik, Elle
ezlr a foelhaozndlt matematikal logikel segédeszhizlket ismore
totjlks a modellelméletben sokat haoozndlt FraisedeEhrenfeuchte



~fdle jatékok médezerét, és az ultreszorzést. Alkalmazédsként
megnutatjuk, hogy ez N s=zégpontu gréfokon Hamiltonekbr 1lé-
tezés 8t definidlé elsbrendldl foramula legalébb L%J kvantort

tartalmaz, és més bizonyité& t edunk Pésa Lajos [44'] egy téte=
lére, mely szerint ez Gsszefiliggbségre vonatkozd kventorszén

log n  nagységrendil. Ezutén a monadil
kal definiélhaté tulajdonsdg-oeztélyok kézéttd yalddi tertalma=

zdsi relécidkat igazoljuk, természetes graftulajdonsédgok Jbész-
szofiggdség, teljes pérosités, Haniltonekdr és automorfizmus
létezése/ mdott keretben vald definidlhatatlensdgén keresztil,
A fojezet utolsd részdben a Fraissé«Ehrenfouchtenbdszor
tovabbi alkalmazdsaként e kOrnyezetfilggetlen nye k_eqy log
kai kerpkterizécidjdt adjukt meg. Belétjuk hogy egy nyelv pon=
tosen ekkor kérnyezetfilggetlen, ha ER(Y‘,A\.L) elakban de=
finiélhaté, shol R kétvéltozda relécié, Y, egy konkrét ole
sérondld formuls, 14 pedig R ere vonatkozéan gyenge diadikus

mésodrendd formul®, @zez a védltozdként szereplé kétvdltozds
relécick R részrelécidira vennak megszoritva.

A negyedik fajozetben a korébbiek elepjén az x osztély-
nak egyes egyéb osztdllyal vald kepcsolatét vizegdl juk [1?] o
nek a helyigényehierarchiéra vonatkozd tételébll prdviden mege
nutatjuk, hogy Z ez emlitett Dxﬁikuosztély valédi része,
vagy, ami ezzel ekvivalens, hogy "névheszndlat®, azaz véges
automata helyett |°g n mérotl mendria bevezetése ndveli
8z sutomata folismeré képességét. Véglil néhény megoldatlen
problémét emlitiink,



Ezuton szeretném Oszintén meghkdszdnni Lovédsz Lészld gkae
démikusnak szémomra igen fontos és megtiszteld témogatdsdt ds
figyelmét, Gécseg Ferenc egyetemi tendrnek azt, hogy munkédnm
folytat@sdt lehetébvéd tette, velemint Pdsa Lajosnek, hajden
volt egyetemi témavezetlmnek értékes megjegyzdseit és tende

csailt,



42 . Definicidk

44 Definicid: gréfon véges, irdnyitatlan, Osszefiiggé, hurok

és tobbszérds élek nélkili gréfot értunk, G=(V|E),
ahol V a csucsok, E az élek halmaza. O(-Qréf az
olyan gréaf, amelyben minden csucs foka legfeljebb 0{
/ ahol d tetsz6leges, eldére roégzitett szém /. A
definiciékban és az egész 2. fejezetben graf alatt
végig d ~gréafot értink,

49.Definicié: a G=(V,E) gréaf ve\V csucséara vonatkozé Pv

irdnytinek nevezzik VvV szomszédainak egy permutacidjat,.

A G graf irdnytirendszerének nevezzik a pP= if\"\"€\/j

halmazt.

13.0efinicié: alapgraf a G1= {Cﬁlei hdrmas, ahol (> graf,

P a (G- irénytirendszere, C:V—> C,uC, pedig (& csu-
csainak cimkézése, C,,l Co véges halmazok, C, NC,= ¢
és pontosan egy csucs cimkéje C,1 -beli / ez a kituntetett

csucs/. / Ld. 4. 2. Megj./

{4.Definicié: alapautomata az

Jﬁt‘:(alQ'R K,V‘V,KI/A\,E,RI B|€>

-

12-es, ahol (Q) @ a / kitiintetett / &llapotok,
(W) K a4 . kezd641lapotok,
(—\7\) Vv a - végallapotok,
(;(> A a " elfogaddé végalla-
| potok,
(EQ R a - elutasité végalla-
potok

halmaza, B a bemen6jelek halmaza, 6 pedig a de/t}(:e«rf.’__‘

B N\
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minisztikus éfmenetfﬁggvény (6\3(60 Q)XB-—b(aUQ))

ha teljesilnek a kovetkezé6 feltételek:

(1) a megfelel8 kitiintetett és nem-kitiintetett 4lla-

. pothalmazok diszjunktak ;

(ii) EUVC5)EHV=¢}ZUECVDZHE=¢)
és hasonldan a nem-kitlintetett &dllapothalmazokra:

an B= 0 (Qua) | |

(iv) ¢ #J'b;; 6 (@ua) ™ (Rul)™ ) 6 ((@ua) ™ (Rvw)! )= ¢

M oy G € K = 6 (o, (Fa1-1F0))=Fo )

Vi) Gy G €VOV = 6 (Fo (Fay-y Gd) =90

(vid) 9 € Q = (w0 (Gar-1Fi)) € Q /

b € A = 5'(q*o,(cy,” ...,ar(;D e 6l .
fids 4.8 ;4% Meagle/

{5.Definicié: lok&lis graf-automata az

L--*—(Gu \76}

par, ahol 6-4 alapgraf, A alapautomata,

16Definicid: az ,_ lokdlis gréf-automata egy konfiguréacidja

egy C:V——>_Q—UQ leképezéds. A Co konfigurdcié kezd6-
konfigurécid, ha minden veV -re Co(v)é lKulK, és pontosan

egy vaV -re GMEK . A Cuy konfiguracid végkon-
figurécié, ha minden veV -re C%(V) eV .,
Egy CL:+4 konfiguracié a C(} konfigurécié koévetd kon-

figurédcidéja, ha minden ve\/ -re, ha J’V=(\/,,,...,VJ‘),

akkor

Cipn (DN=6(C ), (Clmyenr, Cly)

A Lpyosn C,  konfigurédcidsorozat teljes szédmitédsi




sorozat, ha Co kezdb6konfiguracid, C_e végkonfiguré-
cid, és Cb'{-4 a C(, kéveté konfigurécidja (C,::O,..-,-(;—'t;

L a 6-4 -et elfogadja, ha létezik teljes szami-
tési sorozat, és minden veV -re C-A(V)GZU/L eluta-
sitja , ha Cy(v)eRwR.

1F.0efinicié: az \7(-/ alapautomata eleget tesz a szinkronitdsi

feltételnek, ha minden G, alapgréfra az L;‘-(C‘:.ld;)lokélis
graf-automaténak van teljes szamitdsi sorozata, és ab-
ban minden t<t-re és minden V&V -re Cl;(v)@-\—/-uv.
1.8 Definicibd: az \/t, alapautomata az o‘;q,..., jym alapautomatak
szorzata, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:
g L4 DTS e P -
1) Q=U8Q; 4 K=y 3 V=V, .
L=24 ) )
/ hasonléan a nem=kitiintetett allapothalmazokra/
m m
(i) B= U By o 0= U 60
= ) . L=A
valamint minden UC-re (C=q+,m)
Ciisy ((@rv@)-(GeuloV; uV )N ((EUR))~(WukjuVuND) = &
1 VA T/ T AR
(iv) ZH':J. ::V(; N KJ’} a V¢ Par'hc&ogq
/ hasonléan a nem=-kitiintetett &llapothalmazokra/
v) ha valamely 6‘4 alapgrafra C—b az L=(Ghi,€)lokélis
graf-automata végkonfiguréciéja és V&V -re
akkor minden wve&V -re (vev)
C—b (V)G Vb N L<J
teljestl ;
(vi) ot,_, eleget tesz a szinkronitdsi feltételnek.

/ Ld. 15,4.6. Megj./



1.9Definicid: legyen J£ alapautomata, S pedig egy leképe-
zés, mely gréfokhoz a gréf csucsain értelmezett relécidk
egy halmazat rendeli : .
L
Gt G s Je = t SGJZ.;eIG

Definidljuk a %(A Bt : SG-_’SG- leképezést.
! ]

S
Legyen & graf, veV a G graf csucsa, G-4=(G,f,co)

alapgréf, ahol C, az L=(6,A) 1lokalis graf-automata
kezdbkonfiguréciéja, melyre v a kitlintetett csucs, és
Se % s C, -ba kédolt relécibé. Legyen s' a
A végkonfiguréciéba kédolt relécid, és tegyiik fel,
hogy C—b mindig létezik, és Sl nem figg Co -t61
/ csak v =tél /. Akkor 9 A B ($)=5" o Ezek utdn azt

\ lv\y
mondjuk, hogy A felsorolja $ -et , ha minden (G-, v, P)

harmasra és valamely 52_ & SG-re

L oy -
SG= { ?(A.G.v.y)(ss) ' Lco"‘"“'nG}
teljestil, és 3-"5(52) -t A felismeri./Ld. 4.3. Megj./

{140.0efinicid: gréfok egy tulajdonsdégdn gréfok egy osztalydt ért-

jiuk, egy gréaf rendelkezik a tulajdonséggal, ha benne van
az osztalyban.
{MDefinicibd: az A - alapautomata a - tulajdonsagot felis-
meri, ha minden G grafra és G]=02yJ3)alapgréfra /ahol
Co az A kezd6konfiguracidja/ az L= (6, A) lokélis graf-
automata a Gh -et pontosan akkor fogadja /utasitja/ el,

ha G€J (G-é:r) B . tulajdonség lokalis graf-auto-

matéaval felismerheté§ , ha van JV -t felismerdé alapauto-

mata. A tovdbbiakban a lokalis graf-automatédval felismerhetd

tulajdonsédgok osztilyat OZ?-osztélynak nevezzﬁk./Ld.’l.g.Megj./




{1).Definicié: legyen <ﬂ egy gréafokon értelmezett /egész értéki/

fliggvény, Az /Q alapautomata az :ﬁ figgvényt kiszémitija,
ha minden (5 gréfra és G-4=(G‘, PG ) alepgréfra
sahol C, az A kezdékonfiguraciéje/, az L =(G,, A )
lokélis gréf-automata végéllapotdban £(G) kédolva van.
/Ld.{.10. Megj./

4.13Definicié: szinezett gréf a (G—\ Gaoey Gk) le+4-08, ha G

gréaf, C;C pedig a (> részgréfja /részgréfon itt az

élek egy részhalmazét értjik/. Szinezett alapqraf a
G,=(G §,C) hérmes, ha G csucsainak cimkéje speci-

alis C:* halmazba tartozik. Szinezett qraftulajdon-

ség a (G;lci,r-,(;k ) ki-esek egy osztdlya., Az auto-
matédval valé felismerhetfség és kiszémithatéség defini-
ciéja a kézbnséges esettel analég. /Ld.11l ési.l2,
Megj./

Al4Definiciés a gréafok nyelve az az elsérendii nyelv, amely az

egyenlfségen kivil egyetlen kétvaltozés relécibjelet

tartalmaz, melyet R(5<\5)-na1 jeldliink, Madsodrendi

formula,olyan formula, melyben véltozdéként relécidk

is eléfordulhatnak, Egy mésodrendd formula monadikus,
ha minden véltozdéként szerepl6 relécid egyvédltozés,
diadikus, ha ezek legfeljebb kétvéltozésak. Egy mésod-
rendi formula egzisztencidlis, ha 3R,..3 Rk @ alale-

ku, ahol @ elsférendid formula.
A)5.Definiciés a gréfok nyelvén irt diadikus mésodrendii formula

gyengén diadikus, vagy a részgrafok nyelvén irt formu-

la,



ha diadikus mésodrendii kvantorai
3 Rc,, (VX1X2(R£(X4IXZ)—> R(xﬂ,xz» A... )
ég v KL. (VX4 Xq ( K(:(X4,Xq_)—, R()(,hx?_))._) e & )

alakuak,

4.4¢.0efinicid: a Q(R) formula a J. tulajdonsdgot definidlia,

ha

GES(R) < Ge T,
A @(K, R') formula a J szinezett graftulaj-
donséagot definialja, ha

(6,6 (R R &« (66')e T
Ha F formulédk egy osztdlya, akkor T~ Afp -ben
definidlhaté, ha van olyan @6 F ., mely T -t

definidlja, A monadikus masodrendid formuldval defi-
nidlhaté gréaftulajdonségok osztalyéat wﬂi,—osztély-
nak,az egzisztencidlis monadikus mésodrendii formu=-
léval definidlhaté gréftulajdonsdgok osztdlyét \/VL€
osztalynak, a gyengén diadikus mésodrendi formuldval
definidlhaté graftulajdonsdgok osztélyat ES =052~
tdlynak, az egzisztencidlis, gyengén diadikus mdsod-
rendi formulaval definidlhatd graftulajdonsdgok osz-
talyat ‘E;e—osztélynak, a diadileus mésodrendii for-
mulédval definidlhaté graftulajdonsédgok osztalyat

<2> -0sztéalynak nevezzik, / Szinezett graftulajdon=-

sdgokra ugyanezen elnevezéseket hasznal juk./



43 Megieqgyzések

{1.{.Megjegyzés: mivel a tovabbiakban véges automatékra szorit-
kozunk, a fokszémok korlétosséga lényeges feltétel., Az
dltalunk hasznélt modellnek létezik egy olyan bévitése,
melyben ez a feltétel nem szerepel, és a fellépl kérdé-
sek hasonléeks: a bbvitett modellben nem azt kdveteljik
meg, hogy minden csucsban ugyanolyen automata mikédjén,
hanem azt, hogy azonos foku csucsokhoz azonos automata
tartozzon, fokszémkorldtozés nélkil /Angluin [1]/. Az
algoritmusok erre a modellre &dltaléban véltoztatéds nél-
kil éatviheték,

4.9 .Megijegyzés: kitintetett csucs létezésének feltételezédse nél-

kiil /vagyis, ha az automatédk azonos 8llapotbdél indulnak/
az itt térgyeltaktél kilénb5z6é problémékhoz jutunk, me-
lyekben a gréfok szimmetrietulajdonsdgai jétszanak fon-
tos szerepet /Angluin [1]/. Megjegyezzik, hogy pl. egy
reguléris gréf csucsei dllandéan azonos Allapotban ma-
radnak.,

1.3.Megjegqyzés: a (iii) feltétel azt fejezi ki, hogy egy suto-

mata bemenetét szomszédainak &llapotai alkotjék, A (iv)
feltétel azt fejezi ki, hogy tulajdonképpen csek az ezo-
nos foku csucsokban mikédik ugyanaz az automata - de a
fokszémok korlétosséga miatt mindegy, hogy d darab euto-
matérdél, vagy csak egyr8l beszélink., Az (v), (vi) felté-
telek a sejtautomatédknédl szokdsos stabilitdsi feltételek,
Az automatékrél feltettitk, hogy determinisztikusak: a

nem-determinisztikus modellel valé kapcsolat ugyanolyan



tisztédzatlan, mint a determinisztikus és nem-determinisz-

tikus modellek kapcsolata &ltaléban,

{.4Megjegyzés: a modellrél feltettiik, hogy szinkronikusan mi=

kédik, azaz minden automata egyszerre védltoztat &llapo-

tot. Ez a megkdtés nem szitkségszerii, csak kényelmes:

aszinkron rendszerrel szinkron rendszer szimulélhatdé /az

egyes automaték egy mod3 szémlédlé segitségédvel "vérjék

be egymést”, 1ld., Angluin [1], Rosenstiehl [15]/.
4.5.Megjegyzéss a szinkronitési feltétel azt jelenti, hogy vala-

mennyi automata egyszerre jut végéllapotba., Ez semmiféle
megszoritédst nem jelent, de az automaték szorzésa sorén
kényelmes kikdtés, Tetsz8leges automatdt médosithatunk
ugy, hogy eleget tegyen a szinkronitédsi feltdételnek, ha
felhasznéljuk az un, "firing-squad” probléma ismert meg-
oldédsét /Rosenstiehl [15]/.

- {.6.Megjeqyzéss a‘(iii) feltétel azt mondja ki, hogy az

automaték koézbilsb &llapotai kiilénb6z6ek, ez a szinkro-
nitési feltétellel egyitt azt jelenti, hogy egyszerre
csak egy automata mikddik, A (iv) feltétel azt jelenti,
hogy az egyes automaték egy determinisztikus program
szerint véltjédk egymédst faz (v) feltétel a (iv)-re vo-

natkozé konzisztenciét jelent/, Ez a program felfoghaté

olyan véges automatédnak, melynek &llapotai §4;Z,~-,W\}
m S—

bemenethalmaza ﬁ&é Ve

Megforditva: adott /diszjunkt éllepothalmazu/ A 4,..-, A

alapautomatékhoz, és a fenti tulajdonségu véges automa-
tdhoz /a megfelell kezdf-, és végéllapothalmazok azono-
sitésa utédn/ az (i1)-(1i) feltételekkel /mint definicidval/
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olyan A alapautomatédt rendelhetiink, mely az Aﬂ-"/ Am
alapautomaték szorzata. Ez szemléletes és kényelmes méd=-
ja automaték egyszeribb automatékbdl torténd felépitésé-
nek, a tovédbbiakban automatékat &ltaldban ilyen szorzat-
ként fogunk megadni,

1%F.Megjegyzds: a definicibék megadéséndl arra térekedtiink, hogy
e definicidk lehet8séget adjanak az egyes konstrukcidk

pontos megaddséra - a tovédbbiakban a terjedelem korlato-
zéséra és a tulségos formalizmus elkeriilédsére tdrekszink,
és ahol szemléletesen vilégos, hogy mir8l van szé, az
automatédkat nem a definiciéknak megfelelfen, hanem “"csak"
vézlatosan fogjuk megadni, '
1.8.Megjeqgyzés: ez a definicié az "A automata felsorolja a gréf
csucsainak részhalmazait® jellegii éllitésok pontositégd-
ra szolgédl, Szemléletes jelentése a kévetkez6: ha az
automata bekapcsolédsakor a csucsok egy részhalmaza specid-
lis édllapotban van, az automata megdllésakor a csucsok egy
mésik részhalmaza lesz specidlis &llapotban, ha moet errél
a részhalmazrél indulunk, az ujabb megélléskor egy harma-
dik, stb., végiil valamikor mindegyik részhalmez kerul spe=-
ciélis 4llapotba, és amikor az utolséd részhalmaz keril
sorra, specidlis végdllapot jelzi, hogy a felsoroléds be-
fejezb6ddtt, A "konfigurédcidba kédolt relécié” kifejezést
nem definiéljuk, ezt adott esetben mindig kiildén fogjuk
meghatédrozni, Pl, csucsok részhalmazaingk felsorolésdnél
az éppen soron kivetkez8 részhalmaz csucsai valamely
specidlis &llapothalmagzbeli éllapotot kapnak. Mentegetd-
zésképpen: erre a definiciéra azért van sziikség, mert az

algoritmusok sokszor kilénbéz6 reldciék felsorolhatdségén



mulnak /pl. az un, NP-teljes problémék lényegében mést
nem tesznek lehetévé/, igy a késbbbiekben a megfogalma-
zés egyszeriusddik, ha a "felsorolédst™ nem kell minden
relécié esetében kilén definidlni,

1.9. Megjegyzés: az 1, Def, utén tett megjegyzés értelmében itt
A-Qréfok osztédlyairdél van szé6, Tetszbleges T gréftulaj-
donség felismerhetéségén értelemszeriien azt &rtjidk, hogy
minden d-re a T -beli d-gréfok osztélya felismerhe-
t8, Ez vonatkozik pl, a Hamilton-kdrt tartalmazé gréfok
osztélyéra. |

4.10.Meqjeqyzés: a késb6bbiekben a grdf csucsain rendezést fo-

gunk definidlni, ezutédn a loké&lis gréf-automata |V |
helyigényl Turing-gép szimuléléséra képes, igy :ﬁ(GO k6=
dolésén pl, érthetjik bindris elakjénak a szimuldlt me-
mériéban velé felirdsat /mindig -L(G)=0(IVI) , igy
ez lehetséges/.

1ALMngegxzész a szinezett gréfokra azért van sziikeég, mert az
egyes elgoritmusok sorén olyan automatékat is definidlni
fogunk, melyeknek kezdf4llapotéban nem csak a gréf, ha-
nem annak néhény részstrukturdja is kédolva van. Mésrészt
a szinezett grafok lehetfséget adngk kiszdmitési feleda-
tok eldéntési feladatként vald Atfogalmazéséra: 4(G) ak-
kor és csak akkor szédmithaté ki lokdlis gréf-automatdval,
ha J={(54): £ <4(G)} eldonthats, ahol Lk -t L -elend
részhalmaz forméjdban kédolva szinezett gréf-tulajdonsé-
got kapunk.,

AAlMegieqyzéss az automatdk egy 4llapotdt sok esetben célszeri

ugy elképzelnink, hogy az a kdvetkez86 informdcidkat tar-

talmazza egy L -edfoku csucsbans’




"l, szomszédomnak Gzenem, hogy hﬂ4

i, : " - M.t
ahol h4qr--,P4L egy rogzitett véges halmaz elemei, Ez=
zel ekvivelens elképzelés, hogy az éleknek van éllapota
fitt lényeges a korléatos fokszémra tett kikdotésink/, a
fentiekkel 6sszhangban egy él1 éllapota a rajta dthaladé
uzenetekb6l 4116 rendezett pér. Igy pl. egy részgréf

csucsaiban a részgréf éleit is kédolhatjuk.



:2..A1goritmusok

Ebben a fejezetben eldéntési és kiszémitédsi algoritmu-
sokat adunk meg. E18sz6r olyan automatdkat konstruélunk,
melyekb8l a tovébbiakban a 8, Def.~ban szereplf szorzés se-
gitségével kaphatunk ujabbakat: ezek az automaték a csucsok
rendezésére.‘agyszerﬁ részstrukturdk felsoroléséra szolgél-
nak., Ezutédn egy olyan algoritmust mutatunk be, mely egy
gréf sikbarajzolhatéségéat dénti el (7("2) iitemben, Az al-
goritmus Demoucron, Malgrenge és Pertuiset CS] sikbarajzol-
hatéségli algoritmusénak alkalmazdsa lokélis gréf-automatdk-
ra. A fejezet harmadik részében f6leg az un, NP-teljes fel-
adatokra adunk algoritmusokat, ezek kilonb6z8 reléciék fel-
sorolésén alapulnak., Lényeges szempont, hogy milyen relécié-
kat kell felsorolnunk: mivel a lokélis gréf-automata lehet-
séges é4llapotainak széma o(c”) ,» nem sorolhatunk fel olyan
reldciékat melyekb6l "tul sok™ van., A fejezet negyedik ré-

szében az un, azonositdsi probléméval foglalkozunk,
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2 4. Felsorolé automaték

A grafban szereplf kitiintetett csucs jelent8sége abban
all, hogy segitségével a gréf csucsain rendezést definiél-
hatunk, Ez a rendezés azutén a graf egyéb részstrukturdinak
rendezése is kiterjeszthetS, A rendezés egy feszitéfa
konstrukciéjén keresztil valésithatd meg: a feszit6fébél a
(9 irénytiirendszer segitségével szérmaztathaté., A konstru-
alt feszitb6fa a késbbbiekben informéciétovébbitédsra szol-
gél, mélysége arényos a legtévolabbi csucs elérési idejé-
vel, igy célszerii - bar az algoritmusok létezése szempont-
jébél ko6zémbds - mélységét lehetdleg kicsire védlasztani, A

kongstrukcié valéban un. breadth-first feszit6fdt szolgédl-

tat, mely az adott gydkérbSl felépithetd minimélis mélységi
feszit6fa, A feszit8fa feldpitése mér Rosenstiehl [15]-ben
és Wu és Rosenfeld [19]-ben is megtaldlhatéd, kdzponti sze-

repe miatt ezonban roviden itt is leirjuk.

Al automata: breadth-first feszit8fa

konstrukciéija

Tetsz8leges Gf—-' (G‘,j’.Co) alapgréafra /ahol Co az
L=(G, A1) 1lokélis gréf-automata kezd6konfigurdciéja/ az
[=(G, AT lokélis graf-automaténak létezik teljes szémi-

tési sorozata, és végkonfigurécidjéban a feszitlfa irényi-

tott 4lei specidlis végéllapothalmazba jutnek, /Ld.{.10.

Megj./



A konstrukcié vézlata:

Az elsd lUtemben a kitlintetett csucs automatdja "fel-
ébreszti” a szomszédait. A kdvetkez§ Gtemben ezek vissza-
kiilldenek egy "vettem”™ lUzenetet., Az ezutén kdvetkezl litem=
ben minden felébresztett csucs felébreszti még fel nem éb-
resztett szomszédait, Egy olyan csucs, mely tébb csucsbél
kap ébresztést, csak az ezek kbdziil legkisebb indexii csucs=-
ba kiild visszajelzést, Ha egy csucs az elkiildott ébresztés
utédni Gtemben "vettem"™ vigsszajelzést kap az L -edik szom-
szédjétél, meméridjdban feljegyzis "az L -edik szomszék
felé elbre-é8l megy". Ha egy csucs "vettem"” visszajelzést
kiald a C-edik szomszédjénak, meméridjéban feljegyzi: "a

L-edik szomgszéd felé hétra-é61 megy". Ha egy csucs ez el-
kiildétt ébresztés uténi itemben nem kap visszajelzést (-edik
szomszdéd jédtbl, memébridjéban feljegyzi: "ez (-edik szomszéd
felé nem megy é1°.,

Ha egy csucsbdél a felébresztése uténi itemben sem indul
ki elfre-él, a belble kiindulé hdétra-len "levél kész" (ze-
netet kiild és "alvé™ dllapotba megy &t. Ha egy csucs minden
belfle kiindulé elbre-é41 végpontjébél megkapta a “"levél
kész" vagy a "kész" Gzenetek valamelyikét, a beléle kiindulé
hatra-élen "kész" Gzenetet kild és "alvé™ &llapotba megy é&t.
/Az "alvé éllpotbaen a csucs meglrzi a szerzett informécid-
ket./ Ha a fa gydkere minden belfle indulé elbre-é1 végpont-
jébél megkapta a "levél kész" vagy "kész" iizenetek valamelyi=-

két, a feszit8fa épitése befejezbdétt,

Az alédbbi nyilvénvaldé lemma a tovédbbi felsorold automaték

konstrukcibéjét egyszeridsiti,



Lemma: legyen Sl gG_mint a 9, Def.=ban, & rendezési
11V
G,=(G6,9,c)
ahol C az [ =(G,, A) kezdbkonfiguréciéja. Tegyik fel, hogy

relécié az SG« halmazon, A elapautomata,

- i :
%(A,G.So,v)(S)“S /ahol S az S relécié IRG'&V szerinti

rdkévetkez8je/ teljesiil. Akkor A felsorolja 95 -et.
Bizonyités: S;: min SG -rél indulva 9»‘:(55-) a ren=

G v
dezésben az (c+44) -edik legkisebb elem,

A2 automatas: a csuesok felsorolédsa

A fenti jeldléseket hasznélva 5@."\/; RG-,f,v pedig
pl. az Al automata 4ltal meghatédrozott feszit86fé4bdl szér-
maz6 preorder rendezés, melyet az 1. ébra szemléltet.
Az 1, lemma szerint olyen automatdt kell
konstrudlnunk, mely tetsz8leges csucsnak
megtalalja a rékdvetkezbjét.

Legyen E(v) a V csucs 6se a fé-

bans A Vv csucs W rékovetkez8jét az

alédbbi egyszeri progrem adja meg:

l, &bra

1) ha E(V):?‘ : (V=M1N } STOP) kalénben Vo€ V
2) V,,(——E(V) ) Vo € Va1 )

: ] . V€ Vg o
3) ha H4=%VZ:E(V1)=V4/\ V<yvr2}4:¢ -VBem&:,: H,1 y Yo 3 )

kGlénben we— V4 SToP.
v

B8
kilénben w <— v3 sTop.

)
A program utasitédsaingk végrehajtésédhoz csupén a V4, Vg Csu-
csok irénytiire van szikség., A \, véltozé értéke az egyet-

len aktiv csucsot jelzi, (G4, A2) mikédése sorén mindig a



V, =-nak megfelelé csucs automatédja van ektiv Allapotban, és

hajtja végre az ektudlis /lokélisan végrehajthaté/ utasitést,

A3 automata: az élek felsorolésa

Ebben az esetben pr_=E, [R,,“P.V pedig a csucsok rendezé-
séb6l lexikografikus médon szérmazdé rendezés megszoritdsa a
graf éleire. Az 1, lemma szerint olyan automatét kell konstru-
dlnunk, mely a gréaf tetszf6leges élének megtaldlja a raékévet=-
kez6jét.

Az (L',j) pér rékévetkezbje (v (j+41) ha j&n, és
(¢c+1,c+2) ha j=n és t<n-41 , Ezt az A2 automata meg
tudja keresni, mégpedik 2D Gtemben, ahol D a feszitéfa
mélysége. Tekintsik a J+n esetet, Az (C,;J+4) pér ponto-
san akkor éle a gréfnek,ha az L csucs szomszddai kézdtt

2D ttemen beliil megjelenik a (5.44) csucs., A 2D iitem

mérése a feszit6fa leghosszabb utjat egyszer oda-vissza be-
jéré "mérb-automatéval” valdésithaté meg. /A jJ=hn eset ha-

sonléan intézhet6 el./

A4 automata: a csucsok részhalmazainak felsorolédsa

Ebben az esetben SG;:ZV. R

& $

Ma| < IV, ]+ vegy
Vi [= 1V |=2kaqr €8V, < p, Vo o ahol
a csucsok rendezésébbl adédéd
\4 < \/2 = lexikografikus rendezés, vagy
WP v lV4 I:lvzl:: 2k, és \/4 <.R,V2 . ahol
a csucsok rendezésének megfor-
ditdsédbél adbddé lexikografikus

rendezds.

v pedig legyen a kévetkez8s

R !



N
TN

Legyen V,,z-*{a,‘,...,akgS{'f;--‘,h} (a,<... <a. ).
Akkor & V, halmaz V, rékévetkez8iét az alébbi médon
kapjuk:

ha H?—E“-ldé\/q A a.+145V4/\ a+1$n§:{:¢ :

ap <= max H

H, = {a.] a€Vy Aac<?of ; J<— | Hi ] :
Hz*—. %a.o+4,..., qo—f—k—j} )
V, < H,UH,

kilénben a, < min Vj (b_a_ ap=1: Vy=max, kiuldénbentz )
Ao~ Ay~ 1
!
\/4 e {ao}UVo]

Itt az a+1 /rékdvetkezéds/, max, mind operédcidk a
V4] -hez tartozé R' rendezés szerint értendbk, mely a hal-
maz elemszédménak novekedésekor megfordul. Igy a halmazok nem
egészen a szokésos lexokografikus rendezés szerint vannak
felsorolva, |

Kénnyen lathaté, hogy a fenti operédcidk az A2 automata

segitségével megvaldsithaték,

A5 automata: az élek részhalmazainak felsorolédsa

E
Ebben az eset‘ben 5(;: 2, &,ﬁv pedig ugyanugy szér-
mazik az élek rendezésébb6l, mint az A4 automaténdl definiélt
rendezés a csucsok rendezéséb&l., A konstrukciéd is ugyanaz,

azzal a kilénbséggel, hogy itt az A3 automatédt hasznédljuk.
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2 .7 sikbarajzolhatésdg

2 4. Tétel: van olyan lokdlis gréf-automata, mely egy gréf sik-

barajzolhatéségét ((n%) itemben elddnti,

Bizonyitéds: Olyan automatét konstrudlunk, mely a gréfot elé-

szor kétszeresen Osszefliggé komponenseire bontja, majd az
egyes komponensek sikbarajzolhatéségédt dénti el, pérhuza-
mosan. Az automatdt a két részfeladatot végrehajté auto-
mata szorzataként definidljuk majd /ld. 5. &bra/

A kétszeresen Osszefiiggf komponensek keresésére hasz-
ndlhatjuk Wu és Rosenfeld [19] automatédjédt, mely CR}Z)
id6 alatt makodik,

A kétszeresen Osszefliiggé komponensek sikbarajzolhatdésé-
génak elddéntésére Demoucron, Malgrange és Pertuiset[:é ]

algoritmusét adaptéljuk lokélis gréf-automatékra,

Egy kétszeresen Osszefliiggl gréaf sikbarajzolhatéségét a
kévetkez6képpen is megfogalmazhatjuks: minden csucshoz

megadhatd a csucsbdél induld élek
egy ciklikus sorrendje /és a sor-
rendhez tartozé + koruljarés/ ugy,
hogy kiilonb6z86 csucsokhoz tartozé
sorrendek konzisztensek legyenek.
Ezen a kovetkez6t értjiuks: induljunk
el egy tetszdleges élen, és uj csucs-
ba érve azon az élen haladjunk to-
vébb, mely az adott élet /+ kérul-
jérés szerint/ a ciklus sorrendben

kéoveti, A cikldékus sorrendek akkor

2. ébra konzisztensek, ha minden igy de-



finidlt ut egyszeri kér,

A lokélis gréf-automata egy gréaf sikbarajzolését‘a
csucsokban megadott ciklikus sorrendek formédjéban fogja
kédolni. Lapnak a fenti médon kaphaté egyszerid kércket

nevezzik,

2 .4.Definicid: legyen G=(V,E) graf, G'=(V\e") részgréafja

(Vev,E'SE) . A G gréf e, és <, éle ekvivalens, ha

létezik olyan ut, melynek elsd éle <, , utolsé éle <, ,

és bels8 csucsa nincs V' -ben. Egy ekvivalencia osztélyt
a G graf G' -re vonatkozé hidjénak neveziink.

A 3, édbra a 2. ébra gréfjénak a
pirossal jelzett részgréfra vo-
natkozé hidjait jelzi, A definidlt
reldcid valéban ekvivalencias

ha py= eafaes , Po=CPs €3

ahol Py , Pa G-t6l diszjunkt

utak, akkor P3=e4frf;e3 e, -0t
és -03 -at 6sszekdtd kivént tu-

3., ébra lajdonségu ut,

2.2.Definicié: legyen G=(V,€) graf, G'lz(\/',el) sikbarajzolha-

té részgréaf, legyen adva tovébba ' egy sikbarajzolésa,
L e sikbarajzolés egy lapja, és H a Gj-re vonatkozé hid.
H az L lapba rajzolhaté, ha a H -beli élek minden V'-be-

1i végpontja |- -en ven,
Ezutédn a kétszeresen oGsszefiiggd gréfok sikbarajzolhatésé-

gét eldéntd algoritmus a kovetkez§:
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2.0

1/ Legyen G"—‘- ¢

2/ Vélasszuk G egy WK kérét, legyen G—'::-L{. Ha ilyen
nincs, vagy G=IK, menj 7/-re.

3/ Keressiik meg a G graf G! -re vonatkozé hidjait. Ha
van olyan hid, emely egy lepba sem rajzolhatd, menj
4/-re, Ha ilyen nincs, de ven olyan H hid, mely pon=-
tosan egy lapba rajzolhatdé, menj 5/-re, Kildénben
menj 6/-re.

4/ & nem sikbarajzolhaté,.

5/ Vélasszunk H -ben egy P utat, melynek két végpont-
ja G'-beli. Legyen G- :=G'4P ., Ha G'=G menj 7/-re.
Kilénben menj 3/-ra.

6/ Legyen H tetsz6leges hid, Menj §5/-re,

7/ & sikbarajzolhaté,

Az algoritmus sorén a C;'gréf sikbarajzolésédra is sziikségiink

van, Igy a G :=G'+P operécié azt is jelenti, hogy az uj
éleket az ut két végpontjédban a
ciklikus sorrendben a lapot alko-
té két 81 koézé iktatjuk, az uj csu-
csokon pedig a két uj éllel cikli-
kus sorrendet kezdink, Az uj csu-
csokon a kdruljérédst a keletkezett
két lap kéruljérédsédval konziszten-

4, ébra sen adjuk meg,



Amennyiben van a gréfban olyan é1, melynek mindkét vég-
pontja C;’—beli, ez az é1 6nmagédban hidat alkot., Az ettél
kiilénb6z6 hidak tartalmaznak nem Gf—bali csucsot is, Hidak
keresésénél ezt a két esetet kiiléon fogjuk vizsgdlni,

Az algoritmus lényeges operdaciéis hidak keresése, hid
lapbarajzolhatésdgénak elddntése, és a G:= G4 P operécié.

A feladatot megoldéd automatét ezen részfeladatokat megoldé

automaték alébbi szorzataként 8llitjuk elé,

5. ébra

1/ A (Gpﬁa) automata alapgrafrél indul., Végédllapotéban az
elvagé élek egy speciélis "halott™ Allapothalmazba jutnak,
és minden 2-szeresen Gsszefligg6 komponensében egyetlen
csucs kitintetett dllapotba keriil /1d.[1ﬁ]/.

2/ A (G|AL<) automata 2-szeresen 6sszefiggl alapgréafrél in-
dul, Végéllapotédban egy kér specidlis \I\/CVUV 8llapot=-
halmazba jut, Ha nincs ilyen, vagy a gréf egy koér, egy mi-
sik specidlis végéllapothalmazba‘jut.

3/ A (G|AH4) automata olyan alapgréfrél indul, melyben egy
sikbarajzolhaté &' részgréf és ennek egy sikbarajzo}éﬁgxi;

N

F 0\
S z

‘/ i 2,

‘:" SZEGED i)
\-= g
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van kédolva. Ha van olyan (V,w)e E , melyre v,weV, ’
specidlis T dllapothalmazba jut /és kitiinteti a (vnv)
élet/. Ha nincs ilyen &1, valamely | éllapothalmazba jut.
a4/ A (Gq/\HZ) automata olyan alapgréfrél indul, melyben egy
sikbarajzolhaté G! részgraf és ennek sikbarajzoldsa van
kédolva., Végédllapotéban egy veV'! csucs és a hozza tar-
tozé hid élei speciédlis OCVUV éllapothalmazba jutnak.
5/ A (G AD) automata olyan alapgréfrél indul, melyben egy
sikbarajzolhaté G ' részgréaf, ennek egy sikbarajzolésa,
és egy, a G' -re vonatkozé H hid van kédolva., Ha H egy
lapba sem rajzolhaté, valemely STOP végéllapotba jut., Ha
}{ pontosen egy lapba rejzolhaté, velemely # 4llapothal-
mazba jut. Ha F{ 2 lepba rajzolhaté, ekkor attdél fiiggben,
hogy H milyen tipusu, %4 , illetve ¥ 2 végéllapothal-
mazba jut, és H &lei valamely ¥ "halott™ végéllapothal=
mazba jutnak, azaz a tovébbiskban csak {izenettovébbitésra
szolgédlnak. Ha H 2 lapba rajzolhaté, de G’+H= G"é16"
éleivel, ekkor szintén a % végdllapothalmazba jut.

6/ A (k;|AA4) automata olyan alepgréfrél indul, melyben egy
sikbarajzolhaté c' részgréf, ennek egy sikbarejzolésa,
és egy lapba rajzolhaté }4 hidja /a hozzé tartozé L.lap-

pal/ van kédolva., Végéllapotdban a G;E+P részgréf és en-
nek egy sikbarajzolésa van kédolva, Amennyiben G+ P= G
specidlis STOP végéllaepothalmazba jut, ki1ldonben valemely
végéllapothalmazba jut,

A (G,AK) automatdrél kénnyen léthaté, hogy megvelésithaté,

és egyszeri mikédése O(n) 1épést igényel, shol n={v/| . A

(C;vA}*4) automata a feszit8fa segitségével O(D) 1d6 alatt

mikodik, ahol [ a feszit6fa mélysége /a VW csucsok "iize-

netet kiildenek"” a gy6kér felé, a gydkér a legkorébban érkezett



izenetet véalasztja és errfl értesitést kiuld - ha nincs V| W
csucs, ez az A3 automatédndl leirt médszerrel deritheté ki/.
A <G,AH2) automata O(V.) id6 alatt mikédik, ahol \/'

a Vv csucshoz tartozé hid csucsaingk széma., Itt V gydkeri
feszit8fa épitésérbl ven széd, és ' csucsait "hatérnak” te=-
kintjik. A (GAH2 ) automata egy teljes ciklusa /az Gsszes
V¢G-'csucsot tartalmazé hidak felsorolésa/ O(h) Gtem,

A (G,A D) automats ugy mitkédik, hogy a H hid egy @’-
. beli csucséb6él indulé legfeljebb d lapot
R\ / korbejérja, és mindegyik laprél ellenérzi,

hogy H Osszes G'-beli csucsét tartalmazza-
e. Ez O(n) 1lépést vesz igénybe,
6. débra

Végil a (G‘,AM) automata a H hidban egy G’-beli csucs=-
b6l (& -be vezet6 utat keres /a 2-szeres Osszefiiggfség miatt
ilyen ut létezik/., Ez a keresds megint O(n) 1lépést vesz
legfel jebb igénybe.

A (G/AM) automata O(n) -szer mukddik, mert minden
mikédése legaldbb egy éllel nbveli a G"gréfot. Igy az egész
algoritmus miveletigénye O(n?),

Megjegyezziik, hogy a definiciékban megkbévetelt szinkroni-
z4cié is O(n) 1épést igényel /Rosenstiehl és tsai [15]/.
Ezzel a 2 .lLtétel &llitésdt igazoltuk, '



2_ 8 Nem-polinomiédlis algoritmusok

A gréfokra vonatkozé elddntési és optimalizdldsi fela-
datok jelentfs része un, NP-teljes feladat. Ezen feladatok
k6zbs vonésa, hogy 4ltaléban valamilyen tulajdonsédgu reléd-
cié /részgraf, a csucsok egy permutéciéja, stb./ keresésé-
b6l 4llnak, és egy adott reléciérél "kénnyid” elddnteni, hogy
rendelkezik-e az adﬁtt tulajdonséggal. Altalénos tapasztala-
ti tény, hogy az ismert legjobb algoritmusok is lényegében
- heurisztikus meggondolédsokkal gyorsitva - az Osszes kere-

gsett relacid felsorolésén, "végigprébdlgatésédn” alapulnak.,

Ennél tobbre természetesen most eem szémithatunk, hiszen a
vizsgédlt modell a szokésosnak megszoritédsa. Esetiinkben azon-
ban ujabb nehézségek is fellépnek., Az Gsszes permutécié fel-
gsorolasa példéul n! Kkézbilsé é8llagpotot igényel / nh csucsu
gréfra/, igy ez lokélis gréf-automatdval nem lehetséges. Egy
probléméat akkor tudunk megoldani, ha a keresést /a 9. Def,
értelmében/ valamely felsorolhaté relécibosztédlyra /pl. a
permutécidk esetében néha a fa-permutécidkra/ tudjuk korlé-

tozni,
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. Tétel: legyen ar graf=tulajdonsag és
T Q,5..8,5 9(R,S, . . Sk)
ahol &L o vagy Y kvantor, S‘.’ lokélis gréf-automatéval
felsorolhatd leképezés ; Q pedig oZ-beli szinezett graf-
~tulajdonség. Akkor Je o .

Bizonvitéds: legyen Ai. az SL leképezést Telsorold automata,

Legyen BA{, ' VAL ezek médositott valtozata:
ls

FIN
14 |

V-FIN 'f

ol g
i

4 ,
V"m *’4 i’q }
7. ébl"a
Ttt {Tofk} a kezd64llapotok, {TA,J,Iaq} a végéllapotok

l’o
L
*

4

BAL :

=)

S

YA, :

egy particidja. A HAL automata mikodése: ha To -beli kezd&al-
lapotbhdl indul, minden miikédés nélkiil azonnal T,, ~-beli végalla-
potha jut., Ha Y -beli kezd6&llapotb6l indul, és ez a felsorolds
szerint utolsé S(', ~beli relécidét kdédolja, azonnal ‘Iq -beli vég-
allapotba jut; ellenkezd esetben miukédni kezd /ekkor lehetséges
végallapotait ‘Jé,l ~gyel jeldltik/. Szemléletesen ez azt jelenti,
hogy igenlé vdlasz esetén ledllitja a keresést, tagadd valasz
esetén tovabb folytatja a felsorolédst, amig ez lehetséges. A VALZ
automata interpretécidja hasonldé. /A tovébbiakban Lo'l',, -ra nem
hasznélunk kilon jeldlést./

Az Al automata az 3,1 S) reléciékkal szinezett alapgraf-
rél indul, és T-beli, illetve \l—beli végallapotba keriil aszerint,

hogy az alangréf rendelkezik=-e a @ tulajdonséagal,
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Ezutén tekintsiik a kévetkez8 automata-szorzatot:

S D

- -

A kvantorok széméra vonatkozé indukciéval lathatjuk be,

hogy ez az automata valéban eldénti a J tulajdonségot.

2. 4. Kévetkezmény 3 E; =

% &
Bizonyités g S -beli tulajdonségok esetén si;== \/|ZL 2

ezekrél léattuk, hogy felsorolhatéak, Q? pedig egy rogzi-
tett WK csucsu szinezett részgrédfra vonatkozdé kvantormen-

tes zart formula, igy lokélis gréf-automatéval eldéntheté.

2.4.Lemma legyen fi felsorolhaté leképezés, 1#4 pedig a ('Gﬂ S )
pérokon értelmezett lokdlis graf-automatéval kiszamithaté

faggvény /ahol Sé.'ft};/. Akkor

£(G)= min £, (G,S)
se 3¢
is lokélis gréf-automatédval kiszémithaté figgvény.

Bizonyitds: legyen AF olyen automata, mely az -g,, (G-|S)fﬁgg-

vényt kiszémitja, AM két kédolt szém minimumét képz6 suto-

mata, AD a S-St felsorolé automata. Az ébrén jeldlt ! 8lle-
pot az utolsé EE& -beli reléaciéhoz tartozé végédllapotot
jelzi.



9. ébra

A 2A.Lemma kévetkezményeként nyilvénvaldan kiszémit-
haték az olyan tipusu optimalizélési feladatok, amelyeknél
bizonyos tulajdonségu csucs- vagy élhalmazok koézil keresiink
maximélisat /ill. minimélisat., Néhény példa /Garey-3Johnson
[8]/:

minimdlis lefed6 ponthalmaz, dominéns ponthalmaz, "feed-
back” ponthalmaz,

maximédlis flggetlen ponthalmaz, sikbarajzolhaté részgraf,
k-regularis részgréaf,

maximélis élszému pérositds, végés, kér, stb,

A lokélis gréf-automatdval valé felismerhetfség szempont-
jébbl érdekesek azok az optimalizélési feladatok, melyekben a
graf csucsainak vagy éleinek valamilyen szempontbdél optimélis

particiéjét keressik, Mivel az Gsszes particiék széma

A n4A4 e k-
~ F_;A(n) 2_-&(\(»\) % 4, ahol A(n)ﬁoz} r\(n)=n , nem lé-

tezhet olyan automata, mely a csucsok 6sszes particiéjét fel-
sorolja,.

Az glébbiakban a particiék optimumaként definidlt fela-
datok egy osztédlyédrél mutatjuk meg, hogy lokélis graf-automa-

tdval kiszémithatdak.

=3
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2 3Definicié: a G:(V,E) gréf csucsainak egy f‘—'(H,”..., Hm)

particiéjs 6sszefliggbf, ha a HL részhalmazok é4ltal fe-

szitett részgréfok Osszefliggbek.
2.2.Lemma: az 6sszefliggd particidék felsorolhaték.

2.4. Megjegyzés : osszefliggd particid kédoldsédn a HC részhalmazok

dltal feszitett részgréfok egy-egy feszit6f&djénak megadéd-

sat fogjuk érteni.

Bizonyitéds: Tekintsiik g HL halmazok F(: feszitb6féait, Az

LQA Fl; élhalmazt a G g"t:éf = feszit6fajédvéd egészithet-
juk ki. Legyen E'= phee (_{ F(,' « Akkor a y 6sszefliggbé parti-
- ciét az (F, €' ) parrel azo-
nogsithatjuk, ahol F feszité-
fa, E' pedig éleinek egy rész-
. 5 halmaza. Igy az (Fl E.') pé-
rokat felsorolva /megint
lexikografikusan/ ez &ssze-
fligg6 particiék felsorolédsét
410, ébra kapjuk /esetleg egy particiét

tobbszér is/.

2 4. Definicid: legyen f’-‘-’-(v,“...‘ Vu_) a G=(V€) gréf csucsainak

egy 6sszefiiggb particiéja. G -nek P -re vonatkozé kontrak-
cibdja G"—'—(V',E') . ahol
\/‘: {4,...‘ k? E =g(c,J ): 3V‘:6VL‘VJ€ \/J : (VL,VJ)GE} .
!

Jelélésben A G/(V WL )
4’...' *

2.2..Kovetkezmény: lokdlis gréf-automatdval kiszédmithatbdk az alé,tzb\i\

figgvények 3



a/ 76 (G‘) ., ahol ?5 a kromatikus szém

o/
min $le: V=Vyu.0V,, aVp=g | 1013 L2,60 E: )6l

c/

ahol G-(V,:|E.é) /a8 Vi éltal feszitett/ Gsszefiiggh
részgraf, 9"‘*60\6 tetsz6leges.,

. {k; VaVu.vV, + Vi Beszefiggs, G/C\q,..,\/b)

ahol T*Gof tetsz8leges.

Bizonyités:

a/ 2(G)=min z . : V=Vyv...UV, V,;nVJ'sgf) &(v;,EL)

b/

c/

teljes gréf} igy ez a b/ specidlis esete
Legyen 5 . G —> ESG‘-‘(Wn"':Vk)éeszefﬁggd particiék}
és
—'F'CG( S(VM“lvlc)):
co kvlénben
akkor 5,4 eleget tesznek a 2.lLemma feltételeinek

Legyen S mint a b/=ben,
¥
és le, ha G/(vql..,v,‘)éfr

£(G, S(Vy, .y Y))=

oo  kilén ben

ekkor ujra alkalmazhatjuk a2l.Lemmét, A G-/(V,,‘, Vi )
gréf vizegalatdndl a \/{ -beli legkisebb indexii csucs

szimuldl T*-ot eldéntd automatéat,

I
2.9 Definicié: a G“"(V.e) gréfra VSV dominéns halmaz, ha min-

den WG.V’Vl -re létezik veV' hogy (V.W)E: E . Egy

gréf domatikus széma az a legnagyobb k , melyre

V=Vu..vV, Ve nVJ'.-:.¢ N és V dominédns halmaz minden

eT*j

le, ha V|24 e G(V;,Eg)éﬂ



i"re.
2.3 Lemma: a domatikus szém lokdlis gréf-automatéval kiszémithatd.

Bizonyitéds: bdr a tulajdonsédg definicidjéban nem Gsszefiiggb

particiék szerepelnek, a probléma &tfogalmazhaté ilyen a-

lakura.
Mivel Vt dominéns halmaz, V| ¢
minden csucsébél megy 61 V' -be.
. i Egy-egy ilyen élet vélasztva min-
. L den Vip-beli csucshoz (U % 1)

olyan fékat kapunk, melyek gydkere

Va oy Vs Ve Vy-beli, a V. -beli csucsokat pe-
dig az jellemzi, hogy a gyockértél
11, &bra vett tdvolséguk pontosan (L —1),

Igy az adott erd6bél a gbﬁ|~~|\/h'§ particié rekonstrudl-
haté., Egy erd6t az (F‘ E‘.V') hérmas hatdroz meg, ahol F
feszitéfa, E' az F éleinek részhalmaza, \/'pedig a gyokerek
halmaza., Innen az 4llités a 2,2Tételt és a 2.i.Lemmét felhasz-

ndlva koévetkezik,

Most néhény az eddigitfl eltérd jellegi gréftulajdonség

eldontésére adunk algoritmust,

2.6Definiciés legyen G =(VE) gréf, L:V-— N injekcié.

Legyen
B(G)= min max 3¢ -2w)Ig .
:F. vyw)e k&
BR(G) -t a G graf szélességének /bendwidth/ nevezziik.

Legyen

36



A szélesség a gyakorlatban sokat haszndlt gréf-tulajdon-
sédg. Matrixok sor- és oszlopcserékkel valé "majdnem™ dia-

gondlis alekra hozésénédl van szerepe.

| e

23Tétel ¢ fBﬁe;{ , minden [¢-ra.

Bizonyités: Tegyiik fel, hogy Gé@, és legyen -<£ olyen,
hogy V(Y iw) €E _re [|£(v)-4(w)|Sk. Definisljuk
éleinek egy szinezését:

(v,w)GCL' = %(v)—%(w)r—t:

azaz G éleit a "hosszuknak” megfelelfen szineztiik, s

(e, =le+t--ry l-1, le ) gzinekkel. Tekintsik a G-graf

tetsz8leges k1=~(€4:-w 24) kérét, Legyen
ad:l{eJ'GC‘;%')
akkor C/ definiciéja miatt

ke,
(1) E Crag =0
v~k
Legyen P=(e,,--, 25 ) ut, az a, szémokat hasonléan

definidlva ekkor

k
(2) ;g:; C-ag % O

teljesalb.:;c‘:vébbé v=£ (1) are, illetve w=-<L"1(m)-re
(3) Www)eE = (vw)el ,vu(C,v...vC_

(4) (uz) eE = (u=)e C, vCou---UCy

Ezen feltételek azonban elégségesek is: ha létezik (1)-(4)-
nek eleget tevd C szinezés, ekkor G6~Bk . Ennek igazolé-
sdra megadunk egy megfeleld «P figgvényt,
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Legyen *"4(4)=V , ahol V a (3)-nek eleget tevd

csucs., Legyen WeV , és P=(€4,»-», 'e-é) V-t 68 W=t
6sszek6td ut, Legyen
L
.<F.(w)= Z c(ey) ahol c(el) az ¢;61 szine,
L4

Akkor (1) miatt 'ffp-(W) definicibéja egyértelmi, és (2 ) miatt
wuftwW => L (w)sL(W) . Tovdbbs definicié szerint (uw)é& -re

|2 (0~ L) =] cCuw)| s le o

Az eddigiekb6l ezt lédtjuk, hogy
E=E,v... vE,, EcnEy=d,

GelB, = 3‘54-'-352& VIKVP WK-ra Stac=o0

Pope S Cacko (3,00

Az ekvi\}alens 4dtfogalmazdsra a 2.2Tétel alkalmazhaté.
27Definicié: legyen G=(V,E) gr&f, G,=(G, J%C) alapgréf,

F pedig a G'egy feszit6fédja. A V' csucsok (F, &,) -bdl

szérmaztatott permutdciéjédn a megfeleld preorder sorrendet

értjuk. A csucsok egy JU permutéciéja fa-permutécié, ha

valamely (F.JQ) pdrbél szérmazik., /A tovébbiakban JU és
(EJ“) kézt nem teszink kiilénbséget./

2.2.Megjegyzés: egy (FHP) fa-permutécié kédoldsén azt értjuk,
hogy F mint élhalmaz van kédolva, b?'-‘(J’u‘**: Prn) pe-
dig csucsonként /ez azt jelenti, hogy O(o(-o”) édllagpot-

halmazu automatdra van szikségiink/.
2.4 Lemma: a fa-permutéciéi felsorolhaték,

Bizonyitégs: Ebben az esetben S(;: E(F,f’)f F feszitéfa,

\P‘ irénytﬁrendszer} .



RG,y,V pedig a feszit6fédk és irénytirendszerek rendezésé-
b6l lexikografikusan szérmazik., A feszit6fédkon az élhalma-
zok rendezésének}megszoritésa ead rendezést, Az irénytiirend-
szereken az irénytik rendezésébbdl kaepunk rendezést lexikogra-=
fikus rendezése.

Legyen ATl olyan automata, mely az irénytiket felso=-
rolja, AF pedig olyan automata, mely adott részgréfrél
eldénti, hogy feszitl6fa-e. Akkor a keresett AFl automata
az AL ,AF, A2 ¢és ASautomaték alkalmes szorzataként &1l

8160

2 3. Definicidb: J('M/é = EG"G-nek van valédi automorfizmusa '%

2.4 Tétel s \]%M)(: €OC H

Nyilvénvalé, hogy \7{3(47& mésodrendi diadikus formuléval -de-
finidlhaté, £ | R4 @- alakban, ahol R4 a csucsok
kézti kélcsbnbsen egyértelmil megfeleltetés. Mivel R,,

nem feltétleniil gyenge diadikus relécié, a2l. Kiévetkezmény
kézvetlenil nem alkalmazhaté, Igy egyéb megkdzelitést ke-

resink,

25.Lemma: legyen G'=(V|E)e‘7£‘d3 3 G‘4"‘<6‘o J’.C) ‘alapgréf,
Ju= (4a,... ,%n) a csucsok G,-bbl szérmaztatott rende-
zése, 6 pedig a G- automorfizmusa. Legyen Jt'=(6()-q6TVAY),

Akkor JU' fa-permutécié.

Bizonyitédss: legyen (F, 53) a JU -t szdrmaztaté alepfa. Legyen

6(F) az F feszit6fa képe. Mivel 6 automorfizmus, hs
(ve,vj)eE . akkor  (E(v),6(v))EE 1is tel-



jesiil, 6'(‘:) 6sszefliggd és kor-
mentes, valamint minden csucsban
tartalmaz élt, azaz szintén feszi=-

t6fa, mégpedig F—fel izomorf,.

A f irénytirendszer egy 6(gp)
irénytiirendszert hatéroz meg 6(6)-n

a természetes médon: ha VvV szomszéda-

40

V4 *7 V3

‘\’/z — V4 ingk sorrendje (vl;“... 1 Veg) o ak=

3 v

V‘r: v? kor 6(v) szomszédainak sorrendje

4
Vo —> Vay (o_("’(;,.)l"‘ ! 61"&_&)) .
% — v, : 6
A preorder rendezés definiciéjéabdl

kdvetkezik, hogy ekkor Jt' a
(6(F)6(yp>)) elepfa éltal megha-

tarozott rendezés.

12, &bra

A2k Tétel bizonyitésa: el8szér olyan AU automata konstruk-

ciéjét védzoljuk, mely adott JL= (v,;“... v Vin ) fa-per-
mutdcidé esetén eldénti, hogy a 6"(\{]'):\/,;J. leképezés auto-
morfizmus-e, Az AU automata egy A3 eutomatdbél, és az
A3 mikédésével pérhuzamosan a Jl -hez tartozé [P, ﬁ) a-
lapfén A3 -at szimuldlé A3' automaté&bsl &ll, Egy-egy

R Wz N AA' = T



izenetekkel egyezteti, hogy az egymésnak megfeleltetendd
élparok a gréafnak mindketten élei, vagy nem-é4lei, Ha elté-
rést tapasztalnak, JL nem automorfizmus.

Az All automatét az 24 Lemmében szerepls AF4 automa-

téval szorozva olyan automatdt kapunk mely elddénti vl;wé -ot,

2..9.Definicibés a G-4==(VME,1) és G—zz(\/algz)gréfok gyenge direkt
szorzatén azt a G-:(V,é) gréfot értjik, melyre
V=V, XV,
E =5 ava) (wwy)): (Va,wa)EE, A (vz,wz)eezi.

Legyen XG‘ = gG—: FGy (G5 G, X 6:'2 -'-"-GE :

Két gréaf gyenge direkt ezorzatadt a 13, ébra szemlélteti.
Megjegyezzik, hogy a "kinélkozé"
particié éppen fliggetlen halmazok-
b8l él1, igy az 6sszefliggf parti-
ciék felsorolédsa és ezzel egyiitt
a2.2.Lemma kozvetleniil nem alkal-
mazhaté, A tovébbigkban szikségink
lesz az aldbbi lemmékra. A G&G=(V,€)
graf éleinek egy E= E,vu... vE

particiéja Osszefiigqgé él-particid,

ha minden U -re az E | élhalmazok

13, ébra osszefiiggd gréfot alkotnak,

2.6.Lemma: /ld. Lovasz [12]/: G, x G, akkor és csek akkor &sszefiig-
gb, ha 5:1 .G'Q, 6sszefliggbek és legalébb egyikik tartalmaz

paratlan kért,

2.7 Lemma: az G6sszefliggl él-particibédk felsorolhatdk,
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2.3.Megjegyzés: egy él-particié kédolésén az egy halmazba tartozd

élek G6sszetartozédsénak kozds csucsukban vald téroldsét ért=

jiik.

Bizonyitéds: legyen E =&, U...UEI‘ , EC(\EJ'-?#, és legyen az
élek szokésos rendezésében <;= minE;, valamint
< e,<.. <L, ., Igy minden él-particié halmazait egyértel-
miien rendeztilk, A felsorolds ezutén az A4 automaténdl

hasznélt médszerrel elvégezheté,

2.3, Kévetkezmény: lokélis gréf-automatéval kiszémithato

— { L: E=6,v...UE,, EcnEj=¢, E;éf G-(V,;,E,;)eﬂ'j

ahol T* &, tetsz6leges tulajdonség.

Most visszatérink a gyenge direkt szorzat vizsgédlatéra.

2516tel: XG € X .

Bizonyitds: tegylk fel, hogy G =G,xG,. A 2.6.Lemma szerint

pl., G, tartalmaz pératlan kért, Legyenek Ly 2
a G, graf élei és
E(::.'"e-(;XG‘z C=4,--y .

Ekkor E 6sszefiigg6, mivel G'z -r8l feltettik, hogy tar-
talmaz pératlan kdért. Mésrészt nyilvén (E,, -~-;El¢) a G
éleinek egy particiéja, szaz (Eq,..., E'L,_) 8sszefliggl
él-particié,

Nézzik meg, hogy (Ea,...,EL) milyen tovébbi tulaj=-
donséagokkal rendelkezik,

A gyenge szorzat definicidéja alapjén az EL' éltel al-

kotott gréaf péros graf,



Legyen Gz padratlan kére K2 5 K,_egy éle € , FZ
pedig a G?. egy olyan feszit6féja, melyre (Kz-e)_c. Fz "
/Ld. a 13, ébrat./

Mfi“ A G,, gréf tetszfleges <€,/ élére.
e X Fz

két Fz-vel izomorf Fa, Flf fébol

411, melyeket -

e X e
ol ° ° ° egyik 2! éle az e.',XG‘Z gréaf
. » " . egy Fo feszitb6féjévé egészit ki,
Kénnyen l8thaté, hogy léteznek
e ’ ’ ° olyan V3,6 V4 csucsok és 5, Pa
14, ébra - irdnytirendszerek F'3 -on és Fq, -en,

hagy az é4ltaluk szérmaztatott sor-
rendben a megfelelé indexi csucsok
"egymés alattiak"™ legyenek /ld.

15. &bra/ Ha V¢, Vv, ill, W¢ W)
ez F3 111, F fa C-edik és
J-edik csucsa, akkor igazak a kovet-

kezb6k s

(1) (ve,vj)e6 &> (W, wj)ée&
(2) (v, wj)e G <> (we vj)6eG
(3) (v;,we) &6
Legyen
H4 = EV: v F3| OL(V(V3> F3"‘aan Pa'rosi v
UEV.'VG Fq.'aL(V‘ Va ) Fgq—ben po.’m-blanj

sz %V: ve Fy, d(v,va) Fg—tben Fa'ros?u
u %v:\/é Fa, d(v,va) F-ban P“'“’-'H‘“‘f.



Akkor, mivel -eLsz péros gréf,

(4) H," H2 faggetlen halmazok.

Az eddigi feltételek csak azt biztositjék, hogy az EL. éltal

alkotott graf elééall €; X 62“) gyenge direkt szorzatkén‘.t,még

azt is biztositanunk kell, hogy a 620-7 gréf ¢ -t6l fugget-

len, Tekintsik a 64 graf <. , -QJ' éleit. Ekkor az €; X G,
: —_ Copd J pJ
és az eJ sz_ gréf@k k6z6tt az (FS, Fq ) és (FB, F‘r) £ &k

kézti sorrendtarté leképezés auto-

morfizmus,.

‘Tov‘ébbé igaz az is, hogy a
(H:| H;), (H;’, H;) halmazokra
) (Hiv Hi)n (HIvH) )=d

vagy . £ :
C J ) J =
teljesil,

16, ébra

Az eddigi feltételeket &sszefoglalva: ha G =G,XG; , ekkor
van olyan (E.”... 1 El,,) 6sszefﬁqu élgarticié, és minden

L -re E,:-nek olyan Fl:: (F3"UF4LU-¢L) feszit8fdja és
§¢v irénytirendszere, hogy az (1)-(5) feltételek tel jesiilnek,
Ezek a feltételek elégségesek is, mert az (1), (2),(5) felté-
telekbdl a 6'4 : GZ gréfok meghatérozhaték,

Mésrészt az 4, és 7. Lemmék alapjén az élparticiék,

feszitb6fédk és irénytirendszerek felsorolhaték, és a feltételek

teljestlése lokélis gréf-automatédval ellenfrizheté.



24 Azonositédsi probléma

Gréafok mely osztélyéhoz létezik olyan automata, mely egy, az
adott osztdlyhoz tartozé - grafbdl szérmeztatott bdrmely a-
lapgréfrél inditva végiil mindig ugyenazt a veV csucsot jut-
tatje kitlintetett &llapotba? Mésképpen fogalmazvas: mely gré-
fokon tudhat egy automata barhonnan inditva mindig ugyanoda
eltaldlni? Az alébbiakban erre a kérdésre adunk vélaszt,

Legyen
AS = %Gﬂ JveV : V6e Ab(E) : 6"(v)=v§ |
ahol Aut (G) a (G gréf automorfizmusainak halmaza.

2.8.Lemmas ha Gév‘:g, akkor iG} -re az azonositédsi probléma nem
oldhaté mege.

Bizonyités: legyen a tetszfleges kiindulédponttél "megtaldlt”
csucs Vi, . Mivel G&HXS, van olyan 6" Aub(G), melyre

6" (vo)=VFV, . Legyen G, tetszéleges alepgréf, &,
pedig 0(Go) ., ezaz a cimkézésre C, (6(v))= Co(v)
¥Yve V -re, és hasonléan, ha (vw) a V csucsban az i-edik
él, akkor G, -ben (6(v),61W)) a 6(v) csucsban legyen
i-edik 41, Ekkor G’l -rél inditva, az automata 6’(vo)=v,,
~et talédlja meg, vagyis ellentmondésre jutottunk,

A tovébbiakban felhasznaljuk Pésa [14] aldbbi tételét.
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26.Tétel: Pésa [14-] ¢ létezik olyan (diddikus) mésodrendi @(thz)

formula, mely tetsz6leges G automorfizmusmentes gréf csucsain

rendezdést definidl.



Bizonyités: a csucsokat tetszfleges sorrendben véve, irjuk
fel a graf adjacenciamétrixdt. Kilénbdz6 permutaciékhoz
ki1lonb6z8 métrixok tartoznak, kiilénben a permutéciékban
egymasnak megfeleld csucsokat egymdsra képezve a gréf a-
automorfizmusat kapnénk. Igy van egy permutdcié, melyhez
a /pl. sorfolytonosan leolvasott/ legkisebb métrix tarto-

ziks Ez a permutdcid definidlhaté /diadikus/ masodrendi
formulaval, mégpedig

@o(R,,)e [K4 [in.rend. A VRQ_(RZ lin. rend = (QRS‘ Pa’rosﬁéa's:_(gx
alakban, ezekutén §<’<1.xz) pedig

D (xyx2) = TR (B (RI)A Ry (%4, %))
alakban adédik,
A tétel alkalmazdédsédnadl ugyanaz a nehézség lép fel, mint az
automorfizmusmentesség eldéntésénéls a definidld formula

nem gyengén diadikus. Az azonositési probléma megoldésédban

ujra az ott alkalmazott észrevételt hasznéljuk,

23 Tétels JES ~ra az azonositédsi probléma megoldhatd, azaz
létezik olyan automata, melyre tetszbleges G & \7(:5
gréfra, minden G,=(G, p,&) alapgréfra /ahol <o az
A kezd8konfigurécibdja/ az [_==(G§'A) lokélis gréf-
~automata végédllapotdban ugyanaz a Vv csucs keriil kitin-

tetett allapotba,

Bizonyités: legyenek Jt4\,_,|.3t"\ a G;‘gr'éf fa-permutécidi,
A (jtd)r,,l/a(gt"‘) a hozzadjuk tartozé adjacencia-matrixok.
Legyen = min EA(J'[(_)} , ahol a rendezés pl. sorfoly=

tonosan olvasva értend§, és legyen tovébba

F):: {:RQ,= A (Jti>‘='/\~2 '
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Tekintsik a \/0: {V: \/6\'6‘7&4};(&) : 5'(\'):\/3
halmazt, mely feltételeink szerint nem {ires. Azt allitjuk,
hogy minden V& \/o ~-ra
() g, gy e P= Jtiv) = It (v
teljesil, Tegyik fel, hogy Jt,J5 & P, s

T, (V)4 Tty (v) ‘

akkor a v +—> JtE«(JtJ' (V) leképezés automorfizmus
/mert A(Jtc)=A(th) / és Vv =t nem hagyja fixen.

Az is igaz, hogy a () feltétel csak V€\/o -ra
teljesiil, Ha Vvé& V, , legyen 6 olyan, hogy 6 (v)=+tv
és JLeP tetszbleges. Akkor g6 e P |, és

JU(v) = JTe (V) .

Vagyis P rendezést definisl \/o csucsain. Az azo-
nositanddé csucs az ezen rendezésben minimélis elem. A kere-
sett automata a fa-permutécidkat felsorold AF'1 automa=-

tdbdl a szokésos konstrukcidkkal kaphaté,



23.Definiélhatéséq

A fejezet elsl részében gréaf-tulajdonsédgok, mésodik ré-
szében kérnyezetfiiggetlen nyelvek definidlhatésagdval fog-
lalkozunk. A gréf-tulajdonsédgokkal kapcsolatban els8sorban
negativ allitasokat keresiink, A definidlhatéségra vonatkozé
negativ eredmények Osszefligghetnek bonyolultségra vonatkozé
negativ eredményekkelz k6z6s vondsuk, hogy adott probléma-
osztdlynak valamely /logikai v, algoritmikus/ kereben valé
elhelyezhetetlenségét mutatjdk. Kézvetlen kapcsolatot mutat
Fagin mar idézett tétele: ha példédul beldtnénk, hogy a Hamil-
ton-kért nem tartalmazé gréfok osztédlya nem definidlhaté eg-
zisztenci&lis masodrendli formulé&val, ez egyben az NPz NPC
sejtést is igazolné.

Két médszert haszndlunk fel: az un. Fraissé=-Ehrenfeucht-
-jétékokat és az ultraszorzdst. Ezek segitségével az \A/L,.S;,iS
és D osztdlyok kozti valdédi tartalmazédsi relécidbkat dlla-
pitunk meg,.

El8sz6r példékat mutatunk definidlhatéségra, majd a fel-
hasznédlt matematikai logikai segédeszk6zdket ismertetjik. Ez-
utédn igazoljuk a gréf-tulajdonségok definidlhatéségéra vonat-
koz6 negativ &llitésokat. Ezeket /a 3.2.3.3.Tételek kivételé-
vel, melyek egyéb osztdlyokkal foglalkoznak/, a T*. 4bra
foglalja Gssze.

Ebben a fejezetben grafon véges, hurok és tdbbszoérds élek
nélkiili grafot értink /és nem tesszilk fel, hogy a fokszémok

korlétosak/.



A kovetkez6 jeldléseket haszndljuk's 4(4»0"«—'—' {5" G tart,
Hamilton-kértz L Match = iG : G tart. teljes pérositést} ,
@ = { G:G ﬁsszefﬁggﬁf, Sut = {G= G -nek van automorfiz-

musa o

17, &bra

A fejezet mésodik részében a kornyezetfiiggetlen nyelvek
egy logikai karakterizécidjat adjuk meg, a Fraissé=Ehrenfeucht-

~jéaték alkalmas vAltozatédnak segitségével,
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3.4 peldak

3.4. Lemma 2 %m = S .

Bizonyitds: megadjuk a definidlé formulit.

é (R )-[v"a xz(Kl (x‘4x27‘> R(%e, %)) A v"q dx, x5 qu- (("z* %8I A Ry (%4,%2) A
ARy (%4, %) A (R. (%yy Xa)-> (Xg2%g v %52

,(R,)= [VH (3 H0D 4 T, TH(x0)> T (HOxa) AT H(xsIn R, (x,,,x;)):\
d- AR, (T, (R)AF,(R))

QJ‘ azt fejezi ki, hogy K, részgraf, melyben minden csucs
mésodfoku, azaz fiiggetlen korokbsl all, @, pedig azt, hogy

minden részhalmazt és a komplementerét kdti Ossze R.4 -beli

él.

3.2.Lemma s {(Gl\/')f V'CV, \/) max,-{—‘-le,n G- banj GB :

Bizonyitds: megadjuk a definidlé formulédt.

@4(\/') = Vx,x, ((V'(x‘) AV (%)= TR (x,, %))

@1 (V)= [V V"( Qd (V') — IR, ( Vx, %, ( R, (% %)= R (x4,%2)) A
A (Vg (V' (x3)A 1V (x3))> 3! xq (V'(Xa) A Ry (%5, %)) A
A (Vx-s (V' (x3) A7V (x3))—23)%a (V'(%2) A R, (Ks,xfr))))J

3= 9,(v)a &, (v) .

I
Itt @4 azt fejezi ki, hogy V  fiiggetlen halmaz, éz pedig

azt, hogy minden V' figgetlen halmazra VEey' élekkel

parosithaté \/‘-\/" =be /az. aldhuzott feltétel nélkil az
4llités nyilvanvaléd/,



Ez nyilvén elégséges feltétel,

Szukségessége azért igaz, mert
! !

péros gréf. Ha a lefogd pontok

minimdlis szdma 2 [V"~ v']

akkor a pirossal jelzett halmaz

[V!'] =nél nagyobb fiiggetlen.
Igy Kénig tételét alkalmazva
18. abra kapjuk az Allitést,

A kévetkez8 példédban olyan elsérendi formuldt keresiink,
mely az | csucsu Osszefligg6 grafok osztdlydt definidlja.
Az alébbi lemma azért is érdekes, mert felhaszndlhaté logikai
elméletek bonyolultsédgénak alsé becslésénél /ld. Ferrante-
-Rackoff [7]/.

3.3 Lemmas / Pésa [14]1: létezik olyan, a gréfok nyelvén irt d?h
elsérendii formula, melyre ha a G=(V,6) grafra [V]=n ,
akkor Gk §n <y & ossszefiiggh, és én kvantorainak

széma 3 [l:qz(n~47] + 2. .

Bizonyités: Ha & csucsainak széma n , akkor G pontosan akkor

6sszefiiggh, ha barmely két csucsa 6sszekdéthetd legfeljebb n-4
hosszusagu uttal,

Legyen Hi% (%, ,%2) olyan, a gréfok nyelvén irt formula,
mely pontosan akkor igaz, ha %, és X, Gsszekdthet8 legfeljebb

2:6 hosszusédgu uttal., Akkor

S[!,g+1 (xd."z)= 3 X3 ( g(.c. (xnx?:)/\ EE,Q (xs. Xz_)) "
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Itt (.‘L{e kvantorainak szémét KVI; -lel jelélve, L(V4= 1, és

L<V,(_+4 = Z.MVJ; """1 P

azaz L(sz 2’6-4 « Vegylk észre, hogy EK&H mésképpen is fel-

irhaté.
Yz i (%,, %2 )= %3 V%, Vg [ ((xg=x)A(x5= %)V ((x4= X3 IA(X5=%2)))-> h",_ (%4 ,%5)

Erre a felirdsra kvd = ., 6s

L<Y4+4 = UG{C 4+ 3

azaz Kv& = Bl
£

-1
Ha most 2 +4<h s 2 °+1 , akkor minden N csucsu &

gréfra G pontosan akkor 6sszefliggb, ha
G F; de XZ Wx(x,,‘ x2.> 3

Vagyis a @n = \/dez E‘K[_&? (nqul(MXZ)

formula eleget tesz a lemma feltételeinek.,



E%_QL,Matematikai logikai segédeszk6zdk,Fraissé=-

=Ehrenfeucht=j4aték

Most egy olyan mdédszert ismertetiink réviden, mely haté-
kony eszkdzt szolgdltat strukturaosztdlyok definidlhatésdgé-
nak vizsgélatédra. A médszer Fraissé=-t8l szadrmazik, Eherenfeucht
alkalmazta elemi ekvivalencidval kapcsolatban /melynek eleve
csak végtelen modelleken van értelme/, véges modellekre pedig
Fagin [6] haszndlta az Osszefiiggf gréfok osztélydnak egzisz-
tencialis, monadikus mésodrendi formuldval valéd definidlhatat-

lanségénak bizonyitésara,

Tekintsik a kdvetkez6§ jatékot, Adva van két gréf, 6;4 és
G, , és két jatékos, L és IL . Egy fordulé abbél &ll, hogy L.
vélaszt egy gréafot a ketté kdéziul, és abban egy pontot, egy hal-
mazt, vagy egy kétvdltozéds reldcidt. Ennek megfelelSen IL a mé-
sik gréafban védlaszt - I vdlasztédsdval 6sszhangban - egy pontot,
egy halmazt, vagy egy kétvédltozdés relécidt, Elbére rogzitett
szdmu N fordulét jatszanak, az N, forduld utan JL akkor
nyer, ha a vdlasztott pontok &ltal feszitett struktura a két
grafban /az ujonnan felvett halmazokkal és relécidkkal egylitt/
izomorf. Ellenkez8 esetben L nyere.

Tehat JIL arra térekszik, hogy sikeresen "utanozza"” I-
et a mésik strukturéban,

A jétéknak tdbb lehetséges variaciéja van, attél figgben,

hogy lépésként milyen strukturdk vdélasztasédt engedjik meg. Ha

o3
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csak pontokat vdlasztunk, els8rendi jatékrél, ha pontokat és
halmazokat vélasztunk /mésodrendil/ monadikus jatdkrél, ha
pontokat, helmazokat és az élek részhalmazait vélaszthatjuk,

/mésodrendii/ gyenge diadikus jétékrél beszélink.

Az alkalmazédsok alapjdul szolgdlé lemmdt a gyenge diadi-

kus jéatékra vonatkozdéan mondjuk ki,

3.ADefinicidé: a G“ GQ_" gréfokat n-edrendben ekvivaiensnek ne-
vezzik, /és G, £,G, ~vel jelsljik/ ha az h-fordulds jé-
tékban IL -nek nyerfstratégidja van,

34 Lemma: == ekvivalencia-relécié.

Bizonyitads: Legyen G, g, G  és ngn 6'3 o Megadjuk I egy

nyer8stratégidjat a (G4, Ga) jatékban. Legyen L 1lépése
G%-ben S,1 /pont, halmaz, vagy részhalmaz/, erre IC vala-
sza a (6-4‘62) jétékban adott nyerfstratégia szerint S, .
Tekintsik a CG'z,Gg) jatékot, és tegylik fel, hogy ha itt L
a G, -ben S,~t vélasztja, akkor IL G%-ban nyer8s tra-
tégidja szerint Sa~t vélasztja.

A (G, G;) jatékban IL vélasza S,-re legyen S,.
/Hasonléan jérhatunk el, ha " 6:?,-ba kezd.,/ Akkor N for-
dulé utdan IL nyer, mert a G,~ben és Gj-ban vdlasztott
strukturdk mindegyik a IL 41tal fiktiven szben vadlasztott

strukturdval izomorf,

35.Lemmas [11]: ha G»'1 = Gz' akkor egy /mésodrendii/ gyenge dia-

dikus, legfeljebb N kvantort tartalmazé formula ekkor és csak

akkor igaz @4 - en, amikor %an.



Bizonyitds: tegyiik fel, hogy a § formula igaz G,, -en, de

nem igaz G, -n. Az h -fordulés gyenge diadikus jatékban
nyer8stratégidt fogunk megadni I széméra, és ezzel ellent-
monddsra jutunk az &, definiciéjéval. Az egyszeriiség kedvé-
ért a lemmét a
$=35, ¥S,355 Y (S1,S2,53)

esetre igazoljuk, &ltaldnos kvantorszerkezetre a bizonyités
teljesen hasonld, de tulségos formalizmust igényelne,
Feltételink szerint:

G, E 35 VS,3S3 Y (S54,52,53 )

G,k V¥S,35, VS3 1Y (S4,52,S3)

ahol .St els8rendii, vagy gyenge diadikus mésodrendii vdltozé.

Az elsb forduléban I a G;, gréfban olyan 5,, strukturét
védlaszt, melyre V52353 EK(54,52‘53) teljesiile JL véla-
sza G, -ben legyen Sa' ¢

Mivel G, -n § hamis, S,,' -héz létezik olyan S, ,
melyre G -ben V53 1Y ( 54’.53,$3> teljesiil,

A mésodik forduléban I a Gp grafban vélasztja eztaz S,
strukturdt. JL vélasza G,l-ben legyen 32'.

Mivel G'“ -n @ igaz, 51 ~hez és 53’ ~hez van olyan
53, melyre 2(54.521,53) teljesiil,

A harmadik forduléban L a G% gréfban védlasztja ezt az
55 strukturdt., AL véalasza C%L-ben legyen Sgl o Mivel

Gé-ben VS'3-1 %(54'. 52’5‘3) ., igy végil
G4 }: EE( Sd, 52': 53>

G, B (s, Sz, Ss)

ami ellentmond a védlasztott részstrukturdk izomorfizmusénak,

25



3.4.Megjegyzéss a bizonyitdsbél j61 léthaté, hogy a vadltozék jel-

legérél semmit nem haszndltunk ki, Szérdl szébra elmondhat-
tuk volna ugyanezt a mésik két fajta jdtékra /és akkor ter-

mészetesen a megfeleld formuldkra/, s6t, olyan dltaldnosi-

tott kvantorokra is, ahol egyes védltozék specidlis struktu-

rak lehetnek, feszitéfék, fliggetlen halmaezok, stb, Megkdve-
“telhettiik volna azt is, hogy JL -nek csak olyan jatékokban

legyen nyeréstratégidja,ahol meg van kétve, hogy I az i-edik

. forduléban CEEL-be jétszik adott tipusu véaltozéval, ebben

az esetben a tételben olyan formulédk szerepelnek, melyek

i-edik helyén régzitett kvantor van /3, ha I abba a graf-

ba jadtszik, ahol § igaz, ellenkez6 esetben V/. Fagin CS]
ilyen specidlis jé&tékkal bizonyitja azt a tételét, melyet a

bevezetésben emlitettiink,
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Ultraszorzat

Az ultraszorzés a modellelmélet egyik alapvet6 operécidja u’j mo
dellek konstruadldsara. Az aldbbiskban egyszeriiség kedvéért a

grafok esetére szoritkozva ismertetjik a fogalmat,

3.2..Definicids egy H halmaz ’LL= {fohp részhalmazrendszerét

ultrafilternek nevezziik, ha - ¢¢ U
-~ XeWU,XsY=> Yel

- X,)Yel = XnYe WU
-~ VX -re Xe€WU vagy H-XeW .,

/u_ principdlis ultrafilter, ha m H).."" 7‘ .
Yel

3.2..Megjegyzés s be lehet 1latni, hogy minden végtelen halmazon 1lé-

tezik principélis ultrafilter.

33 Definiciés legyen G‘,,::(V,,‘EQ' Gy= (Ve, Ez)l gréfok egy

sorozata, (u, ultrafilter N-en. A G:,,Gz,... gréfok

ultraszorzata a kévetkezé6 G=(V,E) graf,

("]
., azaz a Descartes=-szorzat két elemét

V= XV
“=1 u ekvivalensnek tekintjik, ha azon koor-

dindtdk halmaza, melyen megegyeznek,

U -beli.

E definiciédja:
((7‘4;"21"' ), (44,92 ))E E

¢

$4+ (x5 y1€Er} €U,




o0
ahol X¢,Y06 V{ . Jelslésben G = C?i@ Gd

33 Megjegyzés: az igy kapott graf csucsainak szédma kontinuum,.

Az ultraszorzatok alapveté§ tulajdonsdgét mondjdk ki az

aléabbi tételek /ld. pl. Chang-Keisler [2]/:

34.Tétel: legyen @(X4'~-~ 1 ¥n ) elsbrendii formula a gréfok

nyelvén,szabad vé&ltozéi x,,... ,x, . Legyen tovébbs
~s 1 i
By (my Ronile.s Joes | Wl w3 W, ok )

Akkor
(a9 [
[ Gk B0t} U @GR BR-R).
Ennek a tételnek a "pszeudoelemi” valtozatédra lesz szik-

s églink,

3.6.Lemma: legyen @(XA,--- ) ¥n) egzisztencidlis mésodrendi

formula, melynek szabad védltozéi elsérendisek, Zl..., ’>-<\:,

a fenti.Ekkor

$0: 6 FEGd . eU = Gk (KR,

Bizonyitéds védzlata: legyen a é- formula 3R4.... BRk Y

alaku, ahol Y elsérendi formula. Akkor azon G'(: grafo-
kon, amelyeken @ igaz, felvehetjiik a ‘;H -t kielégité
R; reléciékat. Ezen reldcidk ultraszorzatait tekintve

G -n, a kapott (Rl R“..' Rl:.) reldcidstruktura ki fogja
elégiteni W .t /itt R a graf éleit jelenti/.
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35 Gréf~-tulajdonségok definidlhatéséga

A definidlhatéséggal kapcsolatos negativ 4llitdsok
igazolésédhoz célszeri olyan gréfokat taldlnunk, melyek /a
jatékokndl definialt értelemben/ ekvivalensek, Ilyen gréfo-
kat konkrétan megadni 4ltalédban elég nehéz, azonban erre
nincs is szilkség, Ekvivalens gréfok létezését az alébbi lem-
ma biztositja, mely [11] egy lemméjéval analég. Az =, re-
lécié alatt a gyenge diadikus jétékra vonatkozé ekvivalen=-

cidt értjuk,

3FLemmas =, ekvivalenciaosztdlyainak széma legfeljebb F(h),

ahol (Zn: Zm Z(%)(Z(£)+4)n-mu s(m,[,)>

2. mso U=4

2.
F(r)= 2
ahol S(m, i) mésodfaju Stirling-szém.

Bizonyitds: tegyilk fel, hogy valamely & gréfban N forduld

utén a P“..., P pontok és az R,,,..., Rn—m relédciok
keraltek kivélasztésra /ahol Rg monadikus vagy gyenge
diadikus relécié, és a PJ' pontok, valamint az R reléa-
cidk koézt egyenlék is lehetnek, hiszen pl, ugyanaz a pont
tébb forduléban is vélaszthaté/. A vdlasztott pontok &l-
tal feszitett (R : RM"': Rk) tipusu strukturdk /itt R

a graf O6sszekdétdttségi relécidja/ széma legfeljebb
m

Z 2(%) (2 (%)H)n—ma! S(m, 1)

L=4



Ugyanis hg Q‘..., Pn, kézt  darab kiilénbsz6 pont
van, ezek 2(%) kilonb6z8 nészgréfot feszithetnek, mind-
egyik R{ is legfeljebb ;(&)nféle lehet sha R{ monadi-
kus, 2‘: adédik, de 2.':5 2(;')-“/ « Az m pontot L részre

S(m () ki1lénbsz6 médon particiondlhatjuk, és minden parti-
ciét Cl kilénbsz6 médon rendezhetiink.

Igy m -re dsszegezve egy +«(n) fels6 becslést kapunk
az Nh forduld utén elérhetd részstrukturédk széméra, ahol

4(n)= Z'j Zm 2‘('5)(2(45)-{-4)""""‘:! S(m.i).

m=o (34
Alkalmazzunk "visszafelé valé indukciét", Tegylik fel, hogy
n-4 fordulé utén a Pa.---. P! pontok, és ez Rq,-»-, Rnaaem!
halmazok keriiltek kivélasztésra. Rendeljik hozz§
CPryeey Ponty Rayevey Rpnge i)  ~h6z a kévetkez6 lépésben el-
érhet8 végkonfigurdciék halmazét. Ez legfeljebb 2f%(h) fé-
le médon lehetséges.
Es igy tovébb, minden (lﬁ,n.,PQ Rayoeig Rj ) vélasztéshoz

hozzérendelhetiink egy (n44~¢~j ) =-edrendii halmazstrukturat,

mégpedig legfeljebb

4(n)
s L
2. .
2. n-t=j
félét, Igy a kezdb6éllapothoz, és ezzel a G grafhoz
9 4-(”)

féle halmazstrukturédt rendelhetiink, Azt éllitjuk, hogy ha a
Gﬂl GE_ gréfokra a hozzdjuk rendelt halmazstruktura meg-

egyezik, akkor a (éh' Gﬁ‘) jétékban II-nek nyerfstratégidja

van. Ez valéban indukcidval lathatés I egy vAlasztésa egy

©C



eggyel alacsonyabb rendii halmazstruktura vélasztédsdt jelenti
G&-ben, ehhez (SS—C ~ben tartozik egy olyan vélasztés, mely
ugyanazt az eggyel alacsonyabb rendi halmazstrukturédt szdrmaz-
tatja. /Konnyen lathaté, hogy pont vdlasztdsénak csak pont vé-

lasztadsa felelhet meg, és halmaz valasztédsénak csak halmaz vé-

lasztésa./

34 Megjeqyzés: ha elsérendi jAdtékra szoritkozunk, a megfelelé

ekvivalenciaosztélyok széméra ugyanigy kapunk fels6 becs~
lést csupén -{(h) lesz

Z: Z(g)i! S(n,t)
alaku, =

3.5Megjegyzés: a lemma a kdévetkez8, taldn meglep8 médon is fogal-

mazhaté: akédrhogy adunk meg F(n) +1 darab gréfot, ezek
kézt mindenképpen akad kett8, melyeket semmilyen legfeljebb
N -kvantoros formulédval sem tudunk megkilénbbztetni, /Itt
megint hasonld &llitéds érvényes barmilyen tipusu struktu=-

raosztdlyra, és barmilyen kvantorra./

LegyenTgréftulajdonség, T;, s iG' G €T} N gG': Ivi= h} !

azaz ~7; a J -beli n -csucsu gréafok halmaza. ﬂ; természe-
tesen elsérendi formuldval definidlhaté minden régzitett N -
re, hiszen csak véges sok gréfot tartalmaz. Kérdés azonban,

hogy hény kvantor sziukséges egy definidlé formuldhoz? Nyilvén

N kvantor mindig elégséges, hiszen

d %, ... % [ A\ (xpE%5) A Y\f,ﬁ,]

4SLSn

45)sSn
definiélé formula, ahol Y, (£=4,..,m) az Ssszes J:L ==
li gréfok teljes leirédsa. Az aldbbiakban alsé becsléseket adunk



a definidlé formulék kvantorainak széméra, melyet Kn (T)-

vel jeldélink,

32 Tétel: K, (%mu) LJ

Bizonyitéds: legyen § m kvantoros elsérendi definiidlé

0

formula, melyre tehdt minden n =csucsu gréfra telje-

stil, hogy

GkE® = ce Ham.

Legyen tovébb4 61 és G’Q_ két n =csucsu graf, melyekre
erﬁeoun.‘ 6‘2_€F9Cwl.lés az .elsérendi jatékban G & 2_ .
Akkor a 35.Lemma szerint minden legfeljebb #m., kvantoros

EE formuléra
Gk Y e>G Y
vagyis a §-re tett feltevésiink miatt m, < My .
Igy éllitésunkat beldttuk, ha meg tudunk adni egy
6{1:(\/4‘54) és egy G-z -..-.(Vz‘Ez) gréfot ugy, hogy az
aldbbi feltételek teljesiiljeneks
) [Val=|Va]=n
(Le) G',‘GM) Gzééeam
CELLy Ga = G'z. az elsfrendi jatékban, ahol
1
n
My =‘L'2*J who
Legyen el8szdr n paros, Jelolje B(L,D) az ¢:+j

csucsu, egy L és egy j' elemii fiiggetlen halmazbél 4116

teljes péros gréfot,

Legyen 6-1

d
6‘2 = B(%~4, %+4).

il
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n 2 -
2 o ¥
n
n
G
1 ' GZ
19. abra.

Akkor nyilvén G1€9€¢un » mésrészt sz¢:9’€¢m,. mert a

Hamil ton-kdr csucsai felvdltva tartalmaznédnak alsé és felsé
pontokat,

Be kell még létnunk, hogy a ((i) feltétel is teljesil., Eh-
hez megadjuk II, eqgy nyer8stratégidjét. II, az ébrén jelzett
médon megfelelteti egymésnak Ca és Gi komponenseit, Ha I,
az egyik gréf valamely komponensébfl vdlaszt pontot, ugy II,

a masik gréf ezen komponensnek megfeleld§ komponensébfl vdlaszt
pontot, /Ha I, madr védlasztott pontot védlaszt ujra, akkor II.
is ennek megfelelfen ismétel./

Igy a jaték sorén a két grafban védlasztott részgréf két
izomorf teljes péros graf lesz, egészen addig, amig II, foly-
tatni tudja stratégidjét. El6szér akkor akadhat el, amikor a
legkisebb komponens mér megtelt. Igy %"4 forduldén &t sike=
resen kovetheti nyerfstratégidjat.,

Ha n pératlan, tekintsiik a 20. &bra gréfj;it.
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<> 2,
h-+4
é——) 2.
A G
20. abra. -

Megint nyilvén G:1€ éedm,, masrészt G‘zé %m., mert ha
C%_tartalmazna Hamilton-koért, akkor B(Eé?. Q%f’) tartal-
mazna Hamilton-utat, de tetsz8leges ut csak eggyel tébb alsé
csucsot tartalmazhat, mint fels6§ csucsot.

II., nyeréstratégidja csak annyiban médosul, hogy ha I. a
kitintetett csucsot vadlasztja az egyik gréafban, akkor II, a

kitintetett csucsot vdlasztja a médsik gréfban., Igy itt IX,-nek
n=3
2.

fordulén &t van nyeréstratégidja.

3.4.Kévetkezmény 3 Kn (\Mo*/'d\,)} 'E' . ha n pdros., A fenti bizonyi-

téds erre az esetre is alkalmazhaté, /Ha n pératlan,
Kh(W)=4./
Ezutén az Osszefliggfségre vonatkozd l<n mennyiséget vizsgdl-

juk., E16bb két lemmét igazolunk,

3.8.Lemma: legyen Gk k. ~hosszuségu, G—Q «e-hosszuségu lénc
(k< L), és tegyik fel, hogy az elsbrendii jaték els6 két
forduldéjédban a négy végpont lett kivédlasztva. Akkor ITI.-nek
tovébbi LJ%?2LQJ-2. fordulédn keresztiil nyerbstratégidja

vanoe

Bizonyitds: Megadjuk II. nyerfstratégiédjat. Ha I, a C%‘-ban

védlaszt pontot, legyen ennek a kdézelebbi végponttdl vett



tavolsdga ¢ o Akkor II, a 6-6 -ben

az egyik végponttdél C tavolsagra

v
™ i Gk’ védlaszt pontot, A keletkez8 két sza-
C / kaszpar kézil az egyik izomorf szakaszok-
P~
o—o- — Gy b6l 411, & masikon a révidebbik szakasz

hossza is 2 P.‘?:-[ , igy indukcidval az

allitéas igaz,

L
oo =S L Ha I. a G, -ben valaszt pon-
.J‘:‘:",./l, r i tot, és ez az egyik végponthoz ]_%J-nél
VL%IJ Ll';j < kézelebb van, II. a Glc -ban az e-

ng ; gyik végponttdl ugyanilyan tavolsagra
@——4 G| védlaszt pontot. A fentiek erre az eset-

/\ : re is vonatkoznak,

QH”‘*—{‘“—” G.e Ha I, a G =-ben a végpontok—

Ay k) tél L%J -nél nagyobb té&volsdgra vé-—

laszt pontot, akkor II, Gk /egyik/
kozéps6 pontjat védlasztja. A keletkezé

24. abra.

részszakaszok hossza 3[_'—:—_] . igy az
indukcids feltevés megint alkalmazhaté. / ha k=8, ITI.-nek
2. forduldn &t vgn nyer8stratégidja./
3.9.Lemma: legyen G, n  hosszuségu kér, 62 pedig két %
hosszuségu kérb6l 4116 graf. Akkor G, =,, G, az elsbren-
di jatékban, ahol m:L'eag,sz—Z .

Bizonyitéds stekintsiik a jaték Alldsdt S lejatszott forduld

utédn., Az &4ltaldnossdg megszoritédsa nélkiil feltehetjuk, hogy a

vdlasztott pontok kilénbozbek. A GZ. graf két komponensét



b

)
VC4(l(Z -vel, a L<4-ben védlasztott pontokat Pg -vel,

az ezeknek megfelelé C;1 ~beli pontokat Pd—vel, a sz-
ben valasztott pontokat / ha vannak ilyenek/ sz'-vel, az
ezeknek megfeleld Ga -beli pontokat (QJ‘-vel jelol juk,

A pontok indexe most nem a forduld sorszdménak, hanem a kdrdékon

vett sorrendjiknek felel meg.

Ps_a
- qu
Ps-4 F, 7
A
F2
P
& S <i:::::::::>
zz-ébrao "
PR Fiaa
Pal P'c,
&l
Qe ’
23 ébra. R,

IL stratégidjéban elfszdér is arra torekszik, hogy / a
2.2, 2.3 dbraknak megfeleléen/ az egymdsnak megfeleld
pontparok sorrendje az egyes kérdokdén megegyezzen, és ha C;Z

mindkét komponensén vannak vélasztott pontok, akkor ezek



&

q -beli megfeleléi kiilén koériveken helyezkedjenek el.,

Ezenkivil kitintetett kériveket tart szdmon, ezek az

abra esetében / amikor (iz-ben csak L<4 ~beli pontok lettek
kivédlasztva/ egymasnak megfeleld pontok kézti ivek, a abr
esetében / amikor K4 -b61l és Kz -b8l lettek kivélasztva
pontok/ G1 -ben a Pq&.e,, Pk Q'l i G'z -ben a 94' P,‘" Q,,'Q_ﬁl
ivek / ha pl. k=2 , akkor a két Pd'ﬂ,' iv kézl a hosz-
szabb,.,/

1[ a kovetkez6 feltételek érvényben tartdséra torek-
szik: S lejatszott forduld utédn

o P i ! : e
l/ FL P(,.I..q =m$ Fl: P(:+4 (L—— 4,.... l;...1)

i

Qs Sims QJ"QJ.-F; L=ty iv, yt=q)
ahol Mmg=|Log n] - s-2 )

2/ a kitiintetett kérivek hossza 2 Lf—s' J .

Tegytuk fel, hogy S forduld utdn s feltételek telje=-
siilnek., Az S+4. forduléban L  lehetséges lépései a ké-
vetkezbek :

A/ I a Pe hHw, P;P;;a (v=4,... , Lk-1) )

Q;Qpn , @8y, (=4, eee, £ea)
szakaszok valamelyikér6l valaszt pontot ;

B/ L kitintetett szakaszrdl valaszt pontote.

Az A/ esetben I a vadlasztott szakasznak megfeleld
szakaszrél az 1/ szerint létezé nyerdstratégidjdnak megfelelden
valaszt pontot, ekkor a pontok kivént sorrendje, valamint az

1/,2/ feltételek tovébbra is érvényben maradnak.



A B/ esetben tovdbbi két aleset lehetséges.

Bol e/ /C-‘—‘O /azaz Gz_-ben csak K1 -beli pontok let-
tak kivalasztva, a 22. 4bra esete/. Legyen a vélasztott

P pont 64 -beli, és legyen (F, Py) < d (Ps‘ P) '
ahol o a megfeleld kérivek hosszas

Bo.lol./ (P Py) <[é_§"\{q_l, Ekkor I a k,, -beli kitiin-
tetett koriven azt a p! pontot valasztja, melyre

ACP R )= (P, Py)
és az uj kitlintetett kdrivek (rs'f) » illetve. (f’s,, P’) o
Ekkor (P; hh) = (P'; Pd') / a két iv izomorf/, és
o (A (s, 0) ACE,P)) > 55 ~[2~;’;41 ;L-Z-";;-J
miatt l/ és 2/ tovabbra is érvényben marad.

B.1.2./ A(fP) %[555.] Bkkor L & K, -beli kittn-
tetett koriv p' felezbpontjat valasztja, és az uj kitinte-
tett kérivek (P, P) , illetve (P, P') . Most

i (A Q20D P SY, ACEs, 0), L OB P)) 2| oo |

igy egyrészt teljesiil s 2/ feltétel, mésrészt a 3.8. lemma-

bél az 1/ feltétel is teljesll,
Hé a védlasztott pont K4 -beli, hasonlbéan jarhatunk el.
Bes2e/ '(,:{: 0 » Ekkor a fentiekhez hasonldan jarhatunk
el, azzal a kiegészitéssel, hogy ha a valasztott pont 91 -beli,
akkor J[ pontosan akkor véalaszt K,1 -beli pontot, ha P a
kitintetett kériv PL' (v=1,k) végpontjshoz van kézelebb,
Megjegyezziik, hogy az elsé Ké. -beli pont védlasztasa-
kor a stratégia szerint I 64 -ben a fy Ps kitlntetett

kériv & felez6pontjaval védlaszol, ekkor a C';,’ -ben kelet-



3.9

8.2,

kez6 két uj kitintetett koérivre
i, (A (P, @), A(Q 0)) 7508, |
azaz a 2/ feltétel ;ovébbra is teljesiilni fog. Ezenkiviil az
elsé két forduld utédn nyilvéan teljeslilnek a feltételek,
Innen s= l!qznj — 2. vélasztéssal kapjuk a lemma &lli-

tésat,.
Ezutdn kimondhatjuk Pésa [[14] tételét, melyet 6 a
Fraissé-Ehrenfeucht-jatékoktél kiilénbdz6 médszerrel bizonyi-

tott.

Bizonyitéds: a mdsodik egyenlé8tlenséget a 3.3. Lemma igazolja.

Az els6 egyenl6é8tlenség a 3.2. Tétel bizonyitdséndl hasz-

nadlt gondolatmenettel kdvetkezik a 3.9, Lemm&bdl.

Megjegyezziik, hogy a 3.3. Tétel fels8 becslése sz alébbi,

kicsit er6sebb forméban is igaz.

Kévetkezmény: I (O'f/) < g(-‘e"'h(n-n]—f + 2

Bizonyitds: a 3.3. Lemma bizonyitdséban Y{(xa.xz) azt jelen-

tette hogy X, és X, legfeljebb Z'e hosszusdgu uttal 6ssze-
kdtheték, Jeldlje Y:)(K,’xz) azt a formuldt , mely pontosan
akkor igaz, ha X, és X, legfeljebb S’e hosszusdgu
uttal kéthetébk 6ssze. Akkor

H{gn (%a,%2 )= 3%z Xs4q VX4 x5+3[:((’<$+z=7<4/\><:+5 X3)v..

V (Xs4a=Xepa A Xgqg=%2)) —> %-e (542 "HS)J

69

;Tétel:/Pésa [44] /2 L&qzn _] S L(n (%)S 3['&77,_0\%)] + 2.,

Innen a kvantorok szémat KV -vel jeldlve !(v_c_M =](V-C +(S+4)'

azaz tetszbleges h =-re (—Eag-s(n-a)1(9+4)+2 kvantorra van
sziikség az 6sszefliggbség leirdsdhoz, A fenti &llités s=¢
adbédik.,



A kovetkez8kben a bevezetésben emlitett tartalmazési
relacidkrél 1atjuk, be, hogy valédiak, a 3-4—6 . Tételek
egy-egy ellenpéldédje segitségével., Itt jegyezzik meg, hogy

Meatch € \5,& nyilvén igaz, M\, = ’3 a 3.1. Lemmébdl,
Qb € M a 3.6. Tétel kovetkezményébbl, és hut eQD

a 2.4. Tételt koévet8 megjegyzésbbl. Az J%.e € ge, JVL_&Q\/L(,'
5.c8,M.£5¢D tartalmazési relaciék a definicidk nyilvénvalé
kévetkezményei. Igy a tovébbiakban csak a negativ jellegi

allitésok igazoldsaval foglalkozunk,

3.4 Tétel: %,yn, 4—: \M .

Bizonyitéds: tegyik fel, hogy a § monadikus mé&sodrendi

formula definidlja a Hamilton-=kért tartalmazé grafok osztilydt és



1

legyen § kvantorainak széma N . Legyen G4 és G‘z két
graf, melyekre

(1) G,em (@qu::@)
@) Go & Wam (< G. Q)

és (3) C;4 =n 6;2‘ a monadikus mésodrendl jatékban.

Akkor az ekvivalenciébdl
G E® &G, T
azaz ellentmondésra jutottunk, Igy a tételt beldttuk, ha
meg tudunk adni az (1)=-(3) feltételeknek eleget tevd 6;4'6;2
grafokat.
A 3.7 Lemma monadikus jéatékra vonatkozé valtozatéban

az h -edrendi ekvivalenciaosztélyok széméra

, ( St St 282 6)" el sCm, )
st g

mzo ¢4
alakban kapunk fels68 becslést., Tekintsik a Ca 1(:2,u- ,(:rn+1
gréfokat, ahol (35 teljes gréf., A 3% Lemma szerint ezek
kézt van két ekvivalens, azaz C(: ?-.'.'h CJ' a monadikus ma-
sodrendli jéatékban,

Legyen G4= (CJ,CC 2 G,= Ccﬁlcj)lazaz mindkett8 két
diszjunkt teljes grafbél 4116 graf. Akkor G &, Gz ,
hiszen megadhatjuk II, egy nyerfstratégidjét: C;q egyik
komponensének Ciz_ Chi-komponensét, (;4 mésik komponensé=
nek GE Ca-komponensét felelteti meg, és a két gréafpéron
kiildn-kilén jatszik, a (CQ,CJ) paron tudjuk, hogy van nye-
réstratégidja, a (Cd,Cd) pdron pedig a nyilvénvalé nyerd-
stratégidt alkalmazhatja.

—

Ha G, %, G, , skkor G, =, G, . Ez &ltaldban igez a

1=n

monadikus méasodrendii jétékra, hiszen komplementerképzéssel



az n-edik forduld utén adéddé gréfok izomorfizmusa nem
védltozik., /A gyenge diadikus jatékra nem igaz, hogy

6157\ GZ e G1§nG

. = ezt éppen az itt haszndlt két

graf mutatja./

De aj, = B(¢, L) 1_61 - B(C,'J') , ahol B teljes
paros gréfot jeldl,

A 3.2.tétel bizonyitdséndl lattuk, hogy Eft = ée“’m’/
Ez¢4€dm. Azaz a _6'—4 3 —G: gréfok eleget tesznek az
) -@) feltételei(nek.

3.3Kévetkezmény s M/M ¢‘ \/VL ‘

Bizonyitédss: a fenti gondolatmenet itt is alkalmazhaté.

3.5.Tétels Mélﬁg

Bizonyitéds: tegyilk fel, hogy & gyenge diadikus masodrendi
formula, mely az J(ZUE osztédlyt definidlja, és @ kvanto-~

rainak szédma h , Akkor a 3.4 Tétel bizonyitdsédnak gondolat-
menetét haszndlva ellentmondédsra jutunk, ha meg tudunk ad-
ni olyan G,‘ i G’é_ gréfokat, melyekre O, € SAub |Gz é \7\‘5&76)
és 6;1 = . C;b. a gyenge diadikus jétékban.

A 3% Lemma érvényes marad akkor is, ha a Fraissé-
-Ehrenfeucht jédtékot nem gréfokon, hanem szinezett gréafo-
kon definidljuk. Ha olyan grafokat tekintiink, melyek csu-
csait 2 szinnel szinezhetjik, F(n) csak annyiban véltozik,
hogy a kitev6ben egy ujabb 2}1 szorzd lép fel,

Legyen Fk az 24 4bran l4thaté szinezett gréf.

Tekintsik a Hq,...; HFEMm) 41

szinezett grafokat, ezek

o____‘______.-———-’——' ¢ e s v v O————~@
- ———~ kézt a 3.7 Lemma szerint van
v két ekvivalens: Hi 1w Hj'

24. 4bra a gyenge diadikus jatékban.



Legyen Gi' és Cizl a
25.4brén 1athaté két szi-
nezett graf,
Akkor beléthaté, hogy
G‘, :‘A:n Gzl a gyenge di-
adikus jétékban, II. nyeré-
stratégidja a kovetkezb: a

két graf bal és jobb széarat

megfelelteti egymésnak és a

két péron kalonkilén jatszik,

25 4bra a (Hl:[ Hj) -n létezé
nyerfstratégidnak, illetve

a (14(:,P“)-n létez6 természetes stratégidnak megfelelen,
/A gréafok szinezése biztositja, hogy a két stratégia konzigz=-
tens, a kitiintetett csucsra mindkét léncon ugyanaza a vélasz./
A szinezést elhagyva, 641 -b81l és Gzl =b6l a G’4, 6'2. gré-
fokat kapjuk. Nyilvén ekkor is 5 =g 6;2_ a gyenge diadikus
jétékban., Tovébba 64 = o(',w(; , ‘hiszen a "fligg6leges tengely-
re valé tikrozés" automorfizmusa. Végil C%zéi\iht, hiszen
egy automorfizmusndl a harmadfoku ponf kell; hogy maradjon, és
a két lanc nem cserélhet helyet, hiszen (:#=J'. Ezzel a tétel
8llitését igazoltuk, Megjegyezziik még, hogy a gyenge diadikus-
sdgra azért van sziikség, hogy II. nyerfstratégidja megadhaté

legyen a két szdr-paron létezé nyerbstratégia alapjan,

Az alébbi tétel bizonyitésa Lovdsz [13] monadikus esetre

adott bizonyitédsdnak alkalmazdsa a gyenge diadikus esetre.



36.Tétels %ﬂm é 5-6 e

Bizonyitéds: tegyik fel, hogy a @ egzisztencidlis, gyenge

diadikus formula definidlja a g{a/m, osztdlyt, és legyen
b= IRLARLY

alaku, ahol Ks‘,..., Rs{ egyvaltozés, K*1'“"R*kmL

kétvéltozés reléciébk, ﬂ{ pedig elsérendii formula., Tekint-

- 1 1 ‘ .
siik a G‘4,Gz, gréfsorozatot, ahol G?, L ~hosszu-

sédgu koér, azaz Gt F: §

1
Legyen H az az (R,R“,,,‘Rk) tipusu struktura,

[
melyet G-:.’-bél a f-t kielégit8 valamely R4, —_ Rk
reldcidk hozzavételével kapunk.,

1
Tekintsik G .

v

egy _ hosszuséagu ivét.
Ez az iv a csucsoknak az R4, ..., Ry
relédcidkhoz vald viszonyat tekintve

legfeljebb

DE ki EXBEE Shw A 5 0

: o g i e k 4
féle lehet., Az hosszuségu kérén felvehetink [J4—Z.l db

diszjunkt j hosszusdgu ivet, ezek k6zott tehdt lesz legalébb

v 1
[LJ+ZJ 2 k(+)

db faz R, Ry ... : R\ reléciék szempontjdbbél/ izomorf iv,

Legyen
i= | 7% e |
Vo

ekkor elég nagy UL -re az izomorf ivek szdma > L



Tekintsiik ezeket az izomorf iveket /ld. 27 4&bra/f Vé&lasszunk

ezek ko6zil kettft, melyek kozott
: mindkét keletkez8 félkériven taldl-
, haté egy izomorf iv /az &brén A, B{ /.
Az A;, B{ vélasztésa utén a kérén
keletkez6 4 évet jeldljuk Ac, B, , C¢
D. -vel. Képezziik a 27 &bran lat-
R¢ y 9
haté GT gréafot. C; és D¢ egy-

4 i
arant >/Z_;'l‘c &?ZLJ hosszusdgu i=-

Ai,l vek. Ertelmezzik (;f- -n az R:,---;Rk

Dél reléciédkat ug’y, hogy A; és Ay ...,
D; é D ezen relé&cidkra vo-
G?; natkozéan is izomorfak legyenek., Fel=

tételezédsiink szerint

1
Ce Gz}é § azaz
B,' ‘2%.abra. VR,.‘.\;RR:foé— gV

1 2
Jelsljik az Ry ,..., R, relaciékkal kibbvitett G . G
2
grafokat H4L -vel, illetve Hé-vel. Akkor
ol
4
Au Hi By
o7 2
QuiHot=y o Jh,
= o0 4
Ha tehat igazoljuk, hogy 'X% HL ':‘-.‘.X,u’ Hi » akkor
' L=a L=

ellentmondédsra jutottunk,
/Mind C;z ~-n, mind C;%’-n igaz a

Vx, 3%, %5 [ (%23=%3)A R(x,,x,)A R(x4,%3)A qu (R(x,,&,)—y (x.,=xzv><‘,=x3)
formula, azaz mindkét ultraszorzat mindkét irényban végtelen

utakbdl &l1ll1l./ "



& A 1 iy 2

Az alabbiakban )sm H.’, VPRI -gyel, X'u. HL'-t
2 (= -]
ST —vel jelsljik.
Legyen v'e S AL Tgg
o‘t:(\"): min (d’cvl:\ PL)|0L(V1|QL) 1 o"’(v1|R°)l 0L<V3:‘ Sb))
ahol d a grafon vett tavolsdgot jelenti, Legyen

Vis {vieS's V¥VmeMN : §¢:di(v)=mf & U}
\/;25\,4.; st ImelN ¢ Joidiv)=mi € UF

. D ivek hosszanak vég-

telenhez tartédsa miatt az g(j:al(v’élP,;):mE s §d:d,(vg‘5{_)=m}

Ha v‘eVé1 , akkor az  A.,...

halmazok k&ézil pontosan egy U -beli, eszerint particiondl-
va Vg -t kapjuk a V;|P 1y 24‘3 halmazokate
Hasonlbéan definidljuk a Vf' szlp; ey szis halmazokat.
A csucsokat tehat aszerint particiondltuk, hogy minden

M -re "majdnem minden" / U -beli/ indexhalmazon “"kriti-

kus" csucstél m =-nél tévolabb vannak-e, vagy ha nem , az
adott M, =-ra mely "tipusu" csucstél vannak "majdnem minden"
L ~-re M, tavolsdgra.

Tovabba legyen vie S? -re IA (v4)= gb' -'V':;GALZ T
ID(V‘)=§C:VQ;,6 DL} . Megint ezen halmazok k&ézUl pontosan egy

lesz ‘U -beli. Legyen

v ‘tv"eSd: IA(V‘)G@LZ

A:
1 ' . 1
VD={V46$4'ID(V)G%E-
Hasonldan kapjuk a \/ﬁ oo VD halmazokat.

Azaz a csucsekat most aszerint particiondltuk, hogy majd-

nem minden m ~-re milyen tipusu kérivhez tartozé csucsot tar-

talmaznake.



Eas

Legyen :ﬁ az a C;z és C;% ké6zti bijekcié, mely /Ad és
/R¢l s ua s Do és Dg, kézdtt izomorfizmus. Ez g1 4 S 2
kézott egy ~ bijekciét hataroz meg.

Beldthaté, hogy a \/: X qu halmazok deégtelen
utjainak egy particiéjat adjék. Valdban, mert pl. ha v“’e\/q
és w! -re 0 1
(v*, wh) e E(L>:<4%G¢>/
akkor  §0: ld v —d wn]€18 €U
alapjén w“e\/: is koévetkezik, Hasonléan lathatdé be az &lli-
tés V; -re, valamint a V}l Vé halmazokra is.

Igy elég igazolnunk hogy a két ultraszorzat a \/2‘ V: ’
illetve a \/1,\/i halmazokra megszoritva izomorf,

A V:' V: halmazok kézétt F  izomorfizmus, hiszen
ha v‘-—-(vf,.v;,._)ev,: , akkor a v! —et tartalmazé uton minden m -re
vh m sugaru koérnyezete VE Gﬂ’-beli szomszédainak szor-
zatadbsl 3ll, és ezek az m hosszuségu ivek F(V4)-re is
ugyanazok / mivel V"GV?.‘ ., AC .oy D¢ hossza > 22 ., és
C;l ‘(;% megfelelé ivei izomorfak /.

Legyen ezutédn \f46\/1_. Tegyik fel, hogy

vile \/;‘, o) \/2

Ekkor a v1 -en 4thaladé ut els§ ™Mo, hosszusdgu sza-

kaszan v{ /\i-beli szomszédainak szorzata, majd ezutan
D; ~beli szomszédainak szorzata kdévetkezik, az ut masik ira-
nyaban pedig az Al -beli szomszédok szorzata. Igy F  ezen

uthoz is vele izomorfat rendel.

y p ,
Hasonlé &llitéds igaz a v‘e;\/Z anb esetben, és ugyan-
)



78

4
ilyen meggondoléssal a vie \/2‘5 esetben is,
= 1 V4 1 1 .

Nézzik most a V & 2.Q“VA esetet. Ekkor a V" -en at-
haladdé ut az egyik irédnyban m, szakaszon V':-_ AL-—beli
szomszédainak szorzatdt, majd ezutén v?‘ Cb-—beli szomszé-
dainak szorzatdt, a masik iranyban pedig az A -beli szomszé-
dok szorzatét tartalmazza. Legyen v".—(vf.vg'.,_ ) » ahol v%

]
D a G-% graf BC' ivének Rg-
¢

t61 my tévolsdgra levl pontja.
\§ e Akkor a V-t és v2.t tartal-
mazd végtelen utak a fentiek sze-

rint izomorfak, tovédbbd ez a meg-

Cy feleltetés kbGlcsbndsen egyértel-
mien felelteti meg egymésnak a
Vs . -
: 20 Va -beli, illetve
Al T BB T L -beli elemet tar-
Q. 2,R B
L talmazdé utakat,

4q A L
A hatralevs V'€V, oaV ,v‘e\/zl
esetekben a fentihez hasonldé mé-

don adhaté meg a megfeleltetés,

igy végil 54 és Sz izo=

28.dbra . morfizmusa addédik.

3.4 Kévetkezmény : O:ﬁ e M - S\a

Bizonyitds: az Ofgé S.a allités igazolédsdra a fenti bizonyitdés

alkalmazhaté.Masrészt

G e O&é% vH(((ax,, H{x, ) (ax,,-vH(xd)—va,,x,_(H(x,)A'l H(x,)a R(x,‘)az_)'
ami az d@,G\A&,éllitést igazoljae.
Ezzel a fejezet elején emlitett tartalmazési relécidkat be-

lattuk.
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A kérnyezetfiiggetlen nyelvek eqy logikai jellemzése

Az alébbiakban arra téreksziink, hogy a reguléaris nyelvek
Biuchi-féle jellemzéséhez hasonlé jellemzést adjunk a kdrnyezet-
fuggetlen nyelvek osztdlyédra. A monadikus mésodrendii formuléknal
bévebb formulaosztdlyt kell megadnunk, a diadikus masodrendi
formulédk osztalya viszont mér tul b6: belathaté, hogy az

{wn’ﬁncn} nyelv, mely nem kdrnyezetfliiggetln, definidlhaté
diadikus mésodrendii formuldval. Vérhaté, hogy a keresett formula-
osztdly csupén valamilyen értelemben egzisztencidlis formuldksat
tartalmaz, hiszen tetsz6leges kvantorszerkezet esetén a kdérnye=-
zetfliiggetlen nyelvek komplementer képzdésre vald zértsdgéra ko-

vetkeztethetnénk /ami nem teljesil/.

ok
'
Legyen Z ::{6',.,...,6'3} dbece , W=Xg...X € YR

Ekkor W ~t véges rendezett halmaznak tekinthetjik, melynek ele=-
mein adva van egy legfeljebb § -elemi particié, azaz W -ngk
megfeleltefhetﬁnk egy

Sp= { ), €, Hy ey Had 2
strukturdt, ahol Hgn H5=¢ (C#y) , es (44“‘0’&'):‘:&/4 HC >
Ezutédn nem teszlink kilénbséget W és :%u k6zb6tt., Az alabbiagk-
ban a ( 51}44,.n ,F{s> nyelvet rdgzitettnek tekintjik, és az

a)}= § jeldlést a szokdsos értelemben hasznéljuk. Legyen to-

L§={w: wé.Z:* ,wf:‘éj

a § formula &ltal definidlt nyelv,

vabba

Olyan ?::{@1.@14-"} formulaosztdlyt keresiink, melyre telje-
sl a kovetkez6: minden i; € F -re L. §€ kérnyezetfiggetlen,
és minden I kérnyezetfliggetlen nyelvhez van olyan §£53-‘ , hogy

L=Lg..



3.4Definicidé: legyen (H. S) véges rendezett halmaz. Az R H-n

8.5

értelmezett szimmetrikus kétvdltozéds relacid nem-keresztezb8db,ha

nincs olyan %,4%;$X3< %X, , hogy R(tha) és K("z,"@-)

teljesul, Az R maximélis nem-keresztez&d6 relédcié, ha nincs

olyan R'R R relédcié, melyre R nem-keresztez8db.

A kovetkez8§ definicidban az eddig haszndlt gyenge diadikus
formula fogalmat &ltalédnositjuk tobb relaciéjelet is tartalmazd

nyelv esetére,

Definicid: legyen (R|P4.-~~|Ps+~|> nyelv, ahol R kétvaltozés re-

lacié, & [ SEe g Ps+4 pedig tetszdleges véltozbszamu reldcidka.

Egy §’ diadikus mésodrendii-formula R'-regyengén diadikus,

ha a vdltozéként szerepls kétvdltozés relécidkat R részrelécid-
ira szoritjuk meg, azaz az ezekhez tartozé kvantorok

A Ry (x4 (Ry(xy)—> Ry A .. )

illetve
V R; ( ¥xy (R (% y)> R(xyd—> ... )
alakuak.
Esetiinkben (P4,..., Ps-}-a)""(s. H,”..., Hs)
/A tovébbiakban kétvédltozds relécid alatt mindig szimmetrikus re=
lacidét értiunk, és az erre vonatkozdéd megszoritédst a formulékban
kilén nem tintetjik fel, Az 4llitésok ezen megszoritéds nélkil is

vdltozatlanok maradnak, csak a jelélések vélnak koérulményesebbé./

3.6.Definicié: egy @ diadikus mésodrendii formula nem-keresztez6dd

egzisztencialis formula, ha 7/

30



31

3&(90/\&{/4)

alaku, ahol Sko régzitett elsbrendii formula, mely azt feje=-
zi ki, hogy R nem-keresztez6dé reléacié, Y} pedig tetszl-
leges R -re gyengén diadikus formula az (K' S, H4,.. , Hs>
nyelven,

A EEO formulat konkrétan is megadjuk s

Y, = Vita, %2, %5 % T ((¥< %38 0532 %01 R(¥,x3) A R(xq, xa)) -

3.7 Tétel: egy L~ nyelv akkor és csak akkor koérnyezetfiliggetlen, ha

nem-keresztez6dé6 egzisztencidlis formuldval definidlhaté.
Az &llitds bizonyitédsa elftt egy megjegyzést tesziink a
nem-keresztez6dé relécidkkal kapcsolatban, és definidljuk a

Fraissé-Ehrenfeucht-jatéknak a bizonyitdsban haszndlt véltozatét.

Legyen W= Xy e ¥ « A tovébbiakban felhasznéljuk, hogy
teomészetes médon kblcsonbésen egyértelmi megfeleltetés létesithetd
a kovetkez6 objek tumok kozott:

a; binéaris rendezett fék az X, ... X levelekkel
b; W teljes zardjelezései
c; maximdalis nem~keresztez6d6 relédcidk W -n,

Ezt az alébbi &bra szemléletetis Wa ¥y X, Xg Xg Xg Xg X

((x, (x, x ke xs) x6) X3))

iy :

Xy, X3 Xa Xq Xg Xg X3z Xy, Xy X3 Xq X5 X Xz

2.9. 4bra



Ezen megfeleltetéseket nem formalizdljuk, csak c;-t ille-
tlen jegyezzik meg, hogy az w=¥,... Xy, széra, ha R
maximélis nem keresztez6d8 relécid, akkor nyilvén R.(4|lc)

fennall, és az
L=z max (§¢: R(4,0) A L k} v {43)
m=min (13 ROy k) A 5=F4} v {kf)
jelélésekkel m=<X +4 ‘ teljestl,

Hasonld megfeleltetés létesithetd§ az W szbébra épitett
bindris erddk és az W -n értelmezett nem-keresztezf6d6 relé-
cidk kozott,

A Fraissé~Ehrenfeucht-jéték most hasznédlandbé véltozata a
kovetkez6: a jaték az A1= (wa K4) ,A2=(w7-j Kz) strukturdkon
folyik, ahol w; ¢ 22‘*, RL . pedig nem-keresztezé6d§ re-
lacié e =n (C=1,2) | » A jaték lehetséges lépései: az

Sw;' struktura egy elemének, elemei egy részhalmazénak, és KL'
egy részrelécidéjénak véalasztdsa. Ezenkiviil azt a megszoritast
tesszik, hogy ha az I. jatékos az /45 strukturdban a maximalis
/minimdlis/ elemet vélasztja, akkor a II, jétékos kdteles az /\3—C
strukturdban is a maximélis /minimélis/ elemet vdlasztani. Az

N -edik forduld utdn II, akkor nyer, ha a védlasztott ponthalma-

zok az a :

i -n adott R¢ & H,,...  Hs reléciékkal és az

ujonnan valasztott reldcidkkal egwyitt izomorfak., Az N -edrendi
ekvivalenciét most erre a jétékra vonatkoztatva haszndljuk. A
3.5.,3.7  lemmédk megfelelb8i az értelemszeri médositésokkal itt

is érvényesek,

/Megjegyezziik, hogy fenti megszoritas - legfeljebb - az utolsé
forduléban jelent tényleges megszoritést, A “szinezett struktura”

terminolégidt is haszndlhattuk volna, de ez most elbonyolitanéd a

meggondolésokat,./



Ezutan az " -edrendli ekvivalencidra vonatkozé "additivitdsi”

lemmat igazolunk,

3.40.Lemma: legyen Ay=(w, Ry) Az:-(wzlkz). ahol w PEah , R{
pedig nem-keresztez6d6 reldcié w; ~n , W= Xy, ¥, w, = X, x_c', ,
W, = Wa Wy , Wy= Wg Wg és tegyuk fel, hogy
(1) L6 wy, jew, = (( =1 €5 j=2) vagy TR, (<))
(ii) L € wg ;J.GwG —(( =4 es j:—&‘) vagy 1 Ry (C,j))
(111) Ry (4, 4) <> Ro(1,2)
valamint az Ag= Ay /wg AQ=A4/UUQ, Ag= Az/w51AG=A2~/‘U6‘
jelélésekkel Az 22 Ag Agx, A teljesil. Akkor A, =, A, ,

Bizonyitéds: a II. jatékos nyerfstratégidja a szokésos médon az
(Ag,As) " (Aq.,AG) padrokon adott nyer6-
stratégidk kombindcibéjéval addédik. Fel-

tételeink szerint - az esetleg létezf
(“1,4), (1,2') 61ekt61 eltekintve - a jAté-
kosok &ltal védlaszthatd kétvdltozds relécidk
nem tartalmazhatnak As, Aq- illetve
As, Ag kozétti éleket, A jaték defini-
ciéjéban a végpontokra tett megszoritds
As Ag és a lemma (iii) feltétele miatt az

(L), (4,¢') ¢élek valasztdsa sem okoz ellent-

20.abra.
mondést,

3F*Tétel bizonyitésa: a; elbszér azt latjuk be, hogy ha L. kérnyezet-

fuggetlen, akkor L=l & ., ahol 9 nem-keresztezéds egziszten-
cialis formula. Feltehetjuk, hogy L Chomsky~féle normdlalaku
nyelvtannal van adva, azaz L.= L(G), G= (VN‘ VT; Y., F) !

]
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vT={6"""G;§“Z' . az F szabélyok pedig Y,_—' YJ'ch) Y(:~>6'
alakuak,

A bizonyitds a levezetési fék nem-keresztez86d68 relacidbként

valé kédolasén alapul.
Legyen az \E _,\{i\n< szabdlyra

¥ lt.(xhx?_)::- dx%5 ((x1$x3<x:_)/\ Rj(xy,x3)A Rk (x5, %2)) 5

oz \/x1‘x2 /«\ 1('R (x4, %x2)A J(x1:xz))

\fo . 1s¢<n
AS)Sn
JIEE )% ez Xzrékovetkez8je, ez a £ reléciéval megfogalmazhaté,

de nem irjuk ki részletesen./

Legyen

YZ Vx1‘xz((x1_mm/\xz_max)—> R, (x4,x7_)) N \fo VAN

\/ ik (%4, x,_))

c./z\« Vx‘ "z((a"(x“xz)"(" <X2)) —» (ik)eX;
A Vx,( \/ ki (Xq.x )) /\ an (K (x4,><4)—-> \/ H (x,l)
i=4
ahol I‘.‘: {(j\lc)zYc—-’YqueFS
:[J'z %_j ! \{t—# 63 e F g

Végul legyen
Rn ¥2)

é: 3R< YOA gqu...'

EEO a 3.6. Definicidban szereplé formula.

ahol
A konstrukcibét egy egyszerii nyelvtan esetében a 34. dbra
szemlélteti,
Y,= 61 . Y, — 6%
4 P 2. x.—-; :K“(X,g)

34. dbra .
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A Yz formula biztositja, hogy a formulat kielégité R.“..., Rn
relédcidkra K1 TEE T Rn maximédlis nem-keresztezfd6 relacié.,
Igy a 84. oldalon emlitett megfeleltetés segitségével adédik,
hogy ® & » pontosan akkor, ha w B @ A
b; Mdsodszor azt latjuk be, hogy minden § nem=keresztezfdé
egzisztencidlis formuldra L§ kérnyezetfliggetlen,
Legyen §=3K((£o/\ EL’,.) . a S‘H,, kvantorainak szédma ©n ,
Az N -edrendi ekvivalencigosztdlyok halmazdt jelsljiuk 8 -vel,
€={C4l... |Cr‘§ . Ha wWeg 2*, é¢s R nem-keresztez6d6 rela-
cié W -n, akkor A= (w, R) n -edrendii ekvivalenciaosztélya
legyen C(A) , és végil legyen
C,={c; Ci=c(A)=> AFRY,§.
Azt &llitjuk, hog~y we L§' pontosan akkor, ha van olyan
R nem~keresztez6d6 reladcié w -n, hogy az A = (w, K) struktu-
rara
C(A)eC,
- Ha van ilyen R reldcié, akkor definicié szerint A }2 SZ,, )
amib8l W kg  kévetkezik, hiszen az R reldcié kielégiti
Y o =t
Masrészt, ha wl.—.é ., akkor van W -n-olyan R nem-ke-
resztez6d6 reldcié, mellyel A= (w, K)-re Al %,, ,azaz
C(A)e C,.
Igy a tétel igazoldséhoz elég beldtnunk, hogy
LQ = §w= 3 R nem-keresztez6dé: A=(w.R)—re C(A)GGOS
kérnyezetfiggetlen,
Legyen minden CP Gz_fo ekvivalenciaosztélyra Gf’ a ko=
vetkez8 nyelvtan: GP=(\/"" \/T' Y4P| F’) ahol

VN::B . VT‘*'Z: ; Y'r::CP )



&c

F= l:1 v Fz : ahol

ha w,-re 3 Ry, k"S‘d C((w,,R4))=C_; els

)
F = = wy-re IRy , hegy C((wz, Ra)) = Ci alklor
1 C v C|< ol

?

R=a RyUR, U (min,max) -pa C((w, RH=C;

C;— 65 s ha w=6y e R=¢g wvagy R={(1,1%,
alklor C((w;R)N=C;

Ekkor azt allitjuk, hogy

| U O
¢ = Gt
Ebb8l a tétel 4llitdsa mér kovetkezik, hiszen CF gz

egyesitésre zart,

Ha A=(w, R)-re C(A):Cb' ) akkor legyen W= w, , R4, Rz
az R megszoritdsai @, -re, illetve w, -re, és tegyik
fel, hogy erre a felbontésra a 3.40. 1emma foeltételeinek megfe-
lel6en ha (& wy,, jewz yakkor  Camin,J=max vagy 1 Rie,7)
teljesiil, Ilyen felbontds mindig létezik, pl. a &2. oldalon
definialt A segitségével kaphaté.

A 310.Lemma szerint a C((w1,K4))=CJ'l C((wa, R2))=C. jelélések-
kel
Co—2 G0 ey
Legyen CUGLQ’-, R pedig olyan
nem-keresztez6d6 relédcié W -n, hogy
C((w, R))=CP &€ €, teljesil. Ekkor a

fenti felbontéds ismételt alkalmazéséval

CJ‘ Cr a Cd1 C‘:k szb6 egy GP -beli leve-

s Yt v zetését kapjuk, ahol 1$s<sk -ra C‘;S az

C(‘ ‘ egyetlen betubél 4116 Xs széra (x5‘¢)
32.4bra vagy (Xs‘ 2(4.1)3) h -edrendiu ekvivalen-

ciaeosztdlya /attél fiiggben, hogy R(xs xs) vagy 7 R(xs,xs)



teljestl/, Ezutén megfeleld F; -beli helyettesitésekkel
G Coy

levezetése adddik,

-b6l W -t kapjuk, vagyis igy végul w egy <§P-beli

Végil legyen a:el.(G?) valamely p -re. Tekintsik ¢ egy
6} -beli levezetési fajat.

Ky ¥a Ny ¥y % Wg Xy Xo X, X3 Xe Xg X5 Xq
33, ébra

A 84, oldalon emlitett megfeleltetéshez hasonléan ebbél a
levezetési f&abdl rekonstrualhaté egy olyan R nem-keresztez6dé
reldcié, mellyel A= (w R)-re C(AlGteljesiil, amibbl we€ L &
kévetkezik, A rekonstrukciéndl azt is figyelembe kell vennink,
hogy a Céﬂ CjCk szabdly az R= K,URZ , vagy az K=R4U Rzu(m{n,max‘
relacidkkal adédik /bér ez itt nem lényeges, megjegyezzik, hogy
mindig csak az egyik eset a8llhat fenn, hiszen a /min, max/ é1
hozzévétele megvdltoztatja az ekvivalencia-osztélyt/.

Ezzel a 3% Tételt igazoltuk,



lf,Osztélyozés

Ebben a fejezetben az 58, f; osztédlyok, valamint az is=-
mert bonyolultsdgi osztédlyok kapcsolatét tekintjik &at, rész-
ben az eddigiek alapjén, majd néhény nyitott problémét emli=-
tink.,

Turing-gépen olyan modellt fogunk érteni, melyben a be-
menet kiilén, csak oivasésra szolgaldé szalagon van térolva.

Ez lehetfvé teszi o(h) nagységrendi hely-bonyolultséagok
vizsgdlatdt is, mert hely-bonyolultségon a munkaszalagon fel=-
haszndlt rekeszek széma értendd,

A kovetkez6§ jeloléseket haszndljuk /a részletes defini-
ciékat 1d., Garey-Johnson [ 8] /:

J(J7:= { nem-determinisztikus Turing-géppel polinimidlis
id6 alatt felismerhetf nyelvek } )
;DS,?J{;CE(J‘%\))={ determinisztikus Turing-géppel <£(n) he-
lyen felismerhet8 nyelvek g }
555%&(:8::{:determinisztikus Turing-géppel polinomidélis helyen
felismerhetd nyelvek } "

Haszn&ljuk tovébba az NP -teljes, PSP ACE -teljes
nyelv fogalmét,

Grafon ebben a fejezetben ujra d -gréfot értink, ahol
d (23) tetsz6leges régzitett szém, Ennek megfeleléen egy
graf O-1 sorozat forméjéban térténd kdédolésédn a csucsokhoz
tartozé d -hosszuségu adjacencialistdk felsorolédsdt értjik

/azaz kisebb fokszém esetén O -kal egészitjuk ki a listét/,

88
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Ez a kédolés minden N =szbgpontu d -gréfhoz O(Jn ‘ea} n )
hosszusdgu O-l-sorozatot rendel, és optimdlis abban az érte-
lemben, hogy nincs olyan kédoléds, mely minden h -szdgpontu
d -gréfhoz 0‘(Y\1b3 n) hosszuségu O-l-sorozatot rendel.

E; -osztadlyon ebben a fejezetben az elfz8leg haszndlt
§;-oszté1y d ~-grafokra vald megszoritdsét értjuk.

A lokalis gréf-automatédval felismerhetd, illetve a rész-

gréfok nyelvén definidlhaté gréf-tulajdonsédgoknak a bevezetf-

ben emlitett kapcsolatdra vonatkozik az alédbbi &llités,

4-4. Tétels § g_crj .

Bizonyités: S & L a2l, Kévetkezmény miatt, Masrészt

\j‘ou;[;ex a 2.4.Tétel szerint, és \7(',4,(7(;45_ S a 3.5Tétel sze-~

rint, A 3.5.Tétel ellenpélda-gréafjaban minden csucs legfel-

jebb harmadfoku, igy a tétel d -gréfokra megszoritva is

igaz marad,

A tovébbiakban a szokésos bonyolultsédgi osztédlyok defi-
niciéjat kissé mdédositanunk kell, ha az ;C-osztéllyal valé
kapcsolatukat vizsgdljuk. Egy G d -graf kédjét /a fejezet
elején leirt kédolds szerint/ “3,(@) =vel jeléljik,.

44.Definiciés: legyen .= 20,43, L. S—ZZ)* .. d -graftulai-
donség, ha teljesiulnek az alébbi feltételek:

(i) minden @ € 5.¥-ra, ha nincs olyan G d -graf,
melyre £(6)=w , akkor w & L
(ii) ha a G, G' d -gréfokra G=G', akkor £k (G)e L& RE)el
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4 2 Definicid: oDS.?JkCg*@r'(")):"DS"?JECE(:ﬁ(h))n {L: L d- 5r‘a"(:‘(>u'.}
DEB AN S DSPCER(n):

Nyilvanvaldan igaz az alédbbi megjegyzés.

4.4, Megjegyzés: aZf tartalmaz NP -teljes feladatot és tartal-

mazza N P ~-teljes feladat komplementerét. Ehhez felhasznil-

juk, hogy v,?{LQITL d ~gréfokra megszoritva is
NP -teljes feladat marad ['8 ] .

Felvethet6 a kérdés, hogy Ot tartalmaz-e PSPA(&-
teljes feladatot ? Az ismert PS PACE ~teljes graftulajdon-
sagok / egy kivétellel / grafokon jatszott jatékokkal kap-
csolatosak. / 53 -kvantorokkal hfP -beli problémét, korlétos
védltakozésu kvantorszerkezettel pedig az un. polinomidlis hie-
rarchia egy osztélydba tartozd problémat kapunk, mely része a

PSPACE-osztélynak, é¢s - a P+ N_’P sejtéshez hasonldan -
az sejtheté, hogy valdédi része. A jatékok ezzel szemben h -csu=-
csu grafon N -szeres véltakozdsu kvantorszerkezetet jelentenek./

Az aldbbiakban a Geography néven ismert jatékot definial-
juk.

Adva van egy & irdnyitott graf, és G -nek egy V

csucsa, valamint két jatékos, I ¢s I.L . A Vv csucsbél indulva
felvdltva lépnek, mindig &z utolsénak vélasztott csucsbdl még
ki nem vdlasztott élen tovébbhaladva. Az veszt, aki ellszdr

nem tud lépni.

Geo = {(G V) : G=(V,E) iranyitobb graf, veV, qj
l

-Fen'b;' U'o:'eellcban b ¥ njer

: ’ S
i Gy s G=(\/,‘E’) d-graf trany:-
d-Geo = Goo N §(6): SIME) oot



4 4.Lemma /T.J.Schaefer [17] /: 9&0’ PSPACE-teljes.

Bizonyitds vazlata [17 1: ismeretes, hogy a

e Vo E S e Gl Al )
alaku kifejezések igazségértékének elddntése / ahol C;:a val-

tozdknak vagy negaltjaiknak egy diszjunkcidja / FSI%A(:E-teljes
feladat, ezt vezetjik vissza <%54r -ra. A fenti probléma ugy

is fogalmazhaté, hogy adott CNF formulan L és JL. felvaltva
jelélik ki a védltozdék dgazségértékét, 1 nyer, ha végil T
érték addodik, kidlonben L nyer ; eldéntend6, hogy ki nyeri a
jatékot., A probléma é}e4r -ra va-
16 visszavezetését a

Fx, V%, 3x3 (X3 v %, vX3)A(X, v?zv>?3)j
formula esetére adjuk meg.

Az X: védltozénak az xg;ﬁauc.vc
csucsok, a C:C konjunkcibés tag-
nak a C¢ csucs felel meg. Az elsd
3(2lk +4) 1lépésben X; igazsdagérté-
keinek kijeldlése torténik, a

32l +4), lépesben L az u . ,-re
lép.Ha az eredeti formuldn [

nyer, akkor egy kielégitetlen kon-

34.abra. junkcibés tagnak megfelelé C¢ -re
léphet, ezutan béarmelyik (:é-beli Xj~re 1is 1ép L .,

I tovabbléphet Vj -re , és nyer. Ellenkez6 esetben hason-

1l6an lathaté be, hogy 1. nyer.
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4.2 . Lemma: d-@(xr PSPACE-teljes, ha dza.

Bizonyitds: csak azt a transzforméaciét adjuk meg, melynek

segitségével egy tetsz8leges G=(V|E) irdnyitott gréfbdél olyan
G':(v’le') iranyitott grafot kaphatunk, melyben a ki-, és befo-

kok 6sszege < 4, és melyre
T nyer Gane> T nyer &' -n.
o » A transzforméciét a 35, abra mutat-

ja, elbszér a V  csucsbél induléd
éleket Vv gybkeri bindris féaval

helyettesitjik , majd a bindris f&at

v
"megemeljik" . Igy a \y csucsbél
tovédbblépd jatékos \s barmelyik e-
v.
-~
redeti somszédjaba eljuthat, ellenfelé-
Ya a vz s Ve
N[ nek mindig csak egyetlen lépése van.
Ezzel a transzformacidval minden csucs
kifokat £ 2-re csokkentettik, ezutén
V. b
* ugyani befokokat is & 2=re cstk=-
i V2 V3 s % i i ° -
35.é4bra. kenthetjik,.

4.2.Tétel: o tartalmaz PSPACE -teljes feladatot.

Bizonyités: elészér megjegyezzik, hogy egy iranyitott d -

graf irényitatlan d-gréfként kédolhaté a 26. ébra transz-
formadcidjéval, ezenkiviil a jétékban szerepld V csucsot spe-

&
cidlis részgraffal kddolhatjuk. Ha d—ged’-

Bl gal jeldljik az igy kédolt dl- gw -beli
2.1/ gréfok osztdlyat, akkor nyilvan d - 9«&0‘
PRSI LW | is PSPAC& ~-teljes., Masrészt belatjuk,

§ hogy d- Geo* 6L .



Tekintsiik a jéaték lehetséges kimeneteleit Abrazolé fat.
A fa csucsain [ (O) jelzi, hogy a jateék adott pontjén T (L)
nyer, a kiértékelés a szokdsos médon alulrdél folfelé torténik.
A kiértékelésnél adott ponton
csak a jaték addigi menetét

leirdé irdnyitott utat kell is-

=> o mernink, ez viszont / az iréa-
= T nyitott graf iranyitatlan kéd-
‘ jaban is / lokélis graf-auto-
T matdban kédolhaté, igy a 2..
fejezet médszereivel a keresett
I: automata megkonstrualhatd.
3%F.abra.

A fejezet hatralevd részében az Qi -osztalyt a ;DSIACEf
osztédlyokkal hasonlitjuk Ossze., Megadjuk azt a ¢Djiﬂ£Ckft
osztédlyt, mely megegyezik‘ az <;C -osztédllyal, és ennek
segitségével megmutatjuk, hogy bar a lokdlis graf-automata
és a linedrisan korlatozott automata egyarant "magan a grafon"
dolgozik, a kétféle reprezentdcidé kilonbdzbsége miatt az u=-
tébbi felismerd ereje nagyobbe.

43 Tétel: oZi g CDOC.BJC*

A tétel igazoldsdhoz elébb egy lemmdt bizonyitunk.

patems: o = DSPACE (77)

Bizonyités: ha egy d -gréfra L&ﬁﬁ,==n , akkor

csucsainak szama M , ahol

i <m< (1+&) 4

Loy n Lag 1 n




Az otzﬂSPJ‘LCE*(Zi—n) relécidét az igazolja, hogy

n -csucsu gréfon a csucsok rendezése utédn m méreti memdria
szimulécidéja lehetséges,
Masrészt, legyen adva az A alapautomata., /Megjegyezzik,
hogy alapgraf kédolését a listékon belili sorrendek megadésé-
val végezhetjik./ Az NA,Q Turing=-

M:v,_vslv,_:WVz,I o IV..W..-_--_] -gép mikédjon a kévetkezbképpen:

munkaszalagjéra kijeldli az 4,--+ym
rekeszeket, melyekben az egyes csu-

csok &llapotait térolja majd, illat-

ve egy masik "csatornén" segédszé-

mitdsokat végez, Egy csucs uj alla-
38. ébra

poténak kiszémitdsdt ugy végzi el,
hogy a segédszalagon kiszémitja a csucs sorszdménak bindrid
alakjét, és az adott csucshoz tartozé listdt bemdsolja a segéd-
szalagra. Ezutdn megkeresi a listdn szerepld csucsok &llapotait,
és ebb6l kiszémitja a vizsgdlt csucs uj &llagpotét. /A lista
bemédsolédsa d«efﬁin helyet igényel, igy elfér a munka=
szalagon,./ Ha A&A bemenete nem d -gréf kédja, akkor a beme=-
netet elutasitja. Az igy konstrualt A4A nyilvén ugyanazt a

d -gréf-tulajdonségotﬁismeri fel, mint az /q alapautomata,
n

igy az ok Q«DSJ}J‘,CE*(&?,\) relécidé is teljesiil,

Felhaszndljuk az alébbi tételt, melyet csak az itt fel=-

haszndlandé alakjédban mondunk ki,

44Tétel: /Stearns-Hartmanis-Lewis E43] /¢ van olyan L. nyelv,

melyre

Le DSPACE(n), de L & DSPACE (7).
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Bizonyitdas: [’1 8] Egy Mo Turing-gépet definidlunk. Adott

W= Xq.0 Xp szbra h@,munkaszalagjén kijeldl h rekeszt, a
tovabbiakban csak ezen a helyen dolgozik, ha valamelyik 1lépés-
ben ki kellene lépnie innen, akkor elutasitja -t és megall.
Ezzel biztositjuk, hogy az Ma altal felismert nyelv aDSthC&(h)-—-
beli. Kiszamitja az L—edik'Turing—gép,§4L atmenetfliggvényét,
ahol L az w szamértéke, és elkezdi szimuldlni Fﬂ:mﬁkédését
az i bemeneten. Az Nu,éltal megtett lépéseket a munkaszalag
egy kiildn csatorndjan tartja szémon. Az h&,gép az  szot el-
utasitja, ha hh,leirésa tul sok helyet igényel, vagy az hd;
altal megtett lépések szama mar nem fér el a munkaszalagon. hﬂo
szintén elutasitja az w sz6t, ha M; elfogadja w-t, végiil el-
fogadja w-t, ha szimuldlasa befejezddik, és hd;elutasitja w-t.
Az Mo adltal felismert nyelv nem DS%CE(Q(M) ~beli, hiszen ellen-
kezS esetben M, képes lenne a nyelvet o(n) helyen felismerd
b4 gép szimulalasara, és ekkor az M bemeneten a nyelv definicidja
szerint ellentmondasra jutnank.

Ahhoz, hogy a fenti tételt alkalmazni tudjuk, olyan, a

tételben szerepld L nyelv létezését kell biztositanunk, amely

d—gréftulajdonség.

4.4. Lemma: van olyan d-gréftulajdonség, melyre L eﬂffdzCé (");

de L& DSPACE (J‘;n e

Bizonyités: a fenti tétel bizonyitasat alkalmazhatjuk, csak a

Turing-gépeket kell d—gréfok formajaban koédolnunk, ugy,

hogy minden Turing-géphez végtelen sok, az adott gépet ko-
dold d—gréf tartalmazzon. Egy lehetséges kdédolas a ko-
vetkez6. A Turing-gép legyen M= (Q'Z,qo'F}S}, ahol //;"\/\

Q az allapotok halmaza, 22 a szalag-abc, 13
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pet, F az elfogadé 4llapotok halmaza, S az atmenetfliggvény,
(4,6)— (ﬂf’, 6' d') alaku utasitésok halmaza, ahol o{‘é{@,—mi} .
Irjuk &t d -t (qnﬁjd)->(q25fd') alakra, azzal a kik6tés-
sel, hogy minden Y € Q, 6>, -ra

d (4.6,<)=35(q,6620=9(3,6L)= 3 (g,
Igy a Turing-gép atmenetfiiggvénye egy G;==(V|e:) irdnyitott
graffal adhaté meg, ahol VE QxZx §<,->, l}. EbbEL ira-
nyitatlan gréfot kapunk, ha az irényitott éleket a 39. &bra
gréaf jadval helyettesit-
jiik, ahol p -t késébb

N

hatdrozzuk meg. A csucsok
fokszémét 3-ra csdkkent-
hetjik, ha a 33. é4bra
helyettesitéseit elvégez-
ztuk, ahol a csucs helyébe
tett kér hosszét megint

csak kés8bb hatdrozzuk

39 4bra : meg.

A csucsok széma az eredeti gréfban S< 3IQ|IS] . Az
i-edik csucsot S+( hosszusdgu kdrrel kédoljuk, P -t pedig
3S=nek vélasztjuk, hogy az irényitott élekb8l 8116 kérok a csu=-
csokat kédold kérokté8l megkiilénboztethetbk legyenek. A kezdé-,
és végédllapotokat specidlis részgréfok hozzéil}esztésével k6=
doljuk, valamint a csucsokhoz rendelt kordk szabad csucsaibdl
tetsz6leges hosszusdgu utak létezését engedjik meg.

Ha egy Turing-gépet az igy hozzérendelt gréf kddjéval ko-
dolunk, akkor ezzel a kédoldssal a gép ezimulélhaté lesz, €s
alkalmazhatjuk a 414.Tétél bizonyitését:



1.

IF

A 43. Tétel bizonyitédsa: legyen T a 4.4. Lemméban szerepls L.

dltal meghatérozott gréf-tulajdonsédg. Erre L& HDSPACE(n),
6s T& X, hiszen ellenkez8 esetben | ¢ a'DSJR;‘oCE( ” )

n

teljesilne,
Megjegyezzik, hogy T nem "természetes" graf-tulajdonség,
hiszen a kovetkezbképpen fogalmazhaté meg: egy N -gzdgpontu
G gréafra Ge€ J  pontosan akkor, ha a G &ltal kédolt
Turing-gép a sajat kdédjat nlbzdw helyen szémolva elutasitja.

Kévetkezmény s ha a lokdlis graéf-automata definicidjat ugy

médositjuk, hogy az egyes csucsokban nem véges automatét, ha-
nem N -szégpontu graf esetén Xuqyr\-memériéju Turing-gé=-
pet helyezink el, akkor az igy kapott automatafajta felismerd
képessége noévekszik, hiszen a fenti L. ekkor felismerhetévé
védlik. /Ez a médositds azt jelenti, hogy minden automatanak

annyi hely &ll rendelkezésére, amivel az automatat tartalmazéd

csucs "nevét" le tudja irni./



Végiil néhédny megoldatlan problémdt emlitiinks

l; "Természetes™, nem X -beli graftulajdonsag keresése.
Egy jelolt a kdévetkezd tulajdonség: {C}=:E.nyer a
Kayles-jétékban%, ahol a jaték a kovetkezb: a jédtékosok
felvaltva valasztanak pontokat, mindig csak olyan pont
vélaszthaté, mely a kordbban valasztott pontok egyikével
sincs Osszekdtve, és az veszt, aki elfszér nem tud lépni,
Ezenkiviil @ Band-with (le) tulajdonségra sem sikeriilt
algoritmust taldlni abban az esetben, ha I« nem régzitett,

hanem lk=[l(n)—> co.

2; Elemi gréfosztdlyok automataelméleti jellemzése .

Egy gréafosztdly elemi, ha elsfrendi formuldaval axiomati-
z4lhaté, Szavakra az elemi osztdlyok az un., csillag-mentes
automatdkkal felismerhetS$ nyelvek. Elképzelhetf, hogy a
graf valamely reprezentaciéjan mozgd csillag-mentes automa-

taval jellemezhetd az osztély,

3; Monadikus hierarchia,

Eredetileg Fagin EQJ bizonyitotta, hogy monadikus for-
muldkra a - és \/'-osztélyok kiiléonb6znek., Azéta is megoldat-
lan, hogy ez a hierarchia t&bb kvantor esetén folytatédik-e?
/Tetsz6leges véltozészému reldcidkkal az un, polinomidlis
hierarchia adédik, melyre ugyanez a kérdés a P=NP probléma

dltaldnositdsa, igy "reménytelen"./
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