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4.1. Definíciók

4.4. Definíció: gráfon véges, irányítatlan, összefüggő, hurok 

és többszörös élek nélküli gráfot értünk, Gr — (V^G.)t 

ahol V a csúcsok, E az élek halmaza» d -gráf az 

olyan gráf, amelyben minden csúcs foka legfeljebb d 

/ ahol d tetszőleges, előre rögzített szám /. A 

definíciókban és az egész . fejezetben gráf alatt 

d -gráfot értünk„

gráf VéV csúcsára vonatkozó £>v 

iránytűnek nevezzük V szomszédainak egy permutációját«,

A G* gráf irány tűr end szer ének nevezzük a v-eV^

Gtj = hármas, ahol Q~ gráf,

a Gr irány türendszere, G : Ол i;Ca pedig G-

Ca.
és pontosan egy csúcs címkéje 

csúcs/» / Ld, 4.2,. Megj ./

•f.4.Def inició : alapautomata az

04=(51QG,KE1VGIA , R, R, B,0
12-es, ahol (Q) Q

( К) К
(v) v 

(A) A

végig

A.2.Def inició ; a

halmazt.

4.3.Definíció : alapgráf a

csu-

Слг\С^~ фvéges halmazok,

-beli / ez a kitüntetett

csainak címkézése.

a / kitüntetett / állapotok,

kezdőállapotok, 

végállapotok, 

elfogadó végálla

potok,

elutasító végálla

potok

bemenőjelek halmaza* E pedig а

а

а

а

(Ю в- а

halmaza, В d е ter^а
*•4 %

Ш szeged а 
Г4 -А-
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átmenetfüggvény (6~:(QoQ)^ В —> ((Я (У Q ))minisztikus

ha teljesülnek a következő feltételek:

a megfelelő kitüntetett és nem-kitüntetett álla

pothalmazok diszjunktak ;
(±1

K(jVcQ - К nV= 0 j A U R<=^V An R - 0 -J(ü)

és hasonlóan a nem-kitüntetett állapothalmazokra;
(iii) ß~ U (Qv Q)^

t^j (^и;У+л>=/

€ К =z> 6^ у (Осл\-•'°CO ')

-б l/uV 6“ C^o( Cr-lf-f «fO) = >

(vij) e Q ==> 6"X <Yo, (<j-„ ,..<fc )) e Q у

b e a =$> ^(то, С■••/ fc)) e a .
4.3. , 1/h

(iv)

(v)

(vi) ^0 t •

/Ld .

4.5. Definició: lokális gráf-automata az

Megj./)

L - )
pár, ahol alapgráf, alapautomata,

'Í.G.^ef inició: az [_ lokális gráf-automata egy konfigurációja

egy C:V—>0,^0, leképezés» A C0 konfiguráció kezdő

konfiguráció , ha minden VéV -re Co(v)6 és pontosan

-re Q>(v)6t^ « A C-fe, konfiguráció végkon

figuráció, ha minden VéV -re

egy véV
C^O) € v^v .

C(J konfiguráció követő kon-

<Pv “ (v«i ivj ) /

Egy Cj+/j konfiguráció a 

f iqurációj a, ha minden v6 V -re, ha

akkor
(v) = r(Cc(v),CCcC4,),..., Cc(Vj))) .C,:О -f-Л

konfigurációsorozat teljes számításiA Q>, •• ■ , c-fc



V

C^ végkonfigurá- 

követő konfigurációja ( c =3 0(.. •, -fc-<1) .

sorozat, ha C0 kozdőkonfiguráció, 

ció, és Q4.4 Q
L a -et elfogadja, ha létezik teljes számí

tási sorozat, és minden veV -re (v)&Au/{ > oluta-

ha C^(v)£MÍ.s i t j a ,

Definició; az alapautomata eleget tesz a szinkronitási

feltételnek, ha minden &A alapgráfra az L=(j^1ot)lokális 

gráf-automatának van teljes számítási sorozata, és ab

ban minden és minden v&V -re Ct.(v)<j"* VuV „

1.8.inició : az yjA, alapautomata az alapautomaták

szorzata, ha teljesülnek az alábbi feltételek:

Q =s U &£ \ \A~\x.
U=* Л '

> V«VM -C) < )
/ hasonlóan a nem-kitüntetett állapothalmazokra/

m
(ii) a « u be \ U €Ti >) ь — лc— /)
valamint minden - )( C =3 'l 1 • •u -re * 1

fül) №i/S(c)-(^u^w'4w^))n('(QJuQ.j)-(icJ^u:jt/Viay)-)) = Ф J

[Hg-=4 níjj « v£ par'in'c.tdj q<iV)

/ hasonlóan a nem-kitüntetett állapothalmazokra/

L=(ÍS* lokálisha valamely alapgráfra CT^ az

gréf-automata végkonfigurációja és ~re

Cv)

C4,K)6V£otíj )
(v4*vó )akkor minden vé V -re

Q (v)6 л Kj
teljesül ;

(vi)

/ Ld „ 1.5.^.6. Megj ,/

eleget tesz a szinkronitási feltételnek.
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S4 .Я.Def inició ; legyen alapautomata,

zés, mely gráfokhoz a gráf csúcsain értelmezett relációk

pedig egy leképe-

egy halmazát rendeli :

S : & Sq ~ í ■e

i(A,e,v,?Y Gépezést.Definiáljuk a

Legyen G- gráf, veV a & gráf csúcsa, 

alapgráf, ahol C0 az 

kezdőkonfigurációja, melyre v a kitüntetett csúcs, és

G0 -ba kódolt relációd Legyen

- (<?, fi G ) 

L=(6j,,A) lokális gráf-automata

Se SG S1a a

c* végkonfigurációba kódolt reláció, és tegyük fel, 

Qfc mindig létezik, és s C„hogy -tóinem függ

„ Ezek után azt 

__-_ot , ha minden (G-^ v( J3)

/ csak V -tői /„ Akkor 

mondjuk, hogy Д felsorolja $ 

kaVmasra és valamely

A ,öyvj>

5^. e ^(5,-ro
SG - { ^CA ( 5(9 ) • L = 0| Л I • • * j л Q.

teljesül, és П<? (-^s-) “t A felismer i„/Ld „ 4.8. Megj./ 

'MQ.Pef inició: gráfok egy tulajdonságán gráfok egy osztályát ért

jük, egy gráf rendelkezik a tulajdonsággal, ha benne van 

az osztályban,,

'f.'RPef inició : az Az alapautomata a r tulajdonságot felis-

ha minden & gráfra és (<?, J>, G>) alapgráf ra /ahol

az vA. kezdőkonfigurációja/ az

meri,

L= (<£,,Л) lokális gráf- 

-et pontosan akkor fogadja /utasitja/ el,
Со

automata a
Tha G-eJ" (G-^J 'j „ a tulajdonság lokális gráf-auto- 

З' -t felismerő alapauto-matával felismerhető , ha van

mata. A továbbiakban a lokális gráf-automatával felismerhető

cA -osztálynak nevezzük ./Ld/f.9.Megj «,/tulajdonságok osztályát
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f 49. Definíció г legyen JÍ egy gráfokon értelmezett /ogész értékű/ 

függvény. Az Л alepautomata az -JL függvényt kiszámítja, 
ha minden Q~ gráfra Ó9 Gr^ - (Cr, J>,Q> ) alapgráfra 

/ahol Q az A kezdőkonfigurációja/, az 1— — (&л , A. ) 

lokális gráf-automata végállapotában =^(G-) kódolva 

/LdJ.10. Mogj./

АЛЪ.Dof inicióг színezett gráf a (&, G,, G^,) L+'í-oo, ha G-
gráf, G-^ pedig a & részgráfja /részgráfon itt az 

élek egy részhalmazát értjük/. Színezett alapgróf a 

- (^G;i P(C) hármas, ha Gj csúcsainak címkéje speci
ális Clhalmazba tartozik. Szinézett__gráif tulajdon
ság a (G, G

matávol való felismerhetősóg és kiszémithatósóg dofini- 

ciójo a közönséges esettel analóg. /Ld.lll ésí.12.
Mogj./

AM4.0ef inició: a__flrá_f_Pк nyelve az az elsőrendű nyelv, amely az 

egyenlőségen kívül egyetlen kétváltozós relóciójelot 

tartalmaz, melyet R(x,y)-nal jolölünk. Másodrendű 

formula,olyan formula, melyben változóként rolációk 

is előfordulhatnak о Egy másodrendű formula nonndikus, 
ha minden változóként szereplő roláció egyváltozós, 

diadiku3, ha ezek legfeljebb kétváltozósak. Egy másod-

3R„...3R, $

van.

•/ ) k+4-esek egy osztálya. Az auto-« I •

rendű formula egzisztenciális, ha 

ku, ahol

M5.Def inició: a gráfok nyelvén irt diodikus másodrendű formula 

gyengén diadikus, vagy a részgráfok nyelvén irt forrnu-

olala-
$ elsőrendű formula.

la.
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ha diadikus másodrendű kvantorai

3 *2, ( ^ (*-1, *2. ) R fx-i, *г)) Л ... )

V Ke (v*-t*2 ( Rc(x*.*»b» R(x-i,xO)-> ... )és

alakúak*

^(R) formula a ^inició : a tulajdonságot definiálja,
ha

fen; <=> G-e r.
A §U(R') rformula a

donságot definiálja, ha

(G-,6-') Ц §( R, R' ) (б.б') £ СГ.

formulák egy osztálya, akkor T' 

definiálható, ha van olyan $ £ SP" , mely

szinezett gráftulaj-

S* -benHa

T -t
definiálja* A monadikus másodrendű formulával defi

niálható gráf tulajdonságok osztályát vAt, -osztály

nak,az egzisztenciális monadikus másodrendű formu

lával definiálható gráf tulajdonságok osztályát \ЛА,и> 

osztálynak, a gyengén diadikus másodrendű formulával 

definiálható gráf tulajdonságok osztályát 

tálynak, az egzisztenciális, gyengén diadikus másod

rendű formulával definiálható gráftulajdonságok osz

tályát ^ -osztálynak, 

mulával definiálható gráftulajdonságok osztályát 

CT) -osztálynak nevezzük* / Szinezett gráftulajdon- 

ságokra ugyanezen elnevezéseket használjuk*/

5 -osz-

diadil<us másodrendű for-a
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13. Megjegyzések

\A Megjegyzés s mivel a továbbiakban véges automatákra szorít
kozunk, a fok9zéraok korlátossága lényegos föltétel,, Az 

általunk használt modellnek létezik egy olyan bővitéso, 

melyben ez a föltétel nőm ozorepel, és a föllépő kérdé
sek hasonlóak? a bővített modellben nem azt követeljük 

meg, hogy minden csúcsban ugyanolyan automata működjön, 
hanem azt, hogy azonos fokú csúcsokhoz azonos automata 

tartozzon, fokszámkorlátozé3 nélkül /Angluin [l]/a Az 

algoritmusok erre a modellre általában változtatás nél
kül átvihetők»

'1.2,Megjegyzés t kitüntetett csúcs létezésének feltételezése nél
kül /vagyis, ha az automaták azonos állapotból indulnak/
az itt tárgyaltaktól különböző problémákhoz jutunk, mo- 

lyekben a gráfok szimmetriotulajdonoógai játszanak fon
tos szerepet /Angluin [1]/« Megjegyezzük, hogy pl» egy 

reguláris gráf csúcsai állandóan azonos állapotban ma
radnak »

\.Ъ. Meg jegyzés t a (iü) féltétől azt fojozi ki, hogy egy auto
mata bemenetét szomszédainak állapotai alkotják» A (iv) 

féltétől azt fojozi ki, hogy tulajdonképpen coak 02 azo

nos fokú csúcsokban működik ugyanaz az automata - do a 

fokszámok korlátossága miatt mindegy, hogy d darab auto
matáról, vagy coak egyről beszélünk» Az (v), (vi) fölté
telek a sejtautomatáknál szokásos stabilitási feltételek» 

Az automatákról foltottük, hogy doterminisztikusak * a 

nem-determinisztikus modellel való kapcsolat ugyanolyan
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tisztázatlan, mint a determinisztikus ás nem-dotorminisz-
tikus modellek kapcsolata általában«

4 Megjegyzés t a modellről feltettük* hogy ezinkronikuson mű
ködik, azaz minden automata egyszerre változtat állapo
tot. Ez a megkötés nem szükségszerű, csak kényelmes? 

aszinkron rendszerrel szinkron rendszer szimulálható /az 

едуез automaták egy mod3 számláló segítségével "várják 

be egymást". Id. Angluin £ l] , Rooenotiehl [~15]/.

A.5.Megjegyzést a szinkronitá9i feltétel azt jelenti* hogy vala

mennyi automata egyszerre jut végállapotba*. Ez semmiféle 

megszorítást nem jelent, do az automaták szorzása során 

kényelmes kikötés. Tetszőleges automatát módosíthatunk 

úgy, hogy eleget tegyen a szinkronitási feltételnek* ha 

felhasználjuk az un. "firing-squad” probléma ismert meg
oldását /Rosenstiohl £l5]/o

4.6.Megjegyzése 0 (iii) feltétel azt mondja ki* hogy az
automaták közbülső állapotai különbözőek* oz 0 szinkro- 

nitási feltétellel együtt azt jolenti, hogy egyszerre 

csak egy automata működik,, Л (iv) féltétől azt jolenti, 

hogy az egyes automaták egy determinisztikus program 

szerint váltják egymást /az (v) feltétel 0 (iv)-ro vo
natkozó konzisztenciát jolent/. Ez a program felfogható

IA, 2,..olyan véges automatának, melynek állapotai
гл —.

• í

bemenethalmaza и vc
С- л

Megfordítva? adott /diozjunkt állapothalmozu/ л 

alapautomatákhoz, és a fenti tulajdonságú véges automa

tához /0 megfelelő kezdő-* és vógállapothalnozok azono

sítása után/ az (i)-(ii) feltételekkel /mint definicióval/
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Aolyan Л alapautomatát rendelhetünk, mely az 

alapautomaták szorzata*» Ez szemléletes és kényelmes mód
ja automaták egyszerűbb automatákból történő felépítésé
nek, a továbbiakban automatákat általában ilyen szorzat
ként fogunk megadnia

4.?-. Megjegyzés: a definíciók megadásánál orra törekedtünk, hogy 

о definíciók lehetőséget adjanak az egyes konstrukciók 

pontos megadására - a továbbiakban a terjedelem korláto
zására és a túlságos formalizmus elkerülésére törekszünk, 
és ahol szemléletesen világos, hogy miről van szó, az 

automatákat nem a definícióknak megfelelően, hanem "csak” 

vázlatosan fogjuk megadnia

4.8. Megjegyzés % ez a definíció oz "Л automata fölsorolja a gráf 

csúcsainak részhalmazait" jollegü állítások pontosításá
ra szolgál,» Szemlólotoo jelentése a következő? ha az 

automata bekapcsolásakor a csúcsok egy részhalmaza opociá- 

Xis állapotban van, az automata megállásakor a csúcsok egy

л I• •• /

másik részhalmaza lesz speciális állapotban, ha moot erről 
a részhalmazról indulunk, az ujobb megálláskor egy harma
dik, stb végül valamikor mindegyik részhalmaz korül spe
ciális állapotba, és amikor az utolsó részhalmaz kerül

O 9

sorra, speciális végállapot jolzi, hogy a fölsorolás bo- 

fejeződötto A "konfigurációba kódolt reláció" kifojozóst 

nem definiáljuk, ezt adott esetben mindig külön fogjuk 

meghatározni*, Pl„ csúcsok részhalmazainak fölsorolásánál 
az éppen soron kövotkoző részhalmaz csúcsai valamely 

speciális állopothalmazboli óllopotot kapnak« Mentegető

zésképpen? erre a definícióra azért van szükség, mórt az 

algoritmusok sokszor különböző relációk felsorolhatóságán
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múlnak /р1, az un, NP-teljes problémák lényegében mást 

nem tesznek lehetővé/, igy a későbbiekben a megfogalma
zás egyszerűsödik, ha a "felsorolást" nem kell minden 

reláció esetében külön definiálni,,
4 .3. Megjegyzés г az 1« Döf, után tett megjegyzés értőimében itt 

^-gráfok osztályairól szó. Tetszőleges 0 gráftulaj
donság folismerhotőségón értelemszerűen azt értjük, hogy 

minden d -

tő0 Ez vonatkozik pl«, a ífamiltcn-kört tartalmazó gráfok 

osztályára«
4.40.Megjegyzés s a későbbiekben a gráf csúcsain rendezést fo

gunk definiálni, ezután a lokális gráf-automata I V“ l 
helyigényű Túr ing-gép szimulálására képes, igy <£.( G~) kó
dolásán pl« érthetjük bináris alakjának a szimulált me
móriában való felírását /mindig ° СI Vl ) , igy
ez lehetséges/«

Hí Megjegyzés t a szinezett gráfokra azért van szükség, mert az 

egyes algoritmusok során olyan automatákat is definiálni 
fogunk, melyeknek kezdőállapotában nem csak a gróf, ha
nem annak néhány részstruktúrája is kódolva von«, Másrészt 
a színezett gráfok lehetőséget adnak kiszámítási felada
tok oldöntési feladatként való átf ogolmozáoáro s ak

kor és csak akkor számítható lei lokális gráf-outomotávol, 

ha .X*= ^ ^ 40^j eldönthető, ahol te -1 Ц.-olemü
részhalmaz formájában kódolva színezett gráf-tulajdonsá
got kapunk,

4.42-Megjegyzés t az automaták egy állapotát sok esetben célszerű 

úgy elképzelnünk, hogy az a követkoző információkat tar

talmazza egy и -edfoku csúcsban?

van

3 -beli ct-gráfok osztálya felismorho-ro a

' '-Ш Г -Й л *
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"1* szomszédomnak üzenem, hogy M4

.. " MC-n
Mű egy rögzített véges halmaz olemoi0 Ez

zel ekvivalens elképzelés, hogy az éleknek van állapota 

/itt lényeges a korlátos fokszámro tott kikötésünk/, a

i9

ahol M 4 г •• I

fentiekkel összhangban egy él állapota 0 rajta áthaladó 

üzenetekből álló rendezett pár« így pl„ egy részgráf 
csúcsaiban a részgráf éleit is kódolhatjuk,,

\
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2. . Algoritmusok

Ebben a fejezetben eldöntés! 6з kiszámítási algoritmu
sokat adunk meg. Először olyan automatákat konstruálunk, 

melyekből a továbbiakban a Be Def.-ban szereplő szorzás se
gítségével kophatunk újabbakats ezek az automaták a csúcsok 

rendezésére, egyszerű részstrukturák felsorolására czolgál- 

nak. Ezután egy olyan algoritmust mutatunk bo, moly egy 

gróf sikbarajzolhatóségát dönti el 0(nz) 

goritmus Demoucron, Malgrenge és Portuisot СзЗ sikbarajzol- 

hatósági algoritmusának alkalmazása lokális gráf-automaták
ra» Л fejezet harmadik részében főleg az une NP-teljos fel
adatokra adunk algoritmusokat, ezek különböző relációk fel
sorolásán alapulnak» Lényeges szempont, hogy milyen reláció
kat kell felsorolnunkt mivel a lokális gráf-automata lohot-

0(cn) f nem sorolhatunk fel olyan 

relációkat melyekből "túl sok" van» A fejezőt negyodik ré
szében az un» azonosítási problémával fogialkozunke

ütemben,, Az öl

es égős állapotainak száma

*



2.. \ • Felsoroló automaták

A gráfban szereplő kitűntotott csúcs jelentősége abban 

áll, hogy segítségével a gráf csúcsain rendezés t definiál

hatunk. Ez a rendezés azután о gráf egyéb részs truk túráinak 

rendezése is kiterjeszthető«, A rendezés egy feszítőfa 

konstrukcióján kore3Ztul valósítható meg: a feszítőfából a 

§ iránytürendszor segítségével származtatható«, A konstru

ált feszítőfa a későbbiekben információtovábbitásro szol

gál, mélysége arányos a legtávolabbi csúcs olórósi időjé

vel, igy célszerű - bár az algoritmusok létezése szempont

jából közömbös - mélységét iehotőlog kicsire választani«, A 

konstrukció valóban un, breadth-first feszítőfát szolgál

tat, mely az adott gyökérből felépíthető minimális mélységű 

feszítőfa. A feszítőfa felépítése már Rosenstiohl [isj-ben 

és Wu é3 Rosenfeld fl9j-ben 1з mogtolálható, központi szo- 

rope miatt azonban röviden itt is leírjuk«,

Al automata? breadth-first feszítőfa

к onstrukciója

Tetszőleges (G-, C0 ) alapgráfra /ahol C

L=a(^,A'1) lokális gráf-automata kozdőkonfigurációja/ az 

L= lokális gráf-automatának létezik tol jós számí

tási sorozata, és végkonfigurációjában a feszítőfa irányí

tott élei speciális végállopotholmazba jutnak«, /Ldo110„

Megj°/

о oz
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A konstrukció vázlatos
Az első ütemben a kitüntetett csúcs automatája "fel

ébreszti" a szomszédait» A következő ütemben ezek vissza
küldenek egy "vettem" üzonotot» Az ezután következő ütem
ben minden felébresztett csúcs felébreszti még föl nem éb
resztett szomszédait» Egy olyan csúcs, mely több csúcsból 
kap ébresztést, csak az ezek közül legkisebb indexű csúcs
ba küld visszajelzést» Ha egy csúcs az elküldött ébresztés

L -odik szem-utáni ütemben "vettem” visszajelzést kap az 

szádjától, memóriájában feljegyzi: "az L -edik szomszék 

felé előre-él megy"» Ha egy csúcs "vettem" visszajelzést 

küld a l-edik szomszédjának, memóriájában feljegyzi: "a 

L-edik szomszéd felé hátra-ól megy"» На оду езиез az el
küldött ébresztés utáni ütemben nem kap visszajelzést t.-odik 

szomszédjától, memóriájában feljogyzis "az c-odik szomszéd 

felé nem megy él"»

Ha egy csúcsból a folóbresztóso utáni ütemben sem indul 
ki előre-él, a belőle kiinduló hátro-len "levél kész” üze
netet küld és "alvó" állapotba megy ót» Ha egy csúcs minden 

belőle kiinduló előre-él végpontjából megkapta a "levél 
kész” vagy a "kész" üzenetek valomolyikót, a belőlo kiinduló 

hátra-élen "kész" üzenetot küld éo "alvó” állapotba megy ót» 

/Az "alvó óllpotban a csúcs megőrzi a szorzott információ
kat*/ Ha a fa gyokero minden belőlo induló előro-ól végpont

jából megkapta a "levél kész" vagy "kész" üzenetek valamelyi

két, a foszitőfa épitéoe befejeződött»
Az alábbi nyilvánvaló lemma a további felsoroló automaták 

konstrukcióját egyszerűsíti»



Z'l

Lemma ; legyen $>, 3>

reláció az 

ahol C az

^-mint a 9. Döf.-ban 

'Sg. halmazon, A alapautomata,

A) kezdőkonfigurációjo. Tegyük fel, hogy

rendezési
iJW

/ahol 5 az S reláció !RI(S ) - S% szerinti

rákövetkezője/ teljesül«, Akkor A felsorolja 5 »et«,
(A,c3-,^v)

*4*1)— min S>q_Bizonyítás : S°& -ről indulva a ren-
ÍR

dezésben az ( l-M ) -edik legkisebb elem.

A2 automata» a csúcsok felsorolása

5^ = V, ÍRA fenti jelöléseket használva pedig
pl* az Al automata által meghatározott feszítőfából szár-

Гг > G*j>,V

mázó proorder rendezés, melyet az 1. ábra szemléltet.
Az 1. lemma szorint olyan automatát kell 
konstruálnunk, moly tetszőleges csúcsnak 

megtalálja a rákövetkezőjét«,
Legyen P(v) a V csuce őso n fá

ban«, A V csúcs V/ rákövetkezőjét az 

alábbi egyszerű program adja meg:

1) ha E(v)= ф •• (v=MШ j STOP.)

2) v, «- E(v) ) v„ <- v, j
3) ha H„ = : F(Vl)=y, A vC^j+jf : H„ j v«,<-v5 J

5T0P.

v0<- Vkülönben

különben ^ V/i )

4) ha Hz=- : E(v^)=;V3 j \ H2- men j Ч)
SV/3

különben w<r- Vj STof.

A program utasításainak végrehajtásához csupán о V,} ( 
csők iránytűire van szükség. A változó értéke az egyet

len aktiv csúcsot jelzi. (GJ, AZ) működése során mindig 0

csu-

'
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V0 -nak megfelelő csúcs automatája van aktiv állapotban, és 

hajtja végre az aktuális /lokálisan végrehajtható/ utositást.

A3 automatát az élek felsorolása

Ebben az esetben Sq.3 ^ } If^. pv pedig a csúcsok rendezé
séből lexikografikus módon származó rendezés megszorítása a 

gráf éleire. Az le lemma szerint olyan automatát kell konstru
álnunk, mely a gróf tetszőleges élének megtalálja a rákövet
kezőjét e

Az (c,-j) pár rákövetkezője
£ <n- Л

ha j Ф n * és 

, Ezt az A2 automata meg(c + 1, i) + ha J=n és
tudja keresni, mógpedik 2D ütemben, ahol P a feezitőfa
mélysége,, Tekintsük a osotot. Az (^ij'+л) pár ponto
san akkor éle a grófnak,ha az c csúcs szomszédai között 

2P ütemen belül megjelenik a (j-h'1) csúcs, A 2P ütem 

mérése a feszítőfa leghosszabb útját egyszer oda-vissza be
járó "mérő-automatával" valósítható meg, /А j‘~ и eset ha
sonlóan intézhető el,/

A4 automata? a csúcsok részhalmazainak felsorolása
Ebben az osotbon 5&- 2V , /R pedig legyen a következő:

IVA I < |VZ I . vagy 

Ivil = l4!=2k+-f és V, <
a csúcsok rendezéséből adódó

V2_ » ahol R
&

V V2 lexikografikus rendezés, vagy 

Í4, |= ÍV2|- 2U, és V, <RI V2 . ahol ÍR 

a csúcsok rendezésének megfor- 

ditásából adódó lexikografikus

<1 !
№

К
rendezés•
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Legyen J £ [4 i ■ * * i n .? (^<... < * ^ ) .

halmaz Vj rákövetkezőjét az alábbi módonAkkor a Vyj 

kapjuk:
ha H - ^ cl I ct éVj л л-hi Ф 4, Л o.+1 n | ф / : 

m e*x H

H„ «- fл l *■€ v<i
^ *0*H I - •

Н4 с/ Hz

a0 «- nnÍH VCj ^ hja е*0=И 5 Х/4 = щетх, különben г ) 

<*o яс- 4 

Vj* ^ ^a°i ^ •

«о
• J <— I Нл ] -j

<*o +*^~j j VH2 ’ /

4
különben

a +1 /rókövetkezés/, max, mind operációk a 

lVj -hoz tartozó К rendezés szerint értendők, mely a hal

maz elemszáménak növekedésekor megforduló így a halmazok nem 

egészen a szokásos loxokografikus rendezés szerint vannak 

felsorolva»

Könnyen látható, hogy a fenti operációk az A2 automata 

segitségével megvalósíthatók»

Itt az

A5 automata? az élek részhalmazainak felsorolása

Ebben az esetben Sg.- 2^ 

raazik az élek rendezéséből, mint az A4 automatánál definiált
■ K pedig ugyanúgy szár-

rendezés a csúcsok rendezéséből„ A konstrukció is ugyanaz, 

azzal a különbséggel, hogy itt az A3 automatát használjuko

-
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2.. 2.. Sikbarejzolhatőség

2. -f Tétel: van olyan lokális gráf-automata, moly egy gráf sík- 

barajzolhatóságát öfn2*) ütemben eldönti»

Bizonyítás г Olyan automatát konstruálunk, mely о gráfot elő

ször kétszeresen összefüggő komponenseire bontja, majd az 

egyes komponensek sikbarajzolhatóságát dönti el, párhuza

mosan» Az automatát a két részfeladatot végrehajtó auto

mata szorzataként definiáljuk majd /Xd» 5» ábra/

A kétszeresen összefüggő komponensek keresésére hasz- 

ós Rosenfeld [l9 ] automatáját, mely 0(n2-')nálhatjuk Wu 

idő alatt működik»

A kétszeresen összefüggő komponensek sikbarajzolhatósá

gának eldöntésére Demoucron, Malgrango és Pertuiset 3 

algoritmusát adaptáljuk lokális gráf-autómatőkга»

Egy kétszeresen összefüggő gróf sikbarajzoihatóságát a 

következőképpen is megfogalmazhatjuks minden csúcshoz

megadható a csúcsból induló élek 

egy ciklikus sorrendje /és a sor

rendhez tartozó + körüljárás/ úgy, 

hogy különböző csúcsokhoz tartozó 

sorrendek konzisztensek legyenek»

Ezen a következőt értjüks induljunk 

ol egy tetszőleges élen, és uj csúcs

ba érve azon az élen haladjunk to

vább, moly az adott élet /* körül

járás szerint/ a ciklus sorrendben 

követi» A ciklikus sorrendek akkor

•U * l| Hl

/

2. ábra konzisztensek, ha minden igy de-
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finiált ut egyszerű kör,

A lokális gráf-automata egy gráf sikborajzolásót a 

csúcsokban megadott ciklikus sorrendek formájában fogja 

kódolni. Lapnak a fenti módon kapható egyszerű köröket 
nevezzük,

2.. j. Definíció г legyen (r=* (V|£) gráf , G-= (\Z,g') részgráfja
(Ve v , G £ В ) „A Q gráf és éle ekvivalensi, ha
létezik olyan ut, melynek első éle , utolsó ólo

V1 -ben. Egy ekvivalencia osztályt 

G- gráf Gr1 -re vonatkozó hídjának novezünke

A 3, ábra a 2, ábra gráfjának a 

pirossal jelzett részgráfra vo
natkozó hidjait jelzi, A definiált 

reláció valóban ekvivalencia?

Гг = ег Ti «-3 ,
G-’-től diszjunkt 

^3 ~ f4 p2-G3

■©з -at összekötő kivént tu

lajdonságú ut.

■2. *

és beleő csúcsa nincs
a

ha fi Л 2.
ahol
utak, okkor

)

í>*
С-л -ot

és
3, ábra

Z.2. Pef inició s legyen G-=-(vl G) gráf. G-'^(V(6^ sikbarajzolha- 

tó részgráf, legyen adva továbbá G- egy sikbarajzolása,
U a oikbarajzolás egy lapja, és H a 

H az L lapba rajzolható, ha о H -beli ólok minden V^-be- 

li végpontja
Ezután a kétszeresen összefüggő grófok sikbarajzolhatósó- 

gát eldöntő algoritmus a következő?

G*f-rо vonatkozó hid.

L -en van.
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<?'=f1/ Legyen

2/ Válasszuk G- egy IK körót, legyen l< „ Ha ilyen

nincs, vagy G-^K, menj 7/-ree 

3/ Keressük meg a G- gráf G1 -re vonatkozó hidjait« Ha 

van olyan hid, amely egy lapba sem rajzolható, menj 

4/-re. Ha ilyen nincs, de van olyan И hid, mely 

toson egy lapba rajzolható, menj 5/-rc„ Különben 

menj 6/-re«

4/ G- nem sikbarajzolható.

5/ Válasszunk H -ben egy P utat, melynek két végpont

ja &' -belie Legyen G- -f~P »Ha G = Gr menj 7/- 

Különben menj 3/-ra«

6/ Legyen bj tetszőleges hid„ Menj 5/- 

7/ G sikbarajzolható*

Az algoritmus során a G gráf sikbarajzolásárn is szükségünk

operáció azt is jelenti, hogy az uj 

éleket az ut két végpontjában a 

ciklikus sorrendben a lapot alko

tó kót ól közó iktatjuk, az uj csú

csokon pedig a kót uj éllol cikli

kus sorrendet kezdünk» Az uj csú

csokon a körüljárást a keletkezett 

kót lop körüljárásával konziszten

sen adjuk meg«

pon-

re.

го»

van« így a
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Amennyiben von о gráfban olyan ól, melynek mindkét vég

pontja Gi^-beli, 02 02 él önmagában hidat alkot. Az öttől 
különbö2Ő hidak tartalmo2nak nem (S^-beli csúcsot is. Hidak 

keresésénél e2t a két esotot külön fogjuk vizsgálni.
Az algoritmus lényeges operációit hidak keresése, hid 

lapbarajzolhatóságánok eldöntése, és a G-\- P operáció.
A feladatot megoldó automatát ezen részfeladatokat megoldó 

automaták alábbi szorzataként állitjuk elő.

T

STO P
АО ■>лигA ЬНАО AK

'S 2

STOP
v *4

AMi

STOP
5• ábra

1/ Л (6-,AÖ)

elvágó élek egy speciális "halott" állapothalmozbo jutnak, 

és minden 2-szeresen összefüggő komponensében egyetlen 

csúcs kitüntetett állapotba korül /ld.[/fSÖ/*
2/ A (G| AK) automata 2-szoroson összofüggő olepgráfról in-

A —
dúl. Végállapotában egy kör speciális V^VuV állapot
halmazba jut. Ha nincs ilyon» vagy a gráf egy kör, egy má
sik speciális végállopothalmozba jut.

3/A automata olyan alapgráfról indul, melyben egy
Q-1 részgráf és ennek egy sikbarojzoléea'^

automata alapgráfról indul. Végállapotéban az

sikborajzolható
§ SZEGED *

#•
#/'S*
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tvon kódolva« Ha van olyan B. > molyro VfW &V ,

speciális f állapothalraazba jut /ós kitünteti (V, w )
élet/« Ha nincs ilyen ól, valamely ^ állapothalmozba jut«

a

4/ А (&\АH2) automata olyan alapgráfról indul, melyben
Ql részgráf és ennek sikbarajzoláeo van

egy
sikbarajzolható
kódolva« Végállapotában egy vgV 

tozó hid élei speciális V ^ U V állapotholmazba jutnak« 

5/A (G, AD) automata olyan alapgráfról indul, melyben egy

I csúcs és a hozzá tor-

sikbarajzolhotó G 1 részgráf, ennek egy sikborojzoióso, 

és egy, a &' -re vonatkozó fj hid von kódolva« Ha /-J egy 

lapba sem rajzolható, valamely STOP végállapotba jut« Na 

f-{ pontosan egy lapba rajzolható, valamely állapothal
mazba ju£« Иа И 2 lapba rajzolható, okkor attól függően, 
hogy H milyen tipusu, -JM , illetve "ií Z vógóllapothal- 

mozba jut, és H élei valamely "halott" vógállapothol- 

mazba jutnak, azaz a továbbiakban csak üzenottovóbbitósra 

szolgálnak« Ha H 2 lapba rajzolható, do G l+H* £."ólő" 

éleivel, okkor szintón a végállapotbolmozba jut«
6/A CG-, AM) automata olyan alopgrófról indul, melyben egy 

sikbarajzolható G1 részgráf, ennek egy oikbarojzoláso, 

és egy lapba rajzolható И hidja /a hozzá tartozó L lap
pal/ van kódolva« Végóllopotóbon a részgráf és ön
nek egy sikbara jzolása van kódolva« Amonnyibon G'-h P53, G~ 

speciális STOP végállopotholmozba jut, különben valemoly 

végállapothalmazba jut«
A (G,Ak) automatáról könnyen látható, hogy megvalósítható, 

és egyszeri müködóso 0(h) lépést igényel, ahol n=f\/f « A 

(G-jAH'í) automata a feszítőfa oogiteágével 0(D) idő alatt 

működik, ahol D a feszítőfa mélysége /о v, IV csúcsok "üze

netet küldenek" a gyökér felé, a gyökér a legkorábban érkezett



29

üzenetet választja ée erről értesítést küld - ha nines W 

csúcs, ez az A3 automatánál leirt módszerrel deríthető ki/»

A (ő'j/AH2) automata 0(.vi) idő alatt működik, ahol VJ 

a V csúcshoz tartozó hid csúcsainak száma,, Itt V gyökerű 

feszítőfa építéséről van szó, ёз csúcsait "határnak" te
kintjük,, A (G-|A HZ ) automata egy teljes ciklusa /az összes 

V ^(-rl csúcsot tartalmazó hidak felsorolása/ О (r\ ) ütem«

A (G-,A D) automata úgy működik, hogy a H hid
beli csúcsából induló legföljebb 4 lapot 

körbejárja, és mindegyik lapról ellenőrzi, 

hogy H összes G--bel! csúcsát tortolmozza- 

o„ Ez 0(Vi) lépést vesz igénybe,.

Iegy

6» ábra
/H hídbanVégül а (<г,ДМ)

^-be vezető utat keres /о 2-szeres összefüggőség miatt

-beliautomata a ogy csucs-
ből
ilyen ut létezik/» Ez a keresés megint 0(Vi ) lépést vesz 

legfeljebb igénybe»
A automata 0(n) -szer működik, mert minden

működése legalább egy éllel növeli a & gráfot» így az egész 

algoritmus műveletigénye 0(nz) „
Megjegyezzük, hogy a definíciókban megkövetelt szinkroni- 

záció is ö(m) lépést igényel /Roscnstiohl és tsai [l5j/= 

Ezzel a 2 »l.tétol állítását igazoltuk»
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2.3. Nera-polinomlélls algoritmusok

A gráfokra vonatkozó oldöntési és optimalizálási fela

datok jelentős része un» NP-teljes feladat« Ezon feladatok 

közös vonósa, hogy általában valamilyen tulajdonságú relá

ció /részgráf, a csúcsok egy permutációja, stb«/ koreáésé- 

ből állnak, és egy adott relációról "könnyű" eldönteni, hogy 

rendelkezik-о az adott tulajdonsággal« Általános tapasztala

ti tény, hogy az ismert legjobb algoritmusok is lényegében 

heurisztikus meggondolásokkal gyorsitva - az összes koro

séit reláció fölsorolásán, "végigpróbálgatásán” alapulnak« 

Ennél többre természetesen most cem számíthatunk0 hiszen a 

vizsgált modell a szokásosnak megszorítása« Esetünkben azon

ban újabb nehézségek is fellépnek« Az öoozos permutáció fel-

közbülső állapotot igényel / n csúcsú 

gráfra/, igy ez lokális gráf-automatával nem lehetséges« Egy 

problémát akkor tudunk megoldani, ha a keresést /a 9« Def« 

értelmében/ valamely felsorolható rolációosztályra /pl« a 

permutációk esetében néha a fa-permutációkra/ tudjuk korlá

tozni«

n 1sorolása például

4 w
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2.2. Iótel : legyen СУ' gráf-tulajdonság és

V. Qk 5U $ (R, s,(... ,Sk)
5>- lokális gráf-automatával 

, ^ pedig -beli színezett gráf

ul 3 vagy V kvantor, 

felsorolható leképezés 

-tulajdonság. Akkor СУ в c^Z .

a h о 1

5- leképezést felsoroló automata.Bizonyítás : legyen /А ^ az 

Legyen 3Al , VA, ezek módosított változata:
To So

7W t3AC :
V-FIN l

I J.
F/M

VA-
V- FIN

J-o ábra

a kezdőállapotok,ÍM.j [b, b,Itt a végállapotok 

i0 -beli kezdőál

lapotból indul, minden működés nélkül azonnal l^-beli végálla-
^ -beli kezdőállapotból indul, 

utolsó -beli relációt kódolja, azonnal 

állapotba jut; ellenkező esetben működni kezd /ekkor lehetséges 

végállapotait ^ -gyei jelöltük/. Szemléletesen ez azt jelenti, 

hogy igenlő válasz esetén leállitja a keresést, tagadó válasz 

esetén tovább folytatja a felsorolást, am ig ez lehetséges. A

а ЗА;egy partíciója. automata működése: ha

pótba jut. Ha és ez a felsorolás
ioj -beli végszer in t

l lо I 1automata interpretációja hasonló. /А továbbiakban -ra nem

használunk külön jelölést./
Az A 5 automata az 5t(...|Sj< relációkkal színezett alapgráf-

S -beli végállapotba kerül aszerint, 

tulajdonsággal»

t-beli.ról indul, és 

hogy az alapgráf rendelkezik-e a

illetve
$
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Ezután tekintsük a következő automata-szorzatot г

A kvantorok számára vonatkozó indukcióval láthatjuk be, 
hogy ez az automata valóban eldönti a 3" tulajdonságot„

2.Л. Következmény %

sc ~ v, г4', z £Bizonyítás i "S -beli tulajdonságok
ezekről láttuk, hogy felsorolhatóak, $ 

tett к csúcsú színezett részgráfra vonatkozó kvantormen-

esotén

pedig egy rögzí

tés zárt formula, igy lokális gráf-automatával eldönthető«,

2-.4. Lemma legyen 5 felsorolható leképezés, pedig

párokon értelmezett lokális gráf-automatával kiszámítható 

függvény /ahol SgS^/o Akkor

4-(G-l =■ •"«*" S)
se 5&

is lokális gráf-automatával kiszámítható függvény.

(G, s )a

Bizonyítás s legyen AF olyan automata, moly az 4a (°~\ s) függ
vényt kiszárait ja, ЛМ két kódolt szám minimumát képző autó- 

A5 a S-et felsoroló automata. Az ábrán jelölt 

utolsó S

I: állama ta .

-beli relációhoz tartozó végállapototpót az

jelzi.
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(S> A 5 АН

I
V

9. ábra

A 2.1.Lemma következményeként nyilvánvalóan kiszámít
hatók az olyan tipusu optimalizálási feladatok,, amelyeknél 
bizonyos tulajdonsága ceucs- vagy ólhalmazok közül keresünk 

maximálisát /ill« minimálisát. Néhány példa /Garey-Oohnson 

[8]/.
minimális lefedő ponthalmaz, domináns ponthalmaz, “feed

back" ponthalmaz,
maximális független ponthalmaz, sikbarajzolható részgráf, 

к-reguláris részgráf,
maximális ólszámu párosítás, vágás, kör, stb„
A lokális gráf-automatával való felismerhotőség szempont

jából érdekesek ozok az optimalizálási feladatok,, melyekben a 

gráf csúcsainak vagy éleinek valamilyen szempontból optimális 

partícióját keressük« Mivol az összes partíciók száma
A n-f d

tezhet olyan automata, moly a csúcsok összes partícióját fol-

A(n) - n - j ACn) А (л ) “ П , nőm lé-, ahol

sorolja«
Az alábbiakban a partíciók optimumaként definiált fela

datok egy osztályáról mutatjuk meg, hogy lokális gráf-automa
tával kiszámithotóak«
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2-.3.Def inició : a £- = (V|£) gráf csúcsainak egy (\~{

partíciója összefüggő, ha a Hj részhalmazok által fe

szített részgráfok összefüggőek.

* I H tr\ )А Г *

2-.2.Lemma : az összefüggő partíciók felsorolhatók.

részhalmazok

által feszített részgráfok egy-egy feszítőfájának megadá

sát fogjuk érteni.

ZA. Megjegyzés : összefüggő partíció kódolásán a

Ht] halmazok Fj

ólhalmazt a G gráf F feszítőfájává egészithot-

« Akkor a

Bizonyítási Tekintsük a feszítőfáit. Az

L-A

9jük ki. Legyen В összefüggő partí

ciót az C F, B1 ) párral 

nosithatjuk, ahol F feszítő

fa, F* pedig élőinek egy rész

halmaza * így az (F, e!) pá

rokat felsorolva /megint 

loxikografikusan/ az össze

függő partíciók felsorolását

azo-

kapjuk /esotleg egy partíciót 

többször is/.

JZ.4. Definíció : legyen •Ли) G- =(l/j £ ) gráf csúcsainak 

egy összefüggő partíciója. G--nek ZP -ro vonatkozó kontrak-

a

G'-O'e') , ahol

V*- {4r• • í F - ^ CciJ )
= ®/(

ciója

: Э v- eVc ( Vj€ Vy •• Ы

VU ) •

ivj

g'Jelölésben
,. .

J2..Z. Következmény: lokális gráf-automatával kiszámithatók az alábbi

ff SZEGED %

* I

függvények :
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о/ тЧ&)

ь/ - с,hn in < k •

ahol /о Vi által feszítőit/ összefüggő

részgráf, ГГ* 6 o(f tetszőleges »

tWn £k •’ VeVliz-c/V/u *

ahol €b>^ tetszőleges„

, ahol Y a kromatikus szám

’:=<£ ,Wc\>^,6-(vc,ei)^V=Vdu.,.UVu VcnV

Vi összefüggő, Gfcvtс/ 'ír *I

Bizonyítás :
no i n jj, L. : V— \/j (Л.. I/ Vu # Vj Л \/j* - с/ j G-Cv^, ■)

teljes gráf | igy ez a b/ speciális esete
■> £%s^vV‘*iv/0 összefüggő partíciók <!

U , к n í V/^, I ^ c-s G/i/j ) ^

a/ £(5) =

S : Gb/ Legyen

és

+(<?,Sf4,,..lVu)) =
c?ö különbé n

akkor S, eleget tesznek a 2/.Lenuna föltételeinek 

с/ Legyen 5 mint a b/-bon,

6 T*U, U .. I vk )és

(G, Sfv,,\4))"
külőhb-en

ekkor újra alkalmazhatjuk a 2.4.Lemmát„ A G f(V, 

gráf vizsgálaténál a -beli legkisebb indoxü csúcs

CT ■' «.ot oldöntő automatát,,

л I ' -

szimulál

G~(\f\ G] gráfra V £ V 

den WGV-V1 -re létezik V6V! , hogy (i/w) 6 £ * Egy 

gráf domatikus száma az a legnagyobb к » melyro

és Vj domináns halmaz minden

2..5! Def inició : domináns halmaz, ha min-

V= %U...U VU; \4 Л Vy = <f> )
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i-ree

2.3. Lemma t о domatikus szára lokális gráf-automatával kiszámítható«

Bizonyítás: bár a tulajdonság definíciójában nem összefüggő 

partíciók szerepelnek, a probléma átfogalmazható ilyen o- 

lakura«

Mivel domináns halmaz,

minden csúcsából megy ól Vj -be, 

Egy-egy ilyen ólot választva min

den ’̂-M-beli csúcshoz ( u>> Л ) 

olyan fákat kapunk, melyek gyökere 

Vj -beli, 

dig az jellemzi, hogy a gyökértől 

vett távolságuk pontoson (l'—'I) „

£\2,г.., j partíció rokonstruál- 

hármos határoz meg, ahol F

v4, Vt; -beli csúcsokat pe-3 a

11. ábra

így az adott erdőből a

(F, e\v)ható. Egy erdőt az

feszítőfa, ^ az F éleinek részhalmaza, V' pedig a gyökerek

halmaza. Innen az állitás a 2.2.Tótelt és a 2.1.Lemmát felhasz

nálva következik.

Most néhány az eddigitől oltórő jellegű gráf tulajdonság 

eldöntésére adunk algoritmust.

N2.€.Def inició ü legyen G-=. (V, G) gráf, ■' V/

Legyen

injekció.

[Ií(v)-Sr(w) || .BCG-)~ hni n lYioiX 
(v,v/)g£:

ß(G-l -t a G* gráf szélességének /bandwidth/ novozzük.

Legyen

•%= {&! B(&-)s
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A szélesség a gyakorlatban sokat használt gráf-tulajdon

ság» Mátrixok sor- és oszlopcsorékkol való "majdnem" dio- 

gonális alakra hozásénál van szerepe»

, mine!an l^-roo2.3,Té t el?

Bizonyítás ; Tegyük fel, hogy G-S^c, 

hogy V (v/twO £ В „re 

éleinek egy színezését?

és legyen -fi olyan, 

I -£(\/)--£(w) l $lc „ Definiáljuk

(v(W/)gCJ ^f-fv ) - 4 fw) — L
azaz G* élőit a "hosszuknak" megfelelően színeztük, s 

(- U. , - k -И I - • • •, i , le.) Gzinekkel«, Tekintsük a G-gráf 

tetszőleges U. — (-^ -i j • * \ körét» Legyen

~ ! 1 *j G C b 1 1 j<4
okkor Cj definiciója miatt

a) £ c
t - -k

Legyen P=(e^ , ) ut, az aj számokat hasonlóan

definiálva ekkor
k

(2 ) • «с Ф 0
teljesül« Továbbá -£ ^(d)-re, illetve

(v,w) e £ =$> (v, w) 6 U C 2 t/.-. d

(M, ) € £ =7> (u I -a ) 6- Qj (; Czu-- - U

Ezen feltételek azonban elégségesek is? ha létezik (l)-(4^- 

nek eleget tevő (Z színezés, akkor & ВJB^ « Ennek igazolá

sára megadunk egy megfelelő -fi függvényt«

C =- U
-f-""5 (m)-retu

(3 )

OO
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-Я t ahol V о (з)-пек eleget tovő 

• ♦ f "t-t) v-t és

Legyen

csúcs» Legyen WgV , 6з P<e 'V-tЛу •

összekötő ute Legyen
t

-fCwb s C-C^-ű ) 02 -&i él szino»ahol

Akkor Cl) miatt -4(V) definíciója egyértelmű, é3 (2 ) miatt 

и.ф W ^ (w,)^ J>.(w) . Továbbá dofinició szerint Cu,w)6£-re

l-fOO- 4M/ =[cCm,w/)|
Az eddigiekből azt látjuk, hogy

(/Et ,

«5?, С a £ ~ О 

t С ac

3£zUVkVP
fcGr € 3> К - Г-a* • *

00,0)P-he

Az ekvivalens átfogalmazásra a 2»2..Tótol alkalmazható»

2.^Def inició ? legyen G ~ (V, G.) gráf, =. C J5, C ) olapgráf,

F pedig a & egy 

származtatott permutációján a megfelelő proorder sorrendet 

értjük» A csúcsok egy «51. permutációja fo-permutáció, ha 

valamely (FiJ3) párból származik» /А továbbiakban Jt és 

(F, J°) közt nem teszünk különbséget»/

C F, J> *) fa-permutáció kódolásán azt értjük, 

hogy F mint ólhalmaz van kódolva, J3 ~ ОЛ 

dig csúcsonként /oz azt jelenti, hogy állapot-

halmazu automatára van szükségünk/»

feszítőfája» A V csúcsok ( F, g) -ból

£2.Meg jegyzés г egy

fn) po-• « «I

ХЛ. Lemma : a fa-permutációk folsorolhatók e

5,^ - £(F,J>') : F feszitőfa.Bizonyítás: Ebben az esetben
iránytürendszer J •
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к pedig о feszítőfák és iránytürendszerek rendezésé-<w
bői lexikografikusan származik® A feszítőfákon az élhalma

zok rendezésének megszoritáea ad rendezést® Az iránytürond- 

szereken az iránytűk rendezéséből kapunk rendezést loxikogra- 

fikus rendezése.

Legyen AT olyan automata, moly az iránytűket felso

rolja, A F pedig olyan automata, moly adott részgráfról 

eldönti, hogy feszitőfa-o. Akkor a keresett AFl automata 

az AT ,AF,AZ és /45~automaták alkalmas szorzataként áll 

elő®

AmÁz — ^^z-'^-nek von valódi automorfizmusa ^

AmÁ €. •
2.3. Def inició!

2/h Tétel i

Aué másodrendű diadikus formulával de-Nyilvánvaló, hogy 

finiálhetó, Ralakban, ahol

közti kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés® Mivel 

nem feltétlenül gyenge diadikus reláció, o2J.® Következmény 

közvetlenül nem alkalmazható® így egyéb megközolitést ke

resünk ®

a csúcsok4

e « £G, JP( C ) alopgráf ,2.5. Lemma i legyen

JL =: ( ^ , ... a csúcsok C^j-ből származtatott rende

zése, 5" pedig a G- automorf izmusa® Legyen Jt/= ),•••, £‘Cvn ”)).

Akkor fa-permutáció.

legyen ( F, j^>) Jt -t származtató olapfa® Legyen 

F feszítőfa képe® Mivel в' automorfizmus, ha

Bizonyitási a

e-(F) az

(vClVj)eE (er(vc)te-(vj))£B is tel-, akkor
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11* >■ u.-r i ■ M.)

4o

fi'Cf1) Összefüggő és kör- 

mentes, valamint minden csúcsban
j esül»

tartalmaz élt, azaz szintén foszi-

F -főitőfa, mégpedig

A J? irénytürendszor egy )
iránytürendszert határoz meg (TC^O-n

izomorf e

a természetes módon: ha v szomszéda

inak sorrendjo Cvc4 ,• • • I vü j> ) , ok

kor r(v) szomszédainak sorrendje 

, r(.vCjL)) .

A preordor rendezés definiciójából 
következik, hogy ekkorit a 

(6~(F 6“fjO) olapfa által megha
tározott rondozé3<.

v3

^3 ^T-
4 *4

V5 vz : 6*
“>

♦ VAO 

-> V*

V*

V9

v5

V"1

V3
VSV9

V2

VS
12. ábra

A2lTétel bizonyítása: először olyan AU automata konstruk-

^ = (4„ p ■ • -I

morfizmus-e. Az АЦ automata egy /\3 automatából, és az 

ДЗ működésével párhuzamosan a Jí -hez tartozó (FjJ^ a- 

lapfán ДЗ -at szimuláló A3* automatából áll. Egy-egy

cióját vázoljuk, mely adott 

mutáció esetén eldönti, hogy a

Vb’n ) 

leképezés auto-

fa-per-

IA «*"» A
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üzenetekkel egyezteti, hogy az egymásnak megfeleltetendő 

élpárok a gráfnak mindkotten élei, vagy nem-éloi, Ha elté
rést tapasztalnak, Jt nem automorfizmus„

Az AlÁ automatát az 2.4. Lemmábon szereplő AF'l automa
tával szorozva olyan automatát kapunk moly eldönti -ot „

Gr2= (\4séT2)9ráfok gyenge direkt 

szorzatán azt a 6r-= (V, 6 ) gráfot értjük, melyre

2.9. Definíció s a és

V= XV2

Legyen XG~ *=• [ G-? 3^ 1^2. ’ ^ ^ ^ ^ .

Két gráf gyenge direkt ozorzotát a 13«. ábra szemlélteti,,
Megjegyezzük, hogy a "kínálkozó" 

partició éppen független halmazok
ból áll, igy az összefüggő partí

ciók fölsorolása és őzzel együtt 

а 2.2..Lemma közvetlenül nem alkal
mazható«, A továbbiakban szükségünk 

lösz az alábbi lemmákra« А 

graf éleinek оду £Г « Ели-.. 

partíciója összefüggő él-partició, 
ha minden ь -ro az E L' ólholmozok 

összefüggő grófot alkotnak,,

2.6. Lemma % /ld0 Lovász [l2.]/j x G% okkor és esek okkor összefüg

gő, ha , ^2. ös8Z0függőek és legalább egyikük tartalmaz 

páratlan kört,

2.Ч-. Lemma s az összefüggő él-particiók felsorolhatók„
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2.3.Megjegyzés ? egy él-partició kódolásán az egy halmazba tartozó 

élek összetartozásénak közös csúcsúkban való tárolását ért
jük»

Bizonyítás t legyen G =: £л и.. ,v t

élek szokásos rendezésében

GjnCy«/. és legyen az 

valamint

< e^c.. ^-^U. « 19У minden él-partició halmazait egyértel
műen rendeztük* A felsorolás ezután az A4* automatánál
használt módszerrel elvégezhető.

2.3, Következményi lokális gráf-automatával kiszámítható

a-Cvifio^jЕцП Ej = <j>, EV ó'f-6* — (y... I/ G ц ímax

tetszőleges tulajdonság*
Most visszatérünk a gyenge direkt szorzat vizsgálatára»

ahol

XG g *2.5.Tétel s

Bizonyítás; tegyük fel, hogy <5-=б^ A2.6.Lemma szerint
pl. &2. tartalmaz páratlan kört. Legyenek ^r- «4' I

G-j gráf élei ésa
EC = -e-c X G'^

Ekkor Ej összefüggő, mivel -ről feltettük, hogy tar
talmaz páratlan kört. Másrészt nyilván (G

t = i I • • •/ b .

Gu)
éleinek egy partíciója, azaz (Gn/ *•*, Eu ) összofüggő

a1/’ “I

él-partició.
Nézzük meg, hogy (F/t,--« | B|j.) milyen további tulaj

donságokkal rendelkezik.
A gyenge szorzat definíciója alapján az Ej által al

kotott gráf páros gráf.
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Legyen 6^ páratlan köre К 2 

pedig a egy olyan feszítőfája, melyre f*
/Ld„ a 13о ábrát«/

f2K^egy álé ,
)

Z •

Л gráf tetszőleges -ß£>" élére«

X F z
két F^-vel izomorf F31 fából 

áll, melyeket

*£, >< *4

egyik <2/ éle az gráf

egy F0 feszitőfájává egészít ki* 

Könnyen látható, hogy léteznek 

olyan Vg ( V^. csúcsok és 

iránytürendszerek P3 -on és Fvy -en, 

hogy az általuk származtatott sor
rendben 0 megfolelő indexű csúcsok

Ö

"egymás alattiak" legyenek /ld.

ill« wj.M/y 

L -edik és

15. óbro/ Ha Vt- 

az F3 ill»

j-edik csúcsa, akkor igazak a követ-

^ fo

kezők t

(1) C, Vj ) €s G (WC , 'Yj ) & &

(2) Cvj,Wj)6G Cwt

C3) Ót, Wű ) ф£\

Legyen

H,, = £v-' ve F3| oL(v,Va) F3-<>«<• pareí ^ V

«'S ve Br,, , JL (v( ) F^. - Ь-оп p сл'г^-Ыс! nj

F^—beh páros J [j 

<L(V, 1/3 ^ -беи poln>-h I e *J*

V •

H2= VG F4

.* V/ <5 f~3

/

t
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Akkor, mivel páros gráf.

(4) Нл ( H2 független halmozok.

Az eddigi feltételek csak azt biztosítják, hogy az F ^ által 
alkotott gróf előáll ^ x gyenge direkt szorzatként^ még
azt is biztositanunk kell, hogy 0 Cd gráf ű-től függet
len. Tekintsük a gróf ■£<; , éleit. Ekkor az X

•ej X&z gráfok között az (F3l'( FJ ) és ( ) fák
közti oorrendtortó leképezés autó-

és az

morfizmus•
Továbbá igaz az is, hogy 0

( H, , ) ( ( Hjj1 f FlJ ) halmazokra

Ы ( H> Hi)n (HÍ. h J ) = /

<= h£;
vagy

« HoXn НсД;/I

teljesül.

16. ábra

G X6^ , akkor

S1*,) összefüggő élpartició, és mindon 

F L~ ( F3° U U -e,b) feszítőfája 

iránytürendszere, hogy az (l) - (5 ) föltételek toljosülnek. 

Ezek a feltételek elégségesek io, mert az (1),(2),(б) folté”

(3*2, gráfok meghatározhatók.
Másrészt az 4. Ó3 7. Lemmák alapján az élparticiók, 

feszítőfák és iránytürendszorok felsorolhotók, és a feltételek 

teljesülése lokális gráf-automatával ellenőrizhető.

Az eddigi feltételeket összefoglalva? ha 

olyan (C1r.. ,
Ei~-nek olyan

van

L -re és

telekből a <5;Л •
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Azonosítási probléma

Gráfok mely osztályához létezik olyan automata, mely egy, az 

adott osztályhoz tartozó G gráfból származtatott bármely 

lapgráfról indítva végül mindig ugyanazt a vfiV csúcsot jut

tatja kitüntetett állapotba? Másképpen fogalmazva: mely grá

fokon tudhat egy automata bárhonnan indítva mindig ugyanoda 

eltalálni? Az alábbiakban erre a kérdésre adunk választ*

a-

Legyen

V *• V6* G \Awk(&) ' 6"Yv) = V ?Jr.3 V 6

ahol (&)

2.S. Lemma t ha G$-ckS, akkor jG-j-re az azonosítási probléma nem 

oldható meg.

Gr gráf automorfizmusainak halmaza*a

Bizonyítás: legyen a tetszőleges kiindulóponttól "megtalált"

* Mivel van olyan

^(v0)= Ф V0 * Legyen G0 

pedig G(GC) • azaz a címkézésre

Vvő V -re, és hasonlóan, ha (v{w) о V csúcsban az i-edik 

él, okkor Gr^ -ben (6~(v) 

i-edik él* Ekkor <9^ -ről indítva,

-et találja meg, vagyis ellentmondásra jutottunk*

A továbbiakban felhasználjuk Póso (lAj alábbi tételét*

Pósa [14] : létezik olyan (diedikuo) másodrendű 

formula, mely tetszőleges & automorfizmusmentes gróf csúcsain 

rendezést definiál.

6 уАыЬ(&) , melyre 

tetszőleges alapgráf, <9^

Сл ( cr(\s))~ Cc (v)

У0csúcs

6~(v ] csúcsban legyen 

az automata 6'(v0)^v^

2.6.Tételt
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Bizonyítás: a csúcsokat tetszőleges sorrendben véve, írjuk 

fel a gráf adjacenciamátrixát. Különböző permutációkhoz 

különböző mátrixok tartoznak, különben a permutációkban 

egymásnak megfelelő csúcsokat egymásra képezve a gráf a- 

automorfizmusát kapnánk« így van egy permutáció, molyhoz 

a /pl. sorfolytonosan leolvasott/ legkisebb mátrix tarto

zik« Ez a permutáció definiálható /diadikus/ másodrendű 

formulával, mégpedig
Ф0(ЯА)<г> !i n.rc+id. Л VR2(R2 h‘t). (3/\g pdrosi'-ías ■’!£))

í (x„Xz)

3? (*,,*»>= 3 li1 (§0(RJa

alakban, ezekután pedig

alakban adódik.

A tétel alkalmazásánál ugyanaz a nehézség lép föl, mint az 

automorfizmusmentesség eldöntésénél: a definiáló formula 

nem gyengén diadikus. Az azonosítási probléma megoldásában 

újra az ott alkalmazott észrevételt használjuk.

2.?-.Tétel: ck.3 -ra az azonosítási probléma megoldható,

létezik olyan automata, melyre tetszőleges G~ €. S 

gráfra, minden G-^zz QG-, j>lC0') alapgráfra /ahol Q> az

L-C&a, A) lokális gráf-

-automata végállapotában ugyanaz а V csúcs kerül kitün

tetett állapotba.

azaz

/\ kezdőkonfigurációja/ az

gráf fa-permutációi, 

a hozzájuk tartozó ad jacencia-mátrixok. 

mín » ahol a rendezés pl. sorf oly

tonosan olvasva értendő, és legyen továbbá

aBizonyítás : legyenek JC,, v ..

Л (лл)г.
Legyen /\ -

• I

• I

: A (jCb A J •P-f Ki
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V0 = ^ ^ : V 6~ £ yjUvb (с~) : б~(у) = v JTekintsük а

halmazt, mely feltételeink szerint nem üres* Azt állitjuk,
V6 V0

JZJ e P =7> Jc£cv^ « JCj Cv;

ЛС'Л/б P ,

hogy minden ~ra

(Г*) Ль I

teljesül. Tegyük fel, hogy

Jt * (\/)Ф Jtj(V)

\/ l--- ^ C^j
/mert A (JLc Л QjZj ) / és \/-t nem hagyja fixen«

Az is igaz, hogy a (■$) feltétel csak V€\/o -ra 

teljesül. На \/ф , legyen 6“ olyan, hogy &'(\/)Ф\/

és *Я1 € P tetszőleges. Akkor JL 6~ € P 

JT(v} Ф JZ<r(v) .

P rendezést definiál Vp

nositandó csúcs az ezen rendezésben minimális elem, A koré-

fa-permutációkat felsoroló /А P'1 

tából a szokásos konstrukciókkal kapható.

és

akkor a leképezés automorfizmus

, és

Vagyis csúcsain. Az azo-

sett automata a automa-



3 Definiálhatóság

A fejezet első részében gráf-tulajdonságok, második ró- 

szében környezetfüggetlen nyelvek definiálhatóságával fog~ 

lalkozunk. A gráf-tulajdonságokkal kapcsolatban elsősorban 

negativ állításokat keresünk« A definiálhatóságra vonatkozó 

negativ eredmények összefügghetnek bonyolultságra vonatkozó 

negativ eredményekkel г közös vonásuk, hogy adott probléma" 

osztálynak valamely /logikai v. algoritmikus/ kereben való 

elhelyezhetetlenségét mutatják. Közvetlen kapcsolatot mutat 

Fogin már idézett tétele: ha például belátnánk, hogy a Hamil- 

ton-kört nem tartalmazó gráfok osztálya nem definiálható eg- 

zisztenciális másodrendű formulával, ez ogybon az f\J P Ф N P C 

sejtést is igazolná.

Két módszert használunk fel: az un. Froissó-Ehrenfeucht- 

-játékokat és az ultraszorzást. Ezek segítségével az 'S

osztályok közti valódi tartolmazási relációkat álla-és &

pitunk meg.

Először példákat mutatunk definiálhatóságra, majd a fel

használt matematikai logikai segédeszközöket ismertetjük. Ez

után igazoljuk a gráf-tulajdonságok definiálhatóságára vonat

kozó negativ állításokat. Ezeket /а ЗД,{3.^. Tételek kivételé

vel, melyek egyéb osztályokkal foglalkoznak/, a 

foglalja össze.

Ebben a fejezetben gráfon véges, hurok és többszörös élek 

nélküli gráfot értünk /és nem tesszük fel, hogy a fokszámok 

korlátosak/.

Я-. ábra
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»GA következő jelöléseket használjukj 

Harailton-kört^ , JÁdkcJh— jf £ ; & tart« teljes párosítás t J- , 

Oft =r ^ G- •’ G- összefüggőj , cJtth — ^G 

musa

tart«

<S--nek van automorfiz-

b
t?éíe6

5

v>C

ábra

4—(4 ........................

A fejezet második részében a környezetfüggetlen nyelvek 

egy logikai karaktérizációját adjuk meg, a Fraissé-Ehronfeucht- 

-játék alkalmas változatának segítségével«
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3. A . Példák

ЗА. Lemma:

Bizonyítás: megadjuk a definiáló formulát«

$A>hx*(R‘(
^2^ ( )" Í V H (foH (*) Л Зх^Т Н(х4)^-т» 3 Х2Х3 ( Н(х1)л'1 Н (Х, )д Г. 2 С Ха) Хз

$- эМ$, (L)a $,CD) .

)-> R(x4i Х*)) Д Vx4 3 Ха Xg ((*2,Ф *в)Л (хлА*) /\

л Кч(х4|ХзМ ( R^(xu (х^ах* V XgíXy
*4 AzI

azt fejezi ki, hogy Rj 

másodfokú, azaz független körökből áll, §2. 

minden részhalmazt és a komplementerét köti össze -beli

részgráf, melyben minden csúcs

pedig azt, hogy

él.

j,.3.: v'cV, VJ (t- be.«m<*x. -ple-n3.2.Lemma %

Bizonyítás ? megadjuk a definiáló formulát«

^4 (V) 13 X2, (x<) A V (■xz))~!5> ^ ^ » Хг.))
Ф2 (V* )= [ V v" ( íj (Vй) Э R4 ( Vx^ хг ( R4(x,,X*>-* Ps (x*,xz)) Л

A ( VX3 ((V (хз)л 1 v £3! x^. (v (*»<>) л Р,^ (*з, *е0)) л 

( Vx3 ((V'(x,) л-7 V" (х3))-,Э$1х* (V(*0 Л a, (xs,A

§<(V')a $jv') .
Itt ^ azt fejezi ki, hogy V független halmaz,

\ /иazt, hogy minden V független halmazra v - у

v'-vn

pedig

élekkel

~be /az aláhúzott feltétel nélkül azpárositható 

állitás nyilvánvaló/.
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Ez nyilván elégséges föltétel» 

Szükségessége azért igaz, mert

(V- V", V'1-V)
páros gráf» Ha a lefogó pontok

> I V"- V'J
akkor a pirossal jelzett halmoz 

IV'l -nél nagyobb független» 

így König tételét alkalmazva 

kapjuk az állítást»

minimális száma

A S. akna .

Л következő példában olyan elsőrendű formulát keresünk, 

mely az h csúcsú összefüggő gráfok osztályát definiálja»
Az alábbi lemma azért is érdekes, mert felhasználható logikai 
elméletek bonyolultságának alsó becslésénél /ld„ Ferranto- 

-Rackoff Z7l/o

3.3.Lemma • / Pósa [jLA-J/* létezik olyan, a gráfok nyelvén irt &h 

elsőrendű formula, melyre ha a G=s(V, 6") gráfra |v)=s n 

G ^ & összefüggő, és kvantorainak

3 C«-'«?! + 2. .

I

akkor

száma

Bizonyítás: Ha & csúcsainak száma n , okkor G* pontosan akkor 

összefüggő, ha bármely két csúcsa összeköthető legfeljebb 

hosszúságú úttal»

n-A

Ü!j£ olyan, a gráfok nyelvén irt formula,
mely pontosan akkor igaz, ha X1 és összeköthető legfeljebb

hosszúságú úttal# Akkor

Legyen

(**,*2.)* Эх3 ( ^ ^/з)А Cx3, *2.}) •41 -€ +• i
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Itt ^ kvantorainak számát kv^ -lel jelölve, kv/^ a 4 ,

= 2,- kv^ 4- A }
ki/ =s 2^- 4 • Vegyük észre, hogy ^

Au

és

kv
x-h

másképpen is fel-azaz

Írható*

У^+<1 3x3\/x^.Vx9 х3?л(х5=хг>))-»

Erre a felírásra kv a 3 ,
4

к\/ e íkv + 3
А+Л -£

= 3 X .

és

azaz

-e-4 -e2.'" и < П 5 2^4-í , okkor minden n csúcsúHa most

gráfra £ pontosan akkor Összefüggő, ha ■ *■

^=з ^X 2, , X 2 ^ .

$ = ^Х,Хг {£
y\

x2. )Vagyis a

formula eleget tesz a lemma feltételeinek*
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3. 2_ ,Matematikai logikai segédeszközök.Fraissé-

-Ehrenfeucht-játék

Most egy olyan módszert ismertetünk röviden* moly haté

kony eszközt szolgáltat struktúraosztályok definiálhatóságá

nak vizsgálatára. A módszer Fraissé-től származik* Eherenfeucht 

alkalmazta elemi ekvivalenciával kapcsolatban /melynek eleve 

csak végtelen modelleken van értelme/, véges modellekre pedig 

Fagin [33 használta az összefüggő grófok osztályának egzisz

tenciális, monadikus másodrendű formulával való definiálhatat

lanságának bizonyítására.

Tekintsük a következő játékot. Adva van két gráf* és

Gz , és két játékos, X és Л . Egy forduló abból áll, hogy Л 

választ egy gráfot a kettő közül, és abban egy pontot, egy hal

mazt, vagy egy kétváltozós relációt. Ennek megfelelően Ж a má

sik gráfban választ - I választásával összhangban - egy pontot, 

egy halmazt, vagy egy kétváltozós relációt. Előre rögzitett 

számú П fordulót játszanak, az Па forduló után X akkor 

nyer, ha a választott pontok által feszitett struktúra 0 két 

gráfban /az újonnan felvett halmazokkal és relációkkal együtt/ 

izomorf. Ellenkező esetben X nyer.

Tehát ЛП arra törekszik, hogy sikeresen "utánozza" 

et a másik struktúrában.

A játéknak több lehetséges variációja van, attól függően, 

hogy lépésként milyen struktúrák választását engedjük meg. Ha

X-

* •.*' ‘



Ha

csak pontokat választunk, elsőrendű játékról, ha pontokat és 

halmazokat választunk /másodrendű/ monadikus játékról, ha 

pontokat, halmazokat és az élek részhalmazait választhatjuk, 

/másodrendű/ gyenge diadikus játékról beszélünk«

Az alkalmazások alapjául szolgáló lemmát a gyenge diadi

kus játékra vonatkozóan mondjuk ki«

3. A Definícióx a gráfokat n-edrendben ekvivalensnek ne

vezzük, /és G1 =hG2, -vei jelöljük/ ha az h-forduiás já

tékban К -nek nyerőstratégiája van«

3.4 Lemmai ekvivalencia-reláció.

Sл ^ e Megadjuk X, 

nyerőstratégiáját a játékban. Legyen X lépése

G^~ben /pont, halmaz, vagy részhalmaz/, erre X vóla-

(G,, 6ra) játékban adott nyerőstratégia szerint Sp . 

Tekintsük а játékot, és tegyük föl, hogy ha itt X

a G2 -ben ^2.”t választja, akkor Ж 

tégiája szerint választja.

A játékban JL válasza

/Hasonlóan járhatunk el, ha X 

dúló után Ж nyer, mert a ő^-bon és ^-bon választott 

struktúrák mindegyik а Ж. által fiktiven G^-bon választott 

struktúrával izomorf.

Bizonyítás g Legyen G-z és egy

sza a

6^-ban nyerőstra-

Sj-re legyen „ 

^з-ba kezd«/ Akkor n for-

3.5.Lemma a [ll] : ha G^ &

dikus, legfeljebb h kvantort tartalmazó formula akkor és csak

“>n,

okkor egy /másodrendű/ gyenge dia-z •

G en, amikorakkor igaz 1 ~
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Bizonyítás : tegyük fel, hogy a <F formula igaz G^-en, de 

nem igaz G^-n. Az h -fordulás gyenge diadikus játékban 

nyerőstratégiát fogunk megadni X számára, és ezzel ellent

mondásra jutunk az definíciójával. Az egyszerűség kedvé
ért a lemmát a

$ =* 3 5^ V S 2 3 5 3 ÍÜ ( S* , 5 2. , 53 )
esetre igazoljuk, általános kvantorszerkezetre a bizonyítás 

teljesen hasonló, de túlságos formalizmust igényelne« 

Feltételünk szerint:
(3^ Э \f S 2 Э S 3 C S л , S’2., G 3 ^

Ga j=r V vS ^ Э S 2 V 5 3 1 4^ C ^ /1, S 2.1 5 3 )

S«; elsőrendű, vagy gyenge diadikus másodrendű változó«
G^ gráfban olyan struktúrát

ahol
Az első fordulóban X

V S23S3 S2m5b) teljesül« X vála-választ, melyre
-ben legyen .

G?_ -n $
sza

' -hoz létozik olyan SV, , 
VS3 1 С ) teljesül«

Mivel hamis,
melyre (5^ -ben

A második fordulóban X a grófban választja eZÍ az 5^ 

struktúrát. X válasza Gj-ben legyen 1 «
igaz, Sj -hez és 

teljesül«

ö -n f
%(^,s2',s3)

-hoz van olyanMivel 
, melyre
A harmadik fordulóban X 0 6^ grófban választja ezt az

S3 struktúrát« X válasza G, -bon legyen

(y- -ben 
Z

IS3 « Mivel
VSZ ^ ( S,1, SZlS3) » Jgy végül

h s, ,s s3)2 1

<%, hl'Ü ( s,', , 5s';
ami ellentmond a választott részstrukturák izomorfizmusának.
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3.4 Megjegyzést a bizonyításból jól látható, hogy a változók jel
legéről semmit nem használtunk ki* Szóról szóra elmondhat
tuk volna ugyanezt a másik két fajta játékra /és akkor ter
mészetesen a megfelelő formulákra/, sőt, olyan általánosi- 

tott kvantorokra is, ahol egyes változók speciális struktú
rák lehetnek, feszítőfák, független halmazok, stb* Megköve
telhettük volna azt is, hogy Ж-nek csak olyan játékokban 

legyen nyerőstratégiája,ahol meg von kötve, hogy X gz i-edik 

fordulóban &g^-be játszik adott tipusu változóval, ebben

az esetben a tételben olyan formulák szerepelnek, melyek 

i-edik helyén rögzített kvantor von /Я, ha X abba a gráf
igaz, ellenkező esetben V / • Fogin 

ilyen speciális játékkal bizonyltja azt a tételét, melyet a 

bevezetésben említettünk*

ba játszik, ahol §
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Ultraszorzat

Az ultraszorzás a modellelmólet egyik alapvető operációja tíj' то 

delletc konstruálására» Az alábbiakban egyszerűség kedvéért 

gráfok esetére szorítkozva ismertetjük a fogalmat»
a

H halmaz ~ p3 • 2, • Definíció ? egy részhalmazrendszerét
ultrafilternek nevezzük, ha - ^ ф 'Ц,

- XeU>X£Y^> YeU
- ^ XnYeU
- VX-re vngc, H-XeOÍ .

П Hy= ^ .principális ultrafilter, ha
X-6P

3.2.Megjegyzés г be lehet látni, hogy minden végtelen halmazon lé

tezik principális ultrafiltor*

3.3 Definíció ? legyen &ла(уЛ[ £*) , (V&, £a)

sorozata, *1X ultrafilter /К/ -еп» A 

ultrnszorzata a következő (rafl/, H) gráf»

grófok egy 

gráfok
l * • ♦

I G&j « * »

G2>

\/= ,x vó , azaz a Doscartes-szorzat két elemét 

ekvivalensnek tekintjük, ha azon koor

dináták halmaza, molyon megegyeznek, 

Ж -beli»

c »'l
U

E definíciója?

((*4» I ))£ E
♦ ♦ t t* ♦

$

yiE^ б 'XL f
f SZEGED S

4:

f
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cO

G = X* Gi
L~ Л

xójí3ő€ • Delelésbenahol

33.Meg,1egyzés : az igy kapott gráf csúcsainak száma kontinuum. 

Az ultraszorzatok alapvető tulajdonságát mondják ki az 

alábbi tételek /ld, pl, Chang-Keisier f2 3/:

ЗА .Tétel I legyen

nyelvén^zabad változói , ...

•• jXn") elsőrendű formula a gráfok

, Legyen továbbá
л I •

X*

) .... ) •Z I ‘3-1 * l * * *I

Akkor

G- H ® (*-« I *“ I ) .' ь : Gl к ?(x \ Old'llu r ” I
L

Ennek a tételnek a "pszeudoelemi" változatára lesz szűk-

s égünk«

,Xn) egzisztenciális másodrendű3.6.Lemma : legyen

formula, melynek szabad változói elsőrendüok, Kt 

a fenti„Ekkor

Л I • ** I

x* б rlL ==> Gr j= (x4,,(=* 5(*c. ** ) .•••I

.3 Ru ^
gráfo-

^ igaz, felvehetjük a -t kielégítő

Bizonyítás vázlata: legyen a üF formula

alakú, ahol elsőrendű formula«. Akkor azon

kon, amelyeken

3R, • »<

relációkat. Ezen relációk ultraszorzatait tekintve

) relációstruktura ki fogja& -n, a kopott ( R ( R 

elégíteni ^ -t /itt R a gráf éleit jelenti/.
л I” I

**
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З.Ъ- Gráf-tulajdonságok definiálhatósága

A definiálhatósággal kapcsolatos negativ állitások 

igazolásához célszerű olyan gráfokat találnunk, melyek /a 

játékoknál definiált értelemben/ ekvivalensek® Ilyen gráfo
kat konkrétan megadni általában elég nehéz, azonban erre 

nincs is szükség® Ekvivalens gráfok létezését az alábbi lem
ma biztositja, mely [ll] egy lemmájával analóg. Az re
láció alatt a gyenge diadikus játékra vonatkozó ekvivalen
ciát értjük.

3.? Lemma % ekvivalenciaosztályainak száma legfeljebb
n-IYV

I
ahol i i

m*o

F(rO=» 2.

SCm,ó) másodfajú Stirling-szám.ahol

Bizonyítás s tegyük fel, hogy valamely G gráfban n forduló

pontok és az
kerültek kiválasztásra /ahol R.Ú monodikus vagy gyenge 

diadikus reláció, és a Pf pontok, valamint az Яс relá
ciók közt egyenlők is lehetnek, hiszen pl«, ugyanaz a pont

Rn_m relációkutón a , * * • 1 » » iI

több fordulóban is választható/. A választott pontok ál-

*j Ru,) tipusu struktúrák /itttál feszitett ( R ( R 

a gráf összekötöttség! relációja/ száma legfeljebb
4,..

±г®(г n — m
C [ .

L =» Л
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, Pmp 
11Ugyanis ha 

2&)

egyik Rí is legfeljebb 
• *

21, adódik, de 2. ^2

közt L darab különböző pont

van, ezek különböző részgráfot feszíthetnek, mind

ed monadi-a«) -féle lehet /ha 

/ „ Az m pontot l részre 

különböző módon particionálhatjuk, és minden parti-

Q)-Mkus ,

• Iciót L . különböző módon rendezhetünk.

így no -re összegezve egy ) felső becslést kapunk

az r\ forduló utón elérhető részstrukturák számára, ahol

ti ! S(m, t) .*»)«£ Zl(i,(2(*
тз о C

n-mк )-H )

Alkalmazzunk "visszafelé való indukciót". Tegyük fel, hogy 

n-j forduló után о P pontok, és az Rí, 

halmazok kerültek kiválasztásra. Rendeljük hozzá

P
érhető végkonfigurációk halmazát. Ez legfeljebb 2.

4 I « * » I I

Rn~-I~ »V,1 )R 'i I * * • -höz a következő lépésben el-m I
<f>( n ")

fé

le módon lehetséges.

És igy tovább, minden (Ej,..., Pc, 

hozzárendelhetünk egy (n+4-b-J) -edrendü halmazstrukturát, 

mégpedig legfeljebb

, Rj ) választáshoze « *

Z L-J

félét, így a kezdőállapothoz, és ezzel a & gráfhoz

féle halmazstrukturát rendelhetünk. Azt óllitjuk, hogy ha a 

gráfokra a hozzájuk rendelt halmazstruktura meg

egyezik, akkor a ( 6^ ( (5“a, ) játékban II-nel< nyerőstratégiája

van. Ez valóban indukcióval látható: I egy választása egy

61, &2.
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eggyel alacsonyabb rendű halmazstruktura választását jelenti 

(7^-ben, ehhez -ben tartozik egy olyan választás, mely 

ugyanazt az eggyel alacsonyabb rendű halmazstrukturát származ

tatja. /Könnyen látható, hogy pont választásának csak pont vá

lasztása felelhet meg, és halmaz választásának csak halmaz vá

lasztása./

ЗЛ.Megjegyzés: ha elsőrendű játékra szorítkozunk, a megfelelő

ekvivalenciaosztályok számára ugyanígy kapunk felső becs

lést csupán lesz
n íi) .2 2 i ! S(n,c)

alakú.

3.5.Meqjegyzés i a lemma a következő, talán meglepő módon is fogal

mazható; akárhogy adunk meg F(n) -f-'l darab gráfot, ezek 

közt mindenképpen akad kettő, melyeket semmilyen legfeljebb 

П -kvantoros formulával sem tudunk megkülönböztetni. /Itt 

megint hasonló állítás érvényes bármilyen tipusu struktu- 

raosztályra, és bármilyen kvantorra./

Legyen "jT* gráftulajdonság, J ^ ^ J П £ & ‘ № I— ,

Jn a 3 -beli b -csúcsú gráfok halmaza. vA-i természe-azaz

tesen elsőrendű formulával definiálható minden rögzített n - 

re, hiszen csak véges sok gráfot tartalmaz. Kérdés azonban, 

hogy hány kvantor szükséges egy definiáló formulához? Nyilván 

П kvantor mindig elégséges, hiszen

]*П Г A ) AL 4$ ti n
3 X,, * • • »

«VS» r.
formula, ahol (-4 в <í ) az összes

li gráfok teljes leirása. Az alábbiakban alsó becsléseket adunk

definiáló -be-
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К CT).a definiáló formulák kvantorainak számára, melyet 
vei jelölünk*

3.2.Tétel г ^ [ ~gj •

£ %Bizonyítás s legyen kvantoros elsőrendű definiáló
formula, melyre tehát minden 

sül, hogy
gráfra telje-П -csúcsú

(; 1= I & в Жалп .
Legyen továbbá ^ és két

&л в 1 б*2.Ф %urij é

n -csúcsú gráf, melyekre 

s az elsőrendű játékban (Э^

Akkor a 3.5. Lemma szerint minden legfeljebb kvantoros
!£ formulára

G"4 2. *

(Я, (= ^ ^2i= i ,
fi -re tett feltevésünk miattvagyis a .

így állításunkat beláttuk, ha meg tudunk adni egy

Эл - (\ Ea) és egy G-z~(\4, Ez) gráfot úgy, hogy az
alábbi feltételek teljesüljenek?

СО |V„ j~|Vz j

<5-^ <S ^ &2, Ф
^ “»n, ^2-

= n

fűt)

az elsőrendű játékban, aholCCLO
ГЛ

Legyen először n páros* Delölje ) az t-fj

csúcsú, egy c és egy J elemű független halmazból álló

teljes páros gráfot*

<V B( s, * )
Ga=

Legyen

§ + <).I
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о nn - Л<—> Zг

оУ\

§ + *z

Si

1 3. .

&2 ф* é^dm, ,Akkor nyilván 6 <?&tm # másrészt

Hamilton-kör csúcsai felváltva tartalmaznának alsó és felső

mert a

pontokat»

Be kell még látnunk, hogy a (ŰV; feltétel is teljesül» Eh
hez megadjuk II» egy nyerőstratégiáját» II» az ábrán jelzett 

módon megfelelteti egymásnak és Gx komponenseit» На I»
az egyik gráf valamely komponenséből választ pontot, úgy II» 

a másik gráf ezen komponensnek megfelelő komponenséből választ 

pontot, /На I» már választott pontot választ újra, okkor II„ 

is ennek megfelelően ismétel*/

így a játék során a két gráfban választott részgráf két 

izoraorf teljes páros gráf lesz, egészen addig, amig II» foly

tatni tudja stratégiáját* Először akkor akadhat el, amikor a 

legkisebb komponens már megtelt* így ^ - A 

résén követheti nyerőstratégiáját»

На П páratlan, tekintsük a 2.0* ábra gráfjait»

fordulón át sike-



n-3n-4
<----- > 2»2.

/

D h +1n—1 -í 2.2.

«■ Ö-2
20. ejtr-й .

<^j€ másrészt б^.Ф’^-яТ'»

*í*)
mazna Hamilton-utat, de tetszőleges ut csak eggyel több alsó 

csúcsot tartalmazhat, mint felső csúcsot,

II, nyerőstratégiája csak annyiban módosul, hogy ha I, a 

kitüntetett csúcsot választja az egyik gráfban, akkor II, a 

kitüntetett csúcsot választja a másik gráfban, így itt II„-nek
n 3—5— fordulón ót van nyerőstratégiája.

Megint nyilván 

G^ tartalmazna Hamilton-kört, akkor В

mert ha

tártál-

3.4. Következmény г Kn (JAokcA,) ^ Ц- , ha n páros, Л fenti bizonyi” 

tás erre az esetre is alkalmazható, /Ha n páratlan.

К h ( ) - 4 . /
Ezután az összefüggőségre vonatkozó Kn mennyiséget vizsgál

juk, Előbb két lemmát igazolunk.

*£-hosszúságú láncк -hosszúságú, Gß3.g.Lemma г legyen Q^

(U. < -£) , és tegyük fel, hogy az elsőrendű játék első két

fordulójában a négy végpont lett kiválasztva. Akkor 11,-nek 

további 2. fordulón keresztül nyerőstrotégiája

van ,

(?k“ban

választ pontot, legyen ennek a közelebbi végponttól vett

Bizonyitás t Megadjuk II. nyerőstratégiáját. На I, a
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távolsága L „ Akkor II. a G^ -ben 

az egyik végponttól b távolságra 

választ pontot. A keletkező két sza

kaszpár közül az egyik izomorf szakaszok-

■o- o

c íл-*-*
ból áll, a másikon a rövidebbik szakasz 

>/ p|"j , igy indukcióval azhossza is

állítás igaz.
G-& Ií Gj^ -ben választ pon

tot, és ez az egyik végponthoz [!f j-nél 

közelebb van, II. a 

gyik végponttól ugyanilyan távolságra 

választ pontot. A fentiek erre az eset

re is vonatkoznak.

-O На I. a

í. /
° &-1 G[c -ban az e-

iil ŐJ

О-----------Q------- ■o

tw - g4 <S_£ -ben a végpontok

ig J -nél nagyobb távolságra vá —

^ /egyik/ 

középső pontját választja. A keletkező

igy az

На I» a

IfJ LfJ tói

laszt pontot, akkor II.

2.а\ог(л.

^ \л J «részszakaszok hossza 

indukciós feltevés megint alkalmazható. / ha 8 , Il.-nek

2. fordulón át vcjn nyerőstratégiája./

3.9. Lemma: legyen

hosszúságú körből álló gráf. Akkor ^ az elsőren

dű játékban, ahol m = 1Д53-2.И J ~ 2. ®
Bizonyítás ;tel<intsük a játék állását S lejátszott forduló

npedig kéthosszúságú kör,n 2.

után. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy a

gráf két komponensétválasztott pontok különbözőek. A
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l^2_ “Ve-l, a -ben választott pontokat

az ezeknek megfelelő -beli pontokat

ben választott pontokat / ha vannak ilyenek/ 

ezeknek megfelelő

h -vei,

fV-vel, о k2-
t«j -vei, az

Qj*-vei jelöljük.

A pontok indexe most nem a forduló sorszámának, hanem a körökön

e. -beli pontokat

vett sorrendjüknek felel meg»
I

Г» £

'*'Ч-

I23. ábra»
stratégiájában először is arra törekszik, hogy / a 

ábráknak megfelelően/ az egymásnak megfelelő 

pontpárok sorrendje az egyes körökön megegyezzen, és ha 

mindkét komponensén vannak választott pontok, akkor ezek

К
22., 23.
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-beli megfelelői külön köriveken helyezkedjenek el.

Ezenkivül kitüntetett köriveket tart számon, ezek az

kü/f -beli pontok lettek

ábr

G^-ben csakábra esetében / amikor

kiválasztva/ egymásnak megfelelő pontok közti ivek, a

-bői és

lc=Z , akkor a két

-bői lettek kiválasztva 

, &2. “ben a

iv közűi

esetében / amikor 

pontok/ (t. -ben a
tК К ■I s, ей1 \

I
Р, Ъivek / ha pl* a hosz-

szabb./

JL a következő feltételek érvényben tartására törek

szik: 5 lejátszott forduló után

1/ fV fi' Pi/ ( t =: "1, - . * I

If
C j’s ••• )% 4j-m

S = J ~ 5 ~ 2.

*/$/+« S"*s

ahol )

*1$ J ■2/ a kitüntetett körivek hossza 

Tegyük fel, hogy S forduló után s feltételek telje- 

S+1. fordulóban X lehetséges lépései a kö-sülnek. Az

vetkezőek :
C t = /I,... , U -Л )

Cj 1........ -Р-ч)
szakaszok valamelyikéről választ pontot ;

В/ X kitüntetett szakaszról választ pontot*

Az А/ esetben JL 

szakaszról az 1/ szerint létező nyerőstratégiájának megfelelően 

választ pontot, ekkor a pontok kivánt sorrendje, valamint az 

1/,2/ feltételek továbbra is érvényben maradnak*

А/ I a Pt /I

öy QjV , QjVm

választott szakasznak megfelelőa



А В/ esetben további két aleset lehetséges«

/azaz Gz - ben csak -beli pontok let-B . 1»/ — 0

22. ábra esete/. Legyen a választott 

Gvj -beli, és legyen

tak kiválasztva, a 

P pont d (f, f.) € oL f Ps, t ) I

a megfelelő körívek hossza«ahol cL

В.1.1./ ДД Pi Pi) 2?+4 J .Ekkor Ж a !<sj -beli kitün-

P1tetett köriven azt a pontot választja, melyre

a (pf; ) = .к p, p<)
és az uj kitüntetett körívek (Ps,P) , illetve (?s i?') °

(p, p„ ) sár', fV)
— fáfPx.r). ‘Ld'.nJbLírJ-izhJ

Ekkor / a két iv izomorf/, és

1/ és 2/ továbbra is érvényben marad.miatt

В.1.2./ cL ( P, Pa ) >, [ • Ekkor H -beli kitün-1
felezőpontját választja, és az uj kitünte

tett körivek (P$t P) , illetve fP t P1) .

(ЛСр.р.), <UŐ P/), d.(P/,r'))zl

a

P'tetett köriv

Mos t

J
2/ feltétel, másrészt a 3.5. lemmá-igy egyrészt teljesül s 

ból az 1/ feltétel is teljesül.

К 4 -beli, hasonlóan járhatunk el. 

. Ekkor a fentiekhez hasonlóan járhatunk

Ha a választott pont

В.2./ £4=- 0
-beli,

-beli pontot, ha P a 

kitüntetett köriv végpontjához van közelebb.

f<2_ -beli pont választása

ié! Ps kitüntetett

el, azzal a kiegészítéssel, hogy ha a választott pont 

akkor JP pontosan akkor választ

Megjegyezzük, hogy az első 

kor a stratégia szerint JL 

köriv

-ben a

-ben keletfelezőpontjával válaszol, ekkor a
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kező két uj kitüntetett körívre

( d ((’s, d ) , ^ ( Q , )) ^ I J
azaz a 2/ feltétel továbbra is teljesülni fog, Ezenkívül az 

első két forduló után nyilván teljesülnek a feltételek.

Innen S- n J — 2- választással kapjuk a lemma állí

tását.

Ezután kimondhatjuk Pósa tételét, melyet ő a

Fraissé-Ehrenfeucht-játékoktól különböző módszerrel bizonyí

tott.

3.3.Tétel :/Pósa (jl /: [. n J — 4 $ l^-n í? 3 )] 4- 2. .

Bizonyítás : a második egyenlőtlenséget a 3.3. Lemma igazolja.

Az első egyenlőtlenség a 3.2. Tétel bizonyításánál hasz

nált gondolatmenettel következik a 3.3. Lemmából,

Megjegyezzük, hogy a 3.3. Tóiéi felső becslése sz alábbi, 

kicsit erősebb formában is igaz,

3.2. Következmény t ^n C&f') £ § !"^fo 1 ■+* 2
bizonyításában azt jelen-в. 3.Bizonyítás : a Lemma

tette hogy *,■) és legfeljebb 2.^ hosszúságú úttal össze-

köthetők, Delölje azt a formulát
legfeljebb S ^

, mely pontosan 

hosszúságúakkor igaz, ha X,, és 

úttal köthetők össze. Akkor

3x3”‘Xí+4 Vxf+zxí+B

v (xs+a= Xs+/1 Л xs4s= Хг) ) —^ КУ. ^ (XJ42, **+ 3 )J .
e X ^ } V* • • • •

Kv -vei jelölve l<vInnen a kvantorok számát 

azaz tetszőleges -re

szükség az összefüggőség leírásához, A fenti állítás

-e-H = ’K5+/I)
van

S= -re

I
Г (к-л jl f +2 kvantorra

adódik,
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?0

A következőkben a bevezetésben említett tartalmazási

relációkról látjuk, be, hogy valódiak, a 3. 4 - £ • Tételek 

egy-egy ellenpéldáje segítségével. Itt jegyezzük meg, hogy

^-г. nyilván igaz, 'X^UYl G ^ a 3. 1. Lemmából,

Ol v-АД^
2.4-.

G oOз.е. Tétel következményéből, és 

Tételt követő megjegyzésből. Az ~ 5\e( 9

?.cg vM,-í?££) tartalmazási relációk a definíciók nyilvánvaló

a

a /

következményei. így a továbbiakban csak a negativ jellegű 

állítások igazolásával foglalkozunk.

ф- чАД- .3.4.Tétel:

í monadikus másodrendűBizonyítás ; tegyük fel, hogy a 

formula definiálja a Hamilton-kört tartalmazó gráfok osz-fcályát és
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s. és G, kétlegyen kvantorainak száma П * Legyen

gráf, melyekre

g, 6'VUm ( «=> <s, h i)
(2) G2ф 4U^ &zp$)

és (3^ =n GQ,

Akkor az ekvivalenciából

G1 к 5 ^ t= ¥
azaz ellentmondásra jutottunk. így a tételt beláttuk, ha 

meg tudunk adni az (l) - (3) feltételeknek eleget tevő <S. 

gráfokat.

cn

a monadikus máaodrandü játékban.

А З-Ъ Lemma monadikus játékra vonatkozó változatában

h -edrendü ekvivalencioosztályok számáraaz

.2 Щао C=4

•lAh ss 2
C^t I C2 f calakban kapunk felső becslést. Tekintsük a

Q teljes gráf. A 3.7-. Lemma szerint ezek

a monadikus má-

f'-M« «* i

gráfokat, ahol 

közt van két ekvivalens, azaz Q =„ с,-
sodrendü játékban.

Legyen

diszjunkt teljes gráfból álló gráf. Akkor

Ga ~ ("Cj-jCj CCu,Cj)(azaz mindkettő két

Ga .

egyik

(r^j másik komponensé-

hiszen megadhatjuk II. egy nyerőstratégiáját : 

komponensének C-ь -komponensét,

^‘-komponensót felelteti meg, és a két gráfpáronnek

külön-külön játszik, a páron tudjuk, hogy van nye-

(Ct,Cc) páron pedig a nyilvánvaló nyerő-rőstratégiája, a 

stratégiát alkalmazhatja.
Ha G^~nGz , akkor Gj Ez általában igaz a

monadikus másodrendű játékra, hiszen komplementerképzéssel
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П -edik forduló után adódó gráfok izomorfizmusa nem 

változik. /А gyenge diadikus játékra nem igaz, hogy

az

— n G2
gráf mutatja./

De = BCt.L) , <£a « BCb|3 )

- ezt éppen az itt használt két

, ahol В teljes

páros gráfot jelöl.

A 3.2.tétel bizonyításánál láttuk, hogy

5, . &z gráfok eleget tesznek az&2. ^ fá&svn- о 

СО-Сз) feltételeknek.

Azaz a

JA^choL ф JA,.3.3J<övetkezmény t

Bizonyítás: a fenti gondolatmenet itt is alkalmazható.

Jack ф- -3.5.Tétel:

§Bizonyítás s tegyük fel, hogy gyenge diadikus másodrendű 

j6íoé- osztályt definiálja, és ^ kvanto

rainak száma h . Akkor a 3.4.Tétel bizonyításának gondolat

formula, mely az

menetét használva ellentmondásra jutunk, ha meg tudunk ad-

G^ , G^ gráfokat, melyekre Gj G Jci*Jo , G^ ф jfcué f

&1 = n &2.

A 3Lemma érvényes marad akkor i3, ha a Fraissé- 

-Ehrenfeucht játékot nem gráfokon, hanem színezott gráfo

kon definiáljuk. Ha olyan gráfokat tekintünk, melyek csú

csait 2 színnel színezhetjük, FCn) csak annyiban változik, 

hogy a kitevőben egy újabb 2.L

ni olyan

és a gyenge diadikus játékban.

szorzó lép fel. 

az 2.4 ábrán látható szinozott gráf.
Tekintsük о H

Legyen

л I • •• /

színezett gráfokat, ezek
. . . .O- ■*

közt a 3.?:Lemma szerint van
Hí a, H3-

diadikus játékban.

u két ekvivalens:

2.4. ábra a gyenge
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I I
Legyen

25, ábrán látható két szí
nezett gráf.

és a

Akkor belátható, hogy 

a gyenge dl-e«' =n e2
adikus játékban« II« nyerő-

I

stratégiája a következő? a 

két gróf bal és jobb szárát 

megfelelteti egymásnak és a 

két páron különkülön játszik.
(Нс I Hj ) -n létezőa

nyerős tratégiónok, illetve

(Нс I Hí)-n létező természetes stratégiának megfelelően,
/А gráfok színezése biztosítja, hogy a két stratégia konzisz
tens, a kitüntetett csúcsra mindkét láncon ugyanaza a válasz./

&2. grá-Gx(„bői a

2^ a gyenge diadikus 

hiszen a "függőleges tengely- 

autóm or f izmusa« Végül ,

G4‘ -bői ésA színezést elhagyva, 

fokát kapjuk. Nyilván ekkor is 

játékban. Továbbá 

re való tükrözés" 

egy automorfizmusnál a harmadfokú pont kell, hogy maradjon, és
, Ezzel a tétel

állítását igazoltuk. Megjegyezzük még, hogy a gyengo diadikus- 

ságra azért van szükség, hogy II, nyorőstrotégiája megadható 

legyen a két szár-páron létező nyerőstratégia alapján.

G, esn &
s <AmÁ> ,

hiszen

a két lánc nem cserélhet helyet, hiszen

Az alábbi tétel bizonyítása Lovász (j!3j monadikus esetre 

adott bizonyításának alkalmazása a gyenge diadikus esetre.
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3.£.Tétel» /^Ufrb Ф 5-е •
5Bizonyítás г tegyük fel, hogy а egzisztenciális, gyenge 

diadikus formula definiálja а osztályt, és legyen

aR,... 3Rk ¥

kétváltozós relációk,

ságu kör, azaz G £ Ц If .
Legyen az az

G-1 -bői
relációk hozzávételével kapunk.

Тек intsük

egyváltozós, R-fe,,,-.* Ralakú, ahol ^k-JL

pedig elsőrendű formula«, Tekint- 

gráfsorozatot, ahol ££sük a c-hosszú-

Rk) tipusu struktúra, 

& -t kielégítő valamely R«j,melyet a

G?• egy J hosszúságú ivét. 

Ez az iv a csúcsoknak az R 

relációkhoz való viszonyát tekintve
4■11 " • i

legfeljebb
U—£• -e UC/-M)(zjn2.G.aíra .

féle lehet. Az hosszúságú körön felvehetünk lj-bz] db

diszjunkt j hosszúságú ivet, ezek között tehát lesz legalább

[tói 1
2 k(j-H)

Rudb /az R, ü.1( ..

Legyen

relációk szempontjából/ izomorf iv.• I

J= [iz^c J
. *4

> <-ekkor elég nagy ^ -re az izomorf ivek száma
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Tekintsük ezeket az izomorf iveket /1de -27. ábra/ Válasszunk

ezek közül kettőt, melyek között 

mindkét keletkező félköriven talál

ható egy izomorf iv /az ábrán AJ , ВJ /. 

Az Aj , választása után a körön

keletkező 4 évet jelöljük Aj ( , Cj
2 7.

/

!>c -vele Képezzük a ábrán lát-

Gt gráfot* Cj és Dj egy-ható

Ok **fzCiгaránt hosszúságú i- 

Gf -n az 

relációkat úgy, hogy Aj és Aj , ... f 

és D •О
natkozóan is izomorfak legyenek„ Fel-

7

vek« Értelmezzük

D: ezen relációkra vo-

tételezésünk szerint

&l¥= £ azaz

2?. ab na. VR,... VRU: &IW iy.

G-l , &lR-i I ••

-vei,
• I

illetve H,*-vel. Akkor
О

Jelöljük az 

gráfokat

relációkkal kibővitett

Hl oO

Au Hl Hr
Au He Hír
L-4 cOЛи Hl = X*

.3-) C~4

, akkorHa tehát igazoljuk, hogy

ellentmondásra jutottunk.

/Mind G-[ -n, mind ~n igaz a

Ух^Зх^Х^ (х2фх3)д К(х1(хг)л ЦхЛ1Хг)Л \6ц ('Rfci,**)-* v>4sX3

formula, azaz mindkét ultraszorzat mindkét irányban végtelen 

utakból áll./
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оxu Hí-oO s"У>и. H ;Az alábbiakban -gyei,-et -t
C~A C — 4

5Z -vei jelöljük,, 

Legyen vA e S Л , és

= min (<L(v^ fi) ,A(v\y öt) , cL (v\ , Яи ) , ci (v7- ( Si ) )^ l (V <)
a gráfon vett távolságot jelenti. Legyenahol

Vm e У •' {c •• ölj (V) = M j Ф j

\/Д - |v1é S4: 3w é M •' j b : A(V )= *76^

Pc, akkor az Д.- ivek hosszának vég-Ha t r ■ - (

\ c • ci(v\ , Pi)=m l $ b :ei(v1t Sl)=:»íztelenhez tartása miatt az

uhalmazok közül pontosan egy 

V"1va v 2.

-beli, eszerint particionál- 

halmazokat,v.1 v:-t kapjuk a

Hasonlóan definiáljuk a V* ( V2(P , , V2 s

A csúcsokat tehát aszerint particionáltuk, hogy minden 

hn -re "majdnem minden" / *Ъ(, -beli/ indexhalmazon "kriti

kus" csúcstól m -nél távolabb vannak-e, vagy ha nem , az

-ra mely "tipusu" csúcstól vannak "majdnem minden"

2.P r-'t 2,5
halmazokat.

adott m0

távolságra,
/j ^Továbbá legyen V & Ъ

L -re
XA (V) = íC!Vi£Ail, .. ■ 

Pi,J . Megint ezen halmazok közül pontosan egy

-re /

^D(V)= ÍC
lesz /1X -beli. Legyen

Уд = \ v'e-S*: ZA (V<)€ 'll l

VjJ = [кЧ £*■ Ij, (v"1) s 'W- i .
Hasonlóan kapjuk а уД ,...f \/Д 

Azaz a csúcsokat most aszerint particionáltuk, hogy majd-

halmazokat,

-re milyen tipusu körivhez tartozó csúcsot tarnem minden m

talmaznak,



és Q\
n 1 között izomorfizmus. Ez 

bijekciót határoz meg.

v1 vlv -I » v °

Legyen az a

és

közti bijekció, mely /At'és

S'1 és S гI
Ac I • • в I

Fközött egy
CT ^ végtelenP HalmazokBelátható, hogy a 

útjainak egy particióját adják«, Valóban, mert pl. ha

és W ^ -re

U ■Cv'1) - I s *1 £ %L
is következik. Hasonlóan látható be az álli- 

valamint а V *

(v\

akkor

alapján 

tás ^2. V£ halmazokra is.-re,
\ / Лígy elég igazolnunk hogy a két ultraszorzat а V л A ■

K.vt
A Vl Vt

illetve a halmazokra megszorítva izomorf. 

halmazok között P izomorfizmus, hiszen 

V1 ~et tartalmazó utón minden

<?; -beli szomszédainak szór- 

Р(\г*) »re is

, és

ha , akkor a

sugaru környezete V?

zatából áll, és ezek az m hosszúságú ivek 

ugyanazok / mivel v'FV^ , Ai'

Legyen ezután . Tegyük fel, hogy

v;,, л v;.
Ekkor a V1 -en áthaladó ut első mo hosszúságú sza- 

Ai -beli szomszédainak szorzata, majd ezután 

-beli szomszédainak szorzata következik, az ut másik irá- 

Ai -beli szomszédok szorzata. így P

fin -re

v* m

hosszau

GA: megfelelő ivei izomorfak /.
b \

1v ’

Akas zán

Di
nyában pedig az 

úthoz is vele izomorfat rendel.

ezen

esetben, és ugyan-Hasonló állitás igaz a
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v'1 а V о
Nézzük most а V Л£ \/д 

haladó ut az egyik irányban

ilyen meggondolással a esetben is«2,5

esetet. Ekkor а V4-en át- 

szakaszon V; A;-beli 

szomszédainak szorzatát, majd ezután v* C'-beli szomszé- 

dainak szorzatát, a másik irányban pedig az Д^ “beli szomszé

dok szorzatát tartalmazza. Legyen v a.r (V^, vf ( ... ) , ahol

öf gráf B>c
tői m0 távolságra levő pontja. 

Akkor a és v^-t tartal-

v 2.
L.

_ 1
ivének Ke~a

mazó végtelen utak a fentiek sze

rint izomorfak, továbbá ez a meg

feleltetés kölcsönösen egyértel

műen felelteti meg egymásnak a

v;

talmazó utakat.

A hátralevő v’,g^1íjaV^ , V^éV 

esetekben a fentihez hasonló mó~

-beli, illetve

-beli elemet tar-

1
2k

dón adható meg a megfeleltetés, 

S* és sa izo-igy végül

2. $. аЬгл , morfizmusa adódik.

Of. éL ч-М_ —3 4 Következmény :

Офф állitás igazolására a fenti bizonyitásBizonyítás : az

alkalmazható.Más részt

G € Оф<£ф VH(í3*< Н(хг)л^^)

állítást igazolja.

Ezzel a fejezet elején említett tartalmazási relációkat be

am i az

láttuk.
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A környezetfüggetlen nyelvek egy logikai jellemzése

Az alábbiakban arra törekszünk, hogy a reguláris nyelvek 

Büchi-féle jellemzéséhez hasonló jellemzést adjunk a környezet- 

független nyelvek osztályára«, A monadikus másodrendű formuláknál 

bővebb formulaosztályt kell megadnunk, a diadikus másodrendű 

formulák osztálya viszont már túl bő: belátható, hogy az

nyelv, mely nem környezetiüggetbi, definiálható 

diadikus másodrendű formulával. Várható, hogy a keresett formula

osztály csupán valamilyen értelemben egzisztenciális formulákat 

tartalmaz, hiszen tetszőleges kvantorszerkezet esetén a környe

zetfüggetlen nyelvek komplementer képzésre való zártságára kö

vetkeztethetnénk /ami nem teljesül/«,
*

6 S2 = Со « X-JLegyen

Ekkor CO -t véges rendezett halmaznak tekinthetjük, melynek ele

mein adva van egy legfeljebb S -elemű partició, azaz Ш -nak

p * •i

megfeleltethetünk egy

S.- {« . чH
Hl n Hj = Ф (ó#i)

*• *I I Л t <4 » s
л)= U He.

LS Л

között« Az alábbiak-

I 0,struktúrát, ahol , fts t> *r» I

Ezután nem teszünk különbséget (jj és

•• ,hs)(á,H nyelvet rögzitettnek tekintjük, és яг. 

jelölést a szokásos értelemben használjuk. Legyen tó

ban a л i-

CO (=* ?
vábbá

S* , ш HL5 * í U) : U) 6.

а I formula által definiált nyelv.

*&Д-} formulaosztályt keresünk, melyre teljé

ig. környezetfüggetlen,

és minden L. környezetfüggetlen nyelvhez van olyan ^ . hogy

Olyan

sül a következő: minden -re

L= L .
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З.^-D ef in ic iá % legyen (И, ^s') véges rendezett halmaz« Az Я H-n 

értelmezett szimmetrikus kétváltozós reláció nem-kereszteződő,ha

R ésnincs olyan <• ^ , hogy

teljesül. Az R maximális nem-kereszteződő reláció, ha nincs

R12 R Ireláció, melyre R' nem-kerosztezŐdŐ.olyan

A következő definicióban az eddig használt gyenge diadikus 

formula fogalmát általánosítjuk több relációjelet is tartalmazó 

nyelv esetére.

3.5.Def inició; legyen i^s-h) nyelv, ahol R kétváltozós re

ped ig tetszőleges változószámu relációk, 

diadikus másodrendű-formula R -re gyengén diadikus,

F?.láció,

Egy

ha a változóként szereplő kétváltozós relációkat R részreláció

ira szorítjuk meg, azaz az ezekhez tartozó kvantorok

s-MЛ I * » •

5

)3 Rú ( Vx,у ( RóCM)-* R(x»у)) A * • •

illetve
•••)V Ki ( Ух,у (Rc(x. y)~? R(Ay))

alakúak.

Esetünkben ( ,...

/А továbbiakban kétváltozós reláció alatt mindig szimmetrikus re

lációt értünk, és az erre vonatkozó megszorítást a formulákban 

külön nem tüntetjük fel. Az állítások ezen megszorítás nélkül is 

változatlanok maradnak, csak a jelölések válnak körülményesebbé./

)-(«,H • • I Hs) .P5+/1 Л J •

diadikus másodrendű formula nem-kereszteződő3.6.Def inició : egy

7.egzisztenciális formula, ha
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в R ( И. Л У?< )
И.alakú, ahol 

zi ki, hogy К 

leges 

nyelven.

rögzített elsőrendű formula, mely azt feje- 

nem-kereszteződő reláció,

R. -re gyengén diadikus formula az

*1 pedig tetsző-

Hs )(R,S, H * » « • ♦

A ^£<5 formulát konkrétan is megadjuk?

^o=j Vx4 , XaiK3 ( 1((^<Хг$!(з<Х^АККХз)А R.(xZfX^)) .

З.Т-.Tétel; egy L nyelv akkor

nem-kereszteződő egzisztenciális formulával definiálható.

Az állítás bizonyítása előtt egy megjegyzést teszünk a 

nem-kereszteződő relációkkal kapcsolatban, és definiáljuk a 

Fraissé-Ehrenfeucht-játéknak a bizonyításban használt változatát.

és csak akkor környezetfüggetlen, ha

. A továbbiakban felhasználjuk, hogyLegyen W =: .... X ^

teomészetes módon kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létesíthető 

a következő objektumok között?

a; bináris rendezett fák az 

b; 60 teljes zárójelezései

levelekkel*k• * *

c; maximális nem-kereszteződő relációk

Ezt az alábbi ábra szemléleteti?

2-9. ábra
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Ezen megfeleltetéseket nem formalizáljuk, csak c;-t ille

tően jegyezzük meg, hogy az

maximális nem kereszteződő reláció, akkor nyilván 

fennáll, és az

szóra, ha R*k*» • «

PsM, le)

✓t а гкйх(££: я C i , i) л сф kj u £ 4 $ ) 

( и* /и;,u; a j=H} (/ £u|)-m. — min

jelölésekkel teljesül»

Hasonló megfeleltetés létesíthető az СО szóra épitett

СО -n értelmezett nem-kereszteződő relá-bináris erdők és az

ciók között«,

A Fraissé-Ehrenfeucht-játék most használandó változata a 

következő: a játék az 1 R* ) } A 2.“ (aJ ^z) struktúrákon

folyik, ahol Wj; é S 1

(£*-»» 2.)
Re pedig nem-kereszteződő re- 

. A játék lehetséges lépései: az 

Suj. struktúra egy elemének, elemei egy részhalmazának, és R
b *■*

láció -n

egy részrelációjának választása* Ezenkívül azt a megszorítást 

tesszük, hogy ha az I« játékos az AJ struktúrában a maximális 

/minimális/ elemet választja, akkor a II«, játékos köteles az A 

struktúrában is a maximális /minimális/ elemet választani«, Az
3- L

n -edik forduló után II» akkor nyer, ha a választott ponthalma-

• ,hs6U £ -n adott

újonnan választott relációkkal együtt izomorfak* Az

relációkkal és azzok az -ic*

П -edrendü

ekvivalenciát most erre a játékra vonatkoztatva használjuk* A 

lemmák megfelelői az értelemszerű módosításokkal itt3.5.,3.7\ 

is érvényesek*

/Megjegyezzük, hogy fenti megszorítás - legfeljebb - az utolsó 

fordulóban jelent tényleges megszorítást* A "színezett struktúra" 

terminológiát is használhattuk volna, de ez most elbonyolitaná a 

meggondolásokat./
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Ezután az П-edrendü ekvivalenciára vonatkozó "additivitósi" 

lemmát igazolunk.

6 , R i3.40. Lem ma : legyen A,j a (ftí,, R-j) , Az= (со*, Rí) , ahol

s ^ и

és tegyük fel, hogy

Ipedig nem-kereszteződő reláció u)^

СОл =3 ÍOg J 60g 60 g

(i) L ^ Í03 ^ -? (( C =*i

(ii) L € 60ej ( J6W€ —?(( t=4 es /=:•*/)

(iii) ('I,'«-) **.(*1*0

valamint az

jelölésekkel /A3 ==*n Ag

- n ♦ * 4j » « » *

1 *-,(л,Л)
n кг. (w j ))

vagy

vagy

J
A3 =5 А/) /соъ , A/t =3 A4 / , As í= А^/и)5 , Ад *» Аг./и)в

teljesül. Akkor A^ .= * A6

Bizonyitás: а II. játékos nyerőstratégiája a szokásos módon az

(A3, As ) , (A3, Ag ) párokon adott nyerő- 

stratégiák kombinációjával adódik. Fel

tételeink szerint - az esetleg létező 

(^|A) , (^(A1) élektől eltekintve - a játé

kosok által választható kétváltozós relációk 

nem tartalmazhatnak A3, A3.

As, Ag közötti éleket. A játék definí

ciójában a végpontokra tett megszorítás 

és a lemma (iii) feltétele miatt az 

(1,^.), (4, £') élek választása sem okoz ellent

mondás t e

illetve
V

As Ac

2 0. лЬгя .

3.7-.Tétel bizonyítása; a; először azt látjuk be, hogy ha L környezet-

nem-kereszteződő egziszten-5független, akkor L =» L (f) 

ciális formula. Feltehetjük, hogy L Chomsky-féle normálalaku

L= L(6), G^(VNi VTl \ F)

, ahol

nyelvtannal van adva, azaz 11

vN = (Y,,...X) )



№

X - Yj Yu , УсVr^ [e;,... i az F szabályok pedig

alakúak.

A bizonyítás a levezetési fák nem-kereszteződő relációként

való kódolásán alapul.

Y£ Yj Yk szabályra

\ *2.) " 3 X3 ) A ^ j (j Хз)A ^ к ( X3 » *2» } )

= Ух.,=<1 Л 1 ( Rj(*i,xO)

Legyen az

;

То 4$í£n
( 4 S j á

/Itt X3 az X3 rákövetkezője, ó, relációval megfogalmazható.ez a

de nem írjuk ki részletesen./

Legyen
( (x^win AXj=m«x )-> £^(Х'Ьхг)) A о A

\Y 'Fiu Cxi« /Л
Cj, h)e 

/\ Vxn (
J6 А

f, = Vx J*z i t
n

Д Vx„«t((RiC*
t» "** 'J гл

xz)A(‘x1<xz )}11
n

Vx,( У Ri(>4*.))
* L— <i

АЛ
£.= 'i

IC= {(j,L)«Yi-.YjYu«FS
I- = íJ '

ahoi

e-у e F 5 .Yc
Végül legyen

<£ = 3 R ( л Э R<R„ ¥*.)
a 3.G. Definícióban szereplő formula.

A konstrukciót egy egyszerű nyelvtan esetében a 

szemlélteti„

ahol

34. ábra

Y,Y„ 5> X,T -* Y1Y,
Y4-> e. «2.> X. • 3 : ^4 Cx , у )

* 3

у

(ГY, ya y. y< y^ y*.
l l A a a a aа о о о a о о

^ в; в; в; ói <rz %

34. afcra .
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л *2
relációkra U R n

így a 8-1. oldalon emlitett megfeleltetés segítségével adódik,
Ш 6 L

formula biztosítja, hogy a formulát kielégítő Ryf/

maximális nem-kereszteződő reláció*
Rn* * 9

b £ .hogy
b; Másodszor azt látjuk be, hogy minden IF

pontosan akkor, ha CáJ

nem-kereszteződő

egzisztenciális formulára R (f> környezetfüggetlen«

kvantorainak száma H «
& -vei,

К nem-kereszteződő relá-

ÚT,) , a %Legyen

Az Ш -edrendü ekvivalenciaosztályok halmazát jelöljük 

I Cr^ ■» Ha ^ S , és 

ció íaJ -n, akkor A =? (бО, R) 

legyen C (A) , és végül legyen

n -edrendü ekvivalenciaosztálya

Cl = C(A ) =Ф Л H j •C0 = ÍQ '
Azt állítjuk, hogy Cu G L <|* pontosan akkor, ha van olyan 

R nem-kereszteződő reláció 60-n, hogy az « (u>l R.) struktú

rára
C(A)eÜ0 .

Ha van ilyen R reláció, akkor definíció szerint /А ^ ;

következik, hiszen az R reláció kielégítiСи Ц Üamiből

4L -t«

W {=: $ , akkor van 60 -n olyan R nem-ke-Másrészt, ha 

reszteződő reláció, mellyel /4= (CO, R. ) -re , azaz

C(A)é C0.
így a tétel igazolásához elég belátnunk, hogy

-kereszteződő: A=(w,R)-re. С (A) 6 Gq jR = ^ to 1 Э R nem

környezetfüggetlen« 

Lggyen minden cpGe0
vetkező nyelvtan: (?p » ( \/w ^ Yj , ^ ”)

vT 4 Z

Gfekvivalenciaosztályra a kö-

ahol

= £ •V •) Yí = cp jf/



к
F= F, и R, } ahol

Ud3У cCfa* ,*<)') - Cj 

C((oJ2, Да))в Ck 

e'y Из Rz-re. , v^gy

^CO. &)) =*

3 R- r*e

^2- re. Э Rj. > ^°9i3

ej41

F,= } Cl Llt-C r
CL~*CjCl< ! со S3 О», co2 - he 

R,a R,, U R2 О (mi'n, wcix } - t~ei

, ^ w =э ву eb fs3 ф 

d r C^CíOi R))sCL‘РЯ= { }^33Ci 57

Ekkor azt állitjuk, hogy

L*= crVe0L(CTP} '
Ebből a tétel állitása már következik, hiszen CF az 

egyesítésre zárt.

Ha A~(ou, R)-re 

az К megszorításai 

fel, hogy erre a felbontásra a

; ^2.CfAbCi , akkor legyen го =f «Л,

602~ге, és tegyük 

3.^0. lemma feltételeinek megfe

ji =s mín (-j‘~ mcor

*4| -re, illetve

-1 rcl,3 ;lelően ha L & сол t J G. CÜ2 ! akkor vagy

teljesül. Ilyen felbontás mindig létezik, pl. a #-2. oldalon 

definiált 't segítségével kapható.

C((4| RJbCy ( CfCata, ßa))3^ jelölések-A ЗЛО.Lemma szerint a

kel
6 r, .Cl —‘> Cj Ck

Legyen Kj gL <g -} R pedig olyan

Cv —n, hogy 

teljesül. Ekkor a 

fenti felbontás ismételt alkalmazásával
G"o -beli leve-

nem-kereszteződő reláció

С((ш1 JO)äCp б £0

С0- . ...С/ szó egy

zetését kapjuk, ahol -га
Ч с а fк ь к

Cis 8Z
Cd egyetlen betűből álló szóra (xs, 0)

(^s, h-edrendü ekvivalen-

1 R(x5l^)
32,ábra vagy

R(*stXs) vagycia*osztálya /attól függően, hogy



n

F2 -beli helyettesítésekkel 

CV -t kapjuk, vagyis igy végül

teljesül/. Ezután megfelelő

<s~ c-bó1
levezetése adódik.

Végül legyen CO G L(&p) valamely 

^p-beli levezetési fáját.

-beliIV egy

p -re. Tekintsük Oj egy

xz.

33. ábra

A 8^, oldalon emlitett megfeleltetéshez hasonlóan ebből a 

levezetési fából rekonstruálható egy olyan R nem-kereszteződő

re C(Ä)-Cj>teljesül, amiből cv G LA- ( U) I R) -reláció, mellyel

következik, A rekonstrukciónál azt is figyelembe kell vennünk.

In ~ P'uU RZU (min,hogy a Q-^CjC^ szabály az 

relációkkal adódik /bár ez itt nem lényeges, megjegyezzük, hogy

, vagy az m<»X;

mindig csak az egyik eset állhat fenn, hiszen a /min, max/ él 

hozzávétele megváltoztatja az ekvivalencia-osztályt/.

Ezzel а З.Ч-. Tételt igazoltuk.



n

4 . Osztályozás

osztályok, valamint az is

mert bonyolultsági osztályok kapcsolatát tekintjük át, rész

ben az eddigiek alapján, majd néhány nyitott problémát emlí

tünk .

Ebben a fejezetben az

Turing-gépen olyan modellt fogunk érteni, melyben a be

menet külön, csak olvasásra szolgáló szalagon von tárolva»

0"Ch) nagyságrendű hely-bonyolultságok 

vizsgálatát is, mert hely-bonyolultságon a munkeszalagon fel

használt rekeszek száma értendő,,

A következő jelöléseket használjuk /a részletes definí

ciókat ld » Garey-Oohnson [ß~] / i

J{У — ^ nem-determinisztikus Turing-géppel polinimiális

idő alatt felismerhető nyelvek j 

JOSfÁCZ (4(*V = { determinisztikus Turing-géppel 

lyen felismerhető nyelvek ^ }

= £ determinisztikus Turing-géppel polinomiális helyen 

felismerhető nyelvek

Ez lehetővé teszi

)

he-

I •
Használjuk továbbá az !? -teljes, У5!F£,-teljes 

nyelv fogalmát.

d -gráfot értünk, ahol 

A (^ 3) tetszőleges rögzitett szám. Ennek megfelelően egy 

gráf 0-1 sorozat formájában történő kódolásán a csúcsokhoz 

tartozó A -hosszúságú adjacencialisták felsorolását értjük

0 -kai egészítjük ki a listát/.

Gráfon ebben a fejezetben újra

/azaz kisebb fokszám esetén



ъъ

<4 -gráfhoz О (4п -Ьгу. п )Ez a kódolás minden П -szögpontu 

hosszúságú 0-1-sorozatot rendel, és optimális abban az érte

lemben, hogy nincs olyan kódolás, mely minden n -szögpontu 

4-gráfhoz (r ( r\ n )

3 -osztályon ebben a fejezetben az előzőleg használt 

-osztály

A lokális gráf-automatával felismerhető, illetve a rész

gráfok nyelvén definiálható gráf-tulajdonságoknak a bevezető

ben emlitett kapcsolatára vonatkozik az alábbi állítás.

hosszúságú O-l-sorozatot rendel,,

4 -gráfokra való megszorítását értjük«

.4-,4. Tétel:

Bizonyítás : 3 a 2.1« Következmény miatt« Másrészt

G aC. a 2.4. Tétel szerint, és ф. a S.S.jétel sze

rint. A 3.5.Tótel ellenpélda-gráfjában minden csúcs legfel

jebb harmadfokú, igy a tétel 4 -gráfokra megszorítva is 

igaz marad.

A továbbiakban a szokásos bonyolultsági osztályok defi

nícióját kissé módosítanunk kell, ha az cXL -osztállyal való 

kapcsolatukat vizsgáljuk. Egy G- <4 -gráf kódját /a fejezet 

elején leirt kódolás szerint/ 4L(G) -vei jelöljük.

4.4.Definíció t legyen 2- i L — « L <4 -qráftulaj-

donsáq, ha teljesülnek az alábbi feltételek:

(i) minden U) G ^*-ra, ha nincs olyan &

w ф L
4 -gráfokra G- ~ G-' , akkor (&) G L <&> L

4-gráf,
melyre -&Сб-) = со , akkor 

(ii) ha a &'

)



во

Ж1Лсе*(4(Ф^лсе({(п))п[и L л 3ra'f-tui.j 

KÜ*-J)5^C£*(n) .
4. 2., Definíció :

Nyilvánvalóan igaz az alábbi megjegyzés.

4.4. Meg j egy zés ; tartalmaz К/ P

K/P -teljes feladat komplementerét. Ehhez felhasznál

sz -gráfokra megszorítva is

-teljes feladatot és tartal

mazza

'Клип*juk, hogy

p -teljes feladat marad % J .

Felvethető a kérdés, hogy 

teljes feladatot ? Az ismert 

ságok / egy kivétellel / gráfokon játszott játékokkal kap-

К/ P -beli problémát, korlátos 

váltakozásul kvantorszerkezettel pedig az un. polinomiális hie

rarchia egy osztályába tartozó problémát kapunk, mely része a 

PS PACE-osztálynak, és - a S Ф sejtéshez hasonlóan -

az sejthető, hogy valódi része. A játékok ezzel szemben h-csű

ri -szeres váltakozásu kvantorszerkezetet jelentenek./ 

Az alábbiakban a Geography néven ismert játékot definiál-

P5PAC£-tartalmaz-e 

P5PAC£~ teljes gráf tula jdon-

csolatosak, / 3 -kvantorokkal

csu gráfon

juk .

&• irányított gráf, és G -nek egy 

valamint két játékos, I és JL « A V csúcsból indulva 

felváltva lépnek, mindig az utolsónak választott csúcsból még 

ki nem választott élen továbbhaladva. Az veszt, aki először

VAdva van egy

csúcsa,

nem tud lépni.

G=CV;£) irány V€.v { Q

-ja-be. Icbem X fujer

G-(V, cA-gro[f irányi- 

■ЬсгЬЬ e/ekke- /

(фо'= {(GIV) •'

et-Cpo- - Л ■'

-p-crrkí

V-6 V!
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[l7] /: Cjt<T P5 РАС 6-telj es »Ц-A. Lemma /Т.J.Schaefer

Bizonyítás vázlata (3.7 3 J ismeretes, hogy а

С А А С1уу\Эх, Vx2 ... 3 X2 Ic-f 'I
alakú kifejezések igazságértékének eldöntése / ahol a vál-

u

tozóknak vagy negáltjaiknak egy diszjunkciója / PJ PA C£.-telj es 

feladat» ezt vezetjük vissza -ra. A fenti probléma úgy

is fogalmazható, hogy adott CNF formulán X és 31- felváltva

jelölik ki a változók igazságértékét, X nyer, ha végül f' 

érték adódik, különben 3L nyer ; eldöntendő, hogy ki nyeri a

játékot» A probléma -

ló visszavezetését a

3 Vkz 3 x3 (( X, v хг V/x3 )л ( v/*avx3)
formula esetére adjuk meg.

Az változónak az Vl

("X* konjunkciós tag

nak a csúcs felel meg. Az első

3(2 U. -H) lépésben X£ igazságérté

keinek kijelölése történik, a 

3(2L-H). lépésben X az 

lép.Ha az eredeti formulán _~ÍT. 

nyer, akkor egy кielégitetlen kon

junkciós tagnak megfelelő Cc‘ -re 

(S'L -beli

-re , és nyer. Ellenkező esetben hason-

U/l ra va-

X,

U2.
*2.

csúcsok, a
U3

A p V3

%

V

C1

3 4-ahra .

Xj -re is lép X *léphet, ezután bármelyik 

3L továbbléphet 

lóan látható be, hogy X nyer»

VJ
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d-Cflt/r PSF/ACf-teljes, ha A} 4.4-,2..Lemma :

Bizonyítás : csak azt a transzformációt adjuk meg, melynek

segítségével egy tetszőleges £=(V,6^ irányított gráfból olyan 

Q'-Cy'^S.') irányított gráfot kaphatunk, melyben a ki-, és befö

di 4, és melyrekok összege
'G* -n X.x nyer (G -n.

A transzformációt a 35. ábra mutat

ja, először a V csúcsból induló 

éleket V gyökerű bináris fával 

helyettesítjük , majd a bináris fát 

"megemeljük" . így a V csúcsból 

továbblépő játékos V bármelyik e- 

redeti somszédjába eljuthat, ellenfelé

nek mindig csak egyetlen lépése van. 

Ezzel a transzformációval minden csúcs 

kifokát $ 2-re csökkentettük, ezután 

ugyanígy a befokokat is Z. 2-re csök

kenthetjük „

nyer

•/3
35.ábra.

4-2..Tétel: Z tartalmaz Р5РЛС^ -teljes feladatot.

Bizonyítás ; először megjegyezzük, hogy egy irányított 

gráf irányítatlan ^-gráfként kódolható a 

formációjával, ezenkívül a játékban szereplő V csúcsot spe

ciális részgráffal kódolhatjuk. Ha -

gal jelöljük az igy kódolt ci- -beli

gráfok osztályát, akkor nyilván cL~ 

is Р5РДС£ -teljes. Másrészt belátjuk, 

hogy cL- 6 gZ «

<A -
36. ábra transz-

->*

*
2.П

P
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Tekintsük a játék lehetséges kimeneteleit ábrázoló fát.

A fa csúcsain □ (o) jelzi, hogy a játék adott pontján X ( X ) 

nyer, a kiértékelés a szokásos módon alulról fölfelé történik.

A kiértékelésnél adott ponton 

csak a játék addigi menetét 

leiró irányitott utat kell is

mernünk, ez viszont / az irá

nyitott gráf irányitatlan kód

jában is / lokális gráf-auto

matában kódolható, igy a . 

fejezet módszereivel a keresett 

automata megkonstruálható.r ••

A fejezet hátralevő részében az 

osztályokkal hasonlítjuk össze. Megadjuk azt a J)SJ?ÁC£-

az e*C -osztállyal, és ennek 

segítségével megmutatjuk, hogy bár a lokális gráf-automata 

és a lineárisan korlátozott automata egyaránt "magán a gráfon"

V ^
-osztályt a c£)SJáC£-

osztályt, mely megegyezik

dolgozik, a kétféle reprezentáció különbözősége miatt az u- 

tóbbi felismerő ereje nagyobb.

4.3.Tétel:

A tétel igazolásához előbb egy lemmát bizonyltunk.

43.Lemma :

Bizonyítás; ha egy 

csúcsainak száma hn , ahol

< m < (■i + e )——----

*=£ 5 ЖЗЛ

z = J)smc е*(з£г)
d -gráfra ~ n , akkor

n
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Z2DSPAC6* (ф.) relációt az igazolja. Hogy

n -csúcsú gráfon a csúcsok rendezése után m méretű memória 

szimulációja lehetséges«

Másrészt, legyen adva az Л alapautomata« /Megjegyezzük, 

hogy alapgráf kódolását a listákon belüli sorrendek megadásá

val végezhetjük«/ Az Мд Turing- 

-gép működjön a következőképpen: 

munkaszalagjóra kijelöli az Л,.. 

rekeszeket, melyekben az egyes csú

csok állapotait tárolja majd, illat- 

ve egy másik "csatornán" segédszá- 

mitásokat végez« Egy csúcs uj álla

potának kiszámítását úgy végzi el, 

hogy a segédszalagon kiszámitja a csúcs sorszámának bináris" 

alakját, és az adott csúcshoz tartozó listát bemásolja a segéd- 

szalagra« Ezután megkeresi a listán szereplő csúcsok állapotait,

Az.

•• V2.V3 V1:V<V^ * » • vh : y,. -

* i tn

38.ábra

és ebből kiszámitja a vizsgált csúcs uj állapotát« /А lista 

bemásolása ^ helyet igényel, igy elfér a munka

szalagon«/ На Мд bemenete nem d -gráf kódja, akkor a beme

netét elutasítja« Az igy konstruált Мд nyilván ugyanazt a

A olopautomata,d -gráf-tulajdonságot ismeri fel, mint az

reláció is teljesül« 

Felhasználjuk az alábbi tételt, melyet csak az itt fel

használandó alakjában mondunk ki«

igy az

4-.4-.Tétel: /Stearns-Hartmanis-Lewis [48J /• 

melyre

olyan L nyelv,van

L € ßSfJLC 8 C*), Ле L Ф XiS^JbCE ) .
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Bizonyítás: jj| 8 J Egy Turing-gépet definiálunk. Adott

Xh szóra M, munkaszalagján kijelöl ft rekeszt, a 

továbbiakban csak ezen a helyen dolgozik, ha valamelyik lépés

ben ki kellene lépnie innen, akkor elutasítja ty-t és megáll.

Ezzel biztosítjuk, hogy az Mö által felismert nyelv (f)SC £ (h) — 

beli. Kiszámítja az L-edik Túring-gép, M * átmenetfüggvényét, 

ahol i az ío számértéke, és elkezdi szimulálni működését 

az U) bemeneten. Az által megtett lépéseket a munkaszalag 

külön csatornáján tartja számon. Az gép az (jo szót el

utasítja, ha Mj, leirása túl sok helyet igényel, vagy az 

által megtett lépések száma már nem fér el a munkaszalagon. 

szintén elutasítja az Ш szót, ha Mi elfogadja W-t, végül el

fogadja tU-t, ha szimulálása befejeződik, és M^elutasitja to-t.

Az által felismert nyelv nem fDSJ&C E (ъ(п)') -beli, hiszen ellen

kező esetben Ma képes lenne a nyelvet <r(n} helyen felismerő 

M gép szimulálására, és ekkor az M bemeneten a nyelv definíciója 

szerint ellentmondásra jutnánk.

Ahhoz, hogy a fenti tételt alkalmazni tudjuk, olyan, a 

tételben szereplő L nyelv létezését kell biztositanunk, amely 

Д-gráftulajdonság.

• » *

egy

M i

olyan Д-gráf tulajdonság, melyre L £ (n ) f4.4. Lemma: van

de

Bizonyítás: a fenti tétel bizonyítását alkalmazhatjuk, csak a 

Turing-gépeket kell Д-gráfok formájában kódolnunk, úgy, 

hogy minden Turing-géphez végtelen sok, az adott gépet kó

doló Д-gráf tartalmazzon. Egy lehetséges kódolás a kö

vetkező. A Túr ing-gép legyen M » ( , ‘Jo f Fj &У, ahol

Q, az állapotok halmaza, 2 a szalag-abc, to a kéz



pot, F az elfogadó állapotok halmaza, SS az átmenetfüggvény,

C ‘Y, 6* *| cÁ') alakú utasítások halmaza, ahol cS & £ i j „

I )->(cp, alakra, azzal a kikötés-

e Q, 2

(Г (^'1^/<-) = (Г(<^.)(Г1-^)=; cT(t,6-! l"jr=. S (<y., 6~) .

így a Turing-gép átmenetfüggvénye egy irányított

gráffal adható meg, ahol \/» £<-, —>, i? e Ebből irá

nyítatlan gráfot kapunk, ha az irányított éleket a 33.ábra

gráfjával helyettesít

jük, ahol p -t később 

határozzuk meg» A csúcsok 

fokszámát 3-ra csökkent

hetjük, ha a 3 3. ábra 

helyettesítéseit elvégez

zük, ahol a csúcs helyébe 

tett kör hosszát megint 

csak később határozzuk

GbO 

írjuk át S’-1

sei, hogy minden -re

F

7*

r

:U

33.ábra meg*

A csúcsok száma az eredeti gráfban 5^ 3lQ.ll<S| 

i-edik csúcsot S4-i

« Az

hosszúságú körrel kódoljuk. p -t pedig

Ss-nek választjuk, hogy az irányított élekből álló körök a csú

csokat kódoló köröktől megkülönböztethetők legyenek» A kezdő-, 

és végállapotokat speciális részgráfok hozzáillesztésével kó

doljuk, valamint a csúcsokhoz rendelt körök szabad csúcsaiból 

tetszőleges hosszúságú utak létezését engedjük meg.

Ha egy Turing-gépet az igy hozzárendelt gráf kódjával kó

dolunk, akkor ezzel a kódolással a gép szimulálható lesz, és 

alkalmazhatjuk a Tétel bizonyítását j
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A 4.3- Tétel bizonyítása: legyen S' a 4.4-, Lemmában szereplő L 

Lő ог>5Л*ЬС£0) 

Le <®5#ЛС£ !2_ 'j

által meghatározott gráf-tulajdonság. Erre

, hiszen ellenkező esetben
?

és ТфсК,

teljesülne.
Megjegyezzük, hogy S' 

hiszen a következőképpen fogalmazható meg: egy 

G-e СГ

nem "természetes" gráf-tulajdonság,

n-ezögpontu 

G* által kódoltG- gráfra 

Turing-gép a saját kódját n-&rr^n

pontosan akkor, ha a

helyen számolva elutasitja.

4.1- Követ к ezm ény : ha a lokális gráf-automata definícióját

módosítjuk, hogy az egyes csúcsokban nem véges automatát, há

ti -szögpontu gráf esetén

úgy

Jh?tyr\ -memóriáju Turing-gé- 

pet helyezünk el, akkor az igy kapott automatafajta felismerő

L ekkor felismerhetővé

nem

képessége növekszik, hiszen a fenti 

válik. /Ez a módosítás azt jelenti, hogy minden automatának 

annyi hely áll rendelkezésére, amivel az automatát tartalmazó 

csúcs "nevét" le tudja irni./
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Végül néhány megoldatlan problémát emlitünk:

pC -beli gráf tulajdonság keresése*

Egy jelölt a következő tulajdonság: £ G-’• -^--nyer

Kayles-játékbanj, ahol a játék a következő: a játékosok 

felváltva választanak pontokat, mindig csak olyan pont 

választható, mely a korábban választott pontok egyikével 

sincs összekötve, és az veszt, aki először nem tud lépni* 

Ezenkivül a Band-with (U.) tulajdonságra sem sikerült 

algoritmust találni abban az esetben, ha U. nem rögzített, 

hanem U. =« L ( n ) —■> °o .

1; "Természetes", nem

a

2; Elemi gráfosztályok automataelméleti jellemzése .

Egy gráfosztály elemi, ha elsőrendű formulával axiomati- 

zálható* Szavakra az elemi osztályok az un* csillag-mentes 

automatákkal felismerhető nyelvek* Elképzelhető, hogy a 

gráf valamely reprezentációján mozgó csillag-mentes automa

tával jellemezhető az osztály*

3; Monadikus hierarchia*

Eredetileg Fagin C&3 bizonyította, hogy monadikus for

mulákra a 3- és V -osztályok különböznek* Azóta is megoldat

lan, hogy ez a hierarchia több kvantor esetén folytatódik-e? 

/Tetszőleges változószámu relációkkal az un* polinomiális 

hierarchia adódik, melyre ugyanez a kérdés a P= N P probléma 

általánosítása, igy "reménytelen”./
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