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I. BEVEZETES

A retarddlt tipusu funkciondl differencidlegyenletek (roviden
retarddlt differencidlegyenletek) a differencidlegyenletek egy
gyorsan fejlddd, uj aga. Az elsd retarddlt differencidlegyenle-
tek 1750 kﬁrﬁl'jelentek meg FEuler munkdaiban, Adott tulajdonsdggal
rendelkez8 sikbeli gorbék egyenletének keresése vezetett ilyen
példdkhoz, A retarddlt differencidlegyenletek rendszeres vizsgd-
lata az 1940-es évektdl kezd3dott, amikor sziikségessé vdlt a gyors
miikodésii gépek, berendezések pontosabb matematikai leirdsa,

Mint ismeretes, a kozdnséges differencidlegyenletek olyan
folyamatokat irnak le, amelyekben a t iddbeli sehességet megha-

tdrozza a t idd és az x (4) 4llapot, Altaldnos alakjuk
(1.1) x () = 1, x () (x({). J(t x@) eR").

A retarddlt differencidlegyenletek esetén a t iddbeli sebesség az
x (t) 4llapotot megeldzd éliapotoktél is fiigg, Ilyen példdul az

(@)
(1.2) ()= [ & x(+a)ds (x@)eR")

-

egyenlet, ahol O <~ <co , Az (1.1)-re és (1.2)-re vonatkozd
kezdetiérték-probléma is kiilonbsz8. Az (l.l) egyenletre vonatkozd
Cauchy~-probléma a kovetkez§: adott (tolxo) € Rx R"-hez az
(1.1) olyan megolddsdt keressiik, amelyre x(t,)=x_
teljesiil, az (1.2) egyenlet esetében pedig adott +_ e R -hez és

rd “ ’ V' d s ’
a [LQ"d]-n értelmezett, R ~értékii, folytonos ¢ filiggvényhez
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keressiik az (1.2) olyan X megolddsdt, amelyre az x(t&+&)=<{(5\
egyenldség érvényes, ha X3 [;rr,Q] . Tehdt kozonséges differen-
cidlegyenletre a kezdlpont a véges dimenzids Ry R" tér eleme,
mig az (1.2) egyenletre (%, ) -t a végtelen dimenzids

R x C([— "9, Q"‘) térbSl vettiik, Ez és még tovdbbi kiilonbsé-
gek okozzak, hogy egyrészt uj tipusu problémdk meriilnek fel a re-
tarddlt differencidlegyenletek elméletében, masrészt az azonos
jellegii kérdések vizsgdlatdhoz is tobbnyire mds mdédszerek sziiksége-
sek, mint a kozdnséges differencidlegyenletekben,

Milyen gyakorlati feladatok tanulmanyozdsa vezet retardalt ti-
pusu funkciondl differencidlegyenletekhez? Mivel minden hatds véges
sebességgel terjed, voltaképpen a fizika legtobdb egyenletét retar-
dalt differencidlegyenletként kellene felirni. Szerencsére az ese-
tek nagy tobbségében erre nincs sziikség, Példdul az égi mechanika
mozgasegyenleteinél a mozgdsok lassuak a gravitdcidés hatds terjedé-
séhez képest, ezért az iddbeli késleltetés elhanyagolhatd, Mas
lenne a helyzet, ha a bolygdk 1000-szer gyorsabban mozognédnak,
Figyelembe kell venni azonban a késleltetés hatdsdt példdul a raké-
ta mozgdsdnak leirdsakor, Ha egy t iddpontban olyan parancs ér-
kezik a vezérliegységhez, hogy a hajtémi fejtsen ki nagyobb told-
erdt, akkor eldszdr nagyobdb mennyiségii hajtéanyagot kell az égési
térbe betdpldlni., Amig ez a tobblethajtdanyag elég és kidramlik,
addig 140 telik el, és ekdzben a rakéta szdmottevd utat tesz meg,
Ha egy ilyen rakéta mozgdsdt a célhoz viszonyitott helyzete vezér-
1li, akkor az adott pillanatban kifejtett tolderét egy kordbbi idd-
pontbeli helyzete hatdrozza meg, amely retarddlt differencidlegyen-
letet jelent a mozgds leirdsanal, Hasonld a helyzet mds vezérlési

problémandl is [36].



- IV -

Az atomreaktorok kiilonbdzd modelljeinek matematikai leirdsa
is sok esetben retarddlt differencidlegyenlethez vezet (C, COR-
DUNEANU (81, J.J., LEVIN és J,A, NOHEL [28]).

A retardalt tipusu funkciondl differencidlegyenletek egy ma-
sik alkalmazdsi teriilete a bioldgia. Az egyik jellemzS példa a
populdcidk fejlidését leird ugynevezett A,J, LOTKA-féle modell
[30]. Egy populdcid létszamdnak vdltozdsa a sziiletésbdl és a ha-
ldlozasbdl adddik, Egy adott idlegységre esld sziiletések szama az
ivarérett egyedek szamatdl fiigg, és ez pedig a kordbbi jél megha-
tdrozott id6re esd szililetések szamdtdl, Igy a sziiletéstldl az ivar-
érésig elteld idS sziikségképpen késleltetésként jelentkezik ezek-
ben az egyenletekben, Egy masik példa a jarvanyok terjedésének ma-
tematikai leirdsa (K.,L. COOKE és J,A, YORKE [71).

Retarddlt differencidlegyenletek alkalmazdsdra tovabbi pél-
ddk és irodalmi utalasok taldlhatdék R, BELLMAN és K,L, COOKE [11],
SZ.B., NORKIN [35], J.A. MITROPOLSZKW és D,.I, MARTINJUK [33] és
R.D. DRIVER [10] konyvében valamint A,M, ZVERKIN, G.,A., KAMENSZKIJ,
SZ.B. NORKIN és L.,E, ELSZGOLC [45], K.L., COOKE [6], A,D, MISKISZ
és L,E, ELSZGOLC [34] cikkében.,

Sok, retarddlt differencidlegyenlettel leirt modellben (pl,
populdcidmodellekben [7]1, rekeszmodellekben: [13]1) bizonyos fézis-
koordinatdk legjellemzdébb tulajdonsaga az, hogy konstanshoz
tartanak, ha +-5 oo ,

A megolddsok konstanshoz tartdsdnak vizsgdlata a stabilitds-
vizsgdlat egy finomitdsa , ‘amely a nulldhoz tartds esetén speci~

dlisan az aszimptotikus stabilitdst adja,



A stabilitdselmélet egyik mdédszere az ugynevezett Ljapunov-féle
mdsodik mdédszer, amelynek lényege kozonséges differencidlegyen-
letek esetén az, hogy konnyen kezelhetd segédfiiggvények, az ugy-
nevezett Ljapunov filiggvények tulajdonségaibél kovetkeztetiink a
megolddsok viselkedésére, anélkiil, hogy a megolddsokat explicit
médon ismernénk [38], Reterddlt tipusu funkciondl differencidl-
egyenletekre ez a mdédszer atvihetd, de a Ljapunov fiiggvények sze-
repét Ljapunov funkciondlek veszik &t [16, 24, 44]., A gyakorlat-
ban azonban nehézkes egy adott retardialt differencidlegyenlethez
megfeleld Ljapunov funkciondlt konstrudlni, ezért célszeriinek lat-
szott itt is olyan eljaras kidolgozdsa, amelyben a Ljapunov fiigg-
vények jatszanak kozponti szerepet, El8szdr B.SZ, RAZUMIHIN [37]
kapott Ljapunov filiggvények segitségével retarddlt differencidl-
egyenletekre vonatkozd stabilitdsi tételeket, Mddszerét, amelyet
az irodalomban Razumihin tipusu mdédszernek szokds nevezni, N,N,
KRASZOVSZKIJ [24], R.D, DRIVER [9], J. KATO [21, 22, 23], S.E,
GROSSMAN és J,A YORKE [12], G, SEIFERT [40, 41], R, GRIMMER és
G. SEIFERT {111, J. TERJEKI [42] s?kerrel alkalmaztdk kiilonbozd
alaku retardalt differencidlegyenletek megolddsainak stabilitds-
vizsgalatara, S.R. BERNFELD és J.R. HADDOCK [2,/3]-ban skaldr
funkciondl differencidlegyenletek megolddsainak konvergencidjat
biztosité Razumihin tipusu tételt bizonyitottak, Eljardsuk azon-
ban nem volt alkalmazhaté olyan egyenletekre, amelyek jobboldala
egy azonos nagysdgrendi kozonséges és funkciondl rész Osszege,
Ezek az egyenletek igen fontosak az alkalmazdsokban, ezért S.R;

BERNFELD és J,R, HADDOCK [2] 1977-ben azt a problémit vetették
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fel, hogy ebben az egsetben 1létezik-e a megoldasok hatdrértéke.
Autoném és periodikus egyenletekre oldottdk meg a problémat kii-
16nb6z8 uton C, JEHU [19], J.L., KAPLAN, M, SORG és J,A. YORKE
(201, J.R, HADDOCK és J, TERJEKI [15]. Nemperiodikus egyenletek
esetén e disszertdcid szerzdje adott elegendl feltételeket a meg-
0ld4sok konstanshoz tartdsara [25].

A jelen disszertdcidé célja .az, hogy a [25]-ben alkalmazott
eljaras tovadbbfejlesztésével dltaldnosabb feltételeket adjunk a
megolddsok konvergencidjara, a konvergencia gyorsasdgdt becsiiljik
és a megoldasok tovabbi aszimptotikus jellemzdit tudjuk vizsgdlni,

A disszertdcid II, fejezetében leirjuk azt az egyenletosztalyt,
amelyre eredményeink vonatkoznak, ismertetjiik a késébbiekben hasz-
nalandé fogalmakat, jeloléseket,

A III, fejezet egy Osszehasonlitdsi tételt tartalmaz, amely
az V,, VI, és VII, fejezetben haszndlt médszer alapjdul szolgdl,

A IV, fejezetben a megolddsok létezését, egyértelmiiségét,
folytathatésagdt és a kezdeti adatoktdl vald folytonos fiiggését
targyaljuk,

Az V, fejezet £4 eredménye a Ljapunoﬁ fiiggvénynek a megolddsok
mentén valé konstanshoz tartdsat allitja véges retarddlasu egyen-
letekre, A Ljapunov fiiggvény derivaltjdt nem nullaval becsiiljiik
feliilr6l, mint azt kordbban a Razumihin tipusu tételekben tették,
hanem egy nemnegativ fiiggvénnyel, igy a kapott eredmény S,R., BERN-
FELD és J.,R., HADDOCK fentemlitett problémédjdra is alkalmazhatd.
Elegendé feltételt adunk arra, hogy a Ljapunov fiiggvény exponen-

cidlis gyorsasdggal tartson konstanshoz, Altaldnos eredményeinket
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konkrét egyenleteken szemléltet jiik, Megmutatjuk tobbek kozott,

hogy.N.N. KRASZOVSZKIJ [24] egyik nevezetes példdjaban, amely-

ben KRASZOVSZKIJ a megolddsok stabilitdsat bizonyitotta, a fel-
tételekb8l a megolddsok konstanshoz tartdsa is kovetkezik,

A VI, fejezet vektor Ljapunov fiiggvények konvergencidjara
ad elegendd feltételeket, Eredményiink alkalmazdsaként megoldjuk
\GYC‘)'RI ISTVAN egyik probléméjat, amely a bioldgiai folyamatok ma-

tematikai leirdsdban fontos szerepet jdtszd ugynevezett rekesz-
modellek elméletében meriilt fel [131].
A VII, fejezetben egy, mind az elmélet, mind a gyakorlat
ézempontjébél érdekes, végtelen retarddldsu egyenletet vizsgdlunk,
A disszertdcidé V, fejezetének eredményeit a szerzd mar pub-
likdlta [25, 26], a VI, és VII, fejezet pedig a legujabban kapott

tételeit tartalmazza,



II, JELOLESEK, DEFINICIOK

Jeloljiilk R -rel a valds, R+ ~-szal a nemnegativ valds szdmok
halmazdt, R"-nel a valés szdm-n-esek euklideszi terét, ||
pedig jelentse az euklideszi normdt Rn-ben.

Legyen H a [—-"’|°] ~-bdl az R“-be képezl fiiggvények tere,
ahol * adott szédm, O0gT 00, Az +=00 esetben [:-’T.O:I a
(- ©.0] -t jelslje. Ha x:[6-7 A)+R" | &< A , adott figavény,
akkor az x,eH rfiggvényt e [6,A) -ra igy definisljuk:
xt(ls) = x(tt2), ~¢€ [-fr, ol.

Tekintsiik az
(2.1) x@) = F(t,x,)
retarddlt tipusu funkciondl differencidlegyenletet, ahol _*F:[B,oo)x.Q» R"
adott fiiggvény ; SLeH,

Megjegyezziik, hogy az =0 esetben a (2.1) egyenlet kozon-

séges differencidlegyenlet lesz,

2.1 Definicié A (2.1) egyenletnek az leR  intervallumon

az X fiiggvény megolddsa, ha
)
(i) x: U [t-mt] > R,

te]
(i1)  (tx) e[B o) x R ke el
(iii) % folytonosan differeecidlhaté [ -n,

(iv) X kielégiti (2.1)-et | -n.

2,2 Definicid Adott(g,-(‘))e"@,go)x&-ra x(ﬁ,cp) a (2.1) egyenlet

A4

(2.1) megolddsa [§‘A) -n és x§(§,(1o) = Y.

(§,¢) -n dtmend megolddsa, ha van olyan A >§ , hogy X(g,tf) a



2.3 Definicidé Az X a (2.1) egyenletnek nem folytathatd

megolddsa [g,A) -n, §<A , na

(i) X a(2.1) megolddsa L[&.A) -n,

(ii) nem létezik olyan A >R &g Y, hogy 4 a (2.1)
megolddsa [EA) -n és  x()=4() , na se[f-rA).

2.4 Definicié Az X a (2.1) egyenletnek (£, ¢) -n dtmens

maximdlis megolddsa [é(A) -n, f(A , ha

(i) X a (2.1) egyenlet (§ (‘-P) ~-n dtmend megolddsa [g(A) -n,
(ii) a (2.1) egyenlet barmely [g.A) -n értelmezett (ﬁ,‘{’) -n

atmend Y megolddsara x(t) = (a(f) teljesiil, ha t €[§u A)-

A (2.1) egyenlet megoldédsai létezésének biztositdsdhoz to-
vdbbi feltételek sziikségesek az T filiggvényre, Ilyen feltételeket

adunk a 4.1 Tételben,

n L 24]
2.5 Definicié A V: [B-m ) xR">R fiiggvényt

Ljapunov_fiiggvénynek nevezziik, ha folytonos és lokalis Lipschitz

feltételnek tesz eleget.,

2,6 Definicié A V Ljapunov fiiggvénynek a (2.1) rendszer

szerinti jobboldali felsd (alsd) derivdltja

Doy Vit = lim oup & [Viteh, ¢@+ hF(t,9)- V(e o))

(D»f(u, V(t,¢) = &(;vv:ﬂ g L [\/(L-d\, cf(o)+kT(t,?))-V(£,<fIO)ﬂ)

ahol (‘l:'t.f) e [5‘00) x S és a szuprémumot komponensenként ért jiik,



2.7 Definicié A lokdlis Lipschitz feltételnek eleget tevd

w:[6,0) > R”  fiiggvény jobboldali felss (alsd) derivéltja

Dtas(t) = i asp L [t otdY, < Dy (0)= lim i {fotes u)-u(@)
na teft o),

Ha X a (2,1) egyenlet megolddsa [§|AO -n és V egy Ljapu-

nov fiiggvény, akkor T. YOSHIZAWA [44] egy eredménye alapjdn

(2.2) D! V(Jc,xt)=D*V(t,x(£\), D

R)) *(2.4)\/({1"{:, = D, V(¢ ,x @) N te[G|A).

Ha V= (Mql"_,\zn) egy Ljépunov fiiggvény és

(i) € (&, w)x H | akkor legyen

V(i.cﬂ: . np V({+b'cf(ls\)‘ \_/_((:lc(;) i‘A{. <£V({:4/J,Lf(’5\).

-
-stse '6 L XA RS

III. EGY OSSZEHASONLITASI TETEL

A differencidlegyenletek elméletében gyakran alkalmazadk az
ugynevezett Osszehasonlitdsi mdédszert, amely abban 411, hogy egy
differencidlegyenlétlenséget kielégitd filiggvényt a megfeleld diffe-
rencidlegyenlet extremdlis megolddsaival becsiiljiik, Ezen eredmények
egyike az alabb ismertetendd tétel, amelyet a 4,, 5, és 6, pontban
fogunk haszndlni,

Tekintsiik az

(3.1) ) = gt wl) (w@®eR)



we i

2
kozonséges differencidlegyenletet, ahol % az E(CR )-bé’l R -be

képezd fiiggvény. A (3.1) egyenlet a (2.,1)-nek az a specidlis esete,
amikor R"=Q‘ 4-:0‘ [Flﬂ)xﬂ‘-'E és q:(f,tf): %("-“(’(0)) 8

3,1 Tétel Legyen E nyilt halmaz Rz—ben, %=E">R foly-
tonos fiiggvény és ubeR . Tegylik fel, hogy [G‘A) a legnagyobb
intervallum, amelyen a (3.1) egyenlet (Gn‘“o) -on dtmend 4 maxi-
mdlis megolddsa létezik, Ha =[5|A) >R folytonos fiiggvény,
te[0\A)  esetén (t,mW)eE | m(¥)su, g

Dy l) S qlem) ,  telsANS,
ahol S(CR) legfeljebb megszamldlhatd szdmossdgu halmaz, akkor
mt) S @), te[®A),
A 3,1 Tételt [2t]-ben ugyanilyen formdban kimondva tdrgyalja

V. LAKSHMIKANTHAM és S, LEELA, ezért itt a bizonyitdst elhagyjuk,

3.1 legjegyzés A 3,1 Tétel a Dy jobboldali alsé derivdlt

helyett a 'D+ Jobboldali felsé derivdltra is érvényes,

IV, A MEGOLDASOK LETEZESE, EGYERTELMUSEGE, FOLYTATHATOSAGA ES

FOLYTONOS FUGGESE

A 2, pontban definidltuk a (2.1) egyenlet (& ,¢) -n &tmend
megolddsat, Tetszlleges «.()GIH kezd8filiggvényre azonban nem feltét-
leniil 1létezik (§.°f’) -n atmend megoldds, A kezddfiiggvények terének,
azaz azon (€ H filiggvények halmazdnak a megvdlasztédsa, amelyekre
a megolddsok egzisztencidja, unicitdsa, folytathatdsdga és a kezdeti
adatoktdél valé folytonos fiiggése dllithaté, végtelen retardélég’,:\/{.l:;xr;;};}:}__
(¢= o)  esetén nehéz feladat, Ha a retarddlds véges (fr< oO), '

akkor a megoldds folytonossdgdbdl kovetkezik, hogy t = _§+"P -re
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az x{ mar a [-n'\ 0] ~bdl R“-be képezd folytonos fiiggvények
terébe tartozik, -ezért a kezddfiiggvények terének a C([‘ "‘\Oj.Rn)
vdlaszthatdé, Végtelen retarddlds esetén azonban az Xt mindig
tartalmazza részeként a kezdeti fiiggvényt.

J.K, HALE és J, KATO [4%+] 1978-ban bizonyos alaptulajdonsdgokkal
rendelkezd kez d §fiiggvényterekre, ugynevezett axiomatizdalt terekre
végtelen retarddldsu funkciondl differencidlegyenletek megoldédsai-
nak létezését, egyértelmiiségét, folytathatdsdgdt és a kezdeti adatok-
t61l valé folytonos fiiggését bizonyitottdk., Ezen eredmények koziil
néhdnyat, amelyeket alkalmazni fogunk, bizoqyités nélkiil ismertetiink,
Itt nem soroljuk fel azokat az axiomdakat, amelyeket a kezddfiiggvények
terének ki kell elégitenie [4%+]-ben, Fhelyett négy olyan alaptulaj-
donsdgot koveteliink meg, amelyek egyrészt kovetkeznek J.,K, HALE és
J. KATO axiomdibdl, masrészt elegend8ek a 4,1-4,5 Tételek bizonyité-
sahoz,

Legyen Bc H &s B -n egy l-lB norma, Ha cf\'Ye'B és
\"(’"t’!(fol akkor a ¢,y elemeket nem tekint jiik kiilonbszlnek,
Tegyilk fel, hogy a |- IB normival elldtott B tér Banach tér. B -re
teljesiiljenek az aldbbi feltételek:

ha X a (—OO,A) ~-n értelmezett, EG.A) -n folytonos Rn-

értékii fiiggvény, 6< A, XGG.B , akkor bdrmely {e[B‘A)-ra.

(A1) x, € B,
(a2) x£ folytonos fiiggvénye t-nek a \-IB normdbdl szdrmaztatott
metrikdban,

(A3) van olyan K>O , hogy



(A4) 1léteznek olyan K1(0\ , Kz (#) folytonos fiiggvények, hogy
I, lo € K (t-6 x@®| + K ¢-8) x| .
L' = 4( )Gmtl ()‘ 2( )‘ G‘B
Tekintsiink néhdny specidlis példat olyan terekre, amelyek kielégi~

tik az (A1- A4)  feltételeket,

4,1 Példa Legyen 'reR és
B= {c‘)e C ((—w.oj,;,f‘A) : :.:;er L’r? cf(b) létezik} \

~00<LAL0
Az (Al) igazoldsdhoz elegendd megemliteni, hogy ha
» ) - (t-5)
Livn L’T. x(e;.fa) = , akkor Lo e X (U—A) = e .
A>- 00 AD> -0

Legyen €>0 adott, Létezik »,<0 és d;(€)>0 ugy,

hogy t,te [B,A) ) I{"t‘ < J1 (e) és A S, esetén
TA 1 3 Ts
e lx(‘t*”é)- x@42)| < 7 . livel e x (£14) az [_ANOJ inter-
vallumon egyenletesen folytonos, talalhatd olyan Jl(s)>o , hogy
tH
mp e [x(t4a)- x(F'+8)| < % \ ha |4'-¢|< Jz(é‘).
2, gA50
Ha  |L-t] < min§d(0), &)} , akkor
| L
xt-x{.]B

= Aup e Ix (t+40) - x(-L‘-}A)‘ <
2£0
T mh

¢ dup @ [x(£+0)-xE40)| 4 sup o [x(t+e)-x@4r)| < §4f=¢,
T aga, N, €480

tehdt X, folytonos t-ben,

Az (A3) feltétel a K=1 konstanssal, (A4) pedig a
Tt -t N
K (8= ap e \ KL(°\= e fliggvenyekkel teljesiil,
1 -22tS0

Ezt a fiiggvényteret haszndlta a megolddsok aszimptotikus visel-

kedésének vizsgalatara Je KATO [23],



4,2 Példa Legyen =« < oo ég
B = C(['""oj' R“)l

lply = 2P lg )],

-r£H%50
Konnyen beldthatdé, hogy az (A4- A‘t) tulajdonsdgokkal ren-
delkezik ez a tér is,
Véges retarddlds esetén ( v < o) ez a leggyakrabban haszndlt

kezddfiiggvénytér [10, 16 , 24 ],

4,3 Példa Legyen 934 és

B ={<.(> : cfeH, ¢ mérhetd (—co.—"’] -en, folytonos [— ", 0] -n,

\‘fln <o } | 4
P ° P P
| ={ awp @) 4+ [ 9 [¢™] d’>] :
B L _reaso -
ahol 9: (— © | o] - R+ olyan lok&lisan Lebesgue-integrdlhaté

fiiggvény, hogy minden + £0 esetén em.dup {‘3(4) :t §’-\é0}<°°
és
q(t+a) 2 Ck(*-)cd(b\,

ha + €0 és  se(-0,0]\ Nt , ahol N{ c (- ,0] nullamértékii
halmaz, C&" (—~ w‘f)]—> rR* . A q-re tett feltételek teljesiilnek
példaul akkor, ha ca monoton nové,

B.D., COLEMAN és V,J, MIZEL [4 , & 1 vizsgdltdk ezt a kezdd-
fiiggvényteret, Megmutattdk, hogy ha 9 a fenti tulajdonsdgu, akkor
B -re igazak az (Al - A4) tula‘.jdonségok. (A4)-ben

K,(») = ['H fo‘g(*-)df F,

-

K, (A) = wax {'Xn_(':)( N, Aup l%(t—'o)] P}( 'X,,_('°)={o' A
4

RS

tso %(i)



A B térnek a termodinamikai, folytonos mechanikai alkalmazdsokban

van fontos szerepe [4, 5 1],

Legyen C Banach tér a || normdval, Tekintsiik a
(2.1,) x@) =, ()

egyenletet, ahol ¥ egy 2 paramétertdl is fiigg, 2e¢C ,
Tegyiik fel, hogy F:[6,00) x§& »R" és ¥ :[6,00)x 2 SR”

folytonos fiiggvények, ReB ¢ R nyilt halmaz B -ven.

4,1 Tétel (Egzisztencia) Béarmely ch.Q esetén a (2.1)

egyenletnek létezik (B.t{) -n atmend megolddsa,

4,2 Tétel (Unicitds) Ha van egy L. konstans ugy, hogy bar-
mely (t,¢), (t,w)e [6,0) x £ _ra
| Feig) - FEwl = Llg-vlg
akkor létezik olyan L (#) folytonos fiiggvény, hogy
|, @)~ x o), & L-8) Jg-ywhy ,  tze

Specidlisan, (2.1)-nek pontosan egy (B,Cf) -n atmend megolddsa van,

4,3 Tétel (Folytathatdsdg) Ha %X a (2.1) egyenletnek nem foly-
tathaté megoldasa [v, A) -n, akkor barmely \x/c[slw)xfa kompakt

halmazhoz van egy -Lw, hogy ('L|x£)4 \x/, ha tW st < A,

4.4 Tétel (Folytathatdsdg) Ha a 4.3 Tétel feltételei mellett
az ¥ a [6,00)x £2  korldtos, zért részhalmazait az R"  korlatos
halmazaiba képezi, akkor birmely W c[6,00) x S korldtos, zart
halmazhoz létezik egy {tk}:o sorozat, hogy th > A-0 | na
k>0 4g (th‘xtl) é W.



4.5 Tétel (Folytonos fiiggés) Ha a (2.130) egyenletnek 1é-
tezik pontosan egy xq" (8.?) megolddsa [5, AJ -n, b6<A,
akkor birmely £>O -hoz 1létezik olyan J(€)>0 , hogy
(r¢)e 6, 0)x R , |a-5| < d(e) , lcp-\f]3< §le)  és
[’A-’A°IC< &(e) esetén

Ix: (5, - x:"(w,xp){% <&
minden te [max{oﬁs' A] -ra, ahol x’h (0,\(») a (2.1,'\) egyen-

letnek (O.Lr) -n 4tmend megoldasa,

4,1 Megjegyzés A 4,3 Tételnek a J,K, HALE és J, KATO-féle

axiomatizdlt kez d 8fiiggvénytérre vonatkozd alakja K, SAWANO [39]
eredménye, A 4,5 Tételt valamivel gyengébb feltételek mellett

Y, HINO [48] bizonyitotta eldszor,

V. RAZUMIHIN TIPUSU TETELEK SKALAR LJAPUNOV FUGGVENYEK

KONVERGENCIAJARA

Ebben a pontban véges retarddldsu (r< ) egyenletekkel
foglalkozunk, A kezd{ifiiggvények tere legyen a szuprémum normaval
elldtott C= C([—fr.oth“) tér, Feltételezziik, hogy a (2.1)
egyenlet altalunk vizsgdalt megolddsai a [B‘OO) félegyenesen
léteznek, Ezt biztositd elegendd feltételeket nyerhetiink a 4,1,

4,3 és 4,4 Tételekb6l.

1. Legyen V egy skalarértékii Ljapunov fiiggvény., Az alabbi
tételek a Ljapunov fiiggvénynek a (2,1) egyenlet megolddsai mentén
vett hatdrértékének 1étezését, a konvergencia gyorsasdgat tdrgyal-

jék.
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5.1 Tétel Legyen X a (2.1) egyenlet megolddsa, Tegyiik fel,

hogy

(i) V#, x (L) alulrél korlitos [5',00) -en,

(ii) ha t%U.ceeC és
(5.1) b, (Mt q) > V(&4)
akkor

. -

(5.2) Doy V) € 4,00 9, (Meets) Vit @),
ahol M : R->R folytonos, monoton nové fiiggvény, h1 (ny>s |
2eR , az .{,4: [G—rr‘ ©0) > r* fliggvény folytonos és létezik

K,e Rt ugy, hogy minden t 2 6 esetén

t
(5.3) ¥ §,(A s S K, |
t=a

a o RxR = R fiiggvény folytonos, o (4) monoton ndvé,
A <ar  esetén %4(M,U)>O és

AT
(504) f i = eo.

AA °()4(°|")

Axkor V('L,x) monoton csdkkend és a Linwa V(t,x ()
t 1> o

hatdrérték létezik,

Bizonyitds. Legyen & (4)= V(¢ x(t)), T{)= \/(\‘:,Xt)-
El8szor jegyezziik meg, hogy (2.2) alapjén :D+L?(£)=J>(;4)\/(€,Xé), £26,
A bizonyitds els8 részében megmutatjuk, hogy &(+) monoton csdkkend.
Ha nem, akkor van olyan t, 286 ¢és t  bdrmely jobboldali kbrnye-

zetében egy t ugy, hogy

(5.5) a= aE) = E‘(_éo) Z TS‘({).

Léteznek tovdbba -\‘:4 'ta.\ A~ szdmok a kovetkezd tulajdonsidgokkal:

(5.6) t.@hat,, Y &%
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(5.7) o = u(£4)<kf({'—z)=zf ‘

(5.8) s)s b

(5.9) o g o)l (—te[t,.‘%j) '

(5.10) by (2y> &

(5.8}, (5.9) és (5.10)-bS1 kovetkezik, hogy h JsW)> 5@ és

Tk, ha te B:,'. 2_] . Igy (ii) és %, (') monotonitédsa

alapjan
e s peaeen (ltd
Ls(t)=e.
Tekintsiik az
o) = 4,0 o, (), &) (t 6[{‘4‘ 2 )

5012
(5.12) e

kezdetiérték-problémit, (5.3) és (5.6) alapjin (5.12) ° maximdlis

megoldasdra
t Mo("—)
s dn f f£ (s £ K (t(.[f e])
e by = T 12t
< 9,0 (»,b) %1 (A

EbbSl és (5.4)-b6l adddik, hogy u({) <k ,na telt t],
Alkalmazva a 3.1 Tételt (5.11) és (5.12)-re, +5(t,)< b -t kapjuk,
ami ellentmond (5.7)-nek, Tehdt & (£) monoton csdkkend.

Tegyiik fel, hogy a é;v;: 4r(¢)  hatdrérték nem létezik,
Ekkor (i)-bél és & monotonitdsdbél olyam t, .t (¢, 4,2 szdmok

létezése kovetkezik, hogy

Lo g =
. t>w
(5.13) G t,<t,, toty =T
(5.14) = wt) < vt =
(5.15) g lt) &K (te Lt ¢,7),
(5.16) St)se

(5.17) h,(c)> e,
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és minden t'2® esetén az

L) = L0 o, (m8),2) (¢ e [ ~+]),
(5.18) ‘

amE-"=c

kezdetiérték-probléma A" maximilis megolddsdra az

(5.19) @y < o [t € B‘-«—.i'])

becslés érvényes, Ha ilyen € szém nincs, akkor van olyan tz6
és '€ EU"",{'] , hogy w(W)<d , ha te [4.'—'\',{") és

4,\°({") =d , Inmen (5,3) felhaszndlédsdval
d u
_( 4;° (ls)dlb - f

AT <) '[ f (2> = K

4-r

%A(M c)
minden 2>d -re. Ez ellentmondds, mert %4(u|') monotonitdsa és

(5.4) alapjén

d d
du - ).
‘c.( %A(M‘C) ~ Z( M.d) “ (Q e )

(5.15), (5.16) és (5.17)-b61 kapjuk, hogy ﬂ\.«(u—(ﬂ) > 4 () és

sH)se , ha te [‘EJ.fL‘j o A O()‘(ur) monotonitdsdbdl és

(ii)-bd8l kovetkezik, hogy

(5.20) ‘{D*”&) 2 L@) 9, (1)) (* € fs'f‘«j)«
ws(E)=c.

Legyen t'= £$+’P « Ekkor (5.13)-bd1 'E,_(é{' adddik, Alkalmazva

(5.18)-ra és (5.,20)~-ra a 3,1 Tételt, hasonldan mint a bizonyitds

els§ részében, az (5.14)-nek ellentmondd «(t,)<d  egyenlStlen-

séget kapjuk, Ez az ellentmondds tételiink &1litdsdt igazolja.

5,1 Kovetkezmény Legyen X a (2.1) egyenlet megolddsa.

Tegyiik fel, hogy
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(1) V(Ex @) feliilrdl korldtos [&,e) -en,
(ii) na t28& | el g5
b, (Ve g) < Y i),
akkor

:D.'("--") MO {—l(‘-) [y (v&l‘f{"’)\l \-{('él‘f))l

ahol ’3«.2‘. R->R folytonos, monoton novd fiiggvény, kz('a)</> ,
2eR |, az %L: [B—N‘, w) = Rt fiiggvény folytonos és létezik
Kze Rt  ugy, hogy minden t26  esetén
t
yi '%1(°)d" s K, ,
-+ -7
a g, RxR =R fiiggvény folytonos, oa,‘_(u,') monoton novd,

>4 esetén %L(M'U’)(O és

AS”
;‘ﬁ.—-—- = 00,
e %1(’-\“)
Akkor _!(é'x*) monoton nové és a  Liwa V(€ x(t)) hatdrérték

1>«
létezik,
Bizonyitds, Alkalmazzuk az 5,1 Tételt a -—V(élx) Ljapunov
fiiggvényre a k4(/>\= - e\z(-m) , &4({)= _{.l'(k) , |<,| =K, ,

%/\(M‘u\ = —oazﬁupu‘) esetben,

5.2 Tétel Legyen X a (2.1) egyenlet megolddsa, Tegyiik fel,
hogy teljesiilnek az 5,1 Tétel és az 5,1 Kovetkezmény feltételei,
Legyen tovébbad ~> 0O és minden u, <5, 2 wyo, w,?>48, 3 Wz -hb‘z
létezzen &« >0  ugy, hogy

Loy
(i) —i?—-'—‘ < |<4 ~bd 5, % z & ksvet kezik,
a, ‘).\(’31""&) R FEE
o
(ii) ‘( Ao < Kz-bt'a'l W -G T X kdvetkezik,
M, ab'z.(’)'w‘) U -y
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Akkor van olyan ceR éds M>0O , hogy t2¥ esetén
Ve -] £ Me Bt

ahol [3=- 2i~_ Low (A- o),

Bizonyitds. Legyen 4s(¥)=V{,x®), :Tr({)-:V({‘xt)' o ({)= \_/(élxt),

Az 5,1 Tétel és az 5,1 Kovetkezmény szerint 4& monoton csokkend,

g monoton novd fiiggvény és van egy ceR , amelyre
Lim ar#) = G wslt) s Lma S @) = ¢ . Innen kévetkezik, hogy
t> 4 >0 €EDod

minden t 2 & -hoz 1létezik t'€ EL-«—,’Q , melyre «r(('):c'
tovdbbd van egy =5 ugy, hogy t 2T esetén ﬁx1(¢(f))>3‘(\‘-)‘
I, () < () , Legyen t2 Ttln , telt-vt] wst-~)=c,
A & (t,-~) . Tekintsiik az
A= 0, (8) o, (wla), 5, (Ae [-l:°~~—'{:°]>‘
(5.21) { o) c

kezdetiérték-problémat, (5.21) 4° maximdlis megolddsdra

» o () der M»(/s)el A |
oy - J ot S Ak iet]).
@ [ s L s (selimt])

EbbSl (i) alkalmazdsdval az kovetkezik, hogy
(5.22) WB)-c & (1-) (w,-<) (se [t-~t.T).
Ugy, mint az 5,1 Tétel bizonyitdsdban, a 3,1 Tétel felhaszndldsdval
az (5.21) és (5.22) alapjén kapjuk, hogy
w(n)-c g U"’() (wa"") (’36 [f"-*'{"j)'
A & monotonitdsabdl
(5.23) SW-c g U-») (5¢-2%-c),
ha t2 T+2+ , Legyen te€ [T-t 2bnr | T+ 9—(“*4)"") , ahol k

pozitiv egész, Ekkor (5.23)-bédl
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FW-c 2 (- (FE-21m)-<) 5 U-x) (5 (#-bnr)-c) ¢

£ ... 2 (A-x)h(ﬁ(t-’lh')—c) ¢ (A—X)h(B(T)-C):
(5.24) . 4
= (,{-d)f'\— (4_°()h (2 (E(T)—c) <
-(1*4) <
< (4-x) (i (Z?(T)—c) (4_,()7-"’.

Hasonldan mutathatd meg, hogy
T +

— ta .
(5.25) c-mlg (-0 T )(c- o (7)) h-«)* (£2 T2,

A &Y monotonitdsdbdl és (5.24), (5.25)-b8l konnyen kovetkezik

41litasunk,

2. Az 5,1 Tétel és az 5,1 Kovetkezmény a V(¢,x)= |x| eset-
ben a megolddsok normdja hatdrértékének 1létezésére adnak elegends
feltételt, Az aldbbiakban specidlis alaku egyenletekre alkalmazzuk
ezt az dltaldnos eredményt.,

Tekintsiik az
(5.26) $() = J&x©) « gtk

egyenletet, amely (2.,1)-nek az a specidlis esete, amikor :FCé‘ce)z
= Ll (o) + g lti).

5.3 Tétel Legyen X az (5.26) egyenlet megolddsa. Tegyiik fel,
hogy ¢ [6~ | 00) = RY s 9¢ R>R olyan folytonos fiiggvények,
amelyekre

(i) 1étezik K>O , hogy t2E egetén

t
(5.27) J r@dr sk,

d-~

(ii) ¢, monoton nové és ha wu<x, akkor

A

dan - o
(5028) ‘&f 0}(“) - o\,(/:») - ‘
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(iii) bédrmely t2 & -ra és ¢€C -re

(5.29) |t g n) o [ mex [g(3]),

-r&Aso
T o o)) - o -n(t (0){).
(5300 Em 4 (jq@+ b= [¢0]) & -0 o)

Akkor wiax  |x(#+5)] monoton csckken és a Lim |x)|
-mrENLO t->e

hatdrérték létezik,
Bizonyitds, Az 5.1 Tételt alkalmazzuk a V/(t,x) = |x],
4B =p@®, e&d(u.u)= o (1)~ o (a1) esetben, (5.27)-bSl és

(5.28)-b61 kovetkezik (5.3) és (5.4). A Ljapunov fiiggvény deri-

vdltjdra vonatkozd becslést (5.29) és (5.30) alapjdn a kovetkezd

mdédon kaphat juk:

D(}. 26) 191 = ‘,::grr’ -1-\ (\cf(o) + h Al lo)) + oyt p) |- [(((o);‘)g

< L mep %\ (l-.f(o) +&\.J(({:,<.e{o))| -—]Lf(o)')+ , 3(&,«()’§_
>0+
¢ 10 [z, o 1) ale0))

Tehat az 5.,]1 Tétel alkalmazhatd,

A skaldr esetben (Rh=|Q) érvényes az (5.26) egyenletre a

kovetkezd tétel,

5.4 Tétel Legyen x az (5.26) egyenket megolddsa, Tegyiik

fel, hogy {(,00s0 és barmely +e b, Lfec esetén

(1) ‘f(°>-{r (fl‘-(’(")) € - a®) c.e"(o) \

(ii) |t )l € u(é)_:?:éolcf(lsﬂ.
t
(iii) J amar 2K,

-
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ahol o: [6—"’,&) - Rt folytonos fiiggvény.

Akkor a Liws x (%) natdrérték 1létezik.
+~>00

Bizonyitds. Az 5.3 Tételt alkalmazzuk a 4~{)= ox(t),
g (u)=4r esetben. Konnyi ldtni, hogy (5.27), (5.28), (5.29) és
a ¢(o)=0O esetben (5,30) érvényes, Ha (o) #0O , akkor

o s A [1p(0) + h Lt (o)) - |9(e)])=
o 2ot k(hoon {tiq o)) - [g))

= Lo wor [09) £ [14 k0 HLED AT o iy (o).

hWoo+

Tehdt az 5.3 Tétel feltételei igazak, Mivel skaldr egyenletet

vizsgdltunk, kovetkezik a Liwm X(#) hatdrérték létezése is,
+t->00

3. Most olyan egyenletet fogunk vizsgdlni, amelynek a biold-~
giai, kémiai alkalmazdsokban fontos szerepe van [ #1], Tekintsiik
az
(5.31) x) = - RO+ b (x (k-r (o) (xtweR)
differencidlegyenletet, ahol h:R->R | rv:[6,0)-> [:D./v:]
folytonos fiiggvények., Az (5.31) egyenlet az (5.26)-nak az a
specidlis esete, amikor -{i("‘-q(-(’(")): */'A-(‘(’(")) | 3({“‘(’)’ )’\-(‘{’ (- "(f)))-

5,5 Tétel Legyen X az (5.,31) egyenlet egy megolddsa, Ha a
h fliggvény monoton nové és lokdlis Lipschitz feltételnek tesz eleget

legfeljebb egy pont kivételével, akkor a i.(.w\ x {¢) hatarérték létezik,
> w0 :

Bizonyitds, FeltehetS, hogy h a O pont kivételével tesz ele-
get lokalis Lipschitz feltételnek., Eldszor megmutatjuk, hogy x kor-
ldtos, Ha x nem korldtos [5"0‘3) -en, akkor létezik olyan 4.'55.

hogy vagy x[)>0 és x ')z x(#F-v{')) vagy % (t')<0 s



- 18 -

() ¢ x@'- e (t')) e A A monotonitdsdbdl az elsé esetben
v(#)<0 , a mdsodikban x(')20 , ami .ellentmondds. Tehdt x
korldtos, Legyen wn = Lw tnd x(#) | M= Liwmaup x@), Tegyiik fel,
t-> 00 ‘>0

hogy M>w és M=#%0 , Az 5,1 Tételt alkalmazzuk az R"=R,

V& x)=x , -g,\(t) =4 9, (mw)= A(c)-h (i) esetben azzal a meg-
jegyzéssel, hogy (5.4)-et elég a Lim aup V(,x(4)) egy kornyezeté-

t>
b6l vett w5 esetén megkdvetelni, Ha m s € (M-8|M+£)‘ ahol

0< € <|M| , akkor van olyan L, hogy h(w)-h(s)g L |u-v|

As
P oAn
es igy F4 = A L AT,
_f h(&r) A(A) o L(a-a) '
A Ljapunov fuggveny derivaltjara vonatkozd becslés D(s 34) x@) -

b8l konnyen 1ldthatd. Tehdt az 5.1 Tétel alkalmazhatd: Jf*‘;“ xa)
>
létezik, Ha M=0 , akkor w3+ M esetén wm#% 0O és az 5,1 Kovet-

kezmény alkalmazhatd,

5,6 Tétel Legyen X az (5.31) egyenlet (6,({) -n atmend
megolddsa., Ha a A fiiggvény monoton novd és a | win ¢ (5, wmax cflé)j
~rgh%0 “hEALO
intervallumon Lipschitz feltételnek tesz eleget az L Lipschitz
konstanssal, akkor van olyan ceR és M>O | hogy
At
x@-c] €« M P (t29),

ahol p=- g—n- ﬂ-;,ea (A-—;_’er).

Bizonyitds. Az 5.2 Tétel alkalmazhatd az R"=
Vi, y=x, {684 K =+, g (m) = h(w)-hiw)  <=42,
esetben azzala megjegyzéssel, hogy az 5,2 Tétel (i), (ii) feltételét
elegendd My A A e[ min sy | wax ¢ (s) esetén meg-

—n—‘o-’-o ~FEN%O0
kovetelni, <= 4,2,



cn
PP Yo
Ekkor ugyanis < f —_— £ T D4l
or uey ,:fil.(w;-a) = 2. hen)- hir)
g - a5y —La e . . ey pme
Ze kovetkezik, <=4,2 . Tehat d4llitdsunk az 5,2
Wi—b\"

Tétel kovetkezménye,

5,7 Tétel Legyen % az (5.,31) egyenlet egy megolddsa, Ha a

I fiiggvény monoton novs és  Liwm (t)=0, akkor a Lw x(t)
t >0 >0

hatdrérték létezik,

Bizonyitds. Legyen €>0 adott. Mivel <x({)->0  ha

4500 , 1étezik T(e)> 5+ , hogy ~«()<€& , ha + 2 T(s)-¢.

El8szor megmutatjuk, hogy ha + 2 T(¢) , akkor wmax x (£44)
~E€AL0

monoton csokkendé, Ha nem lenne monoton csokkend, akkor létezne

+,> T(g) ugy, hogy x(#,)>0 és x(o)> x(,+4), - & £0¢0.

Ekkor az (5.31) egyenlet és . monotonitédsa alapjdn

$(t) = -h )Y + W (x (€ o-*@:)) €0, ami ellentmondds. Tehdt
wmeaXx X (£+2) monoton csdkkend, ha * 2 T(¢) , Hasonldan mutat-
~-E£NHED
hatd meg, hogy vaiw x (¢+4)  monoton nové, ha +2 T(g).
-£¢a¢co0
- . . M= LUwi  vuox x (€+N).
Legyen w1 = {Qif.: -\?:\{:goX&M)‘ L0 -£EALO )
Nyilvdn wa = Bwiind x @) , M= Lwmanwp x ), Rolle tételét alkale-
t->w 4 Do
mazva kapjuk, hogy ha + 2 T(€) 1, = vmax xH+4a), £ = waln  x (£44)
' 1 _ggasgo ' 2 _gssco0 '
akkor létezik +'e (¢, t,) , amelyre < (¢) = X&))-xE4)

& 1
(ha t'\»{'z , akkor t'e({z,'tq) ). Mivel ,tl—t1| se, [x&)]z2 Hg:M

Mivel & tetsz8leges kicsi volt, w# M esetén létezik ['Lki'::o
sorozat, amelyre t,»« és |f<(‘£h)l—>oo , ha k>e.

Masrészt az (5.31) egyenletbdl |x(¥)| & ,J,\,(l()l-q- I&(—K)] , ha
lx(L)[ <K , t2% , Ez ellentmondds, tehdt a &;wwx(‘() hatar-

érték létezik, R
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4, A kovetkezl tételben egy linedris differencidlegyenlet
megolddsainak vizsgdlatdra az iddfiiggd VHEx)= k@) (x|
Ljapunov fiiggvényt alkalmazzuk.

Tekintsilk az

(5.32) %)= - ax®) + ‘2;4 b ) x (47, (4) (x«)eR")
egyenletet, ahol a, Q’l’.‘t‘c : [6', oo) - R folytonos fiiggvények,

0 r,*) €, P I

5.8. Tétel Legyen X az (5.32) egyenlet egy megolddsa
['6 \ w) -en, Tegyiik fel, hogy a k: [b'—fr. o) > (O,oa) fiigg-
vény folytonos, lokdlis Lipschitz feltételnek tesz eleget és min-

den 1t 256 esetén

|80 Do)
. L —_— L ald)-
(5.33) O 2 e " w
és létezik K>O , hogy minden +26 -ra
€ sl I SYPSY
. k (» —— d» 2 K
(5.34) . t—fq’ Y2 o)
Akkor a  Uw R@)|x@)|  natdrérték 1étezik.
t>e0

Bizonyitds. Az 5.1 Tételt alkalmazzuk a V(¢ x)= R()Ix],

¥ &)
%‘ (£) =k (*) £Z=q ___h(-(:- T (_é)) \

Az 5,1 Tétel (i) feltétele nyilvédn teljesiil, a (ii) feltételben

%«(M‘U):G—L\ | |(1=K esetben,

Ay

(5.3) és (5.4) az [ 22 = oo -bSl, A< AT, és (5.34)-bsl
AA

kovetkezik, Az (5.33) felhaszndldsdval a Ljapunov fiiggvény deri-

valtjdra az aldbbi becslést kapjuk:
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3{.} oy V&) = fm sap %\n{ (keh) (tf(o) ~hh afe)glo) + &ié n'i“)‘f(""z“)))l _ u{)h(,)l‘

>0+

& bmoupd H‘fMI (et (4~ hatt)-k ({ﬂ + h({)\};[ Je ()| o ()

h>o04

DY) ) S ) ) ep (- (0)
< k@l ( ca) + kt) ) LSO et (- ()
)H l k(t) Cza h("é-’tilf))

oy OALIDARVIZHITA
< h()Z @) Vi) - (m({) ) ) (< ?)

ol | TN 5

k) >

i=a k(t- ”t‘-_({))

(Vi) - Ve @)).

1IN

Mivel az 5,1 Tétel feltételei érvényesek, a fa—w\ h&)'x(i)(
S

hatdrérték létezik,

5.1 Megjegyzések Az 5,1 Tétel R" helyett Banach térbeli
egyenletekre is érvényes., A Ljapunov fiiggvény derivdltja pozitiv
is lehet a B,SZ, RAZUMIHIN [3%#]1 4ltal bevezetett (5.1) halmazon,
Az eddigi ilyen tipusu eredményekben a Ljapunov fiiggvény derivdlt-
jét O -val becsiilték feliilrél (J. KATO [22], S,R, BERNFELD és
J.R, HADDOCK [21), igy az 5.1 Tétel ezek &ltaldnositdsa,

A 3«(“'”') ~-re kirétt feltételeket tsljesiti példdul a Av—AvL
filggvény,
, | K

Ha az 5,2 Tételben %A(M‘u-)= %z(u,u-):b‘—u , akkor ®=e
ahol K = wex {K,, . 1(,_3 ,
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Az 5,3-5,7 Tételek a (2.1) egyenlet olyan specidlis eseteit
vizsgdljak, amikor annak jobboldala egy ugynevezett kozonséges és
egy funkciondl részbd8l 411 és azok azonos nagységrendiiek, Ekkor
S.R. BERNFELD és J,R, HADDOCK fentemlitett eredményei nem alkal-
mazhatdk a megolddsok hatdrértéke létezésének bizonyitdsdra, mivel
a V(tx)= | Ljapunov filiggvény derivaltja pozitiv értéket is
felvesz,

Az 5,3 Tétel feltételeibdl Altaldban nem kovetkezik a

Lo x @) hatdrérték létezése, amit az yx =¥ ¥ =-¥ példa
€>uw 4 21 Py 1
is mutat, '
Ha a 5.4 Tétel feltételei mellett még .
0
@)l 2 al) wex (], 0<y<¢A o )t = &
R )T-«'ébﬁf-’w X =T c‘ir«—

is igaz, akkor az x=0 megoldas aszimptotikusan stabilis
(E. WINSTON [43]). Az 5.4 Tétel feltételeib8l az ¥=0 megoldds
aszimptotikus stabilitasa nem kovetkezik (még akkor sem, ha
fu(-() dt = ® ), Példdul az x{)= -x(¢)+ x (f—d) egyenletnek min-

C-~
den konstans fiiggvény megolddsa.

5.1 Példa Tekintsiik az
2= - Nxw + Hxw-rw) (x @eR)

egyenletet, ahol “: [B‘. 60) -7 [0,'\-3 folytonos fiiggvény, Mivel a
éﬂ: fiiggvény az 4= O pont kivételével lokdlis Lipschitz fel-
tételnek tesz eleget, az 5,5 Tétel alkalmazdsdval kapjuk, hogy a
Lim x (t) hatdrérték létezik.
t>e0 _

Ha a cfeC, kezd4fiiggvény olyan, hogy O ¢ [-:Aé\;\écg (») ._:;‘;;;U"Q.

akkor az xﬂﬁgf) megoldds exponencidlis gyorsasdggel tart konstans-

hoz,
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Példénk egy uj bizonyitdsa S.R, BERNFELD és J.,R., HADDOCK
[21 kovetkez8, 1977-ben kimondott sejtésének:

az x@®)= ~§{K—(T + 311(({%') skaldr egyenlet minden meg-

oldasa konstanshoz tart, ha t->oeo

A sejtést eldszor C, JEHU (431 bizonyitotta,

5.2 Példa Legyen adva az

(5.35) ) = - W)+ b (6= ) (xcweR)
egyenlet, ahol
" , ha Mm 2 -4
-t -4 ,ha —A<m£0
hie)= A= Ao a2 ,ha ©OLm<A4
AA » ha AL A
és '
(14 3 ,ha 0ty
t- ane con(2cost) « 20 . ha %’-§£¢%"T
't({)=< £- anccon(2t2cont) « M na Luete
t + % , ha TWEt< %ﬁ_
L - anc con (eost) T , ha %'ﬁ§t<§'ﬂ’
\ £~ one (72 - cost) , ha _grrgt<aﬁ

tov4bba ¢ (¢+2T)=T{) . Ekkor az (5.35) egynletnek x )= Aint
megolddsa, Azaz . az 5.5 Tétel nem igaz, ha a h fiiggvény két pont

kivételével tesz eleget lokdlis Lipschitz feltételnek.

53 Példa Tekintsiik az
(5.36) X({) = -axl)+ LE)x - xH)) (xe)eR)
egyenletet, ahol Q>0 , 'Q’|"t= [6,0) >R folytonos fiiggvényck,
O0¢< r()g , Az (5.36) egyenlet megoldédsait az 5.8 Tétel segit-

ségével vizsgdljuk hdrom esetben.
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1. eset: [¥®O[ cra | 0724, t26.

Alkalmazzuk az 5.8 Tételt a hkH)= nxp(“*—) esetben, ahol
®>O olyan, hogy /o ep(xm) £ o-X teljesiiljon, Ilyen o
van, mert a baloldal &K ->0 esetén 4 & -hoz, a jobboldal pedig

a-hoz tart, Az (5.33) és (5.34) feltételek teljesiilnek, mert

wt (900 wr n _ DHe*Y
e G T R T

ot
Tehdt-a liws & XH) hatdrérték létezik., EbbSL kovetkezik, hogy
t>a

x(H< M 4"“* , ha t26& |, valamely M >0 -ra. Ezt az eredményt
kapta mds médszerrel N,N, KRASZOVSZKIJ [24] 1959-ben és J.,K, HALE
[46]1 1971-ben,

2, eset: |lr(4.)] £ o + 26,

Legyen kMY=4 , Az 5.8 Tétel alkalmazdsdval a «&m xX) hatdr-
érték létezését nyerjiik, Ez az eset N,N, KRASZOVSZKIJ ([24] hires
példaja, amelyben § az X =0 megoldds stabilitdsdt bizonyitotta.
Itt azt kaptuk, hogy a feltételekbdl a megolddsok konstanshoz tar-
tdsa is kdvetkezik,

t t )
3. eset: [(a- (6B 0, flﬂr(O)lvlp{ [ (o @wl)du] dr ¢ K, €26,

€ -"e(t) + t-r 2-% (A)
Do)
Legyen R(t) = exp (qu (a- fﬂr(b)l) o‘/\) . Ekkor RYOR o -’Xr({), .
Az (5.33) és (5.34) feltételek teljesiilése kinnyen ldthatd,

Tehat a

t
S (o - |- ()]) s
(537) Lwr x@) = F
1>
hatdrérték létezik, Ha

f(}b(o)p_o\)dn <o
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akkor létezik a f—vv\ x(¢) hatdrérték is., Igy példdul az
S0

x(¢)= - e x (¢) + (c\ +(-é--4—6_:4—)1) z({—'c('é))

egyenlet minden megolddsa konstanshoz tart., Az (5,37) segitségével

a megolddsok végtelenbe tartdsdnak rendje is vizsgdlhatd, Példdul

az
x ()= -~ eaxd) + 2o x (¢ -7)
~a(t-5)
egyenlet minden X megoldasdra a Live x (#) 2 hatarérték
: t>
létezik,

VI, VEKTOR LJAPUNOV FUGGVENYEK KONVERGENCIAJAROL

1. Ebben a fejezetben vektorértékii Ljapunov fiiggvények segit-
ségével fogunk elegendd feltételeket adni bizonyos Aifferenciél-
egyenlet-rendszerek megolddsainak konstanshoz tartdsara, Olyan
egyenleteket mutatunk, amelyekre korabbi eredményeink nem alkalmaz-
hatdk,

A (2.1) egyenlet [U,oc) -en 1étezd megolddsait fogjuk vizs-
gdlni az ~ < egetbena C = C(E— -, 0] | Rﬂ) kezd{fiiggvénytér-
rel,

Legyen w4 egész szam, V= (VM.-. ,Vw,) Ljapunov
fiiggvény, TT(C R“) korldatos, zdrt ha]:maz és caz(oa,“...,cam):_n—> R"
folytonos fiiggvény., Tegyiik fel, hogy %t az i-edik valtozdéjdban
szigoruan monoton csdkkend, a j-edik valtozéjdban (3‘44’.) szigo-
ruan monoton nsvé 1l-n , tovdbba létezik olyan L>O | hogy
Lug + 0 (M A o ) monoton nsvd 44; =-ben

wA

TT-n =4 é&s 2 oai(u)zo y ha we .

‘ .
=1
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A tétel kimonddsa eldtt az aldbbi lemmdt bizonyitjuk,

6.1 Lemma Ha a; el A=A
[q“tr‘]x,__x[O\m‘le]Gn— és %,‘_ (Qr'\ vt QS‘M): o \ <= 1"“"’“ \
akkor van olyan (Carey Cm) € Ea,“ﬂa)x x[aM.‘(rM> ,

hogy ¢ (c”...,cw,)=o Y

Bizonyitds A St Coon szamokat transzfinit indukcid~

val fogjuk megkonstrudlni,

Legyen c(:) =a,. , i=4,-~-.w~, és tegyiik fel, hogy a
o X
L(:H‘) Vet C(%(“)' Cﬁ(*: Lo C&v‘) szdmokat mar meghatdroztuk
(& ¢4) (et +1) (&) (¢
ugy, hogy (e ™V .., €3 1 Cger it Cm )e a, b ] v x fa 0],
. (o¢+4) (1) ) ()
O_‘__%é\h\-" OHa %‘-*‘ (CQ 1 *=* 1 C‘s ‘C""*‘|--'.CM )50‘
o o)
akkor legyen c%J') = C\i“ » Ha pedig
oea) (1) &\ =)
i (e €5 e el ) o » akkor
mivel 4q.,, a 4+4 -edik védltozdéjdban szigoruan cstkkend, a
. . v . (et ot o o
tobbi valtozdjdban szigoruan novd és e ) ( . ( : "
4 ) PR [ I A

e
c [oLMQr,,]x e X [aw\(bw‘] . %3“‘ ((r,“...‘ Qrw) =0 , létezik pon-

(< +4) (%4 4) )
tosan egy olyan Ci“ e [o\i“ . bi*‘] s hogy ci\“ j+
) (e¢+y) (e +4) (v+1) (<) L-()) ..
és %3“ (<, e 5 C'i'“ (CJ”_ 1 G } =0 teljesiil,
. . ) ) .
Ha o limesz rendszam, akkor legyen CL = AMap T Lz hgw
NLK
w . rd
Megmutat juk, hogy a e = CL-( ‘) . T 4,~--, A s, Szamok

kielégitik a kivant feltételeket ( w, az elsd nem megszdmldlhaté

rendszdm), A konstrukcid alapjdn nyilvénvald, hogy

(c“..., Cw) € [oulr,Jz...x [qm‘lrmj . Ha valamely j-re (A€ {%m)
Q‘H (c“.‘.,cw\) > O , akkor minden [3< w, esetén a
Ca((l'M) C(v{i*‘) >C(£‘)
teljesiil, azaz van olyan & (A kem) hogy a {f& p<w,
A
és CT+ )> cf) }

>c!® reldcidk koziil legaldbb egy

(IR

halmaz nem megszémldlhatdé, Ez ellentmondds,
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(©+4)
mert a (cf” (Ch ) intervallumok ([5 < wy,) diszjunktak

és megszamldlhatd sokan vannak, Tehdt o (C“»-.Cm) = D

<=Am [ Ha cive L= A4 L m , akkor van olyan

(
sk % iRGEx (A% '\] £m) , hogy C((L*d))c(-m:cg.

: (@+1) (R4 )
°s ¢, >c‘4r"| Cé—/\ L q-&-'\ \ C‘i+« >°‘j+« 1 1€ 78w

Ekkor %{(mu) C(rsu) ® (™ ()

c'1 (R ‘6—'\ \ C‘S \ Ci-(-'a == CW\ ) 20 1#'&
esetén és hatdrozott egyenldétlenség &11, ha i:j , amibdl a

f ((rm) (B+1) @) (™
F

) ¢
¢, tee b Cgea lCJ- ‘C’i*"""c‘”‘ ) > O ellentmondast

kapjuk, Tehdt valamely i}-re C'3= C\,é és igy a % -k monotoni-

tdsi tulajdonsdgdbdl e, < b A . Ezzel &411itd-
sunkat igazoltuk,
6,1l Tétel Legyen X a (2.1) egyenlet megoldasa [6’, 00) -en,
Tegylik fel, hogy
(1) VEx@)ell |, na t26
(ii) na t28%6, yeC V,g)eTl és valamely i-re
(4'. = Aoy )
(6.1) S (VG g0) > V()
akkor ugyanazon <4 indexre

(6.2) ’D(;.A) Vi (t¢) < L[\—/:'(f o‘?)_vi(tn’-(@))]* N ((/: ({f‘(’)r“lvm Hl"f’)

teljesiil, <=4,..., ™, ahol 4 R->R folytonos, monoton

novd fiiggvény, HhR)SH.

Mikor & Liw V (4, x (4)) natérérték létezik,
>0
Bizonyitds. Legyen s (4) = \/(f.x(é)) ¢ k)= T/-((‘yt)l
o Limn  ar (4) , ahol a v komponensként értendd.
4500
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Mivel Tl Xxorlédtos és zdrt, ezért A= (u“...,am) el és

- o <-°‘c< o =4y o Eldszor megmutatjuk, hogy
ca(o\)zo . Ha ez nem igaz, akkor van olyan 4 index (4 €4 ém)‘
hogy q.(=)<0 . Feltehetjiik, hogy <=4 .
A W fiiggvény h(r)>» tulajdonsdgdbdl kovetkezik &€%0
létezése ugy, hogy ’n.(o«q- e) >, « Indirekt feltevésiink és

a= liw ar(t) alapjén van olyan T 2 & s b= (lq ,--.,irm)e ﬁ,
t>0

amelyekre (o -e)>k, |, ~;l) 24, | ha 12T, i=d..,wm,
tovabba
&
(6.3) b, + 2" L a .
L
Ha 43 Ten és () z a,-& , akkor K (v, (8>, T 5 (),

Igy a (ii) feltételbdl és a Y, monotonitdsi tulajdonsidgaibdl
-+
(644) D it) ¢ L (b,- o, () + M (&),

ha + 2 T+~ és A (t)2 &,-£ . A 3.1 Tétel és (6.4) fel-

haszndldsdval azt kapjuk, hogy

&
(6.5) &q({) € moax {&,-€, (15'4-4' %‘—(——))(4—1 + 45, (T1r) e

“LE-T-v) ~LE-T-»)
: ) .

ha £ 2 T4m , (6.3)-b6l és (6.5)-b8L  bwn 45, () <
+ -S> w0

& wax {o«A-E . LA ?61_9’_) } kovetkezik, ami ellent-

mond &, definicidjdnak, Tehdt oa(q)=0.

Tegyiik fel, hogy a ikw;a (L) hatdrérték nem létezik,
-

Ekkor van olyan 4 index (A€ { €£w) , amelyre a i,u;v\ a7 (4)
>0

hatdrérték sem 1étezik, Feltehetd, hogy <=1 , Mivel 45, korldtos

1

[e'\ 00) -en,az indirekt feltevésbél kovetkezik olyan a, szdm

[/~
és {th}h’:o sorozat 1létezése, hogy G, <a, | h(a°)>o\4 \

Livaa £, = oo és ar (4 =z Qa k= 0 4,.. . Legyen L'OL\:MM‘({ k=04...
B ot h 1 h) o | ! t?_éh-lr- N (M|
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(3 k
Nyilvédn i«‘\M Y = o és mivel T zért, & )elTl k=04,....
>

Vdlasszuk a k, szdmot ugy, hogy R 2k, -bél h(&4)> lrfh)

és (l)‘}h)'f ?ﬁL%_&l) )(A—e’gu—) + aoe_gu. <a, kovetkezzen.,

Ha k2l,, 4:.?_":‘,~ és o, () 2q, , akkor &(u1(4.\)>5;('£)'

azaz (6.2) érvényes 4 =41 -re, EbbSl a 9, monotonitdsi tulajdon-
sdgainak felhasznaldsdval kapjuk, hogy

D () = L (69 6,0) + g (&) (eze,, t24, 2 )za, )

(6.6)
U"1 ({h)': Olo .

A 3.1 Tételnek (6.6)-ra valdé alkalmazdsdval

) € (xrf‘H @(f_f_}f‘_))(/'_&%(é-th))+ " RGN

adddik, ha kR32k, &g & 24, . Ekkor

e _ _
R I e I

1

a [’f—“fh* 3"’] intervallumon, azaz létezik olyan ()'1 824m,

hogy @&, ¢ Qr4 <a, és fs;({) < (rq , ha te [tt-w»l {_LJ, '34-]‘
b2k . Hivel i (Mg iam) €0 L=2 i, a bk,

8zdm megvdlaszthatd a kovetkezdképpen: h‘ 2 bb és k2 hq

esetén Qrih\ * '-‘-&;_(bﬂﬁrl@\‘_“' b&:)) (A ) Q_'L"') <o
ha;-€) > ?:9_2\ valamely - E>O0 -ra, <= 2 ..,m,

Ha Rk, 'te[th*"'a 'th*s"'] és o (V2o -8, 4=2,..,m,

akkor feltételeink szerint

‘ (&) k)
’D-Hu-{({) < L (!réu—ﬁ‘;_({)) to, (15-4 | trl v Qr\M ) \ =2 wa
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A 3.1 Tétel segitségével ebbdl

&k
& NCAL A > -LiE-t-m ~L{t-t,-n)
(6.7) ;L) € waax iai—& (bz\-f % “Lz‘ : M))Q-a -y )44;;:(+h+lr)q ( b }
kovetkezik a E"a*"’\ t 3m]  intervallumon, <=2,..,w .
k
Mivel & (fh-f m) < “Q’—:'.\ y (6.7)=béL 4, i) -re a kivetkezd becs-

1ést kapjuk a [—tu-b 2m, ‘tb+ 3/\'] intervallumon:

CIRA L
(& NCT A -L
(6.8) i (1) € wex {o.t-—it Qr‘. )-1 %t z . 4)(4-0- ﬁ)} <a,.

(6.8)-b6l konnyen ldthaté olyan U .., b szédmok 1étezése,
hogy X <e; és U,k +3m) <l 420, m , A6.1 Lemma
szerint van olyan c= (C“..., tw) € [l‘—“aﬂ) X ... x[ﬁrm‘qm) '
‘hogy oa(c-\=0 . Igy azon a halmazon, ahol & (t)<c; L LT A ™

és (o) > b, () , érvényes
(6.9) Diu ) ¢ L (ep- ;) (¢ 2 t, +3nr).

Mivel h(¢;)>¢; , (6.9) igaz a c¢; egy kornyezetében, Ismét a
3.1 Tétel alkalmazdsdval (6,9)=b6l 4 (t) <¢; kivetkezik a
E‘-h+3"’.°°) intervallumon, <=4,... wm . Ez azonban ellent-

mond az O definicidjénak, Tehdt igazoltuk a tétel 4llitdsat,

6.1 Megjegyzés Ha a 6,1 Tételben -:MM VIt x () = o ,
>
akkor %(&‘:o:
2, A 6,1 Tételnek egy fontos alkalmazdsa van a rekeszrendszerek

elméletében, Tekintsiik az
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AT 4 =1
? -%4’{

w "
+ Z "‘D‘c (x’i(t-tﬁ£>\) + Z Ve (xé({)) L A=A
=" [

(R
differencidlegyenletrendszert, ahol k{j ,Oa;d tR>R szigoruan
monoton novd, lokdlis Lipschitz feltételnek eleget tevd fiiggvények,

k;%(°)=°‘)¢3-(°)=0 és 0< 't"i S IR

A (6.10) egyenlet megolddsait csak olyan 9 eC kezd8fiiggvények-
re vizsgaljuk, amelyekre L?(’ﬁ 20, -m£A£0, (ahol te(’s) z0-t
ugy értjik, hogy ¢ M2O0 <=4 n ) , mivel csak ennek
az esetnek van fizikai jelentése, El8szor megmutatjuk, hogy nemne-
gativ kezddfiiggvényhez nemnegativ megoldds tartozik,

6.2 Tétel Ha e C, ¢M®z20,-7r¢440 , akkor a (6,10)
egyenlet [5\ A) -n 1étezd x(s,ce) megolddsdra x (b, ce) H =0
teljesil [6,A) -n.

Bizonyitds, Mivel a %t.}i ‘03‘.‘2 fiiggvények folytonosak, a
4,1 TételbSl kovetkezik az x (b‘,cp) megoldas létezése valamely
[S"A) intervallumon, % <A ., Legyen '\hl(/b)= &.((0)-& (% (= 45)'

-n+$ 520 ., Exkkor ¥ (D > O, -m<¢D»4£0 , Tekintsiik a (6,10)
egyenlet X(B‘Ahz) megolddsdt, Tegyiik fel, hogy létezik
olyan t € (B"A> ,» hogy  x, (¥, '\hz)({b)=0 valamely 4  indexre
és  x (5,4 )YH>0 ,ha te [6,t;) .Ha x (B, ) (€s) # ©
vagy i "c_a.i +0 , akkor )21'. © >0 kovetkezik (6,10)-b8l, ami
nem leh‘ea;: mert x£(£°)=o és x.(¢)>0 , ha -Le[s,t‘,).

Ha x (% ,q-h)(f,,)=o és Ac(j =0, (,.3: Ao , akkor
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L 2% v\
(6.10)-b81 2 x (t)y=0 adédik tehat 2 x;d) = konstans,
(54 <=
te[6A) . Igy O-= Z ko) = 2 ¥ (6) 2 2,
4.=4
ellentmondds. Teh&at X Uf. '\Pb_) «Q>o a [6] A) intervallumon,
Mivel a 3:.&,5‘ o‘),.,a fliggvények lokdalis Lipschitz feltételnek tesznek

eleget, a (6.,10) egyenletre alkalmazhatd a 4,5 Tétel: az x(ﬁ‘ﬂfh)
fiiggvény egyenletesen konvergdl K(F]Q) ~hez a [?,A) barmely
kompakt részhalmazin, ha k>« , EbbSl x(&,¢))2 0 kovet-
kezik [&,A) -n, amit bizonyitani kellett.

Most megmutatjuk, hogy nemnegativ kezddfiiggvényhez a [5.60) ~en
14tez8 jkorldtos megoldds tartozik,

6.3 Tétel Ha geC, ()20  -m$0£0 , akkor «x(B,¢)
kiterjeszthets a [¥, ) félegyenesre és korldtos [b, ) -en,

Bizonyitds., A 4.4 Tétel szerint etegendd megmutatni, hogy létezik
K>0 , amelyre ,x (G.Q)({), £ K teljesiil az x(&,¢) maximdlis

létezési intervallumdn., A €6.10) egyenletbdl

at (Z i (t)) ot ( 5 é fh b (HM)M)
J
Integrdljunk ¥ -t81 t-ig:

“ “ on
PRCEDY f b, (g (e 4 ) do = Z OR Z Z f b ) 4o = dllené.
P %; Chl e
EbbSl és a 6,2 TételbSl kivetkezik x (%9} korldtossdga és a
‘fentiek szerint a tétel 4llitdsa is,
Végiil az aldbbi tételben bebizonyitjuk, hogy a (6.10) egyenlet

nemnegativ kezdffiiggvényhez tartozd megolddsa konstanshoz tart, ha

> w,
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6.4 Tétel Ha c?ec| ¢(Mz20, ~-r=a20 , akkor a

Bwa  x (5,) () hatdrérték 1létezik,
[
Bizonyitds. A 6.3 Tétel alapjén x (5@} 1létezik a [¥, o)

intervallumon és l"(‘?’l‘(’), <K ,ha te[t,0) |, Alkalmazzuk

a 6,1 Tételt a (6,10) egyenletre abban az esetben, amikor

Viey=x , =[] x..xoK] | L=@2na)L,

3(.("*4‘ WAL Y= - Z .. (M‘) qub‘ 42,,%3((%3)*; %si(uj),
9 3= U

ahol L“ a ‘:'3( %‘3 fiiggvények koz6s Lipschitz konstansa a

[O‘K':] intervallumon, M (A)=»5t4 . Konnyii 14tni a T -re és
%-re tett feltételek érvényességét. (6.,2)-t elegends az

x = x (&) megoldds mentén megktvetelni, A (6,10) egyenletbdl
kapjuk, hogy

A

‘(o) = —Z% (i)~ D g, (xw)+Zx« (g )+ 2 g L) £

=1

i g;l e
) uz b i) E‘b )T, {7) + Z % ) -
=
’a*‘

w

—Z& ;) - Z‘;))(r () + Z k. Q(L))«an (% ({))s_

3- "é*‘l a:f

L (71.(4)—;:{«)) + 9 (:?4 ) (1 ¥ (£)) . AT A egm,

A

azaz (6.,2) érvényes az X megoldds mentén, Mivel a 6,1 Tétel
Livma x(o,¢) (t) hatdrérték létezik,

feltételei teljesiilnek, a
t>e
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6.2 Megjegyzés A (6.,10) egyenlet egy specidlis rekeszrend-
szert ir le, Adott " doboz, az i-edik dobozbdl két csd vezet
a j-edikbe i:#{. P T A 0y az i-edik dobozbdl onma-
gdba is vezet csé, A t idlpillanatban az i-edik dobozban X, (t)
anyag van, 4% 4, ... Mm . Az isedik dobozbdl a j-edikbe egység-
nyi idé alatt ﬁ/\“'i (x,; ) anyag folyik az elsd és cé‘l (x(¢))

a mdsodik csovon keresztiile Az elsdn folyd anyag r{i id8 mul-
va érkezik a j-edik dobozba, mig a mdsodikon folyd azonnal, Az i-
edik dobozbdl egységnyi id8 alatt xt;i(kféén anyag folyik az
onmagdba visszacsatolt csébe, a csébe folyt anyag  “r; idé
mulva visszadmlik a dobozba, A 6,4 Tétel azt allitja, hogy a do-
bozokban 1évs anyagmennyiségek konstanshoz tartanak,

A rekeszrendszerek egy &dltaldnos leirdsa taldlhatd példaul
[4A3]-ban, H, MAEDA, S, KODAMA és Y, OHTA [32], H, MAEDA és S,
KODAMA [24], valamint R,M, LEWIS és B,D,0, ANDERSON [29] azt az
esetet vizsgdljdk, amikor a rendszernek nincsen tnmagdba vissza-
csatolt csével rendelkezd doboza, Azt bizonyitjdk nemlinedris rend-
szerre is, hogy az nyugalmi dllapotdhoz tart, I, GYORI és J, ELLER
[44] linedris rendszerre mutattdk meg a nyugalmi Allapothoz valéd
tartdst akkor, ha visszacsatoldsok is vannak, [13]-ban GYORI
kérdésként vetette fel nemlinedris rendszerre ezt a problémdt,

A 6.4 Tétel megoldja a problémdt arra az esetre, amikor a rendszer

teljesen Osszefiiggl, azaz mindegyik dobozbdl mindegyikbe vezet csi.
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©
VII, A2 kW)= - hE () + [ h(ExE o) dn(t o) + pl¢)

EGYENLET VIZSGALATA

Ebben a fejezetben az
(7.1)  x@=-hExO)+ (B x ) dom )+ p(t) (xt)eR)
-0

funkciondl differencidlegyenlet megoldédsainak konstanshoz tartdsat
bizonyitjuk, Ilyen tipusu egyenletek pl, az atomreaktorok modell-
jeinek matematikai leirdsdban [ 8] és a matematikai bioldgidban
haszndlt rekeszmodellek vizsgdlatdban [43] fordulnak el8, A (7.1)
egyenlethez jutunk el a véges retarddldsu (5,31) egyenletnek vég-
telen retardaldasura vald formdlis altaldnositdsdval is, R, GRIMMER
és G, SEIFERT [ 41 ] és G, SEIFERT [40,44 ] a (7.1)-hez hasonlé
tipusu egyenletek megolddsainak korldtossdgdt, stabilitdsdt és
aszimptotikus stabilitdasdt vizsgdlidk, Eredményeikben azonban az
egyenlet jobboldaldban a kozdnséges rész a domindns, Mi azt az ese-

tet tdrgyaljuk, amikor (7.l)-ben a kozonséges és a funkciondl rész
[+

azonos nagysdgrendii, azaz S d'yl(t,/;) = A
-0
Tegyiik fel, hogy a (7.1) egyenletben h:R*xR » R foly-
tonos fiiggvény, h(t) monoton nsvé R-en, h (%) korldtos

R' _on, minden a,be R -nhez 1étezik olyan L=L (o, k)50,

hogy ¥,4€ [a %] b1 | (ex) - hitiy)] s Lix-4)] kovet-
kezik R'-on. Az : R (-,0] > R? fiiggvény olyan, hogy
1 \
m (€°) monoton novd, balrél folytonos és minden te Rt _ra
(-]
dm it a) =1 , tovdbbd van ar:(-«w,0] rR* folytonos
o L

©
figgvény, amelyre SR <o és  AN(B) T M(En) telje-
P -
siil, ha (t »)e R¥x (—oo,O-_] R RTSR fiiggvény folytonos
< ‘1 R? . . " ‘
és € L ( ). A (7.1) egyenletben és a tovabbiakban eldforduld

integrdlokat Lebesgue-Stieltjes értelemben ért jiik.
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Legyen = ®© és

o
M= {Lee H: ¢ mérhetd, I ]’}\({:,tf(a\)] o(fq_({'/)-{) < oo

minden t T OC-ra,
o ©

I [ 1h )] dn¢n-t)dt < oo }

6 -
Az M tér dltaldban nem linedris, ezért a IV, pont eredményei
nem alkalmazhatdk tetsz8leges cfel\’l kezdgfiiggvény esetén, A
(7.1) egyenlet x(O,¢p) megoldédsdnak a [O| oo) -re valé kiters
jeszthetiségét és a é&_::; x (0,¢) (}) hatdrérték 1létezését azon-
ban tetszlleges c(’eM kezd6fiiggvényre be fogjuk bizonyitani a
7.1 és 7.2 Tételben, feltéve, hogy tf -re érvényes az (i) és (ii)
tulajdonség: S
(i) 1létezik (O‘ ‘.(J) -n dtmend megoldds,
(ii) ha x(0;¢) a (7.l) egyenlet nem folytathaté megoldd-
sa [Ol A) -n, O<AL & | akkor L [x (0,))] = .
+->A-0
Az (i) és (ii) érvényességét a tovdabbiakban mindig feltessziik.
Jelsl jiik C'r -val a 4,1 Példéban adott B teret, A IV, feje-
zet 4,1 és 4,4 Tétele alapjdn minden C,‘. ~beli ¢ -re igaz (i)
és (ii). Megmutatjuk, hogy ha 4 £ 0 , akkor C'T c ™M , Valéban,
ha c{G_C,B., akkor ¢ korldtos (—wloj—n, és igy h(i.lf(’b» is
korldtos (-o0,0] -n, Mivel M (%;") monoton novd, ’n.(ét— K‘) <
& ‘?r\,(_(:‘cf(o)) < k(é,(Q) valamely K,.)O-ra, NE O , és mivel
h (- x) korlétos R* _on, xapjuk, hogy ‘k(e,g((mn < Kz'
t20, 2€0 , EbbSL
o o
_L‘ﬂ\.({\c((o\)\ dy (t0-t) £ K, :i dm(a-t)= K a (¢,-t) £ sz«(-t)‘
o

oo «w>
[ [ |t dnea-tidt 2 K, farce)de < oo
(o)

0 -
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tehdt cfeM , amit dllitottunk,

Ervényes az aldbbi két tétel.

7.1 Tétel A (7.1) egyenlet x(0,¢¢) megolddsa kiterjeszt-
hetd a EO,°°) intervallumra és korldtos E0|°°) -en,

Bizonyitds, Legyen X a (7.l) egyenlet (O,ce) ~-n atmend nem
folytathaté megolddsa [O(A) -n, A>0O , Feltevésiink szerint van
ilyen X ., Megmutatjuk, hogy létezik olyan K>0 , amelyre

[x)| € K teljesiil, ha te [O,A) . Definidljuk az 4.3 fiigg-

vényt és az S halmazt a kidvetkezdképpen:

4l = wex x() | ©=t<h, s:{e: te[o,A) x(i):.«aa)}.

oEnst

Ha te [0|A)\S , akkor :D*Aa({) =0 , ha pedig teS,

akkor

©
DIyl & x@) = - htx@) + [l x(t+2)) dm (¢ 8) « pl) =
-t

-¢ (o]
=[xt dm ) -t ) (dm e o) + (e x (ten))- e x ) (6,0 4
-0 -t

- o0

0 g [ G xe) dyEo-t) - R @(e)n @-4) « |nl)] <

g [|h o) dno-t)+ RCY +jpn @) = <),

ahol k= :‘;—r\ l"’\({l'-(("))lo Az R fiiggvény R* -on értelmezve-
20

van, X{)z 0O

. ha tBo 4 we L‘(R*) . Ebbsl

(7.2) ’Dna(t) 2 & (4) (t e[o‘A))

[o]
kovetkezik, Mivel &M, [ar(s)dn<os és pel'(RY),
[ 2 )
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t
a 3,1 Tétel alapjén (7.2)-b31 Ng @&+ S
) < 2

(1A

£ @+ _[omx(/;\o\n =K, <o te[0,A) , Tehdt () £ K,
ha ¢t € [O,A) , ahol k,‘ az A -tdl1 fiiggetlen konstans,
Hasonldan mutathatdé meg olyan, az A -tJ1 fiiggetlen K’_ konstans
létezése, hogy x{\2 K2~ , ha te [O,A) . Ha A < o , akkor
x folytathatd a [O,A) -ndl b6vebb intervallumra feltevésiinkkel
ellentétben, mert X korlatos [O‘A) -n, Ezzel a tételt bebizonyi-
tottuk,
7.2 Tétel A (7.1) egyenlet bdrmely X(O,L(’) megolddséra a
Lo x (0,¢)#) hatdrérték létezik,
t->w
Bizonyitds. A 7.1 Tétel szerint a (7.1) egyenlet x=x(0,¢)
megolddsa 1létezik E0,°°) ~-en és korlétos Eo‘w) -en, Tegyiik fel,
hogy nem . 1létezik X végtelenben vett hatdrértéke. Ekkor vannak
olyan o, b ¢ d szdmok, hogy a>&>c , d>0 f—{._;v\—«wx(tk&-‘
Lwm x@<e, |xOlga és -hite)lgd ,ha +TO ,
t> e o
Legyen L=L(-a,a) és 6 =-£’\)‘(/5) dr , Az € szdmot ugy vé-

lasszuk meg, hogy

L®
(Lr-c)e
(7.3) 0< € < 6
2 (4- )
teljesiiljon, Mivel JLim x@&)=& | van olyan + 2@ , hogy
tS e 4

t 2t1 esetén x®) & & +& . Legyen

1

+‘4
L) = [ bt )| dnta-t)+ o () +|p8)],  t2t,.
—_ 0

Megmutat juk, hogy & € L‘([t“oo)) . Az
o t,
x@= [ Rt o o-t) + (£ -t)+[n(e)] + [ Mt x ()] do (&,0-4)
)

-~ 0B
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’ ' d 4
felbontds és ¢eM , arel ((;— «:‘0:]) L e L (R*) alapjdn
t
elegends az ‘U\.(w‘:\x('a\)l Am b, »-t) fliggvény integrilhatd-
©
sdgdt bizonyitani, Ha ae [0,(:1'] , akkor lh(i,x(&])l <h

,

és igy

o t, @
It f|0\(£ kMW)| dmlep-t)dt £ [k 3’
t, o €, )
(-] 00
g [e(nttH-mE thdt s b
+ <,

a 1

d/yl (‘6,0-‘&)(1{ <

(et -t)« v (-0)dt < o,

3 4 rd
Mivel & € L (&4,00)) és Livm »()<c , 1étezik olyan ’t
{ > 0
hogy t 2{:"|  X()=c és

2
- L -Le
(7.4) [ < dt < &-oe
+ 2

2
Hasonldéan, mint a 7,1 Tétel bizonyitdsdban, definidljuk az Aa

fiiggvényt és az S halmazt:

A,Oa)-t:\e;x :(a) L et S={eerey *a“>="(“j‘

Ha te[-'tzlm)\ S , akkor :D*&a(t)zo , ha pedig +te § ,

akkor

Dua({) € X&) = -h# x@®)+ fk«,x (f+a\)ol»2(£l/s) « p@)=

¢t £, -t -t
= f h(t x(é*b\) o("z(‘é A) - hit xR))J olnsz D) + j(h(f‘x ({-(»/3))_,{\({“(“))0\,,2&'/_\)*
- t,-t

[+
£ [ (WGt - hitx@) dm@Es) « plE) £

-t

t,-t €,-t €, -t

£ [ |hetpiten)| dmted) - R ) [ dm )+ L (tee-x(e)) [ dmtt,s) «|p )] £

R
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t‘!
< j N (£, <) 0‘"2(‘|’>"‘-) + - -1) + L(bee -x(u)d\(el-f) {pO)] =

- 00

= - L_'z)‘(-(g-t)AaU.) + L{ete) (€ 4) + x(8).

Ha ¢ ?.‘tz , akkor 4.66(-) g b+, Igy

(1.5) D*Aa(i) € - L'U‘(ﬁz-t)«a(t) + L(&+ e)'z)‘(tz-t) + oL () (-é 2t,)
Aa(t,_)= .
A 3,1 Tételt alkalma.zzuli (7.5)-re., Azt kapjuk, hogyt
Aam < coe Léia}‘('él-o)db* (XHE)U-Q-Lé'v‘(fL-A)dA) )
(7.6) e
+ _{tx(a) g—Li{ﬂ}(é‘-M)du dn | (£24),

t
2

(7.6)=-b61 a (7.3) és (7.4) felhaszndldsaval

Aa({) = b+e + (c —-(Qr-ts)) e—L@ + fodt)df =
-]

2 oo

+ a(/l—e'l'e) + fa@dt <t
€
2

QT-— (k—c)Q—Le

n

kovetkezik, ha tZ¢ . EbbSl x@)EyH) alapjan Lwm xl)< b
, tSen

adédik, ellentmondds, Tehdt a Lliwa x(&) hatdrérték létezik.

t->oo
7.1 Kovetkezmény Ha h:R->R monoton novd és lokdlis
Lipschitz feltételnek tesz eleget, 4 : (- oy 0] > R* monoton
-
novg, balrél folytomos, m(s)=4 és { »l(/;)alo < , tovdbbd
-0

¢ (eM)-re (1) és (ii) teljesiil, akkor az
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(7.7) @)= - hx@) + [ Ile(tem) dm (»)

egyenlet  x(0,¢) megolddsdra a iMM x (0@} (¢) hatarérték
_>@
létezik,

7.1 Megjegyzés .. GYORI [43]-ban rekeszmodellek vizsgdlatd-

val kapcsolatban azt a kérdést vetette fel, hogy a (7.7) egyenlet
megoldasai konstanshoz tartanak-e a (—- oS, 0] -n korlates, foly-
tonos kezddfiiggvények esetén, Ha ¢p korlatos és folytonos
(— o 0—_| -n, akkor kdnnyen lathatd, hogy cfeM . Ha ¢ -re még
(1) és (ii) is igaz, akkor a 7.1 Kovetkezmény alapjén az x (0,¢)
megoldds konstanshoz tart,

A fenti eredmények illusztrdldsdara tekintsiik a kovetkezd pél-
déxat,

7,1 Példa Az

2 a
x(W)= —x(t)+ [ & x(t+s)dn

-0

rd

egyenlet (0,9} megolddsa konstanshoz tart, ha t->& , bir-
mely ¢ € B = {LQ ceeH, ¢ mérhetd és ()] +

+f° ® I(.e (»|dn < 3 kezddfiiggvényre, Valdban, ez a
-

kezddfiiggvénytér a 4.3 Példdban adottnak a ca(c)= ®  ~=o0,
r=A specidlis esete, igy rd érvényesek a 4.1-4.5 Tételek.

Méasrészt ha Y§ e® , akkor

=]

J Qb—tlce(o)l an <t {o e fep(M| s <

o>

i

0

P o
‘(e.“\cf(c)un fe'tdt = _(Q”lc((/s)ua <o
o -

i

I3 eb't[(f(an dp dt

-0
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azaz tféM , ha 67_(’(:,0): e” ) o) =x
Tehdt a 7,1l és 7.2 Tétel alkalmazdsaval kapjuk dllitdsunkat,

7,2 Példa Tekintsiik az

(7.8) )= - < ®) + 3 é (& -rd)

<=4

egyenletet, ahol +* >0 , Ez az egyenlet (7.7)-nek a k(z):xg
e |

vvl(/)) = Z.‘ EZ specidlis esete, A 7,1 Kovetkezmény alapjdn a
5.2

L >
Limx(o,¢) = T natdrérték 1létezik, ha ¢ e C,'_ eM . legmutatjuk,
Loe, 2
hogy ha 4 < ﬁ— , akkor C <™ . Ha Lf’ folytonos

(- v 0] -n és a Lo e 4f(’°\ hatdrérték 1létezik, akkor
Ho-w0

lep (M ¢ KeT? , €0, valamely K>O-ra, Igy

Ul dm (5-1) 2 K L - X (e___ )
_‘L‘tf (»] "z(’° ) oe 2 5t X (_Z:.“ 2 (

ha t e [k't\(h* 4)"5) , ahol k20 egész szém, EbbSl

© O 73 L ob S 3'0'"‘
B(—fwl‘(’%(a)l o(wl(/.s—-()olf < K {gﬂ (‘—_?_—_ ) go gTz - Z <
Y

Ha @ <R , akkor Lec C ~-bdl t.(’e-M kovetkezik, Tehdt
C 5 2 .
g€ Ly esetén (4‘—< a (7.8) egyenlet barmely
(O,tf) -n atmend X megoldasa konstanshoz tart, ha 1>«
llegjegyezziik, hogy T>0 esetén C’O’ tartalmazza a (-— o, O] -n

korldtos, folytonos fiiggvények halmazit,
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