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Az elosztdsi ( szdllitdsi) probléma egy specidlis lineéris
programozasi feladat. Sajétoséégai lehetdvé teszik, hogy az
egyébként megolddshoz vezetd szimplex transzformécidékat - ame-
lyel;nek targya egy (vm+ n)x{(mxn) méretu métrix - olyan gaz-
dasdgosabb operéicidkkal lﬁelyetfesitsiik, melyeket egy jelentsen-
kisebb - mxn méretu - u.n, disztribucidés tablan ( tovébbiakban:
DT) folytatunk, Altaldban olyan miveletekrdl van szd, am.elyekét
a DT béziselemeibdl - mint csomdpontokbdl - 4lld grafok felett
definidlunk,

A megoldis elve - a disztribucidés eljirds - régdta egysze-
ru tananyag ([5] ’ [7] ) , de a gyakorlati realizdldsét megnehe-
ziti, hogy a szdbanforgd grifok nem kozvetleniil adottak, azokat
valahogy eld kell allitani., Még kisméreti feladatok "kézi" megol—
didsa esetén e gréfok azonnal .szembeti,in’o’ek, de nagyobb felada-
tok szémitégépi megolddséandl kijeldlésiik mar igen komoly algorit-
mizélasi probléma,

Szerencsére a feladat sajitossdgaibdl az is addédik, hogy a
DT "utkeresztezddéseiben" alkalmas "atjelzd tdblak" helyezhetdk
el, Az utjelz8k szerepét Glover mddszerénél ( csak a klasszi-
kus feladatra) a h&rmas-indexelés ( pedecessor index method,
triple -label method f&] s E‘fj ), Pogény Zsuzséndl (az al-
taldnos feladatra) a négyes—indexélés ( [6] ) tolti be; ez azt jew

lenti, hogy a kérdéses grafokat a DT soraihoz és oszlopaihoz



" rendelt ind'ex-hérmasokkal, illetve index-négyesekkel irjadk le,’
Az itt tdrgyalt algoritmusban az utjelz6 funkciét a sor- és
oszlop-sajatelem fogalom létja el, Eredeti megfogalmazdsiban
(amely egy gyakorlati probléma megolddsa kapcséan sz'u'.letett)
meég nem esett szd sor- és oszlop-indexelésrdl, de a kordbbi
megoldisokkal vald Osszevetés céljdbdl itt meg fogjuk mutétni:
a sajatelem fogalomm;al'végzett miuveletek az bizonyitjdk, mindig
1étezik a DT sorainak és oszlopainak olyan indexelése, hogy

- egy-egy indexet rendeliink minden sorhoz és osz-

lophoz,
- a disztribé&cids eljdrds megfogalmazhatd ezen egyes-
" indexelés felett definidlt kdonnyen programozhatd el-
jardsok sorozataként.

Ertelmezésbeli bizonytalansigok elkeriilése céljdbdl megje=
gyezziik: A disztribuciés eljdrds maga is szimplex algoritmus,
ha az utdbbin azt értjuk, hogy egy ~ az n-dimenziés euklidészi
téren értelmezett - linedris fluggvény wvalamely poliédrikus hal-
mazra vonatkozdé feltételes széls8értékhelyét ( ha létezik) ilymé-
don keressilk meg: a poliédrikus halmaz séomszédos cslicsain
agy ﬁaladunk végig, hogy kozben a fliggvénynek a szomszédos
csucsokon felvett értékei monoton kdzelitenek a széls8értékhez,
A dolgozat viszont konkrétan az SPX1-SPX5 eljérést (14sd
az 1,1, fejezetben), illetve annak kétfazisi valtozatét (ldsd az
1.8, fejezetben) fogja szimplex algoritmusnak tekinteni, és en-
nek megfeiek’)’e.n dllitfa szembe a disztribucids eljdrassal (lésd

1

az 1.2, fejezetben).
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11. A LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT ES A

SZIMPLEX ALGORITMUS

A sajatelemeken alapuld algoritmus egyes lépéseinek iga-
zoldsa céljdbdl gyakran fogunk hivatkozni a szimplex algoritmus
analog lépéseire, ezért roviden az utdbbi algoritmust is ismertet-
jliks

A fejezetben néhany fogalom déﬁnicié nélkul és‘valamennyi
AllitAs bizonyitds nélkill szerepel. A hidnyzd értelmezések illetve
bizonyitidsok egyszeriien nem képezik a mondanivald lényegét,
ugyanakkor a legtobb linearis algebraval vagy a linedris progra= . -

mozAs alapjaival foglalkozd szakKonyvben megtaldlhatdk,

’

1.,1.1. Definicié: Linedris programozési feladaton (a tovébbi=

akban: LP-~feladat) a

(1.,2.,1) max{g*x : 5:;_(_)_, é.x[:ﬁ , = ,i] _}2}

— —

szélstértékproblémét értjuk; ebben a _9_*5 figgvényt célfuggvény-

nek nevezzik, . (Itt és &ltaldban a tovébbiakban _g_x, x, b valds
komponensiu vektorok, A valés komponensi méatrix; g*, A, b adot-
tak, x ismeretlen. A [5, =, Z] szimbdlum azt jelenti, hogy a b

kiilonboz8 komponenseinél kiilonbozd reldciok teljesulését irhat-

juk eld, de mindig a €, =,2 reldcidk valamelyikét,)

1,1.,2, Definicio A

(11.2) max {_.e"ac_ rx20, Ax%¥p,b E 9}

rr r

szélsBértékfeladatot normdl lineédris programozési feladatnak ( to=

vébbiakban: NLP-feladat) nevezzik,

1,1, 3, Definicié; Az LP-feladat esetében telijes meg-

-



olddsnak neveziink minden olyan y={§} vektort, amellyel:

—

[_é _EE]'X = b, ugyanakkor x-et _megolddsnak (vagy a teljes

megoldis primélis részének) mondjuk. Ha ilyenkor még

(1.1.3) xZ o0, A x[s_, -, ZJE

is teljesiil, akkor az y vektort lehetséges teljes meg-

olddsnak, az x vektort lehstséges megoldidsnak nevezzik,

1.1.4. Definicié: Az LP-feladat egy y teljes meg-

oldadséat vagy annak primdlis részét bdzismegolddsnak ne-

vezzik, ha az [_é _E_‘,] n;é.tri.x azon oszl_opvektorainak rend-
szere, amelyekhez nem-zérd y -komponens tartozik lineé~
risan flggetlen,

1.1.1. Allitéss Az NLP-feladatnak mindig van le=
hetséges bézismegoldAésa, egy ilyen bézismegoldés éppen
az x = Q.

Mivel a lehetséges megolddsok halmaza konvex és

% - . . £ . .
a c-x fuggveény linearis, ezeért fennalls

1,1,2, Allitds: Az (1.,1,1) feladat esetén valamely lokélis
szélsBérték( hely) egyben totdlis szélsiértéklhely) is,
141,5,' _Definicié: Az (1,1,1) feladat feltételes maximumhelye-

(1)t mésképpen optimdilis megoldas(ok)nak nevezzik,

1.1.3. ‘Allités: Ha az (1.1.1) feladatnak van optimélis

megoldisa, akkor van optimélis bézismegolddsa is,’

1,1,6., Definicido: Ha valamely bézisrdl ugy tériink &t egy

Ujabb bézisra, hogy az utdébbi csak egyetlen vektorban kiilon-

bozik az el8bbitsl, akkor elemi béazistranszformdciérdl ( bazis=-

cserérdl) beszéliink.

1,17, Definicié: Legyen by bs s ....p_i. ...,p_n bézis az

B euklidészi térben, tovabba

-5-



i = 1,2. o.".:, n;

c= Ecl, 02’ sy Ci, 0o ey Cn]o

Ha egy béazistranszformécié sordn a c vektort az el§z8 bazis l_o_1
vektora helyébe cseréljiik, akkor a ¢ vektor < komponensét az

elemi bazistranszformacié generdld elemének nevezzuk,'

1.1.4. Allitds; Legyen by, By seeer By seees b bézis az E
euklidészi térben, valamint
a,c &k

_C_:#b. i=1,2,ooc,n;

9_= Clp_l-{' C2 _b_2+oo¢+ Cn.k_)_no

Ha most ¢,#0 és ¢ —» b, cserével attériink a

p_l,bz gereey E’O.Q,p_rl

bazisra, akkor erre vonatkozdéan az a vektor igy irhaté fel:
(1.1.,4) a = (a -gcl) b, + (az-s'cz) b, +eee
see + Q+...+(an- gcn) "I?‘l’l ?
a,
ahol 8‘= .
C.
: i
Most tekintsiik a feladat egylitthatéinak métrixét ( az egység-

matrixszal kiegészitve) :

r
A E 3
(1.1.5) L0 - 3% Ead
‘ c 0 0
L= =
A méatrix oszlopvektorai felfoghatdk, mint a
E o
B =
=0 %
) 1
L

matrix meghatdrozta bazisban megadott vektorok,

- 66—



1,1,5 Allitds: Legyen B olyan nem szinguldris métrix, .

amelynek rangja egyenld az —I—'O méatrix sorai széamdaval, Ekkor

az L. métrixnak a B méatrix meghatdrozta bézisra vonatkozd

komponenseit az

~1
( 1.1.6) L=B "L,
formula adja. D
A tovabbiakban a ar olyan matrixot fog jeldlni, amely

oszlopvektorait az L, matrix

_/3_2

3#
c

]O

blokkjabdl veszi, és vele a

. D 0
(1.1.7) B =
o 1

IQ“:«

méatrix nem szinguldris,
1,1,6, Allitds: Ha a B = -12 g métrix nem szinguldris,
d

akkor fenndéll;

D 0
-1
-d D 1

1.,1,7. Allitds: Az (1,1.7) szerinti B méatrix 4ltal meghatéro-

zott bdzisra vonatkozdan az L  komponenseit a kovetkez8 L mét-

' -0
rix szolgdltatjas
~ - -1
5t a o™ 5t
(1.1.9) L= 1
g;i_ d*_"l_e._ -_O_l*__-l -d“ plp



1,1.8, Alhtas. Ha egy NLP-feladat esetén az (1.1.7)

*

szerinti B méatrix &ltal meghatdrozott bézisra vonatkozdan ( 1,1.9)
szerint felirt L métrixban

( 141,10) o' 2o,
akkor az L -b6'l kiolvashaté a feladat egy lehetséges, bazis-
megoldasas Megpechg, ha az A blokk egy a oszlopvektora egyw
ben a D-nek a j, oszlopvektora, gkkor xin bJ  ahol b a _1_)_.11_9_

vektor j, kompohense; kiilonben x.=0. Ha ezeken feliil még

, -1 -1 *
(1.1.21) [2*" Q*.Q. A, "‘QxQ :I 90

akkor a megoldids optimdlis.
Sokszor kényelmesebb lesz az NLP-feladat kovetkezg

az (1.1.2)-vel egyenértékii megfogalmazaisara hivatkozni, "

(1.1.12) max {2“3_5 :x2g9,uz o,
XL S >
1.1.8. Definicid: Az 1 1 12) feladat esetében az

(1.1,13) Lt={[§] s [&] [A E:] []=p_. (02 _Q)}

halmazt a feladat lehetséges teljes megoldésai halmazénak ne-

Ly

. X . . o zas .
vezzik, Az [—- teljes megoldasban x a primalis resz, u a

u
=J
kiegészitd rész.

Nyilvanvald, hogy az L, halmaz elemei primAlis részének

t
:o} . -

‘halmaza azonos az

L={x(%20): A x

A
v
C‘

‘halmazzal,
Itt célszerii megfogalmazni az 1,1,8, allitAsnak a teljes

megoldadsokra vonatkozd megfeleldjét iss

-.8_,



1,1,9, Allitdsy Ha egy NLP-feladat esetén az ( 1.1.7) sze=
rinti B métrix Altal meghatdrozott béazisra vonatkozdan ( 1,1.9)
szerint felirt I métrixban ( 1,1,10) teljesul, akkor L-b&l kiolvas- ‘
haté a feladat egy [’i—l lehetséges teljes bézismegoldésa:Még,pedig,hahz
[__A_s_ _I_:_‘,] matrix 1. os;lopyektora egyben a D-nek a j. oszlopvek=

—

tora, alkkor az [ﬁl i~edik komponense egyenléi a _1_)_-1-_19_ vektor

‘jo komponensével, kilonben pedig az E:c] i, komponense: 0,
Ha ezeken felil még (1.1,11) is teljesil, akkor a megoldés
optimélis, -

1.,1.9., Definicié: Az LP-feladat egy Yy teljes bézia-
megoldidsa esetén legyen Y az [_._A_ Q] métrix azon oszlo;;-
velctorainak rendszere, amelyekhez nérﬁ-zéré Y-komponens
tartozik; ha B az [_45_ E_)_] oszlopvektorainak olyan maximélis
linedrisan fiiggetlen részrendszefe, hogy YCHB, akkoz‘.
B-t az 'y-hoz tartozé ( aktudlis) bézisnak mondjuk,

1,1,10, Definicidé: Az Lﬁ-feladat egy Y teljes bazis-"
megé)ldését degeneréltnélg__ mondjuk, ha penne a nem-zéré kome

*
' ponensek szédma kevesebb az A métrix sorainak széménél,'

1,1,10. Allitds; Ha adott az (1,1,12) feladat egy nem

. . X -
degeneralt [:.l lehetséges teljes bazismegoldisa, és ha a

‘ 2
( :_l-o 10 14) ’ QDG
métrix az
A E
g o

“métrixnak pontosan azokbdél az oszlopvektoraibdl &ll, amelyekre

vonatkozdéan az [-—J] komponenseci pozitivek, okkor az (1. 1.14:)

—

felhasznildsGval szdmitott (1,1.9) alakda I matrixra teljesul

(142,10), és L=b8l az 1,19, Withundd loirt -mddon éppen az

-

Y . N



Eﬁ] teljes béazismegoldds olvashatdé ki, Ha ez a megoldds optimélis,

pontosan akkor teljesul még (1.1.11) is,

Most pedig nézziik sorra a szimplex algoritmus lépéseit,

egyelére NLP-feladatra,degeneracidmentes esetben:

SPX1, Vessziik a feladat egy (lehetséges) bazismegoldasét,
és felirjuk a hozzédtartozdé (1.1,9) alaku L métrixot, ( Kezdetben

b —0

vehetd az [ﬁ] = [—Q] megoldds és az L. métrix. A tovébbiakban
pedig L-ben nem kell a[Q—J:é] blokkot felirni, hanem ha abbél va=

lamely oszlopvektorra sziikség lesz az SPX3 pontban, agy azt

— és csak azt — ott el8allitjuk.)

SPX2, Ha az (1,1.11) feltétel teljesiil, akkor az L-b8&l egy
optimdlis megoldds az 1,1,9, Allitds szerint kiblvashatd, — Ezzel
az algoritmus befejezddik. ( Az alternativ megolddsok nem érde-
kelnek,) Ha (1.1.11) nem teljesiil, akkor &ttériink az SPX3 pont~
ra. ( Az (1.1,10) feitétel teljesiilését az SPX1 és SPX3 pontok

automatikusan biztositjak.)

SPX3. Kiszemeljuk a

— -1
[9_"- fotha  -a¥D :\
vektor egy pozitiv komponensét, Ha ez f:: , akkor vesszik a
0

[2‘1- A 2‘1]

o oszlopvektorat (jeldlie ezt:

) :

blokk j a
o

-V T~ 2 T
_jo . 1’jo ! 29j0 e m!jo

-‘{0"‘ Y



A .
Ha i,i < 0, i= 1,2,..., m, akkor a célfliggvény a lehetséges
]

0
megolddsok halmazd&n nem korlatos, — az algoritmus befejez&dik,

Kiilonben kivalasztjuk az A generdld elemet az

. ‘o*lo
(1.1.15)
A A
bi bi
0 . A »* g
= ming x———: . = e, . .
gi . a, . Lig =i =i '
O’JO ’JO
- ; -1
3, >0 5, -gp e, L2
0

feitétel szerint. (Degenerécic;mentes esetben a vilasztds egyér-

telmii.)
A
SPX4., A kivalasztott fjo vektort becseréljuk a
c.
Jo
b 0
B = & 1 bézisba az io—adik helyre, és az 1,1,4, Allitas

szerint kiszdmitjuk az elemi b&zistranszformdcié utédni Gj bazis-

nak megfeleld

Ry

blokkot. ( Az L métrixbdl elegendd csak ezt a blokkot szdmitani,
mert ennek és Lo—nak a segitségével az L barmely tovébbi blokk-
ja - amelyre az SPX2, SPX3 pontokban sziikség van = mar eld-~

allithats, )
SPX5, Visszatériink az SPX2 pontra.

1,1.,11., Allitds: Ha az NLP-feladatnak varn optimdlis meg-
olddsa, akkor azt az SPX1l-SPX5 algoritmus véges sok lépés

utdn megadja ( SPX2 pont), optimélis megoldads hidnydban az al- .

- 44—



goritmus - ugyancsak véges sok 1épés utdn = az SPX3 pontban

ér véget, ( Degenericié kizarva.)

A kés8Bbbiekben ki fogunk térni a nem - NLP- feladat

és a degerécié esetére is. (Lasd az 1,7. és 1.8, fejezeteket.)

- 41—



1.2, AZ AITALANOS ELOSZTASI (SZALLITASI)

FELADAT ES A DISZTRIBUCIOS ELTARAS

1.2.1, Definicié: Az (1.1.1) feladatot &ltaldnos elosztdsi

(szdllitdsi) feladatnak (a tovébbiakban: AEF) nevezzik, ha az

A métrix felirhaté

(1.2.1) A "[91,1'9-1.2."" 21,n 22,10

. a a a
. .,_2'n’o..,_m’1 ’...'—m,n]

alakban, ahol az -a—i,j oszlopwektorokra teljesiil:

(1e2:2) gyy=hyreit emygi f % 00
i=1!2,0¢0,m; j=1'2,ooo,n.

1.2.2, Definicié: Valamely &ltaldnos elosztasi feladatot

klasszikus elosztdsi ( szallitdsi) feladatnak nevezzliik, ha

(1.2.3) £, .= 13 i= 1,2,00e,m;  j=1,2,000yn;
és a lehetséges megoldiasok halmaza specidlisan
(1.2.4) L={>_c=>_<.‘=’9. é-§=l°_,('_029.)}'

PR . . 3
Jelolések: Az (1.2.1) mintdjdra célszeru a ¢ komponen-

seit is igy indexelni,

3
E =[cl,1’cl,2'...’ cl,n’c2,1""’ Cz,n,....cm,l ,o.o,cm’n:].
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A muiveletek kdnnyebben formalizdlhatdk, ha bevezetjiik még a

tovébbi jeloléseket:

(10205) _E_)=[g_1, -e—2'“°’-§m+nj =

o [—q—l,n+ 100 -a—m,n+ 1’-élm+1.1"”'2m+ 1v“].

ci,n+ 1° i=1,2,000,m;
(1.2.6)
°m+1,j j=1y240004n5
(1¢2.7) fi,n+ 1= i= 1,2,...,m.
(Nem értelmeziink £ 1, mennyiségeket,)

A (1,2,5) és (1.2, 7) alapjdn a kovetkezd nyilvdnvald és
az (1.2.2)-vel némileg analdg osszefliggést kapjuk:
‘e i=1,2,...,m.

a. = f, .
—i,n+1 i,ntl —i

Egyel8re, csak olyan AEF-ek esetét tdrgyaljuk, amelyekre

a lehetséges megolddsok halmaza:

L-f{x:xZ0, Ax%p, (2= 9}
vagyis az AEF egyben NLP-feladatot is jelent.
Az jilyen AEF-ekhez az NLP-feladat (1.1.12) atfogalmazasa
szerint tartozd u _kiegészitd valtozdt az (1.2, 5) analbgidjéra

komponenseivel igy célszeru jeldlni:
x®

(1.2.8) u= [xl,n+ 1 mone 1 Fme 1,500 Py 1on-.l )

-l =



Vezessiik még be a kovetkezd jelolést:

(1.2.9) 2=[t1,t2,ooo,tm,rl,r2,coo, rn]

i,j

(1.2,10)

1.2,3. Definicié; Disztribucidés tdbldn ( DT ) az AER

1,)

c. ..ti,rj adatainak az (1.2.10) tédblazatét értjiik,
; ,

[N X ]

1,14 °*** 1,j i,n 1,n+1 ¢
1
€1,1 c o} c
' 1, 1,n 1,n+1
[N ) ed e [ XN} LN ] [ N ] LN ] [ XN )
fi1 b fin et |
c c c i
i,1 i _i,n i,n+1
eoe voe eee see v see ece’
. fm,l ‘e fm,i eee fm,n fm,m—l t
c c c m
m,l m,j m,n myn+1
-
“m+ 1,1 R " 1, Y cm+1,n
1"1 see l"j e rn
1.2,4, Definiciét A DT m+1l, sorédt fiktiv sornak (FS); n+ 1,

oszlopét fiktiv _oszlopnak ( FO) nevezziik; a DT megfeleld be-

jegyzéseit pedig FS -, illetve FO-elemeknek mondjuk.

Az (1,2.1) és (1.2.5) alapjén kodlcsonosen egyértelmu

hozzarendelés &ll fenn az AEFR [ﬁx_,_@] méatrixdnak oszlop-

vektorai és a DT (i,j) elemei (rovatai, bejegyzésel) kozott.

Ennek megfelelden -~ ha az nem okoz félreértést - nem is

mindig fogunk kiilonbséget tenni'a DT (i,j) eleme és a neki




megfelels 35 vektor kozott, Ilyen alapon beszélni fogunk a DT
9.

vektorrendszerérdl, - ezen az [é g] oszlopvektorait kell érteni.

Hasonléan szdé lehet a DT bézisérdl, rangjérdl, fiktiv vektorokrdl,

stb. Az (1.2,1) definicié és az itt tett megdllapoddsok alapjén

maris mondhatd: a DT rangja m+ n.

Az AEF megldésira szolgdld disztriblcids eljdras (tovéb-
biakbans DE) itt leirt médozat® -~ egyel8re NLP-feladatot képezd
AEF-et és degenericidmentes esetet feltételezve ~ a kovetkezd

pontokbdl Alls

DE1l, Felirjuk az AEF-hez tartozd DT-t. Véve a feladat
egy lehetséges bézismegoldasat, kijeldljuk a DIT-ben a béazis-
elemeket, . Felirjuk a béziselemekhez a bazismegoldds szerint

tartozd %, 5 egyiitthatékat ( programvialtozdé értékeket).

DE?2, Kijel'o'lji;ll; a sajatelemeket,

DE3. Meghatdrozzuk a potencidlokat,

DE4, Meghatdrozzuk.a célfiggvényegyiitthaték transzformélt
értékeit, Ha az (1,1,11) feltétel teljesiil, akkor a DT-bdl kiolvas-
haté egy optimélis megoldés,-ezzel az algoritmus befejez8dikj kii-
lIonben &ttériink a DE5 pontra. ( Az ( 1,1,10) feltételt a DE1 é&s

a DE5 pontok automatikusan teljesitik.)

DE5, A célfiiggvényegyiitthatdk transzformdlt értékei alapjén
kivdlasztiuk a bézisba bev.onandé vektort, kiszamitjuk annak az
aktudlis bdzisra vonatkozé komponenseit, és kivélasztjuk a gene~
rdlé elemet ( sziik kereszimetszet)., Ha pozitiv generdlé elem nem
valaszthatd, ugy a célfliggvény a lehetséges megoldiasok halma-
zdn nem korldtos, - az algoritmus befejez8dik; kiulonben a DEG6

pontra térunk é&t,
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DE6. A transzforméacidét végrehajtjuk,

DE7. Visszatériink a DE2, pontra,

A DEl1-~DE7 pontok és az SPX1-SPX5 pontok kozott
a kovetkezd oOsszefiiggés &ll fenn. Az SPXl-nek megfelel a
DE1l; az SPX2-nek megfelelnek a DE2~ DE4 pontok; tovabba az
SPX3, SPX4, SPX5 pontoknak sorrendben megfelelnek a

DE5, DE6, DE7 pontok,

A DE2-DE7 pontokat a kés8bbiekben részletesen targyal-
j'uk; a DE1 pontra vonatkozdan pedig megjegyezzilk, hogy az
indulé bazismegoldis kijeldlésének egyik médja az 1.,1.1. Allitést
hasznédlja ki, Esetiinkre alkalmazva ez azt jelenti, hogy az in-
dulé bAzisvektorrendszer éppen a fiktiv vektorok ( Fs,FO)
rendszere lehet, eszerint a bézisvektorokhoz tartozé xi,j egyiitt~

hatdk igy alakulnak
4]

[xl,rn < Rpin PR b L R (e e I LR Ll b ¥ 1,n] 1

3
= [tl’t2’”.’tm ) 1“1 ,!’2,..., I‘n:]

( Az x megldasvektor tovdbbi komponensei nyilvan zérusok,)

o



1,8 A SAJATEIEMEK KUELOLESE

A kordbbi megoldasokhoz képest itt é sajételem fogalom
jelenti a leglényegesebb killonbséget; réépitve, a disztribu‘ciés
e.ljérés szinte minden mozzanata egyszeriusodik, A ‘sajételem
fogalom matematikailag lényegében egy a DT bééise;emein ér=-

. ‘
telmezett fuggvényt jelent, és mint ilyent, éppen a hozzérende=
lési algoritmussal fogjuk defi.nié.lni.

Magét a hozzarendelést kétféle felfogdsban fogjuk értelw

mezni, Az eé,yik felfogds szerint egy

(1.3.1) f1B —p {s,o}

hozzéarendelésrdl beszéliink, ahol B a DT béziselemeinek hal~ -
maza, {S, O} pedig a sor-sajdtelem, illetve az oszlop-sajat-
elem tulajdonsdgok kételemi halmaza, Mias tekintetben viszont

'

" célszeriibb az

(1,8,2) g:B--;.{1,2,.'.".'.m,m+1,...,m+ n}
hozzérendelésrb’l beszélni; ahol az i i< m esetén a DT i.so-
rét, i>m esetén a DT (i-m). oszlopét szimbolizdlja, A tovébbi
targyalds soréan a két felfogés kozil célszeriien hol egyik, hol
mdsik keriil majd elStérbe,

A dolg,ozaf; e részdében a szigori matematikai formalizélés
mlég, nem segitené el a téma egyszeriibb kifejtését, ezért a
sajételemeket kijeldld algoritmusnak itt csak egy verbélis le-
irasat adjuk,

Vegyiik a DT egy bazisét (ez mindig m+ n elembdl &ll).

A bAziselemeket sor-sajételerlx_(. ss), illetve oszlop-sajételem (0S)

7



tulajdonséagokkal cimkézziik fel a kovetkezd algoritmus szerints

s1.,
s,

S3.

sS4,

S5,

S6.

Sy

A DT FO-beli baziselemeit jeldljik ki SS-elemnek,
A DT FS-beli baziselemeit jeloljuk ki OS-elemnek.
Minden nem-fiktiv sorban, amelyben mér van SS-elem,
az Osszes még jeldletlen béaziselemet jeldljiik ki OS~
elemnek,

Minden nem-~fiktiv oszlopban, amelyben mér van 0OS-
elem, az Osszes még jeldletlen baziselemet jeldljiik
SS-elemnek, Ezutdn, ha van még jeldletlen béziselem
valamely SS-elem sordban, akkor menjink a S3 pont-
ra.

Minden nem-~fiktiv sorban, amelyben még nincs SS-
elem, és csak egy Kijeloletlen baziselemet tartalmaz,

ezt a jeldletlen béziselemet vegyiik SS~-elemnek,

Minden nem fiktiv oszlopban, amelyben még nincs
OS—élem, és csak egy jeloletlen baziselemet tartalmaz,
ezt a jeldletlen baziselemet vegyiik OS-elemnek, Vé-
giul, ha van még olyan nem-fiktiv sor, amelyben nincs
SS~elem, és pontosan egy jeldletlen baziselemet tartalw

maz, akkor menjunk az S5. pontra.

Ha az eddigiekben nem jeloltiink ki minden bézis-
‘elemet, akkor a jeloletlenek kozlil egyet vegyiink
SS-elemnek, és menjunk az S3, pontraj

egyébként az algoritmus befejez&dik, (Itt egy onké~
nyes valasztidsra kaptunk 1ehet6sége£, ezért az
S1-57 algoritmus nem egyértelmi)t._Ez azonban nem

lchet hiba forrdsa, mert bevizonyithatd, hogy a DE
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tovédbbi mozzanatai kdzombosek azirdnt, hogy itt milyen

vélasztds sal éltink,)

Megjegyzés: Ha az Si pont mAsképpen nem rendelkezik,

akkor azt mindig az S(i+1) pont koveti,

A S1-S7 pontok végrehajtdsdra igen konnyen igen hatékony

szémitégépes program irhatd,:

Létjuk, hogy a kijelolést ( felcimkézést) nem egyetlen sza~
Abéllyal irtuk le, valamint az egyes szabdlyok nem csak azt ha-
tdrozzdk, hogy a bemenetikbdl milyen kimenet szarmazik, hanem
(az S1-~S7-et kovetds megjegyzést is figyelembe véve) azt is,
hogy utdnuk melyik mds szabdly kovetkezik., Ezzel 'o'sszhang;
ban az $1-S7 algoritmust a 2, részben egy véges automata spe-
cidlis miikodéseként fogjuk ujradefinidlni. (Lisd a 2.2,1-2.2.4. de-
finicidkat!)

A 2, részben bebizonyitjuk, hogy a baziselemek nem he-
lyezkedhetnek el alkArhogyan a DT-ben, de mindié, agy helyez~
kednek el, hogy az Sl-S? algoritmus elvégezhet6(2.2.1. éllités)

és mindig teljesiilnek a k3vetkezdk:

a/ minden bé&ziselem felcimkéz8dik ( 2,2,1, allités) ;

b/ egy béaziselem vagy csak SS-elem vagy csak OS-elem
lehet ( 2.2.2. Allitds);

c/ a DT minden nem-~fiktiv sordban pontosan egy SS-elem
van (2.2,3, lemma) ;

d/ a DT minden nem-~fiktiv oszlopdban pontosan egy OS-

elem van ( 2,2,3. lemma),
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Most méar az (1.3.1) szerinti f fuggvényt minden

(i,j) € B .bdziselem esetén  igy definidlhatjuk:
S, ha (i,j) SS~elem;
1(ij) = {

0, ha (i,j) OS~elem,

Az (1,3,2) szerinti g fiiggvény pedig:

i, ha .(i,i) SS~elem;
g(ij) = {

m+j, ha (i.j) OS~elem

Az SleS7 algorftmus_ ¢/, d/ tulajdonsagai szerint a g fligge=
vény invertdlhaté, Erre tdmaszkodva definidlunk egy w fugg-

vényt:

j, ha i=m és g(i,j) =i;

(1.,3.8) | w(i) =

k, ha i m és g(k,i-im)-i.f

i= 1'2'00l.m+ Ne

A w fliiggvény éppen az el8szdban emlitett sor- és oszlop~indexe~
lésnek felel meg; azt jelenti, hogy |
- minden nem-fiktiv sorhoz a sorbeli SS-elem oszlopindexét,
- minden nem-~fiktiv oszlophoz az oszlopbeli OS-elem sor=

indexét rendeljiik,

Az 1,6, fejezetben létni fogjuk; ha valamely iterdciés 1épés~
ben m'én" adottak a sajételem'ek, akkor a kovetkezd iteraciés lépés=
he» tartozd sajdtelemek az el8bhickbdl az S1-S7-nél egyszeriibb
morlon szdrmazlathatdk, Ugyanakkor az 1,2, fejezetben java;olt

induldé bAzismegoldids esetén mar az Sl, S2 pontok kijelolik az
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Osszes sajdtelemet,' Az Sl-S7 teljes terjedelmében tehét csak
akkor vélhat sziikségessé, ha valamely més cljdrdssal (pl.
Vogel-Korda algritmus) kapott lehetséges bézismegoldast az
itt leirtak szerint kivdnunk tovébb javitani, = akkor is csak

"az els6 iterdcids lépésben,

-zz..



1.4, A POTENCIALOK MEGHATAROZASA

A DE sordn is alkalmazzuk az (1.1,11) feltételt, &m a

D 1 matrixot nem ismerjiik; az (1.1,9) szerinti L métrix [—g"_p‘ll

blokkjat azonban enélkul is kiszamithatjuk,'’

1.,4.,1., Definicidé: Egy adott bdzismegoldds esetén a

3# =1 : '
(1.4.1) g_ = = [ul,uz...-.um,Vl,Vz,..o.Vn]

vektor U illetve v, komponensét a DT i. sordhoz, illetve j, osz~

j

lopdhoz tartozd potencidlnak nevezzik.

A tovabbiakban az AEF Ci,j egylitthatdinak egy adott
bazismegolddshoz tartozd transzformdalt értékeit jeloljiuk éi j—vel.
1,
Az (1,2.1), (1.2.2) és (1.4.1), valamint az 1.,1.7. llitis alap~
jédn azonnal adddiks
1.4.1, Allitds: Minden nem-fiktiv (i,j) esetén

C.=c.~(f.u+v.) .
i i, I S T

Ugyancsak az 1,1,7. Allitdst Ssszevetve az (1,2.5),
(.2,6) és (1.4.1) Osszefiiggésekkel, kapjuk:

1.4,2, Allitds: Az FO-elemek esetén

A .

Ci,n+1= -y, i= 1,2,.40,m,
az FS-elemek esetén:

ém+1d=-vj ’ j= 1,2,ooo,n'
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Vegyunk még egy trividlis &llitast:

1.4.3. Allitds: Minden (i,j) baziselem esetén
& .-o,
1,]

A potencidlok meghatdrozdsdnak lényege az 1.4,1, "
1,4.2, és az 1.4.3. éliitésok alapjén feié.llithaté egyenletrendszer
megoldédsa; de a megpldids korilményei most kedvez/éibbek mint
altaldban., - A fiktiv baziselemeket tartalmazé nem:-fiktiv sorok
és oszlopok potencidljai az S1, S2 ioontok, valamint az 1.4.2,
és az 1.4,3, Allitdsok szerint azonnal addédnak (14sd a késEb-
biekben a P1, P2 pontokat). A mar meghatdrozott potenciédlok=
bdl az 1, 4. 1, Allitds szerint tovabbi potenciélokat szarmaztat-
hatunk (ldsd a P4, ?5 pontokat), Figyelemre mélts, hogy. az
‘eljdrds sorén 'az SS-elemek mindig sor-potenciélt, az .OS-ele-
mek mindig oszlop-potencidlt adnak meg, A fiktiv béziselemek-
helz tartozé potencidlokbdl kiindulva nem mindlg hatdrozhatd

meg az osszes potencidl, Latni fogjuk, hogy ilyenkor a' bézis-

elemek egy része u.n. hurko(ka)t alkot,

1,4,2, ‘Deﬁnicio': Huroknak nevezziik a DT béziselem.elnék .
 olyan nem Uires halmazéat, amely a DfI‘ ;ninden sordbdl és osze
.lopédbdbl - ha onnan tartalmaz elemet ~ pontosan két béziselemet‘
tartalmaz; viszont nincs olyan valédi részhalmaza, amelyre szl.n-.-

tén igaz lenne ez az Allitds.

Mar a sajételemek kijelolésekor megmondhatd, léteznek-e .

hurkok a DT-ben, Ugyanis a 2, részben be fogjuk bizonyitani:
. 1) .

egy adott bazisvektorrendszer esetén a DT-ben pontosan
akkor létezik hurok, ha wvalamely b"ézisvel.ctort az S7?7 pont jeldl-

' te ki sajatelemnekj éc pontosan annyi hurok létezik, ahédny bé~

zisvektort az S7 pont jelolt ki (ldsd a 2,2.5. lemmét),
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A hurok elemeinek megkeresését és egyvalamely eleméhez tar-
tozd egyik potencidl megadasat a HU1-HU3 hurok—algoritﬁus vég~
zi; a hurokhoz tartozdé tovdbbi potencidlok a kés&bbiekben kovete

. 'kez8 P4, P5 szabdlyok szerint hatdrozhaték meg,'

A hurok-algoritmus}

HU1l., Nevezetes korilmény, hogy minden hurok tartalmaz
- ( pontosan) egy S7 pont szerint kijelolt bédziselemet ( 2.2.4. lemma
a/ része) ; a hurok elemeinek felsoroldsa vele kezdhetd, - Legye-

4

A hurok elemei igy sorolhaték fels

) &

s=17

nek ennek indexei: io, jl'

(igeig) s Cigeig) s C(igaig)eese, (ig4d

ahol

i, =w(msj _).
(1.4.2) 2k 2le=1

=w( i

j2k+l 2k)

és s az elsd olyan pozitiv index, amelyre:

(1.4.3) | ig=i,

( s nyilvdn péros) .

Megjegyzés: Az (1.4.2) egyenl8ségek masképpen azt jelen=
tik, hogy SS-elemtsl az oszlopdban levd OS-elemhez, illetve OS~
elemtb’l. a sordban levd SS-elemhez kell 1épni. - Iit jelentkezik

“elszor a 'sajételemeknek az el8szdédban mar emlitett "Gtjelzd"

'szerepe. (Igazolééui ldsd a 2.2,5, lemmét!)
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HUZ2., A HU1l pontban kijeldlt hurok elemeit a kijelclés

sorrendjében végigjdrva, generdlunk két véges szdmsorozatot:
po’pl’..."ps ?

Gos9 greee Qg

A sorozatok definicidja:

- po— 0'
a,=1
c. b -p
o w2k ok 2
2 J)
k £, .
Yokoke1
- QoK1
Aok~ =~ T )
Lokt ok-1
Pore1™ Si_ i = " Poy

ok2oke1 2k 2ke1

-f, . ¢

q = q .
2k+ 1 opriok,a 2k

( szémitdstechnikai szempontbdl lényeges, hogy végil a
{ } {q } sorozatokbdl csak az utolsd (s~ed.1k) elemre
van sziikség, - Tehéat, példaul a P, 1-et csak addig kell tarolni,

amig p;~t nem hatdroztuk meg,)

HU3., Az (io ',jl)—hez tartozd u, potencidl igy A&llithatd
0
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A HU1 pontot a 2, részben bebizonyitjuk(2.,2.5. lemma).
A HU2 és HU3 pontok viszont azonnal adddnak, ha a HUl-ben
kijelolt hurok elemeire az 1.4.1. és az 1,4.3. &llitdsok alapjdn
felirhétc’) linedris egyenletrendszert a Gauss mddszerrel gy old-
juk meg, hogs.f kozben az egyenleteket a nekik megfeleld bézis~
élemek HU1 szerinti sorrendjében vessziik figyelembe,

Ezek utdn a potencidlok meghatdrozdsat igy foglalhatjuk
Ossze:

Pl. Minden fiktiv SS~elem sordhoz rendeﬁ_ljiik: u,= 0.

P2, Minden fiktiv OS-elem oszlop&hoz r‘c;ndeljiik: Vj=0.

P3. Minden olyan SS-elem esetén, amelyet az S7 pontban
jeloltunk, alkalmazzuk a hurok~algoritmust,

P4, Minden olyan SS-elem esetén, amelynek oszlopdhoz
méar tartozik vj (de a sordhoz még nem tartozik ui), a sordéhoz

réndeljiik:

(1.4.4) i

P5, Minden olyan OS~elem esetén amelynek sordhoz mér

tartozik u, (de az oszlopdhoz még nem tartozik vj) rendeljiiks

(1.4.5) v.= c,.~f.*u, .

Ha végiil maradt még meghatdrozatlan potencidl, akkor térjlink
vissza a P4 ponthoz,

Megjegyzések: A P1l, P2, P4, P5 pontokban i, j az SS-,

illetve OS-elem indexei. Ha a Pk pont mésképpen nem rendelke-

zik, akkor azt mindig a P(k+1) pont koveti.
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Ezzel til vagyunk a DE3 ponton, A DE4 ponthoz mér
csak az 1.4,1 &llitdst kell alkalmazni, és utdna az (1.1.11) fel=-
tétel vizsgdlhaté, Ha az (1.1.11) feltétel teljesiil, akkor a meg;
oldédst az aktudlis bdzishoz tartozd xi,j egylitthatdk szolgéltétjék,
az x megoldésvektor mads komponensei zérusok, |
(Az (1.1.10) feltétel teljesuilését kiilon nem kell vizsgdlni, mert
a DE1l pontban csak olyan indulé béazismegolddst valasztunk és

a DES5 pontban csak olyan bazismegoldédsra tériunk &at, amely

(1.1.10) -et kielégiti.)

Az 1,6, fejezetben latni fogjuk, hogy amint az S1-S7 algorit-
must, ugyanuagy a P1l-P5 algoritmust is &ltaldban csak egyszer
kell az Osszes baziselemre alkalmazni, mert az egyes eleml bé~
zistrénszforméciék alkalméval a potencidlok egy része tobbnyi-
re véltozatlan marad, Az 1,2, fejezetben javasolt induld bézis;

megoldds esetén valamennyi potencidl zérus,
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1.5, A BAZISBA BEVONANDO VEKTOR (AKTUALIS BAZISRA .

VONATKOZ0O) KOMPONENSEINEK MEGHATAROZASA

A bézisba bevonandé elem ( a fejezetben ezt b, jeloli)
aktudlis bézisra vonatkozé komponenseinek meghatdrozaséhoz
elészor kijeloliink bizonyos gréfolka)t a DI-ben ( oszloput

20

dllnak; ezt kovetSen a graflok)hoz tartozd béaziselemekhez u.n.:

és [vagy sorut), amely(ek) a DT béziselemeibdl és a b, .-bdl

kompenzdcids egyiitthatékat rendeliink; majd a kémpenzéciés

egyiitthatokbdl szarmaztatjuk a }_o_o komponenseit,

Be kell vezetnink néhdny uGjabb fozalmats

1.5,1, Definicié: Legyen Eo,)_o_l,b a DT vektorainak

peee
( elemeinek) egy sorozata, A _lgj tagot a 'sorozat hurokpontjanak
nevezzik, ha j a legkisebb olyan index, amelyre _kzj-—-_lg_i és
0F i<j.
1.5.2, 2finicidé: Legyen _lgj a
_l_)_o, bl’ cb ey _lgj,...

sorozat hurokpontja, _Ig_j=_lgi ,0<i<j. A sorozat altal generdlt

csombén a

b b

b bl’...’Bj—l’Bi—l,—i—z’..‘.’—o

——O’ —
sorozatot értjdl;.
A sorut, illetve az oszlopat egy-egy
gk Bysees
véges sorozatot jelent, ahol b, (i»0) a DT béziseleme, Ez a
véges sorozat misképpen egy leképezésnek tekinthetd a termé-

szeles szdmok cgy véges részhalmazdbdl a {P-O UB halmazba

(B a béziselemek halmaza); és mint ilyent, magéval a leképezési



algoritmussal fogjuk definidlni, - Az itt leirt UT1~UT4 algorit-

mus kdzvetlenill a soritra wnatkozik, de benne zardjelben el-.

helyeztiik azokat a szovegrészeket, amelyeket az eredeti szt~
veg megfeleld helyeire helyettesitve az oszlopuitra vonatkozd
algoi'itmust kapunk:

Legyen adott a DT egy bazisa és rajta a sajatelemek
egy kijelolése, Legyen _]90 a DT olyan vektora, amely nem tér-.
tozik a béazishoz és nem FS-elem ( nem FO-elem)., Ekkor a
_lg_o-hoz tartozé sorutat ( oszloputat) a k‘dveti(ez.c’)’képpen jelol-
juk kis |

UuTl, Az ut _b_o-lal ke zdddik, _k_)_l pedig legyen a l_o_o SOré~

ban ( oszlopdban) levd SS-elem ( OS-elem); ha b, fiktiv, akkor
ez az ut ‘vége; kiilonben a folytassuk az UT2 (UTB) pontban, '
~ UT2. Ha mér adott az Gt a QJ SS~elemig, akkor legyen
lgj+1 a _19] oszlopdban levd OS-elem,'Ha ez fiktiv, akkor ez az
ut vége; ha ez hurokpont, akkor kovetkezzék az UT4; egyéb~
ként_ folytassuk az UT3 szerint,
UT3, Ha mér adott az Gt a Ej OS-elemig, akkor legyen
k-)-j+1 a _]91 sordban levt SS-elem, Ha ez fiktiv, akkor ez az
~ut vége; ha ez hurokpont, akkor kovetkezzék az UT4; kilon-

ben folytassuk az UTZ2 szerint,-

UT4, Ha méar adott a b,, b

25 1, b2,oo-, E'j Sor‘ozat a _b_j hu=-

rokpontig, legyen az Gt a sorozat altal generdlt csomd.

Mint az lathatd, az UT1-UT4 algoritmussal nem-fiktiv -]20
hoz sorutat és oszloputat is rendelhetiink, de FO-elemhez csak

sorit, FS-elemhez csak oszlopuat tartozik,



Ha azt is sziikséges tudni, hogyan helyezkednek el a
sor-, illetve oszloput tagjai a DT-ben, akkor azokat célszerii
a kovetkezdk szerint indexelnis

~ sorat esetén:

(iov j_1)9 (iO'jl)’ (izsjl)t (izoj3)n$ow

- oszloput esetén:

(i_g0dg) s Cigaig) s Cigain)s (igain)aees

Vegylik észre, hogy a hurokpontig az Gt kijeldlése az (1.3,3)
szerinti w fuggvénnyel igy irhatd le:

- sorut esetén:

izk”"(jzk_l’fm){ K= 1,2,00d) o

J21<+1=""(i

2k)’ k= 00192v0¢'1.0.

- oszlopiGt eseténs

=W( k= 1,2,000;

Jok i2k—-1) '

121(-}-Il.=vv(‘,21{"'m)9 k= 0,1,2y000 o'

Miutdn meghatdroztuk a sorutat és [vagy az oszloputat,

ezek minden Bké B tagjdhoz rendeliink egy c¢, u.n. kompenzé-~

k

cids egyiitthatét, ( Ennek semmi kdze az (1.1.1) szerinti gﬁ vek=

torhoz,) A kompenzdcidés egyiitthatékat magéval a hozzdrende-

lési algoritmussal definidljuk (El,- E4) :
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El, Fiktiv bdaziselemet tartalmazd sorit esetén a kompenzé-~

cidés egyiitthatdkat (ci) a kovetkez8 hozzarendeléssel kapjuk

(io, j_y + & bézisba bevonand$ elem indexei):

£
. - _ 0.1 H
5y 20,i, ST T
o1
b,=a, . Sy C,==~C, ;
-—2 ._.12’11 7 2 19
ed
bor=2; —— Sy ~Cop1}
2k 2K-1
£, .
b —a o tekoke1
22kl ™R, i, 0T C2ked” TR 2k
+ Yokt 2kea

E2, PRiktiv baziselemet tartalmazb oszloput esetén a hozzé-

roendelés a kovetkezd:

b.=a. . - _q .
=1 1 4dg o c,= 1,
f
170 v :
Bo=2y i, > Gt T !
1’72 11:.]2
cos £ ;
2k=1'"2k-2 '
=a, . . = - . .
Row™ B, g 2™ T ) Cog-1 !
2k-1"2k
Boke1™ %, 100 o) > Copy1” " %ok
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E3., Fiktiv bdziselemet nem tartalmazé sorut esetén elSbb

egy _]9_1-—-—» di hozzérendelést végzink, ennek pontosan ugyan-—
azok a szabdlyai mint az E1 pontban a p_i——qi < hozzarende~
. lésnek, A di értékekbdl, most a c; kompenzécids egyilitthatdk

igy szdarmaztathatdk;

('10.‘5'1) Ci= di.d' (i= 1,2,0.-,5) ’
ahol fi ;
o'’ =1
(1.5.2) oC = £ rdyw £ T dg '
‘ oa Pl |

és s a sorut _lgo—on kivili tagjainak széma.
Megjegyzés: Itt és a tovabbiakban a "tag" kovetkezetesen
valamilyen sorozatban &allé egyedet jelol és lényegesen kilonbo-
zik a "halmaz eleme" megjeldléstSl, = Egy sorozat két kiilonbozd
tagja lehet valamely halmaz egyazon eleme, -~ Igy egy sorozat

tagjainak széma &ltaldban nem egyenld a sorozat tagjai halmazé~-

nak elemszéméval,

E4, Fiktiv bdziselemet nem tartalmazdé oszlopit esetén szin-

tén el8bb egy _b_i—-—} di hozzarendelést végziink, aminek ugyan-
azok a szabélyai, mint az E2~ben a _lo_i -——> C; hozzarendelés-

nek, A di—bc’)'l ci—t itt is (1,5.1) -hez hasonldan kapjuk, de most

(1.5.3) ol —

1+d
=)

Mé&rmost legyen adott a DT egy bézisa és rajta a sajat-

elemek egy kijel‘o‘lése.. Légyen b a DT olyan vektora, amely

0
nem tartozik az adott bazishoz, A 2, részben meg fogjuk mutat-

ni, hogy _lgo-t a baziselemek kovetkezd linedris kombindcidja



allitja els:

- ha b FQ-elem, ugy

0

¥
X
Z"’

(1,5,4)

- ha b, FS-elem, ugy
(1.5.5) b Zq 2 .5 ;
e 20° k2
. k=1
- ha EO nem fiktiv elem, Ggy
S - q A
(1.5.6) b,=2 ¢ b + 3 €.b_
0] ] k k =1 k k
ahol bisbysesisb & by-hoz tartozd soruat;
5B ’15 h 5 it b kiviili tagjai
']9—1’--2""’-—q a _]90— oz tartozd o.-,.zlopl,}t _O-'on viuli tagjai. Ha a

b:-ot el 4llité linedris kombindcidban az ugyanazon baziselemhez

tartozd kompenzaicids egylitthatékat osszevonjuk, akkor Qo-nak ép~

pen az erre a béziselemre vonatkozd komponensét kapjuk, Miutdn

a bézisba bevonandd ]90 elem aktudlis komponenseit igy meghaté~

roztuk a sziik kereszimetszet kivAlasztdsa és a DE6 porit végre=
hajtdsa ( ez most csak az xij programvaltozdk transzformécidjét
)

jelenti) hasonléan torténhet, mint a szimplex algoritmusnél.
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1,6, TOVABBI LENYEGES EGYSZERUSITESEK

Ha valameiy iterdcidés 1épésben mar adott a sajatelemek
egy kijelSlése és adottak a potencidlok, akkor a kovetkez8 iteré’g—
cibés 1épéshez (bazismegoldidshoz) tartozd sajételemek, illetve po-
tencidlok az el&bbiekbdl az Sl- 57, illetve P1-~P5 valapalgot;itmu-

sokndl egyszeriibb algoritmussal szérmaztathaték:‘.

A sajatelemek szdarmaztatdsas

SS1. Ha a bazisbdl kies§ elem a soruthoz tartozik, de az
oszlopithoz nem tartozik (vagy nincs oszloput), akkor a bézisba’

éppen bevont elem(b,.)legyen SS—-elem,:
0

SS2. Ha a bézisbdl kiesd elem az oszloputhoz tartozik, de
a sortthoz nem tartozik (vagy nincs sorut), akkor a bézisba

éppen bevont elem (_]90) legyen OS~elem, '

S$S3, Ha a bazisbdl kies8 elem a sordthoz is, oszloputhoz
is hozzétartozik, akkor csak az egyik utat vegyiik figyelembe és

aszerint az SS1 vagy az SS2 pontot alkalmazzuk,

SS4. Vegyuk a b _~hoz tartozé sorutat, ha b SS~-elem lett,

0

kiillonben pedig a _lgo-hoz tartozd oszloputat., Vegyiik az

0

(1.6.2) b1 byr byyeeerb

sorozatot, ahol (1,6,1) azonos a megfeleld uttal, ha az Gt nem

csomd; kiilonben az Gt hurpkpbht elittl . részét jelenti,

S35, Az (1,6.1) sorozatbhan a régi (béziscsere eldtti)
SS-clemeket valtoztassuk a OS-elemmé, a régi OS-elemeket.

véltoztassuk at SS-elemmé; egészen addig, amig nem értunk a

—-&5‘—-



bézisbdl kiesett elemhez, Az (1.6.1) sorozatban a bazisbdl ki-
esett elem utdn &ld, illetve az (1.6,1) sorozathoz nem tartozé
baziselemek ugyanolyan sajételemek maradnak, mint a béziscse-

re el6tt,

Az S1-S7 algoritmus me1i6zése felveti a kérdést;
ezulin hogyan dinthetd el, hdny hurok létezik a DT=ben?
Tény, hogy az S7 pontra éplild kritériumtdl elesiink, Csakhogy
ez a probléma eljéz:ésunk szempontjabdl teljesen kozombos,
ugyanis a lényeges kérdés; az Gj baziselem bevondsival kelet-
kezik-e G hurok? Ennek eldontésére most az SS3 pontra épiils
kritérium adhaté meg, ~ A 2, részben be fogjuk bizonyitani:
=~ Az Uj hurok keletkezésének sziikséges és elegendd
feltétele: a sajatelemek szarmaztatdsakor alkalmazni
kellett az SS3 pontot (2."4. 2lemma) .
= Az (j hurok mindig tartalmazza az UJ béziselemet

(2.4.2, lemma), "

-

A potencidlok szarmaztatdsas:

PP1l, Ha az Uj baziselem fiktiv SS-elem, akkor é sordhoz
tartozé ﬁj potencidl: u, = 0; ha olyan nem-~fiktiv S.S-elem, amely nem
tartozik hurokhoz, akkor a sordhoz tartozd Gj potencidlt az
(1,4.4) formula adja meg; amelyben vj az Gj baziselem oszlopém
hoz tartozd régi potenéiél. (i, j az G baziselem indexei.)

PP2, Ha az 4j bAziselem fiktiv OS-elem, akkér: az oszlopé~
hoz tartozd Gj potencidl; 'vj=0; ha olyan nem~fiktiv OS~elem, amely
nem tartozik hurokhoz, akkor az oszlopahoz tartozd Uj potencidlt

az (1,4.5) formula adja; ebben u, az Gj béziselem sorédhoz tartozd
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régi potencidl, (i,j az Gj bdziselem indexei.)

PP‘3.' Ha az Uj baziselemhez tartozik egy hurok, akl::or
(csak erre a hurokra) végrehajtiuk a hurok algoritmust; de a
HU1l bont annyiban médosul, hogy a hurok elemeinek felsorolé~
sakor a kezdSelemet igy valasztjuks .

a/ ha az 4j béziselem SS-elem, akkor legyen ez a keéd&i—
elem, |
| b/ egyébként az Gj baziselem sordban lev8 SS-elem le-

gyen a kezdBelem,’

PP4, Minden olyan SS-~elem esetén, amelynek az oszlo-
péhoz mar tartozik 4j vj,de a sordhoz még nem tartozik Gj U
a ‘s'oréhoz tartozé G potencidlt az (1.4.4) formula adja; ebben
v, az oszlophoz tartozd Uj_ potencidlt jeldli (i,j az SS-elem in~
dexei.)

PP5, Minden olyan OS-elem esetén amelynek a sordhoz
mar tartozik 4j U, de az oszlopdhoz még nem tartozik _4j vj,
az oszlopdhoz tartozd Gj potencidlt az (1.4. 5) formula adja;
ebben u; a sorhoz tartozé Gj potencidlt jeldliv(i,j az OS-elem
v indexei,) Ha van még olyan SS—elem; amelyre a PP4 pont al-

kalmazhatd, akkor a folytatds a PP4-ben, kiilonben a PP6 pont
kovetke zik,

Ppé. Minden olyan sor és oszlop esetén, amelyekhez az
eddigi pontok nem rendeltek 4j pptenciélt, a régi potencidlok ma~-

radnak érvényben,'’

Megjegyzés: Ha a sajitelemek szarmaztatdsakor az
SS3 pontban az SS1 szabalyt alkalmaztuk, gy a PP3 pontban

az al verzid keriil sorra,
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1,7%. A DEGENERACIO PROBLEMAJA

A degenerédcid (ldsd az 1.1.10. definiciét) lényegében azxt
jelenti, hogy tobb kiillonbozd bdazishoz ugyanaz a bazismegoldis
tartozhat, Ez a szémitdsokndl elvileg bizonyos bazisok végtelen
ciklusban valé ismétl&déséhez vezethet, A degen(_ehr'écié'\ral ilyen=
k.or' egyltt jar az a jelenség, hogy valamely t-ranszfox"méciés lépésas.
ben nem tudunk egyértelmi,ien sziilk keresztmetszetet vélasztani
(ldsd az SPX3 vagy a DE5 pontot); azaz az (1,1,15) felt‘étel
vizsgdlatakor ‘van (legaldbb) két olyan il' és i2‘ index amely-

re az (1.1,15) feltétel egyszerre teljesiil, A zonban az u.n,

porturbdcids eljdrds ( lasd [5]) ekkor is lehetévé teszi az
egyértelmii valasztdst, és egyben azt is biztositja, hogy a
szimplex algoritmus degenerdcid esetén is véges sok lépésben

elvezet az optimdlis megoldishoz ( ha az létezik).

- )
[ dil'l.dil’z '...'dil,m ] [] .

d. 'd. ‘0-30 d.
[ T T ]

a Q.'l métrix (ldsd 1.1, fejezet) il. , illetve i2. sora. Legyen k

illetve

a legkisebb olyan indsx amelyre

(1.7.2) d 9
1 56 2! .
2 "2 '

11do 1a1dg



és i, indexek kozil

Ekkor a perturbécidés eljdrds szerint az il 5

azt védlasztjuk, amelyhez az (1,7.1)-beli hdnyadosok koziil a ki~
sebb tértozik. ~ Egyébként azt, hogy az (1.7,1) nem - egyen.lc':i—-
ség valamely k-ra biztosan eldfordul, a _]2-1 méatrix nem - singu-
laris volta biztositja,'

Itt azt mutatjuk meg, hogy a degenerdicidé kivédésének ez
a mddja a disztribucids eljdrds esetén is megoldhatd, - Bar a
_];)- matrixot nem vezetjik, de az, ha sziikséges, barmikor el&-
é]litk;até, méghozzai a métrixinvertildsndl egyszeriibb mdédon,

Réad4sul, Altaldban az (1.7.1) méar kis k-ra teljesiil, és akkor

elegendd a __D-l métrix els8 k oszlopét eldallitani,

Az 1,1,7. A&litdsbdl az adddik, hogy a in oszlopai éppen
az induldsndl E alaka métrix oszlopvektorainak az aktudlis bézis-
ra vonatkozd lcomponenseitA tartalmazzék,' Az AEF esetén (1,2.5)
alapjan Ligy is fogalmazhatunk, hogy a _12—1 matrix oszlopvektorait
a fiktiv elemek adtudlis bézisra wvonatkozé komponensei adjél&.
Ezek szerint, ha példaul ismerni kivanjuk a _12-1 métrix 1. oszlo-

pat, akkor az a vektor aktudlis bdzisra vonatkozdé komponen~

1,n+1
seit kell ugyanigy meghatdroznunk, mint ax1,5, fejezetben a bézis-

ba bevonandd elem komponenseit,
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1.8. AZ ALUTALANOS LINEARIS PROGRAMOZASI (NEM NLP)

FELADAT ESETE

Tekintsiik az Altaldnos linedris programozési feladatot a ko=
vetkez6 forméban:

(1.8.1)

% H Z s - ->.
max ‘{9. x: x=20, Ajx=b;, A,X=bsy) Azx=b 4y

—

> 2z By
b,2o b,%0, 123=_)}.

[~ - [~ - - -
A, 0 E; 2 0 x by
9 Q9 E, Q| l¥|=]|k,
L"A_S "E:; Q 9 '@3_,1 Yy _.‘93J
=2
| =3
(1.8.2) .
> > >
x=0,v=0, u, =0, u,=0,uy=0,
2 2 Z
(2,50, b,%0,0,%0 konstansok)

Itt 'E—'i olyan kxk méreti egységmétrixot jelent, amelynél k az -A-x
matrix sorainak szédméval egyenld, Az (1.8,2)-bdl lathatd, hogy
az (1,8,1) feladat egy megengedett bdzismegoldisa esetén a

e

bazisban az

r —
O 0o
- (1.8.3) E, 2
' 0 E

L~ T3]



blokk oszlopvektorai nem szerepelhetnek: Ezért egy lehetséges
‘bAzismegoldds elGdllitAsa most kiilon problémét képez, Ennek
megfelel6en az A&ltaldnos LP-~feladat megolddsa két fazisban torté-
niks

1, fazis: az (1.8.1) feladat egy lehetséges bézismegoldisé~
nak megadéasa;

'2. fdzis: a megoldéds tovabbi javitdsa.

Az 1, fadzisban Ggy jarhatunk el, lbgy megoldjuk az

(1.84)
MESE %) X g
max 1 . : x=0, .Yz_(.)_’
..A_‘.3 "_}2’3 s
< xS e BER
.él?ﬁ‘.kll' égﬁ .Q.g’[.é3’ E3] [Y-J .].:’..3

normél feladatot, amelynek adatai ( egyiitthatéi) az (1.8,1) felada~-

téval azonosak,

. Mivel
B 0 x A, X b
= Lp X 22
_:_L_*- 2 \ " _3__*, 2 5 !__.
é3 '_E_:3 v é3§ '“P:".3Y. }_:’_3

azaz az (1.8.4) feladat célfiiggvénye korlatos, a keresett maximum
mindig l1étezik, Ha még az is teljesiul, hogy

A 0 X . b

5 =2 = =2
( 1,8,5) max 1> < . a 1%
_/_\_3 "E3 pa .]93

akkor az (1.8.4) feladat optimdlis megoldasa egyben az (1.8.1)
feladatnak egy lehetséges megolddsa lesz., Ha ( 1.8,5) nem &ll
fenn, akkor az (1.,8,1) feladat nem is oldhaté meg, - a feltétel-

rendszere uUres halmazt hatdroz meg,: s
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A 2, fdzisban a szimplex algoritmus igy mddosuls

Ml1l, Az SPX1l pontban az 1, fdzis &ltal adott lehetséges
bézismegoldasbdl indulunk ki,

M2, Az SPX2 pontban valamely bézismégoldés optimAlis

voltdnak eldontésénél az ( 1.1.11) kritérium helyett az

(1.8.6)
' 2 Eifls %
E;ﬁ_g;ﬁg—-l _J_At_ -gﬁ—D——l = _g;i-p_-l o = Q

teljesiilését koveteljiik meg,
M%Z A még javithatd bdzismegpldds esetén az SPX3 pont-

ban csak az

P L
A 0 E
A, 0 0

" ._“6_*3 "]:::;_3 .Q. N

blokkhoz tartozd oszlopvektor vihetd be a bazisba,'

A nem NLP-feladatot képezd AEF esetén az itt leirt kétféd-

zisQ szimplex algoritmushoz hasonld kétfdzisi disztribucidés eljarast

alkalmazhatunk, Az elv teljesen azonos csak a technikai részle~

tekben van kiilonb ség,

A nem NLP feladat esetén a DT-ben valahogy jelolni kell,
hogy az egyes feltételek "= ", e vagy nZn tipustak -e, Ezért
,miﬁden sorhoz, illetve oszlophoz hozzarendeliink egy P illetve
egy a; értéket, Ez a szdm 0, ha a ( sornak illetve oszlopnak)
megfeleld feltétel "=" tipusi; 1, ha a feltétel "S"A tipusi; -1, ha

a feltétel nZn tipusu,

A DT azon fiktiv
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(i’ n+1) i'=1.2,0-o.m;

(m“'lvj) j=1s2905'on

rovatai, amelyeknél p.=-~1, illetve .=~1 nemcsak az
i s qj

‘A, = e, a .= .
21,n+1 =i =n+1,j gm+]
vektorokat képviselik, hanem a =~a, , illetve a =a . vekto-
—i,n+ 1 —m+1,j

rokat is, Ezzel a DT rovatai és a feladat métrixdnak oszlopvek=
torai-kozti kolcsonosen egyértelmii kapcsolat itt csorbét szenved,A
de ez nem okoz nehézséget, ha szem el8tt tartjuk a kovetkezd=~
ket:

al] Az ugyanazon fiktiv DT rovathoz tartozdé két vektor ko=~
zul mindig csak egyik szerepelhet az aktudlis bézisban, kilon~
ben a bézisvektorol; irendszere linedrisan fiiggd lenne, ami ellent-
mondé&s,

b/ Valamilyen jelzéssel megkiilonboztetjiik, hogy a bdézisban

levé DT rovat a hozzétartozé két vektor koziil melyiket képviseli,

c/ A sajatelemek kijelolése és a potencidlok meghatarozéasa
szempontjdbdl teljesen kozdmbds, hogy az ugyanazon fiktiv

elemhez tartozd két vekior kozil melyik &ll a bazisban,'

d/ Ha az (fyn+ 1) rovathoz a ~a vektor is hozzatarto-

i, n+ 1

zik, akkor a 2, fdzisban feltételezhetd, hogy a béazisban az

(i, n+ 1) rovat a 2 a1 vektort képviseli, Az 1,' fézis eredmé~
b4 .

nyes befejézésekor ugyanis degenerdcidmentes esetben a tiltott

a; .1 Vektor mér automatikusan kiesett a bazisbdl; degenera~
b .
cidé eselén pedig csak x, =0 programvéltozd értékkel szere-

in+1

ve ktorral anélkiil kicserél-

pelhet a béazisban, és igy a -_g_i’ ne 1
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‘hetd, hogy a programvaltozdk értékei, a potoncidlok értékei és

a sajatelem kijelolés véltozndnak, Hasonlék mondhaték el meg~

MR 3

felels (m+ 1,j) rovat esetén is.
e/ Az El1-E4 pontokban ( 1.5. fejezet) ugy jérhatunk' el,

mintha  minden fiktiv DT-elem, amely a bdzisban &ll, az & m.-l
. ]
(a

-—m+1,j) vektort képviselné, azutdn az igy el8dllé linedris koni-

bindciéban azokat a komponenseket, amelyeknek valdjdban mégis

2 i1 Q-_«_s._i’m+ 1,j) vektor felel meg, (-1)=-gyel szorozzuk,

a
f/ Ha olyan fiktiv DT-elemet vonunk be a bdzisba, amely-

-hez. -Ei, n+ 1 vagy --a-‘-m+ 1,j alaka wvektor is tartozik, akkor mindig

ezek a vektorok kerllnek a béazisba; azaz miutdn az E1~E 4

pontok szerint az a, vagy a

i nel el vektor komponenseit meg-

hatdroztuk, ezek ( =1)-szeresét vessziik,

A disztribucidés eljdrds 1, fdzisdban az

ég -0
3 %®

(1.8.7) ]

Lq =k,

vektor gi,j komponenseit igy szamithatjuk;

~ ,

(1.8,8) | 5 ok 5% B
ahol . :
1, ha ifm+l, j¥n+l és pi# 1;
A - ~1l, ha j=n+l és p==l;

' i

0 egyébként;

1, ha i¢m+l, j¢n+l és qj7‘13
= -1, ha i=m+l és qj= -1

0 egyébként o
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Mivel gij az i,j,fi,jf-,pi, qj adatokbdél egyértelmiien szér-
9.

maztathatd, a szdmitdsok sordn kulon taroldsdra nincs szikség,
hacsak a futdsi id8 csokkentése nem indokolja. Az (1.8,7) vek-
tor transzformacidjat ugyaniugy végezhetjiik a potencidlok segitsé=
gével, mint ahogy azt méar a _g*vektorra az l.,4. fejezetben leir-
tak, - Természetesen az 1. fadzisban a potencidlok a ?:'i’j'-kel
szdmitanddk, Egyebekre nézve a szimplex algoritmussal analéog
mdédon jérunk el

A disztribuciés eljdrds mésodik fdzisdban a DE1l., pontban -
az els8 fazis Aaltal szolgdltatott bdzismegolddsbdl indulunk ki,
A célfuggvény .egyijtthaték éij transzfamalt értékeire optimélis

megoldds esetén a kovetkez8knek kell teljesiilnis

(1.8.9) - ei’jéo i=1,2,000,m; j=1,2,004,n;

A < s .
(108010) pi.ci,n-l—l— 0 1—1,2,oon,m.

=3

. A
(L.8.11) apCh a4

0 ] j=1,2,...,n.

Az (1.8,9) -(1.,811) feltételek az (1.86) feltételnek az AEF eseté~
re valé adaptdldsét jelentik. A szimplex algoritmus M3, médosité~

sénak itt az felel meg, hogy olyan a; ,j) vektort soha
’ L]

n+1 (§m+1

nem vonunk be a bézisba, amelyre pi=,41 (qqu 1).

Persze a .) vektor p;=-1 (qj=—1) esetén is

"2l ( “Eme 1,

bevonhaté a bazisba.
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1.9, A KLASSZIKUS ELOSZTASI FELADAT ESETE

Tekintsiik az 1.2.2, definicié szerinti feladatot. Az (1.2.3)
és (1.2.4) alapjén azonnal adddik, hogy a feladatnak pontosan

akkor van lehetséges megoldasa, ha

. m | n
( 1.9.1) Z t = Z ry *
i=1 j=1

(A t:i és rj értelmezését l4dsd az 1,2, fejezetben ( 1.2,9) alatt.)

Az "=" {ipusi feltéte'lrendszer és (1,9,1) miatt a fiktiv
elemektdl itt eltekinthéti.ink, és nélkiluk (1.2.3) miatt a feladat .
A _métrixénak rangja m+n-1 lesz, - Igy mar valamely nem-fiktiv ‘
sorhoz‘vagy oszlophoz nem tudunk sajatelemet rendélni. ‘Ezen
koriilménynek megfelelen itt &tfogalmazzuk a klasszikus fel-
adat esetére a sajételem kijeldlés, valamint az oszlop- és sorut

kijelolés algoritmusét,

A sajdtelemek kijeldlése (adott bézisra) :

KSl. Minden sorban, amelyben még nincs SS-elem és
csak egy kijeloletlen béziselemet tartalmaz, ezt a jeldletlen bé~
‘ ziselemet jeldljuk SS-elemnek,

KS2, Minden oszlopban, amelyben még nincs OS-elem
és csak egy jeldletlen bdziselemet tartalmaz, ezt a béaziselemet
jeldljiik OS-elemnek, Ha maradt még jeloletlen béziselem, akkor

térjiink vissza a KS1l. pontra.
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A sorut ( oszloput) meghatdrozdsas

KU1, Ha a b&zisba bevonandé elem sordban ( oszlopéban)
nincs SS-elem (OS;-elem), akkor a sorat ( oszlopuat) lires.

KU2, Egyébként elindulunk a bevonanddé elemtdl a sordban
( oszlopdban) lev8 SS-elemhez ( OS-elemhez) ; ha ennek oszlopé~
ban ( sordhan) mé&r nincs OS-élem ( SS-elem), akkor ez az Gt
vége, kulonben folytatjuk a KU3 pont szerint,:

KU3., Az SS-elembdl az oszlopédban levd OS-elemhez lépiink;
ha. ennek sordban mér nincs SS-elem, akkor ez az Gt vége, kii-
lonben folytatjuk a KU4 pont szerint,!

KU4, Az OS-elemb8l a sorédban lev8 SS-elemhez lépiink;
ha ennek oszlopdban mar nincs OS-elem, akkor ez az le vége,

kiilonben folytatjuk a KU3 pont szerint,

A fiktiv elemek elhagydsa utdn visszamaradSé DT m+n-l1
rangja miatt mér csak, m+ n-=1 egyenletet tudunk .felirni (az 1.4.1’ és
az:1.4.3i Allitdsok alapjdn) az m+n szdmu ismeretlen pontenciélra.
Az igy elBalid hatérozat.lan egyenletrendszer egy onkényesen vém
lasztott

( 1.9.2) ul, u2,ooogum, Vl, V2’000’Vn

megolddsa &ltaldban kiildnbozik az 1,4,1, definicié szerinti poten~
cidloktdl, de mindig van olyan q konstans, hogy

ui--« ui+q 7 V.=V.=q i=1,2,00e,m ; j=1,2,00e,n

Igy az 1,4.1, 'dsszéfuggést a ¢, =cij-( u, + vj) alakban alkalmaz-
, .
va, az (1.9.2) éppugy alkalmas a célfiggvény egyilitthaték transz-

forméldséhoz, mint az (1.4.1).
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Az (1,2.3)-bdl az is adddik, hogy a kompenzécids egylitt-
hatdk hozzarendelése sor~ és oszloput esetén is igy egyszeriiso-
dik,
=-1,

(1.9.3) c 1.

2k Cokea”
A KJ1l-KU4 és (1.9.3) alapjédn az is kdnnyen beléthatd,
hogy ha (i,j) az 6szlopatnak is és a soritnak is tagja, akkor

figyelmen kivil hagyhatd, mert a bdzisba bevonandd wvektor

QiJ-ré vonatkozé komponense zérus lesz,-
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1,10 A MUNKAELOSZTASI PROGRAM. A DE BEMUTATASA

EGY KONKRET FELADATON

Az &ltaldnos elosztdsi feladat legtipikusabb alkalmazdsi te-

riilete a munkaelosztisi program (lasd [7]). Természetesen

ezen felul még a gyakorlat szdmos mdas teriletén létezhetnek
olyan jelenségek, amelyeknek az AEF lehet az alkalmas mate-
matikai modellje,

Tegyik fel, hogy n szamu Kkilonboz8 -~ de a termelésben
egymdst helyettesiteni tudé ~ gép &ll rendelkezéslinkre tl' t2,...,tm
hasznos idSalappal egy tervidSszakban, Ugyanakkor n szdmid
kilonbozd terméket kell gyartanunk Fysloreees ¥ rendelési mennyi-
ségekkel,

Ha fi,j‘ az i. gépen a j, termék egységének gydartasi ideje,
i pedig a fajlagos nyereség ( drbevétel - munkaelosztdstdl
fliggd koltség), valamint x;; oz jo termékbsl az i, gépen gyartott
mennyiség, akkor a maximdlis nyereséget hozd programot a KO

vetkez8 modell optimélis megolddsa adja,

xiJZO (i= 1,2,...,1’!’1; j=1,2,coo’n)

(1.10,1) 21:_ x; 5=t

<

Zi ZJ % maximum

Ha torténetesen az rj mennyiségek nem .szigori - szerzddé-
sekben vagy tervelSirdsokban rogzitett - szamok, hanem valami-
lyen piackutatési becslés szerint vérhatdan értékesithetS mennyi-

P4

ségeket jelentenek, tgy (1.10,1)-t8! eltérSen



alaka feltétel is &llhat, Hasonldan , ha valamilyen kiilonleges ér~
dekbdl az i, gép kapacitdséat teljes egészében ki kell haszndlni,

ugy (1,10,2)~t81 eltérden

= f. .x..=t,
- ij ig i
J
feltétel lehet kivanatos,

Az is el8fordulhat, hogy a jo-terméket az ij. gépen valami-

lyen technoldgiai ok miatt nem lehet gyéartani, ilyenkor az f,

i
0~0
fajlagos is értelmetlen. A kiilonleges korulményt fi j =0 valasz~
_ . 0o
tdssal jelolhetjiik, ami azt fogja mutatni, hogy a DT (io,jo) ele-

me minden tekintetben figyelmen kivil hagyandé. - Ugyan az AEFR
definicidjdban szerepelt az fi,j ¢# 0 kikotés, de ezt csak az aktué~
lis béazisban levd, illetve a bézisba bevonandd elemek vonatko-

zdsdéban haszndltuk ki. Igy azzal a kiegészitéssel, hogy fij=o

'
fajlagossal jellemzett DT-elemet (vektort) soha nem wvonunk be
a bazisba; az optiméllissdg ( 1.8.9) szerinti vizsgdlataindl az
illyen vektorokat figyelmen kiwil hagyjuk; valamint a 2, rész &lli-
tasaiban (lemméibén) - hallgatdlagosan - mindig olyan wvektort
( Dr-elemet) értlink, amit nem ilyen fajlagos jellemez; eddig is-
mertetett eljdrdsunk ezen kildnleges ,k'o'ri,ilmény mellett is alkale-
rhazhaté.

A sajételem fogalmon felépitett eljdrdsunkat a kovetkezd

feladaton fogjuk bemutatni:
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x. .50 (i=1,2,3,4; j=1,2,3,4,5)

e 4 . . =.l
5 x1'1+2 xl'2 + 4 x1'3+ 4 x1'4+ 8 x1'5 500

5.X + x2 + 10 ex + 5¢ x + 4Xx < 100

2,1 ,2 2,3 2,4 2,5
<

x3,1+ x3'2+ 4-x3’3 + 2x3’4+ 2x3.5 520
- <

X1t 8%y o+ 20X, 44 2x, 4 = 300

<
1,0% X2,1t ¥3,1+ X4 1 = 100

4+ X +X Z 100

1,3 +x

2,3 *3,3

<
x1.4+ x2.4+ x3'4+x4'4 = 200

<
x1’5+ x2'5+ xa.5 = 50

4x1'1+5x 2+10x1 +2x 4+10x1 +

1, ) 1, S

+6x2'1+ 3x2’2+ 8x2'3+ 5x2.4+ 5x2’5 .

+x3.1+ 2x3.2+ 7x3.3+ 4vx3'4+ 3x3.5 +

; ——a i
+2x4.1+ 8x4.2+ 20x4’3+ E)x%.4 maximum

A feladat mint modell a gyakorlatban leirhatja 4 alternativ
gépkapacitds (mert 4 nem-fiktiv séra van) és 5 -féle megrendelés,
(mert 5 nem-fiktiv oszlopa van) kapcsolatat, A feladat az X405 val-
tozét nem értelmezte, ami azt jélenthet;, hogy az 5.'megrendelé$ a

4, kapacitasbdl nem teljesithetd,

.
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Tegyuk fel, hogy valamely iterdcids lépésben eljutottunk

az ('1,10.3) béazismegolddshoz.

( 1.120,3)
5 2 4 4 8 1
35 50 = 500
5 1 10 5 4 1 oo
20
1 1 a 2 2 1
400 1z0|| °2°
" 1 5 10 ) ) 1
300
30 |
< f..
80 45| |200 i
100| 400} >100| 200 50 i

Az (1,10,3) tdbldzatot ( DT-t) mér a fiktiv elemekkel (rova-'
tokkal, vektorokka.l) is kiegészitettuk. A jobb alsé sarokban "ki-
nagyitott" rovat sz.ir'nbélumai magyardzzdk a bejegyzések értelmét,
- Példaul f1’3=4 éAs x1’3= 25, Pontosan azok a rovatok vannak

az aktudlis bézisban, amelyeknél az X, értéket feltiintettiiks Ez
?.

nem NLP-feladat, és a megoldis folyamatdban még az els8 fazis~

ndl - valamely lehetséges bazismegoldds keresésénél - tartunk,.

Ugyanis: .
' A, © x
Ey ' -
.é3 ".@3 h4
_ =P
= 4:25+ 8:50+ 25+ 30=5554600=1"*|
23

( Az itt meg nem magyardzott szimbdlumok jelentését ldsd az

1.8, fejezetben!)



Az S1-S7 algoritmust esetunkre alkalmazva, kapjuk (a ki-

jelolés sorrendjében):
S1 szerint;

93,6 ! SS—-elem
_5’1’ §5,3. _a_L5’4: OS~elemek S2 szerint;
_6._3’2 :OS~elem S3 szerint;
! SS-elemek S$S4 szerint;'

24,3'82,1 ' 24,3
a :0S-elem S3 szerint,
21,5

Az eredményt az (1.10. 4) tébldzat mutatja, ennek peremein mér a
~%H ' :

_c_:)e (ldsd [1.8.7/~et és [1.8.8/-at ) vektor alapjdn szdmitott potenci-

dlokat is feltlintettiik, . »* jeloli a bdzisba bevonandd rovatot, ( A

P, és q , értelmezését ldsd az 1.8 fejezetben!)

(1.10.4)
v,—> 0 0 0 0 -2
wu .
i 2 P z|os| 8
¢1 5 IShS) =(p1=0)
1,25 ‘
ERE 1 10 5 4 1
0
1losl 1| = 4 2 2 |ss | 1
0 —
T 1 5| ss|10 2 0 1 :
0,1 |
0S 0s 0S
S56s iy |
g f
= =71 4
(a,=-1)
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Példaként az u, és a v, Ppotencidlok meghatirozasét mutat-

juk be. Mivel a 3.,' oszlop sajételeme: ( 5,3) fiktiv, igy a P2 sza-

bély szerint v.,=0., Masrészt & =f +1=5 (14sd ( 1.8.,8)~ban),
3 1,37 %1,3

isy a P4 szabdly alapjan

~

_©1,37V3 5-0
5 )

uy = 1,25,
Az (1,10.4) szerint a (3,3) rovat bazisba vondséaval a

program javithatd, mert

P ancd
(o] ~-f ‘u,~v

3,37'3,3 "3 3= 1-0-0 20,

Ekl‘<or a sorut: (3,3),(3;6); az oszloput: (3,3),( 5,3).
- Bér a ( 3,3) oszlopdban hdrom béziselem is van, az oszloput
kijel'cilésénéll mégsem szorulunk taldlgatdsra; az ( 5,3) OS -elem
tulajdonsaga egyértelmiien eligazit,

A lkompenzécids egyilitthatdk (ldsd az 1,5 fejezet E1l,E2 pont-

jait) s

23,6

\

85,3 —> 1.
Ebbdl a szuk keresztmetszetre kapjuk:

X X
win {228 30), 722 an} -

*3,6
4 9

azaz a ( 3,6) rovat esik ki a bdzisbdl, Egyidejiileg a ( 3,3) elem

A » 4 . ) . P
X 6 /4 = 30 programvaltozé értékkel 1ép be a béazisba, és
9

3,3 %3
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A

az (5,3) elemre X ~30=15 lesz a programviltozd Gj ér-

5,37 *5,3
pd e 3 . - A
téke, Tovébbi (i,j) elemekre: X=X

A baziscsere utdn a sajitelemek vonatkozdsdban az SS1
és az SS5 pont ( 1.6. fejezet) szerint csak annyi torténik, hogy
a 3, sorban ( 3,6) helyett a (3,3) rovat lesz az SS-elem.
Ugyanakkor a potencidlok kdzul is a PPl, PP5, és PP6 szaba~

lyok szerint csak u, és v, valtozik meg; Gj értékeik: u3=0,25,

2

3 2
v2=-0,25.
Az (1,8,5) feltétel még mindig, nem teljesiil, viszont
- v,=0,25>0 miatt az ( 5,2) fiktiv rovat bdzisba vondséaval a

program javithaté, Ezt a transzformdcidét mér nem részletezziik,.

(1.10.5) alatt 14thaté az eredménye,

(1.10,5)
5 2 |ss 4 4|0s 8 1
4 5 10 25| 2 10 lso 0
ssl 5 1 10 5 4 1
P——‘
6 20 |3 8 5 5 0
1|ss) 1 |os) 4 2 2 1

osl 0S 0s oS
0 lao 0 ]60 0 o J|200| o ) ss) '

Cc.. .
1,] L,}
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Most mar ( 1.8.5) teljesiil, ugyanis

" =
.30 *1,3 % M5 1,5 X1,3% X33+ Xy 3

= 4425 4+ 850+ 254 45+ 30 = 600=t1+ r

3 *

azaz &attérhetiink az eljdrds mdésodik fazisara.
'l - ’ - . rid ” .
Ujra ki kell szédmolni a potencidlokat, mert az els8 fazis

sorén ¢, ; helyeit a E'm (14sd az (1,8,7)~et és (1,8,8)-at)

mennyiségekhdl szdarmaztattuk Sket,

Az (1.10.5) bdazis esetében a potencidlok a kovetkezd

sorrendben szamitédnak ki;

vl,vz,v : P2 szerint;

4

u2,u3: P4 szerint;

v3: P5 szerint;

ul,u4: P4 szerint;
Vg P5 szerint,
Most példaként a VorUg, Vg meghatdrozaséat kovessiik
végig:

v,=0, mert (5,2) fiktiv 0S -elem;

" - c3’2---v2 _ 2--0= .
]
3 f3’2 1
V3=C33 £33 u3=7—4= 2=a=1;

Az eredmény (mar valamennyi potencidl):

21

2y 15~

v, : 0, ©O0,=-1, 0,-12,
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Az (1,10,5) bazismegoldds még nem optimélis, mert a
célfuggvényegyiitthatdk transzformdlt értélkei kozott még van po-
zitiv, példéuls

A
€35 C3,5" (f3,5 ug+ v5) = 3~(2+2-~12) =11,

Tehét a DT ( 3,5) elemének béazisba vondséval javithatd a prog-

rame

Az (1.,10.6) tdbla mutatjia a ( 3,5)-hcz tartozd sorut és
oszloput kijeldlését, Folyarﬁatos nyil jelzi a sorutat, szaggatoit

nyil az oszloputat; '®’ jelzi a bazisba vonandd elemet,

(1.10.6) SSet~=--10S
4 4
SS | '
L \
C ¥ ]
le::--OS PE.
1
' Ss
. -#1
0S | 0S 0S

A sorut tagjai: ( 3,2), (5,2) ; az oszloput tagjais (1,5), (1,3),
(3,3), (3,2) , (5,2). Mindkét ut fiktiv elemben végzddik, - A
kompenzdcids egyiitthatékat az E1, illetve E2 pontok szerint
kell szémitani,

Jeldlje c, a sorat k., tagjdhoz tartozé kompenzécids

k

egyiitthatdt, hasonléan 2 az oszloput k. tagiéhoz tart'ozé

k
egyiltthatdt,

A sorat tagjaihoz tartozd kompenzdcidés egyiitthatdk

szamitdsa:
fag
., ,—P» C, = 3% . 2,
23,2 1T,
85,0 T = "= -2



Az oszloput tagjaihoz tartozé kompenzécids egyiitthatdk

szamitdsas
a, o — & =1
21,5 1"
£
a — S, == SETL R AN
21,3 2 f 1 ’
1,3
—_—— A =2
23,3 7T 3= =Cu ™ %
f
a —i 2 = 3,3 €. =-8
23,2 4 ; 3
3,2
A
Cc

250 ¥ CG5="C, =

Igy az (1.10,5) bazis esetében az a vektort a kovetkez8

3,5

linedris kombindcidé Allitja elss
= 2 . A . N A =
-a_s’s— el 9—1’5+ 02 —a_1’3+ C3 -a_303 * ( cl+ 04:) 23.2+ ( 02+C5) -a—-5’2

+h

=hy 521,511,327 3% 03 383,3+N3,20232+ 52252

81,5728 3* 225 3762855+ 625,

Ezek utdn mar a szik keresztmetszet meghatdrozisét és
az xi,j programvaltozdk transzformdacidjat ugyanigy végezhetjiik
mint a szimplex algoritmusnél._ A viltozdsokat az (1,10.7) tdblé~

zatban foglaltuk Ossze.
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W) hgy | *5 | *ig
(,5) | 2 50 40
(1.10. 7) (1,3) | -2 25 45
(3,3) 2 45 25
(3,2) | -6 340 | 400
(5,2) | [6__] 0]
L(3,5) | 10

Mint 1&thatd, a sziik keresztmetszet (az (1.10.7)-ben

kiilon bekeretezés jelzi) az (5,2) elemnél adddott, mert

X xX..
Q=—22 - min W h..>0l.,
h h l’]
5,2 i,
Igy lész X, , =0, %.._= @&, valamint a tobbi baziselem essténs
5,2 3,5
P
X

=X, .,~h.. &
1y

( Az (1.10,7)~ben nem szerepl8 baziselemek esetében nyilvén

hi’j=00 )

Ebben az iterdcids lépésben az SS1-SS5 algoritmus csak
a (3,5) és a (3,2) elemeket érinti, ha ( 5,2)~6t mint a sorut tag-
jat tekintjuk (SS3,' SS1 pontok) ; a ( 3,5) SS-elem, a ( 3,2) OS-
elem lesz; a tobbi bAziselem megtartja a.béziscsere eldtti éajé’o-

elem tulajdonsagét,
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Az Gj bézis az (1.,10.8) tébla szerint helyezkedik el a
DT-ben. Léithatd, hogy (Gj) hurok keletkezett, ami Ssszhangban

al a 2.,4.,2 lemmaval,

SS 0S
(1.10.8) SS
' 0s |o0s sSS
Ss
0S 0S

Hatdrozzuk meg a ( 3,5) elemhez tartozd Uq potencidlt!
A HUL, pont 1.6, fejezet szerinti mddositdsdnak megfeleléen a

kovetkez3 sorrendben jarjuk be a hurok elemeit:
(3,5), (1,5), (1,3), (3,3).

A HU2, pont szerinti szamitdsok:

Py~ 0O d,= 1,
= - = = =—2
P1=C3,57{3,5P0=3 q1=~f35 dp="2%
o €1,57P1 7 o .- 91 1
| e 2T 2— - = ’
2™ T, 5 ) g &
13
P3=Cq 37f1 3Pp="3 3"~ 3 9= -1
5 . €3,3"P3 1 q A3 1
F—r e, D e e I e
O P ZaR PR

A HU3, pont szerint:




Az Uy potencidlon kiviil, a PP4 és PP5 pontok (1.§.fejezet)

szerint, még a kovetkezd potencidlok valtoznak:

v_.=C f u,= 8
5 ©3,57"'3,5 Y37 3
e 1,575 11
- LI
1 5 12
_ ¢ _ 19
V3= €1,371%,3%% 737
G o433 o m
4 . i0
4,3
v.,,= C -f u, = 11 ‘
2 3,2 '3,2°3 6 °

A PPG6, pont alapjdn az u,, Vv, vV, potencidlok megtartjak a

baziscsere elstti értélkiket,

A program még mindig javithaté: példaul

11 11 8
€1, C1,07 8o ¥y "V =S~ == F>0.

A tovébbiakban az eljdrds az eddig elmondottak ismételt alkal-

mazésat jelenti,



1,11, AZ ALGORITMUS GAZDASAGOSSAGA

A disztribucidés eljdrds és a szimplex algoritmus hatékonységé-
nak gyakorlati o0sszehasonlitdsdra PLJI forrdsnyelven késziltek szé-
mitégépes programok, Ugyanazokat a feladatokat mindkét eljdrdssal
lefuttattuk,. Az output listdkbdl kideriilnek a futdsi idSk és az opti-
malizdldshoz sziikséges iteracidk szama,

Megjegyzés: Példaként mellékeltik egy feladat szdmitégépi téb-
lézataif. Az 1. tdbldn ldthatd a feladat inputja: a fajlagosok (fi,j); a
célfiiggvény egyiitthatédk (CiJ); valamint a korlatok (ti , rj) a megfe-
lels feltételi relacidkkal egyu’.ct. A példa egy 15 feltételes ( M+N=15)
feladatot mutat ( a munkaelosztdsi probléma interpretdcidja szerint ez
a 7 gépen 8 féle munka esetnek felel meg). A 2, tdbldn ennek a
feladatnak a disztribucidés eljards ( ALTE OF névvel szigndlva) és
a szimplex algoritmus ( LP 440 névvel szigndlva) szerinti megoldésai
la&thatdk, (M és N jelentése a két algoritmus esetében kiilonbodzik;

fenndll;

M M

1paso- Marreort Navreor !

1

N M N A1TEOFR ).

1pa40 - MarrTEOR®

A disztribuciés eljdrias esetében a megoldasi idd 15 masod-
perc, a szimplex algoritmus esetében 1 perc 15 méasodperc volt,

- Az jterédcidk szédma mindkét esetben: 20,
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A feladatok méretét itt csak a feltételek szdméval jelle~
mezziik, ( A feladatokat gy vélasztottuk meg, hogy a vélto-
zO0k széma kozelitdleg ardnyos volt a feltételek szdmdanak
négyzetével,) Mivel a feladat mérete az iterdcidk szdmét
szigorian nem determindlja, ezért elsEsorban nem a teljes
megoldasi id8re, hanem az egy iterécidéra esd &tlagos idS~=

tartamra wvoltunk kivancsiak,

A disztribGcidés eljards esetében egy-egy iterdcié al-
kalmaval a sajatelem-tulajdonsdgokat, a potencidlokat, és a
programvéltozdkat kell transzformdlni; ezen adathalmazok
mérete a feltételek szdméval ardnyos., A szimplex algoritmus
esetében viszont egy iterdcids 1lépésben a feltételek szémé-
nak négyzetével ardnyos méreti adathalmazt kell transzfor-
mélni ( gondoljunk a bézisvektorok métrixdnak inverzére).
Ezért elézetesen Ugy becsiiltik meg, hogy az egy iterdcidra
esg éatlagos idBnek a feltételek szdmatdl a disztribucids el-
jérads esetében linedrisan, a szimplex eljdréds esetében négy-
zetesen kell fiiggni. A kiilonboz8 méretu feladatok megoldé~
sédhoz szikséges iddket, iterdcidészdmokat és az egy iteréci-
ora esd &atlagos id8tartamokat tédbldzatba foglaltuk, illetve a
legutdbbinak a feltételek szamétdl vald fuggését grafikonon
( 3. tdbla) is feltiintettiike. Az elméleti becsléseket a ta-

psztalat igazolni latszik,



Felt. Iterdcidk Optimaliz, Egy iterdcidéra
szdé&ma szama id&tartama esd 1ido
( sec) (sec)
LP 440 ALTEOF | LP440 | ALTEOF | LP 440 ALTE OF
7 12 12 28 8 2,33 0,66
15 20 20 75 15 3,75 0,75
22 130 137 819 147 6,3 1,07
28 138 138 1242 193 9 1,4
35 102 102 1346 122 13,2 1,2
39 156 156 2652 203 17 1,3
42 926 96 1772 135 18,45 1,41
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AZ ALGORITMUS BIZONYITASA



2,1, ALAPVETO FOGALMAK ( LANCOK, KOROK,

HURKOK, CSOMOK)

A targyalt kijelentéseket allitas, illetve lemma nevekkel
jeloltiike Az el8bbi alatt olyan kijelentést értlink, amely a defi-
niciokbdl és a.vonatkozé feltételekbdl trividlisan kovetkezik; az
utdbbi pedig olyan kijelentést jeldl, amely tobb=kevesebb bizo-
nyitdst igényel, illetve tobb kordbbi kijelentés egyiittes figyelerr;-

be vételével lathatd be,:

2,1.1, Lemma: Legyen p>»l és q >1 egész szédm, Ha a
DT p szd&dml nem-fiktiv sordnak és q szdml nem-fiktiv oszlopé~
nak keresztez8désében szerepld elemek kozil kiemelhetd legaldbb
p+q +1 szadmG kilonbocz8 elem, akkor a kiemelt g-i,j vektorok
rendszere linedrisan fuggo.

Bizonyitds: Az (1.2.2) és az (1.2,5)-b8l kovetkezik, hogy
a p szdmu sor és q szdma oszlop keresztez8désében szerepld
valamennyi ( Osszesen psqg szd&mu elem egyittvéve kifejehets e
sorokhoz és oszlopokhoz tartqzé, Osszesen p+ q szému fiktiv
elem lineé4ris kombindcidjaként; azaz a lemma szerinti p+q + 1

elemu vektorrendszer rangja legfeljebb : p+ q, és igy linearisan

fliggd, Qu.e,d,

2,1,1, Definicié: A DT a, b elempéarjain értelmezzik a
kovetkez8 fliggvényt:

(2.1.1)
: 1, ha

1o

t# b és egy sorban vannak;
(’?(9)2)5" I -1, ha at4b és egy oszlopban vannak;

0 egyébként,



A (f( a,b) értéket mésképpen az a,b par fdzisdnak nevezziik,'

2,1.2, Definicié: Ha {g_k} a DT vektorainak legaldbb
kéttagli sorozata, és ennek két szomszédos (_a_k, §k+1) tagjé~

ra fenndll : (f(gk, 2k+1) 4 0, akkor az By 1 part lépésnek

nevézziik, és megfelelen sorfdzisu (?nl) vagy oszlopfazisu
($=-1) 1épésrsl beszéliink,

A kovetkez8 Allitds a DT szerkezete( 1,2,10), a ¢ értel-
mezése (2.1.1), valamint az FO0-, FS-elemek értelmezése

(1.2.4, definicié) alapjédn l&thatdé be:

2,.1.1; Allitds: Legyenek a,b,c a DT elemei, ekkor fenn-
allnak:

a/ ?(3’9)=‘f(2ra)3

b/ ha cf(g,g)=q>(g,g)¢o, akkor
Pla,b) = Yla.c);

c/ ha Lf(g,_]g) =1 és a,b koziil pontosan
egyik fiktiv, akkor a fiktiv vektor FO-elem;

d/ ha Lf(g,_]g) = =1 és a,b kdzul pontosan

egyik fiktiv, akkor a fiktiv vektor FS-~elem,

2¢1.3., Definicid: Léancnak nevezzuk a DT wvektorainak

olyan - legaldbb kéttagi - sorozatét, amelyqél teljesilneks
a/ ¢(a,,a35) 4 0,
b/ bérmely hdrom szomszédos 8p 10 240
tag esetén: Ylazia, ) = =@la;, 4.2, o)
A lanc definiciéjdbdl azonnal adddik:
2.1.2, Allités: Ha az
810 Spreeer 2y

sorozat lanc, akkor

- 70 —



a, sorozat is léanc

a/' az a 1

k! St v 220
b/ 12i¢j Sk esetén az

2102141 ' 2ip 27008510 2
sorozat is lanc,

2,1.3. Allitds: Ha egy ldncnak van tobbszords tagja - azaz
olyan _a_._j., amelyre 9‘3’ =a, és ifj -,akkor a ldncnak legaldbb ot
tagja van,'

A ldnc és a hurokpont definicidjdbdl ( 1.5.1. definicid) é.dc’»
dik:

2,1.4, Allitds: Legyen az

211 Boreie, _a_l_j Y
ldnc hurokpontja %, akkor teljesiilnek a kovetkezdk:

al] az 249 9-2""’2}-1 tagok kozott nincs két
azonos vektor;

b/ a lancnak csak egy hurokpontja van;

¢/ csak egy olyan i (1§i<j) index van,

amelyre gi= g_j .

A 2,1,2, és a 2,1,3, A4llitAsokbdl kovetkezik:
2.,1.5, Allitds: Ha az & 2y ..&a__j, ' .
lédncnak 93' hurokpontja, és i<¢j, 9i=§j , akkor j=i= 4,

2ele4,  Definicid: Az aqr 2 ,.;.,gj véges lancot kornek

2
nevezziik, ha az utolsé tagja (Q._J) a hurokpontja, és g_J.:_gl.

A kor definiciéjdbdl és a 2,1.,2 &llitds a/ részébdl kovetke-
ziks

2,1,6, Allitds: Ha az 9-1'22""’9-j sorozat kor, akkor az

Qj’gj-l’“"iz’ 2, sorozat s kor.

- 71-



2,1,2, Lemma: Legyen b, .132,...,_19_1. olyan kor, amelyben
(_P(bl, b,) 94(?( B g gj) , és legyen ii 1ki<j. Tekintsik a ko=

vetkezd '{g-k} sorozatot:

(2.’1’.2)
a1»= b.. .000, b (Eb ) [ ]
237 2p 227 —1+1 J-1+1 =3 "'1.
%-nz"-“lz""'ij-l'ij ("al)

Ekko_r az 2, ~sorozat is kor, amelynek hurokpontja:
g (=2 = -’312 .

Bizonyitds:. A 2,1,2, allitds szerint az

(2.103) i 'a-l’ 22 ’ ...’g'j"'i-i' 1 H

2.1, ' e e °se . .
(2.1 4)‘ Zjajy 2000 9-_]—1’9_]

sorozatok kiilon=kiilon ladncot alkothak, Miutan

(o) cp(_J 0 2 2) =@l k) 4

#?(P..lvbz) u('P(?-j-i+1'-§j~i+2) (*0) )
-igy a (2.1.3) sorozatot a ( 2.1,4) sorozattal folytatva megint
lancot kapunk,
A 2,1,4, A&llitds al részébdl és az {Qk}' sorozat defini-
cidjébdl az is adddik, hogy az
21 v Bpreecr B4
tagok kozt nincs két azonos elem, és §j= &4 Tehéat az {ék}

lanc egyben kor is. Qu. e.d,

2,1,3, Lemma: A 2,1,2, lemma feltételeinék eleget tevd kor
a DT minden sordbdl és oszlopdbdl - amelybdl tartalmaz ele-

met = legaldbb két elemet tartalmaz,

- 72—



Bizonyitds; Ha 14i<kj, akkor a ldnc definiciéjdbdl addédik:

‘f( P_i_l»b_i) = 'Lf(giv.?.i_*_ 1) # 0,

b

Bia?k;s

b, b. .
—1% —i+1
Tehéat a _lg_i sordbdl is oszlopdbdl is van még tovabbi tagja a

kornek,

(f(glvgz) "#’ (f(,k_)j_lo_]?_j) 1

a _lgl(=_lg_j) sordra és oszlopdra hasonléan bizonyithaté be az

Miutén

allitdsunk, Qu. e, d,

A lénc és hurokpont definiciéjdbdl, valamint a 2,1.4, éllitds

a/ pontjdbdl adddiks
| 2,1,7. Allitds; Ha az 811 BpreeesBi4ees léncnak a; hurok-

pontja és gjt & 1€ i<j, akkor az
2i1'85.10850251

vektorok kozott ninqs két azonos, tovdbba a
P, g02;) =9(a;02;,4)
Y@, q102;) =¢la;a; )

e gyenl8ségek kdzil pontosan egyik igaz.

A ladnc és a hurokpont definiciéjébdl, valamint a 2,1.2,

éllitds aldpjén belathaté:
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2.1,8, Allitds; Ha az a1 22"”.’-6’—1""' ld&ncnak Ej hurok=

pontja, és _a_j=§_i, 1<4£ikj, akkor az

( 201-5) Q_l! -642"”’9-j-1’9-i-1’ 9’_1_2"0'9_§1’

( 2.1.6) 291 8preeerr B; 118y preeiiy
sorozatok koziil pontosan egyik lanc,'
2,1,5," Definicidé; A 2,1.8, &llitds ( 2.1.5) és ( 2,1.6) alakt

sorozatai kdzul azt, amelyik lanc, az

a =] a.,
_1, .___2’000' '—_)

ldnc &ltal generdlt csomdnak nevezziik,

Megjegyzés: Nyilvadnvald, hogy az UT1, UT2, UT3 pontok-
ban (1.5, fejezet) egy lancot képeziink, Az ilyen tipusu lancok-
ra szoritkozva, é 2,1,5, definicié és az 1,5,2, definicié ekvivalen=
sek ( 2,3.,1, lemma).

A 2,1.,4, a/ Allitds, a 2,1,5, 4llitds és a 2,1.5. definicié
alapjén beléthaté:

2,1,9, Allitds: Ha az Bqr8preeciBirene lancnak 2; hurokpont-
ja, §j=§-i’ 1<i<j , akkor az

B 1185000, _a_j

ladnc &ltal generdlt csomdnak az

(2.1.7) Ry, 10 Bp00teiiBig

elemek csak egyszeres tagjai, és a (2.1.7) sorozat legaldbb

négy tagbdl &ll,
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2,1.4., Lemma:; Legyen

( 2.1.8) _b_l’ 22,0'0125

olyan lanc, amelyre fenndll:

(A) b, és _k_)_s fiktiv;

(B) a tobbi vektora nem fiktiv,

(C) wvan legaldbb egy nem fiktiv tagja,
Legyen G a lanc tagjainak halmaza, Ekkor a G vektorrendszer

linedrisan fuggd,

Bizonyitds: Itt azt az esetet targyaljuk, amikor a lanc
sorfdzisban kezdddik és oszlopfdzisban végzddik, - Az ilyen
szempont szerint létezd tovabbi hdrom esetben (6szlopfézis-
sorfdzis; sorfdzis-sorfdzis; oszlopfdzis-oszlopfdzis) a bizonyi-
tds nem kiulonbozik lényegesen az itt elSadottdl, |

Esetiinkben a sorozat kovetkez8 &tjeldlése utal a lépések

fazisédra (i és j a DT-beli sor és oszlopindexek):

b,=a. . b= a. . o e
=1 =iy, =2 =iyt
soey _Lz = a. . ’ _IC_)_ = a. . . H
2k=1 " =iy 40dopn 2k =iy qvdok

k=1’2’000, Se
Mivel
C? (EZK-:L’ .k_).zk) =1,

¢ (Lo Ry, q) ==1s

(f(_]?_s_l’ E‘S) = "1l
igy _k_)_s-re a

b=a, . =2, :
S Tlggna 2q-1"]2q-2

alak adédik (q>1).
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Végezzik el az 1.5, fejezet E2, pontjdban leirt _b_k—-r Cy

hozzarendelést,

Az fij#O tulajdonsagbdl addéddan, igy csupa nem-zérus S
9.

egylitthatét kapunk,

Legyen 1£k<q egész szém, és
2k~-1
(2'1'9) » hoga ® % Cpely

Megmutatjuk, hogy

S
( 2.1,10) ho=h, ;= % c.b =0,

Ehhez el8bb be kell latni, hogy 1§k <q esetén

f. R

(2.1.11) h .a, ne 1
: Lok tok-2 Tlog-p P

Bok-1" Cok-1"

1 2

(]o(]_o_l,_lgz) =1, Igy a 2,1.,1. c/ &litds szerint b, = gil,ml

Az ( A) miatt b, fiktiv; (B), ( C) miatt b, nem fiktiv és

sy €s
az (1.2.,5), (1.2,7) Osszefliggéseket figyelembe véve, k=1 esetén
( 2,1.11) teljesiil, Most 18k<qg-~-l esetére feltéve (2,1.11) fenn-
Alldsét, k+ l-re kapjuk:

By 15 8o 1 Co Bt Cor, 1RoKk, 17

C . f, R . v a, -
2k=1 iy qodopen Tlgpeg el

£, .

ak-1"2K-2 "
f. - * Cok-1
log-1 2Kk

£, .. 2. n1+-a-m1')~+
bok-1Y2Kk Tlok-1'™ t o

i o
2k-1""2k=2

«C o( . « a, + a . ) o
f. . 2k~1 i 2 =i st L -—m+:l.,_]2
ok-1"T2k 2k 12k T 2ke1 . Y2k

v+l

c o f, . va.
2ked ig 1ok Tlopga
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Tehdt 1 $ k€ q esetén (2.1.11) fenndll, (It az 1.5. fejezet E2
pohtjéban levS hozzdarendelési utasitds tulajdonsdgait, valamint az
(1.2.3), (1.2.5) Osszefiiggéseket sorozatosan kihaszndltuk.)

nem fiktiv és

Az ( A) miatt b fiktiv; (B), (C) miatt b

?( Es—l' —Qs) ==L

-1

Igy a 2.,1.1, &llitds cf része szerint b = 9-m+1,j2 .
q-=-2
Ezek utén:
—s kl-s-2+cs,--1'—s-l+ Cs' Bg ©
Cc of. . . E. ~
2q ~3 12q_3,_]2q_2 12q_3,n+1
fi i
2q =3*" 2q ~4
- 2= = ' Coq a3t (£ N 1t
2q_3,_] 2q =2 2q ~3""2q -2 2q -3
+ .
“m+ 1, io 2) +
fi i
9
f2q~3 201-4":2 32y, =2
q- m+ '12q—2

i2q —3’j2q—2

Ezzel a ( 2,1.10) egyenl8séget belédttuk,

Még meg kell mutatni, hogy ebben a zérdvektort eldéallitd
linedris kombindciéban wvalamely Gebeli vektor nem-zérd egylitt-
hatéval szerepel, Mivel a = egylitthaték zérustdl kiilonbdzdek,
igy ehhez elegendd belédtni, hogy van olyan G-beli vektor, émely
a (2.1.8) sorozatnak csak egyszeres tagja.

Ha a ( 2.1.8)~nak nincs hurok;ﬁontja vagy az kor, akkor az
egyszeres tag létezése nyilvanvalé (l4sd a 2.1.4,'A4llitds a/ részét) .
Ha viszont ( 2,1,8) nem kdr, de van hurokpontja, akkor tekintsiik

helyette az &ltala generdlt csomdt,
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A csomodnak a 2,1,9, &llitds szerint van egyszeres tagja, és az
(A), (B), (C) feltevések ra is teljesiilnek. Igy G helyett a
csomd tagjainak H halmazéra bizonyithaté be a linedris fiiggfség,

de ez a tulajdonsdg HGG miatt G-re is teljesiils. @Qu. e, d,

2,1,6, Definicié: A DT valamely részhalmazdra értelmezziik .
a T1-T5 tulajdonségokat,' ezek:
T™1l., A halmaz nem lres,
T2, A halmaz a DT minden sordbdl és oszlopé~
bél = ha onnan tartalmaz elekr}et - pontosan
két elemet tartalmaz,
T3, Nincs T1, ’I‘2-.-tu.lajd.onség\3 valédi részhalmaza,
T4, A halmaz elemei baziselemek,!

T5, A halmaz elemei nem~fiktivek,"

Megjegyzés: 'A T4~tulajdonsdg pontosabban azt jelenti,
hogy a halmaz elemeit egy Kkitiintetett bdzisvektorrendszerbdl
veszi, Targyaldsunk sordn ez a Kitiintetett rendszer az aktud~
lis bdzisvektorrendszer lesz; vagyis az a bdzis, amely az ép-'
pén érvényes bazismegolddshoz tartozik, - A tovébbiakban en-
nek a bézi_svektorrendszernek a jele: B,

Az 1,4,2, definicié és a 2,1,6, definicié alapjdn mondhatd;

2,1,10, Allitds: A DT egy részhalmaza pontosan akkor
hurok, ha T1, T2, T3, T4 tulajdonségui,

Szikségilnk lesz a kovetkezd - egyébként kohnyen beléi~

hatd &llitdsokras
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2,1,11, Allitds; Ha F 7Tl-tulajdonsagi halmaz, és minden
olyan sorbdl és oszlopbdl, amelybdl tartalmaz elemet, legaldbb két

elemet tartalmaz, akkor annak tetszdleges a

1 eleméhez van leg~

alédbb egy
891 8y Byt €F,
Cf(.él' 22) =1
tulajdonsédgi végtelen ladnc és legaldbb egy

o A Pl
9'_1' 22’ §3t0'3 & |,

tulajdonsdgi végtelen lanc,

2,1,12. Allitds:; Ha F 7T1, T2 tulajdonsdgd halmaz, akkor

annak tetszdleges a, eleméhez van pontosan eg,x'_

1

81 851230000 € F,

?(91’ Eg) =1

tulajdonsdga végtelen lanc és pontosan egy

A

il' 22’

M
23’000 € F,
[’ Pl
‘f(él ’ ?’_2) ==l
tulajdonsaga végtelen lanc,!
2,1,5, Lemma: A 2,1,11, &llitds feltételeinek eleget tevd T4
tulajdonsédgi halmaz T5 tulajdonsagu is.

Bizonyitds: Legyen F a feltételeknek eleget tevd T4 tulaj-

donsdgi halmaz, Legyen ° = € R fiktive Vegyluk az

9._1, 22’ EB"" eF



végtelen lancot, Feltehetd, hogy a, nem fiktiv, hiszen kilonben

vehetiink egy mésik

Pl A
9_1’ 22! 239 LA e F

lancot, amelyre (.f (-a—1’§2) = - (9._1, 9_2), és akkor fa_‘

5 bi th san

nem fiktiv,
Megmutatjuk, hogy a lanc elemeib8l szdrmaztathatd a 2.1.4.
lemma feltételeinek eleget tev8 méasik ldnc, Ha valamely s> 2 ese-

tén a_ fiktiv és a, (i= 2,3,44e,5~1) nem fiktiv, akkor az

21,22.-0‘,95

lanc eieget tesz a 2,1.4. lemma feltételeinek, MAas esetben legyen

g_j a ldnc hurokpontja, Ekkor az

9'_19 Ezl"" gj

sorozat vagy kor = de Ggy ismél az eldbbi eset all eld; vagy ha
nem kor, gy véve az Aaltala gensrdlt csomdt, megint a 2,1.4,°

lemma feltételeinek eleget tevd lancot kaptunk, Az elmondottakbdl
kovetkezik, az F halmaz linedrisan fliggd; ami viszont ellentmond

a T4 tulajdonségnak, @Qu.e.d.

A 2,1,5,'lemma specidlis esetei:
2,1,13, Allitds: Minden T1, T2, T4 tulajdonsdgi halmaz

. egyben T5 tulajdonsdgu is.

2.1,14, Allitds: A huroknak nem lehetnek fiktiv elemei.
2.1,6, Lemma: Haab 1,05y eeey ldncnak a hurokpontja az
utolsé tag: _Igj; és a ldnc egy T1, T2 tulajdonsdgi F halmazbdl

veszi tagjait, akkor

— §0 —



19

b/ (b, by) #4(b. ;.b.) %

=j=1=j

al a lanc kor, azaz _l_q_j==_]_o_

c/ a lanc tagjainak Fy (& F) halmaza T1, T2, T3 tulaj-

donsé&ga,

Bizonyitds: Ha a p_J hurokpont, akkor van olyan (1€ )i (<j),
amelyre _lgj‘=_19_i . Ha i>»1, akkor a 2,1,7, &llitAs masodik része sze-
rint a DT-nek van olvan sora vagy oszlopa, amely a lanc harom
tagjét tartalmazza, A 2,1,7., Allitds elstd része szerint a lanc e
hé&rom tagja a DT h&rom kijléinb'o‘zG eleme, Az ip»l feltevés tehét
ellentrﬁond annak, hogy a lanc tagjait egy T2 tulajdonsdgi halmaz~

bdl veszi, Igy 19_] =_k21, azaz a lanc kor.

Ha (.f( b, _k_)_z) =<.P(_k_>_j_1,_k3j), akkor az F halmaz T2 tulajdon=

sdga és a méar bebizonyitott a/ pont szerint _k_)_2=b

b. 41 ami ellent-

mond a 2,1.4 &llitds a/ részének, igy b/ bizonyitdst nyert,

A 2,1,3, allitds szerint a lanc tagjainak Fl halmaza nem

ures (T1 tulajdonségi). A mér bebizonyitott af, b/' pontok és a

2,1,3 lemma alapjdn az F. a DT minden sordbdl és oszlopdbdl

1

- amelybdl tartalmaz elemet -~ legaldbb két elemet 'tartalmaz,'- az

F T2 tulajdonséga szerint pedig legfeljebb két elemet tartalmaz,

Tehét az Fl T2 tulajdonsagi,
Legyen cm Fl T1L, T2 tulajdonsaga, és legyen l_q_ier.
Vegyiik a {gk} sorozat ( 2.1,2) szerinti &tindexelését, - Ekkor

g1(=_]gi)€F2'. Tegyiik fel, hogy egy i (1% i¢j) indexig fennall
9-_19 _@_2,---,ai€F2 .

Ekkor az F. halmaz T2 tulajdonsdga szerint az 2 sordban

1

vagy oszlopdban az a.-n kivil csak az a,

" elem lesz Fl-bol.
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Igy F2C'.'.F1 miatt az Fz csak ugy lehet T2 tulajdonsdga, ha.

er' Tehéat FJ.CFZ , azaz R _= F‘2, azaz az Fl halmaz

gi+ 1 1

T3 tulajdonsagiu. Qu.e,d,

2,1.7, Lemma; Legyen F T1,7T2 tulajdonséga halmaz, ak-

kor F-re teljestilnek a kovetkezd A&llitAsok:

al] Az F halmaz tetsz8leges a,

egy {Q’-k} H gl-bb’l sorfazisban induldé kor és pontosan egy

eleméhez tartozik pontosan

A
{9_} : Ql-bc’)’l oszlopfdzisban indulé kor, amelyre & € F, illetve

ékep (k= 1,2’ 'oo,)o AZ {gkg kﬁr az {ék} karnek a 2.1.6
Allitds szerinti megforditasa

b/ Legyen a4 € F tetszdleges elem és legyen az &11 Breens
2 € F sorozat egy kor. Az F halmaz pontosan akkor T3 tulaj-

donsdgiu, ha
F= {_a_l ’ 9._2,060, Ej-—l}

c/ Az F halmaz fetszb’leges a. eleméhez pontosan egy

1

olyan F, (&< F) T1, T2, T3 tulajdonsdgu halmaz létezik,

1
amelyre =9 e F‘l .

d/ Az ® halmaz barmely két F, +F, T1, T2, T3 tulajdon-
sdgl részhalmazdra fenndll:

F‘_J_n F, = ¢ , valamint a €F b€ F\F‘1 esetén‘Cf( a,b) = 0.

1 L
e/ Az F halmaz pontosan egyféleképpen A&llithatd eld
T1, T2, T3 tulajdonsigi részhalmazainak egyesitéseként. ( Fel-

téve, hogy minden részhalfnazt csak egyszer szerepeltetiink az

uniéban és a sorrendt8l eltekintiink.)



Bizonxités: Az {Ek} és az {_@k} korok egzisztenci-
4ja és unicitdsa a 2.1,12, &llitds és a 2,1,6, lemma a/ pontjé~
bdl adédik, A 2,1,6, lemma b/ pontja szerint az {Ek} kornek
a 2,1.6, Aallitdsban szerepl8 megforditdsa oszlopfazisban indul
_a_l-bb’l, igy ismét a 2,1,12, allitds szerint nem kiilonbdzhet az

{é\k} kortél, Ezzel az a/ pontot bebizonyitottuk,

A b/ pont a 2,1.4, 3llitds a/ pontjdbdl, a 2,1.6. lemma cf
pontjdbdl és a T3 tulajdonsidg definicidjdbdl egyenesen adddik,'

A ¢/ pont szerint az F, halmaz létezése az itteni af

1
pontbdl és a 2,1,6. lemma c/ pontjdbdl kovetkezik, Ha lenne
még egy F, ¢ F,, F,CF T1,7T2, T3 tulajdonsigi halmaz,
amelyre _a_16 F2 , akkor az a/ pont szerint az _éil-hez az Fi-

ben , illetve az F,=ben létezik egy a,~bdl indulé {Ek} kor,

1
illetve egy {_é_\.k} kore A b [pont szerint az Fl éppen az{g_k}

kor tagjainak halmaza, az F‘2 éppen az {-é:k} vkb‘r tagjainak
halmaza. F,¢ F, miatt a két kor kiilonbdzik, és a két kor
nem lehet egymdasnak a 2,1.6 Allitdsban szerepld megfqrdité.sa
sem, Ez ellentmond a mér bebizonyitott a/ pontnak,

A d/ pont a cfb8l egyenesen kovetkezik - az F halmaz
T2 tulajdonségét ismételten figyelembe véve,

Az e/ pont szintén a c/-b8l kovetke zik: .Abbél, hogy min-
den gieF elemhez létezik egy E‘i T1., T2, T3 tulajdonsdga hal—'
maz, amelyre gieFi; addédik, hogy EF elddll az elemeihez tarto-
z6 T1, T2, T3 tulajdonsdgi részhalmazainak egyesitéseként,

4

Most vegyik az B két

Fr=U F, és Fr=U G,
i i

1

elsllitdsat (Fi, G, Ti, T2, T3-tulajdonségu halmazok) .



Minden F\-hez vegyiink egy gi(& F‘i) elemet, Az a.-hez létezik
.olyan gj amelyre _a_ie Grj A c/ pont szerint = Grj. Igy az{Fi}
hal@azreﬁdszer minden eleme eldfordul a {Gi} halmazrends

szerben, de ennek a megforditdsa ugyanigy megmutathatd, Teldt

a két halmazrendszer azonos, Qu.e,d.

A 2,1,10, &llitdsbdl és a 2,1,7, lemma a/ és b/ pontjaibdl
adddiks

2.1,15, Allités: Ha F hurok és 2, € P, akkor van pontosan
egy olyan ]

810 Bpseeer 2 EF, cf(a1'222 =1 (cf(a1’§2? = "1?

tulajdonsdgi kor, amelyres

. ™= {_a._l, 9—2""'23'-1} D

2,1,8, Lemma:; Ha az a4r 8o ..s,_a_u_j,..{

ladncnak az 9—j hurokpontja, és a.=a, = a

a; = a; y 1< idj.

i
valamint az

(2.1.12): a.,

=i 9_1+1 "'5’.6.:j,_1’ Qj

T _~tulajdonsdgi halmaz elemei, akkor a lénc A&l-

tagok egy ’1‘1, 2

tal generédlt csomé ( 2,1,5) alaki.

Bizonyitas: A 2,1.2, &4llitds szerint az

11 Spreeer Z59
és az

2i1r Ejoreiindy

sorozatok kulon~kiilon léncot alkotnak, -
Megmutatjuk, hogy a két lanc (2,1.,5) alaki Osszefiizése is lanc,

QAzZaz

v



(2.1,13)
0* "P(__J 2’ ""J 1) = "lp(_]_lo _1_1)
és ha még ip»2, akkor
(2,1.14)
"'(-f( .§.j_,1’ Ei—l) =(f(§'i-1 'Qi-2) $ 0
A lanc definicidja alapjéan nyilvanvald;

-tp(—-x 1! EJ. ?(—1 -—1+1) ? 0.

A (2,1,12) lancra a 2.1,6, lemma b/ része alapjén adédik, hogy

az olyan kor, amelyben:

. (241,15) (f(éj_lo aJ.? # LP(E‘.i ’.-9-i+1) .

A @ érickek itt sem zérusok, mert az argumentumok lépések,
igy (2.1,15)-b81 adddik:

(2'1'16) cf(.a_'.j_lsa )‘cf(__l 1' &
Ebb8l pedig a 2.1,1. b/ &llitds szerint:
A Janc definicidja szerint:
(2’1'18), ¢ (2. 2’—1-1 "P( =j=1’ 9‘5 )
A (2,1.17) és a (2,1.18) alapjan (2,1.13) egyenesen kovetkezik,
A lanc definicidja alapjén i»2 esetén
(2.1,19) P25 259) = -9(a; 178, 5),

a (2.1,16)-bdl pedig megint a 2,1,1. b/ &lliths szerints
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(2'1‘20) Cf(éj-l’ 31—1) “‘*P( 91-1’ El) .
A (2,1.19)-b81 és a (2,1,20)-bSl mar (2.1,14) egyenesen add-
diks Qu. . eod;

2,1,9,' Lemma; ZLegyen H‘ olyan T1 tulajdonsdgi halmaz,

..amely a DT minden sordbdl és oszlopdbdl ~ ha. onnan tartale

maz elemet - legaldbb két elemet tartalmaz, Teljesulﬁék a ko=

' vetkez8 4llitdsok:

a/ Ha H elemei nem fiktivek(azaz H T5 tulajdonségi)
és H legaldbb egy sorbdl vagy oszlopbdl kett6nél tobb elemet
tartalmaz, G4gy a H vektorrendszer linedrisan fliggd,

b/ Ha H T4 tulajdonségi halmaz, akkor egyben T2 tulaj=

N -

donsdgu is.

Bizonyitds; Azoknak & soroknak, illetve oszlopoknak a
széma, amelyekb&8l a H elemeit veszi legyen p, illetve q., Ezen
sorok kozul a kebdl (k=1,2,,.4; p) tartalmazon ol szédmi ele-
met; ezen oszlopo.k kozil a k.—k‘aél‘( k=1,2,e40,q) tartalmazzon
B, elemet, A feltételek szerint:

ock::2 (k=1’2’0"’p)-l

ﬁkZz C (k=1,2,040,q ).

Igy H elemeinek szdma:
P q
S v > A
k=1 © k=1 K
2

Ebb&l létszik, ha csak egyetlen esetben hatirozottan O(k>2

vagy ﬁk>2, akkor a H halmaz elemeinek szédma p+ q + 1.
Igy az af llitds esetében teljestilnek a 2,1.1, lemma feltételei:

H linedrisan fliggd.
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A b &llitds esetében a 2,1.5. lemma szerint a H minden
eleme nem-fiktiv, Igy annak feltételezése, hogy H nem T2 tulaj=~
donsdgh, az a/ 4llitds szerint ellentmondana a H T4 tulajdon-
ségénak. Qu. e.d. |

A 2,1,3, lemmébdl a 2,1,9,'lemmébdl és a 2,1,6, lemma
c/részéb8l egyenesen adddik:

2.1.16. Allitds: Ha valamely -~ a 2,1,2, lemma feltételeinek
eleggat tevd - k'o:r' egy T4 tulajdonsédgit halmazbdl veszi tagjait,
akkor a kSr tagjainak halmaza 7T1, T2,"I‘3, T4 tulajdonségb’t,’
azaz hurok,

2,1,10, Lemma; Legyenek F, és F, T1, T2, T5 tulajdon-

1 2
sdgi halmazok, tovdbba a
(2.1.21) By Boreearb

sorozat olyan kor, amelyre _lglé F‘l, _]gse F‘z. Le gyen F3 a
(2.1.21) tagjainak halmaza; erre teljesiiljon: FyN\F, f ¢ és Fy

TS5 tulajdonségi, Ekkor a H= F; U F,U F, halmaz line&risan

fuggd,
Bizonyitds: A (2.,1,21) lédncban legyen b; az els§ olyan
tag, amelyre b, ¢ F, (ilyen tag F NF, § ¢ miatt 1étezik).

Mivel a (2,1.21) sorozat lanc,igy (‘o( _lgi_l,_lgi)# 0. Igy

q’(p-i-l'p-i) =1 esetén a b, sordban (C\D(Ei-l’—kzi =-]1 esetén a

b, oszlopaban) hérom kiilonbozd tagja lesz a H halmaznak,

Ugyanis Ei-l eFl és B, T2 tulajdonsdga miatt Ei-? sordban

1 1

is. oszlopdban is van még Ei 1-t61 kiilonbozd Fl-beli elem,

Ugyanakkor a ( 2.1,21) sorozat ldnc voltdbdl adddik az is, hogy
az F‘3 minden elemének sordban és oszlopdban legaldbb két kii-

1lonbd2é eleme van H-nak, Ezt az Fl és Fy, T-tulajdonségéaval
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Osszevetve a H-nak legaldbb két eleme van a DT minden olyan
sordban és oszlopdban, amelyben van eleme, Ehhez véve a
_};_)_i—re tett megdllapitdsunkat, a 2,1,9, lemma a/ része szerint a

H halmaz linedrisan figgd. Qu.e.d,



2,2, AZ S1-S7 ALGORITMUS TULAJDONSAGAI

Az 1, részben nem is egy olyan algoritmust irtunk le,

. amely tobb - egyméast meghatdrozott rendben kovetd -~ rekurzids
szabdlybdl &ll Ggy, hogy a szabdlyok nem csak azt irjdk eld,
bemenetiikb8l milyen kimenet szérmazik; hanem azt is, melyik
mas szabdly koveti Sket, Ezért az ilyen algoritmusok matemati-
kailag agy is leirhaték, mint egy specidlis algebrai automata

specidlis miukodése, Erre nevezetes példa az Sl-S7 eljdrés,’

22,1, Deifinicié; Legyen B a DT egy bézisvektorrend-
szere; m a DT nem-~fiktiv sorainak, n a DT nem-fiktiv oszlopai-

nak szdma; M pedig

M = {0,1,2,...,m,m+1,...,m+ n}

alaki halmaz, Ekkor a (P,Q, 8’, A ) egyiittest sajdtelem automatd-

nak nevezziik, ahol P az automata .éllapotéinakv

P={START, s1, SZ,...,S?,STOP}
élaka halmaza; Q@ az Osszes
ff B—> M
alaku fuggvény halmaza; tovabba J:A
olyan . |
s (PXQ) —> @,
A: (PXQ)—> P,
fuggvények, amelyek a kovetkezd szabalyokkal hatérozhéték

mzg (£, g €Q) :



START:

Sis

S2

SEH

§(START,f) =g b(€B)—> g(b) = 0;

A( START, ) = S1,

§(s1,0)=g: b—=se(b)-=
) i, ha p-= 2i n+l € B,
f(b) egyébként,

A s1,f) = s2,

§(s2,8) =g:p > g(b) =

=’{mﬂ, ha p_=gm+ 1’jeB;
f(b) egyébként,

A (s2,f) = S3.

§( s3,1) =g:tp — g(b) =
m+j, ha _]g=gij€B, f(_k_))aO és
9.

dbes: (rgg,?g_) =1, £(B) =i

f(b) egyébként

A(S3,f) = S4.,

§(s4,0)-g:b —>elb) -

« ’ a
i, ha b=a.jeB, f(b)=0 és Jb €B:
, .

— =]

) ‘ (r(p_,'_‘q) =1, £(D)=m+j;

f(b) egyébként,
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S3, ha Jb€B és be&B:
M S4.6) = ¢(pb)=1, o0=g(b)¢e(B)Sm;

S5 egyébként,

S5:
§(s5,£) =gib ——> g(b) =
. . A
i, ha b=a,; . €B, f(b) =0 és V_IgeB,
A -~
= Cf(_lg,p_)=1 esetén: £(b) >m;
f(b) egyébként,'
7\.'( S5, f) = S6.
S61
9(s6,8) =g:b > g(p)=
m+j, ha b=a..€B, f(b)=0 és VIS‘GB,
b=2a;. b
_ (f(p_,p_):-l esetén: 0<¢f(B) S m;
f(b) egyébként,
A
s5, ha Jb €B: g(b)=0 és ¥ beB,
P
A( S6,f) = (b, b) =1 esetén: g(b)» m;
S7? egyébként,
S’?.

3 (57,0 -gib —» g(b) =

j . = mi j: a. .€B .. EO} ;
jommin it &_j€m. ;)

f(b) egyébként,
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s3, ha Jb€B: f(b) =0;

A S'?,f)-{

STOP egyébként,

2.2.,2, Definicid: A (P,Q,g, 2.) sajételem automata rekurziv

miukodésén a
(pl'fl)’ (pzofz)’OO'(psofs)e(pr)
- sorozatot értjik, ahol
P4 = START;
£, = S'( START) = & ( START, fo)
fO€.B tetszbleges;

pi= 2‘( pi-—l’ fi_z) H

P, = STOP.

2,2,3.- Definicié:s Ha a DT egy adott B bazisa esetén a
R
(pl’ fl) ] ( p25f2) gooe !( pS’fS)e( pr‘)
sorozat a (P, Q, 5’,7\.) saj dtelem automata rekurziv miikddése,
akkor a g=£f_ :B-->M figgvényt sajatelem kijeldlésnek ( felcim=

kézésnek ) nevezzik.

2.2,4, Definicié: Ha a DT egy adott B bazisa esetén a

g:B~» M fliggvény sajételem kijelolés és b €B, akkor g( _I:_)_) m

esetén b -t sor-sajételemnek ( SS-elemnek), g p_)}m esetén

b~t oszlop-sajitelemnek ( OS-elemnek) nevezziik. Ha g,(p_) =i€m,

akkor azt mondjuk: b az i. sor sajdteleme; illetve g(b) =m+j>m

esetén azt mondjuk : b a j. oszlop sajdteleme,

A 2,2,1,-2.2,4, definicidkban nem tettiink egyebet, mint az
1.3, fejezet S1-S7 algoritmusét, formalizéltuk, - A 2,2,1, definicidbai
a. szabdlyok ugyanolyan Sk jelolést kaptak, mint az 1.3, fejezet-

ben,
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(A 1.3, fejezetben az S7 szabdly nem volt egyértelmi,

az a; onkényes megvdlasztisdra adott lehet&séget; itt ezt
0'’0
is egyértelmuvé tettiik, Azonban a; j -t mésképpen is vé~
0'’0

laszthattuk volna, - Ezt azzal fogjuk demonstrdlni, hogy a to-
vébbi bizonyitdsokban sehol nem fogjuk kihaszndlni az itt megs«
adott szabalyt,)

A (P, Q,S‘,?\.) automata ¢ és A fﬁggvényeinek tulajdonsaga-
ib6l kovetkezik, hogy a rekurziv miikodésében fk(p_) < fi-1 (g)
(p€B, k 1) ; és valahdnyszor még létezik olyan b &B, hogy
fk(]_o_) =0, mindannyiszor lesz olyan k'>k, hogy t:k.(_lg) >0,

A B halmaz véges volta alapjdn igy mondhaté;

2,2.1, Allitds: A sajsteiem kijelbléé.a DT tetszSleges B
bazisvektorrendszere esetén létezik; és a g:B—>M ;ajételem
kijelolésre fennéll:. g(b)>0 (begB), azaz valamennyi bézis~-
elem lgijel'o'lc’:’dik. |

'Egyrészt,mert a g egyértéku fliggvény, mésrészt a 2.2,4.

definicidéra és a gfuggvény tulajdonségaira hivatkozva, mondhatd:

2,2,2, Allitds: Egy sajdtelem kijeldlés szerint minden bézis-
elemre igaz: az vagy csak S$SS-elem vagy csak OS-elem. Hé. b
az i,' sor (Aj. oszlb‘p) sajateleme, akkor b a DT i, sordban
(jo oszlopdban) helyezkedik el,

| Mivel a sajitelem automata rekurziv miukodésében a ﬁ.igg-
vény tulajdonségai miatt fennall; ha fr(l_o_)> 0, akkor r'>r esetén
f.(b) =£(b), ezérts -
2.2,3, Allitds: minden bE&B esetén csak egyetlen blyan

(l_o_;tb’l figg8) r index van amelyre fr_l(_l?_) =0 és fr(_l_o_)u> 0.
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2. 2,5, Definicid: Legyen g olyan
9t B -—-—>{2,3,...,s}
fliggvény, amelyre:
b(€B) —>r: £_,(b)=0 és f.(b)>o0.

Ekkor a g(_k_)_) =r szdmot a b kijeloléséhez tartozd indexnek ne-

A
vezzik, Ha b, b € B és S( k) <§(Q), akkor azt mondjuk, b-t

‘kordbban jeloltiik_sajételemnek, mint a bet (B-t késsbb jeloltiik

sajételemnek mint a _lg-Q.

2,2,6. Definicié: Ha a sajételem automata rekurziv rekurziv

mukodésének (pj)(.kl) ' fs(g) ) tagjéba_n 1?3(9) = Sk, akkor azt

mondjuk: a b g B vektort az Sk szabdly jeldlte (vagy az Sk

szerint jeldltik ki) sajitelemnek,

Az Sl szabdly alkalmazésa elStt minden b €B béziselem
jeloletlen (fl()g) = 0, ha b €B)., Ugyanakkor a DT minden nem~
fiktiv sordban ( oszlopdban) legfeljebb egy FO-bdziselem ( FS~
baziselem) van, amit az Si szabdly ( S2 szabdly) SS—-elemnek
( OS-elemnek) jeldl ki, majd utdna az S3 szabélyA( S4 szabdly):
szerint mino'lein tovabbi b;éziselem a sorban ( oszlopban) OS~elem

( SS-elem lesz), Igy mondhatd:

2.2.4. Allitds: Azokban a nem~fiktiv sorokban ( oszlopokban),
amelyekben az S1 szabdly ( S2 szabdly) szerint jeloitiink SS-ele-
met ( OS-elemet), csak egy SS-elem (OS—-elem) lesz a sajételem |
kijelolés szerint,

Az S5 szabdly ( S6 szabdly) alkalmazdsa el6tt a megfelels
sorban ( oszlopban) még nem volt SS-elem ( OS-elem), és az S5
szabdly ( S6 szabdly) a sor ( oszlop) béziselémeit kimeriti,
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2,2,5, Allitds; Az S5 szabaly ( S6 szabdly) szerint ki~
jelolt SS-elem ( OS-elem) sordban ( oszlopdban) csak egy SS-

elem ( OS-elem) van a sajdtelem kijelolés szerint,'

Az S7 szabdly alkalmazdsa elStt a megfeleld sorban még

nem volt SS-elem, utdna pedig az S3 szabdly szerint a sor mara-

2,2,6, Allitds: Az S7 szabdly szerint kijelolt SS-elem

sordban nincs mésik SS-elem a sajételem kijelclés szerint,

2.2.,1, Lemma: Ha az S4 szabdly (SB szabély)valamely
alkalmazdséat az S7 szabdly nem eldzte meg, akkor a S4 pont-
ban ( S3 pontban) kijelolt SS-elem ( OS-elem) soréban ( oszlo-
pdban) nincs mésik SS-elem ( OS-elem) a sajatelem kijelolés
szerint,

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy az egy sorban két SS-elem
feltételezése ellentmond a 2,1.4, lemménak ( Az 4&llitAs OS-elemre
vonatkozd részének bizonyitdsa érdembenlq' nem kiﬂtinbbzik az itt
kovetke z8kt81,)

Legyen (io’jl) a lemma feltételeinek megfeleld SS-elem, és

tegyiik fel, hogy a sordban van még egy SS-elem: (i e A

O'j--l
2.2.4, allitds, 2.2,5, 4llitds és a 2,2.6, 4llitds alapjén adddik,

hogy az (i )~et is csak az S4 szabdly jeldlhette ki, Annak

O’j—l
) jelolését az S7 pont alkalmazdsa
megel8zte volna (azaz létezne r: p =57, r < S(a. .

ori_q) Jeldlése

csak az (io,jl) jelolése utdn torténhetett (g@io’j_l) >3(§i0’j1) ).

feltételezése, hogy az (io’j—l

azonnal ellentmondédshoz vezet,: EKkor ugyanis (i
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igy
£ (a. . )=0
(a. . ) ‘=i,.i
.9 10,11 0'"=1

és akkor

. )-1) = 53,
g

' = ),( 54, f
pf(iio,ji) +1

azaz az S3 szabdly az (i

.S’(—a-io

) ~et OS-elemnek jeldli, mieltt az

0’]_1
S7 szabdlyt érinthettik wvolna,
Most
) = S4
a., .
_9<_10,11)
és a gﬁiggvény S4 Allapotbeli tulajdonsdgai miatt létezik az

(io,jl) oszlopdban egy néla kordbban kijeldlt OS-elem; egy

Fenndéll:
('2'201) pg(a. . )== s2
Tlgalg
vagy
(2.2.2) p (a )”‘ S3,

azaz (12,j1) kijelolése csak az S2 vagy az S3 szabdlyok sze-
rint torténhetett, A (2.,2,1) esetben megdllunk; kiilonben tovébb-
lépiink; vesziink egy olyan (12,j3) SS~elemet, amelyet az 12. SOr=-

ban még az (i )=nél kordbban kijeldltink sajételemnek,'( Ez

2’j1
(2.2.2) és a gﬁiggvény S3-beli tulajdonsdgai miatt létezik.)
Az (ié,js) jelolése csak az S1 vagy az S4 szabdlyok sze‘rint
lehetett; -~ most akkor léplink tovabb, ha (i2,j3)-at az S4 sze-
rint jeloltuk ki, kiilonben megdllunk, Igy haladva, felvaltva SS

s OS~elemeken, egy



. 1000y

a 4 .
2'32 1s--moc:lz( s)! Js‘=»+mod2( s)~1

lancot kapunk, amelynek utolsd tagjdt vagy az Sl vagy az S2
szabdly szerint jeldltik sajatelemnek: igy a ldnc vége fiktiv elem;
a lanc tobbi tagja nem fiktiv ( Itt mod2( s) az s/2 osztds maradé-
ka: 0 vagy 1); s: a lanc tagjainak szdma.) A lanc végessége
abbdl adddik, hogy tagjai mind kiilonbozdek (v.0. a tagok vilasz-
tdsét a 2.2,3, Allitdssal és a 2.2.5, definiciéval), tehdt a lanc
elemeinek szdma nem nagyobb, mint a béziselemek széma,
Hasonldan kijelolhetd egy lanc az

-bdl kiindulvas

a.
_1001_.1

- (2.2,4)

100¢,8.

a. . ,a. . . .
otla1 T2l s mod2( r) 'J-r-—modz( r)+1
Erre is elmondhaték ugyanazok, mint a (2.2, 3) lancra.
Vegyiik a (2.2.3) lédnc megforditdsét (tagjait visszafelé so-
roljuk fel) és ezt folytassuk a (2,2,4) lanccal, A két lanc ilyen

Osszeflisésével kapott sorozat is lédnc, ami egyrészt a 2. 1.2 Alli-

tds a/ részébdl és abbdl adddik, hogy

. . . s = =1
?( 21_2 ’J_l’ ilo!]_l) ’
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A képzés mdédjdbdol kapjuk, hogy ez a lanc eleget tesz a 2.1.4.
lemma feltéleleinek, Tehdt e lanc tagjainak G halmaza lineari-
san fuggs vektorrendszer, Ez azonban ellentmond annak, hogy

a G elemei bdzisvektorok ( G&B). Qui. e.de

2.2,7, Definicié: Egy B bazis esetén tekintsik a sajét-

elem automata rekurziv mikodését és legyen

H.-{b:beB, f_,(b) = o}.

A G(C B) halmazt T6 tulajdonsdginak mondjuk, ha van olyan r,

hogy

G=H_ , p.=S7 és fr—l*fr'

Figyelembe véve, hogy az S7 szabdly els8 alkalmazéisa
elsdtt az S1, S2 szabdlyok mar minden fiktiv béziselemet kijeldl-

tek sajatelemnek, a definicidbdl kovetkeziks

2. 2.7, /\l____l@gg_ Minden T6 tulajdonsdgia halmaz egyben
T™1, T4, T5 tulajdonsiga -is. |

A sajatelem automata A flggvényének tulajdonsagaibdl ko
vetkezik, hogy az S7 szabaly elsd alkalmazasa eldtt, illetve az
S7 szabdly két kulonbozd alkalmazasa kozott az algoritmus min-
dig érinti az S3, S4, S5, S6 szabdlyokat, Az S3, S4 szabdalyok
ciklikus alkalmazdsa utdn az SS-elemek sordban ( OS-elemek
oszlopdban) minden béziselem ki lesz jeii:ilve OS~-elemnek
( sS-elemnek). Utdna az S5, S6 pontok ciklikus alkalmazdsa
nem valtoztat ezen a helyzeten, Igy mondhatds

2.2.8, Allitds: A DT azon soraiban ( oszlopaiban), amelyek-
bol a G-=Hr T6 tuilajdonsé.g\i halmaz az elemeit veszi, az fr‘_1

fliggvény még nem jeldl SS-elemet ( OS-elemet),
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Az S5, S6 szabdlyok ciklikus alkalmazdsa utdn minden
olyan sorban (oszlopban), amelyben mag ninc_;_s SS~-elem (OS—-elem),
de jeloletlen baziselemet tartalmaz a ciklus végén, legaldbb két |
jeloletlen bhAaziselemnek kell lenni,' Tehét:

2,2.9. Allitds; Egy T6 tulajdonsdgi halmaznak legaldbb két
eleme van a DT minden olyan sordban és oszlopdban, amelyben
legaldbb egy eleme wvan,-

Osszevetve a 2,1,9, lemmét, a 2.2.7, &llitdst és a 2,2,9 &lli~
tast kozvetienul adddik:

2,2,10, Allitds: A T6 tulajdonségi halmaz egyben T2 tulaj=-
donsagu is.

2,2,8, Definicié; Egy adott B bézis és (azon) egy sajét~
elem automata rekurziv mukbdése esgetében jeldlje G* a kovetke-

z8 halmazt;

bl
. GT=H, p =87 f_ ¢f

+

és minden r'dr esetén pr,cf S7.

A G halmaz nyilvédn T6 tulajdonsagl, masrészt a 2,2.7, 2.2.8
definiciék és az fk(p_) 2 fk_l(_lg) (p€B, k>1) tulajdonség alap-

jén mondhatd:

2,2,11, Allitds: Ha r<r', akkor
H,C&H .
r r

Tovébb4, ha b€ B esetén g(p_) =r, akkor }_oel—lr és E¢Hr’ .
Specidlisan: Ha F T6 tulajdonsdgd halmaz, akkor FCG" ; tovéo-

béd minden b €B, S7 esetén ‘_1:3.6(}]‘i .

Po(p)”
A 2,2,11, a 2.2,7, és a 2,2,10, Allitdsokbdl, valamint a
2.1,7, lemma ¢/ részébdl adddik;

-
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2.2,12, Allitds: Ha b€&B és = S7

A __G A ps(p-) ? .
akkor pontosan egy olyan F hurok létezik, amelyre: FCHg( b)
és p_éF. Specidlisan: pontosan egy olyan F hurok létezik,

amelyre; FCG" és be F.

2,2.2, Lemma; Legyen Hr T6 tulajdonsédga halmaz,
p,= S7; valamint legyen Q:LGHr: g( _a_l)‘ =r és F az gl-hez
tartozd 9_16 P, Fc"Hr tulajdonséagokkal rendelkez8 hurok,

Ekkor fenndllnak:

al Vagy F=Hr és k>r esetén Hk nem T6 tulajdonsdga;
vagy F=Hr\Hr' y, ahol rr' , Hrg T6 tulajdonsigl, de min-

‘den rdk¢r’ esetén pk=,‘ s7.

b/ AZ 9'_1’ 9_2’0009_a_s€ F! ?(21’ _a_z) =1
tulajdonsdgl korre teljeslil; péaratlan ( pédros) indexu tagjai SS-
elemek ( OS-elemek) lesznek a sajételem kijeldlésben,

c/ Az F-hez tartozd minden sorban ( oszlopban) pontosan

egy SS~elem ( OS-elem) lesz a sajdtelem kijeldlés szerint,
Bizonyitds: g(g_l) =r esetén -~ p = S7 miatt = a 2,2,12,
&llitds szerint pontosan egy F‘c:Hr hurok létezik, amelyre:

9_16 F. Vegyik a 2,1,15, Allitds szerint létezd, egyetlen
(2'205) 91022!"'!2561:\9

('/)( 240 22) =1,

F={'a—1"a—2,...’.9"5—1}
tulajdonsdgi kort.
(Megjegyzés: A lanc, illetve a kor tulajdonsdgai miatt s

pératlan,)
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Mivel P,= s7, isy 24 SS-elem lesz, A 2,2,8, AllitAs szerint
a Hr ~hez tartozd sorokban, illetve oszlopokban az fr' 1 szerint
még nincs jeldlve SS-elem, illetve OS~elem, Igy a Pr1= S3 sza-

b&ly pontosan csak az a, elemet jeloli ki OS-elemnek, ( Csak az

2
2q sordban jeldlhet sajdtelemet és csak az g_z-t a Hr T2 -tulajdon-
sdga miatt,) Most tegyiik fel, hogy 15 k<( s~1)/2 esetén teljesiil-
nek;

A k) [ HNH, 2k={-§1""'§2k-1' S f&F

B(k)/] Az {9-1""’9-2k-1’ gzk} lénc pégﬁatlan (‘péros) indexu

tagjai SS-elemek ( OS-elemek),

c(k)/ A ldnchoz tartozé SS-elemek (OS—elemek) sordban

(oszlopaban) pontosan egy SS-elem (OS—-elem) van az f

+ 2 k=1
fuggvény szerint.
4 P ’ -’
D k)| Az fr+2k—1‘ fliggvény a H , ~hoz taxjtozo sorokban
még nem jelol ki SS-~elemet, a Hr+2k-hoz tartoz6 oszlopokban

pedig - az a oszlopat kivéve - még nem jelol OS~elemet,

2k

A lancban az utolsd lépésre: C)O(a =1,

2k-1' 221
Az Al-D| pontok k=1 esetén nyilvanvaldan teljesiilnek, k# l-re
&ttérve, a kovetkezdket mondhatjuk: 2k < s-1 miatt vehetjiik a

(2.2,5) lanc kovetkezd

S2( k1)l _(=-§2k+1)

elemét, Az A/ tulajdonsig. szerint erre még f 0; a

r+ 2K~ 1( 2oke 1) =

) = ~1.

D k) tulajdonsdg szerint, és mert a kor lanc: -ﬁo( a2k'—§ék+l

Igy - mert a oszlopdban mir van OS~elem - az S4. szabdly az

2k

Soken 1 tagot SSeelemnek jeloli ki. Ezutdn, hasonldé indokok miatt,
az 22( ke 1) tagot az S3 szabdly OSselemnek jeldli ki, Azt, hogy

. . . oy 4. s 1 1
a fr+ Ok 1 fuggvény szerint csak ez a két ujonnan kijelolt. elem
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lesz az fr+2k-1 flggvényhez képest, a I k) tulajdonsdg és a H

T2 tulajdonsdga biztositia, Tehdt k+ 1 esetén teljesiil:

A( K+ 1)/ HF\HI"+ 2( k+1) = {9-1""’221{4-1’ 9_2( k+1)}C:F'

A B(k+1) tulajdonsédg is fenndll, A C(k+1) tulajdonsdg a I k)
tulajdonsagbdl kovetkezik, Mivel a (2.2,5) ldnc kor és Hr T2
tulajdonsdgd, ezért 2(k+l) < s-1 esetén a I k)-bdl D k+l) is

kovetkezik, 2( k+1)=s~1 esetén viszont az a oszlop&ban

2( k+1)

is minden béziselemet kijeldl sajdtelemmé a fr+ fliggvény.'

2k+ 1

Méarmost F=H \H_ .., azaz FecH_ és H
r r+ r

o1 s—lc Hr miatt:

r+

1 = Hr\Fo

( 2'2'.6)' r+ S~

Ha H , akkor F=Hr'

r+ s~1 =9

- s~17£ ¢ esetén akar a D(k) tulajdonsdgbdl az indukcids

lépés sordn, akdr a (2,2.6)~bdl a 2.1,7, lemma d/része szerint

figgvény a Hr+ ~hez tartozd sorokban

adodik, hogy az fr+ a1

Sm2

(oszlopokban)' még nem jelol SS-elemet (OS—-eIemet). - Tehat az
S7 szabdly ujabb alkalmazdsat megeldz8en az S3, S4 szabdlyok

az ’fr+ a2 fliggvényen nem véltoztatnak, A I—Ir T2 tulajdonséga, a

(2.2.6) és a 2,2,7. lemma e/ pontja szerint Hr+s 1 is T2 tulaj-
donsdgdi. - Tehédt az S5, S6 szabdlyok sem valtoztatjdk meg az

£ fuggvényt az S7 szabdly Gjabb alkalmazdsa eldtt.

r+ Sm2

. = = = uls ™~ ~ H
Igy Hr+ s—lﬂHr’ ahol Py S7 (nem feltétleniil: r’=r+ s~1) : azaz

1 # § esetén H

s=1

T6 tulajdonsagu halmaz,
r+ S- .

Ezzel a lemma a/ részét bebizonyitottuk; a b/ része pedig
a B(k) tulajdonsdgbdl kovelkezik,. A lemma cf/ része abbdl adddik,

hogy a H T2 tulajdonsdga miatt a 2.2,7 lemma df része szerint
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a €F, b€H esetén (P(g_,_lg) =0; tehé&t az F-hez tartozd so~

r+ s=1
rokban ¢és oszlopokban a g sajatelem kijeldlés is csak azokat

a sajélelemeket jeldli ki, mint az fr+ fuggvény. Qu.e.d.

S~2
2,2,3, Lemma: Ha adott a DT valamely bézisa, akkor
azon a sajitelem kijelolés a DT minden nem-~fiktiv sordban

( oszlopdban) pontosan egy SS-elemet ( OS-elemet) jeldl ki.

Bizonyitds: A 2,2,4, és 2,2,5 A4llitdsok, valamint a 2.2,1.
lemma biztositjdk, hogy az $S7 szabdly elsd alkalmazdsét meg-
el z8en jélb’li: SS—-elemelk sordban legfeljebb egy SS—-élerﬁ lesz
( OS-elemek oszlopdban legfeljebb egy OS-elem lesz), A 2,2,2,
lemma ¢/ részének és a 2,1.7. lemma e részének OSsszevetésé-
b&l adddik: ha az S7 pont kijeldlt sajatelemet, akkor a G hal-
mazhoz taftozé sorokban (OSzlopoL:}>an) pontosan egy SS-elem
( OS-elem) lesz a sajételem kijelolés séerint. ~ Ezek szintézise-
ként ka'pjl;lk: A DT minden nem~-fiktiv sordban ( oszlopéban)
legfeljebb egy SS-elem ( OS-elem) lesz a sajétélem kijel'dléé
szeriﬁt. |

.Igy, ha p az SS-elemek széma, q az OS-elemek széma,
akkors

(2.2.'7) pﬁm, qsn.

( Emlékeztetiink r&, hogy a fiktiv sorban ( oszlopban) nincs SS~
elem ( OS-elem)., ) A 2,2,1, &llitdsbdl kovetkeziks

(2.2.8) pP+q =m+n,
ahol m:a nem-fiktiv sorok szdéma; n:a nem-fiktiv oszlopok szdma.,
A (2,2.7)-b8l és (2,2.8)~bdl:

(2.2.9) p=m, q =n.

Isy az, hogy minden nem~fiktiv sorban ( oszlopban) legfel-

jebb egy SS-elem ( OS-elem) lehet a (2,2.9)-cel Osszevetve azt
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is jelenti, hogy minden nem-fiktiv sorban ( oszlopban) legaldbb

egy SS-elemnek ( OS-elemnek) kell lenni. Qu.e.d.

A 2,1,16 és a 2.,1,14, &llitdsokat figyelembe véve, teljes
indukcidéval -~ lépésenként a 2,2,3, lemmét felhaszndlva -~ meg-
mutathatdos |

2,2,13, Allitds: Ha valamely - a 2,1,2, lemma feltételeinek
eleget tev8 - kor egy T4 tulajdonsdgi halmazbdl veszi elemeit,
és SS-elembdl ( OS-elembdl) sorfdzisban (oszlopfdzisban) indul,
akkor‘ a pdaratlan indexff tagjai SS-elemek ( OS-elemek), a péros
indexu tagjai OS-elemek (SS—-élemek). ~ Peltettiik , hogy az el-
s6 tag indexe: 1,

A 2,2,1.-2,.2,5, definicidkbdl adddiks

2.2.14, Allitds; Ha valamely sajatelem kijelolés esetén

a,be&eB és ai:SS-elem, b: OS-elem, akkor

e(2) #8(k) .
2.2,4, Lemma: Minden T1, T2, T4 tulajdonsdgi F halmaz -
esetében fenndlls
al ha a€F és minden geF esetén
g(_a)ﬁ g(@, akkor pg(gf S7;
b/ FCGT.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a lemma feltételeinek eleget

tev a €F elem nem lehet olyan SS-elem, amit az S1, S4 vagy

S5 szabdly jeldlt volna sajatelemnek, - Hasonldan mutathatd meg,

hogy a nem lehet olyan OS-elem sem, amit az S2, S3, S6 sza-

béalyok valamelyike jelolt volna sajatelemnek,-

| A 2,1,7, lemma a része szerint az a<hoz létezik egy
(‘?‘_:)21'22""!?_5(:9)&5\/

?(9_1 ._§2)=1

Y 7,7 / B



tulajdonsédga kor. A 2,1,6, lemma b/ része szerint és F T4 tulaj-
donsdga miatt erre a korre alkalmazhaté a 2.2,13, &llitds, amit a
lanc illetve a kor definididjaval Ssszevetve, -kapjuk: a, és a__,

az _a_(=_gl= gs) sordban és oszlopdban levd OS—elemek, Az a

valasztdsa és a 2.2.14, Allitds szerint:

(2.2.10) s(a,)>8(a) ,

(2.2,11) 3( gs;l))g(g_) .

Az a »elemet az S1 szabdly azért nem jelolhette ki sajét-
elemmé, mert a 2,1,13, 8llitds szerint a nem=fiktiv DT-elem, Az
S4 szabdaly aoz'ért nem jelolhette ki az a elemet, mert az a g/fugg-
vény S4-beli tulajdonsédgai szerint ellentmondana a(2,2,11) egyen=
18tlenségnek; az a elem S5 szabdly szerinti kijelolése peoﬁg a
(2,2,10) egyenl8tlenséggel ellenkezik. |

‘ Az itt elmondottakbdl és a 2,2,1, &llitdsbdl kovetkezik, hogy

az a elemet sziikségképpen az S7 szabdly jeldlte ki sajatelemmé:
pg(i) = S7. | |

Mé&rmost, ha a €F olyan elem, amelyre:

9(2) =min {g@) : & eF_}

akkor ECHS(E) . p§(§5= s7, fr_l(g_) %fr(_a_\);
azaz ‘F részhalmaza egy ‘T6 tulajdonsdgi’ halmaznak; azaz a
2.2.11. &llitds szerint FCG™ Qu.e.d.

2,2, 5, Lemma; A DT egy adott B bazisa esetén pontosan
annyi hurol;c létezik. a D’I‘-—l{oepﬁ, allqvény a &B-re fennéall pg( 9--)= S7;
tovdbbé4, ha F hurok, agF 'és a SS-elem, akkor az F Osszes

elemét, és csak az B elemeit felsorolhatjuk a kovetkezdképpen:
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(A) a

ﬂ—a-;

1

(B) |t OS-elem és (F( 801t a2k)

(.C)‘ 8o, 1} OS-elem és C'F(-E}-Zk' 9—2k+1>. -1,
ha Cf( By 290 F 18

(D) a -l

o @ sorozat vége, ha (})(Q

21c' 2210 1)

Bizonyitas; A G"™ halmaz T6 tulajdonséga ~ ennelkc ko~

vetkeztében T1, T2, T4 tulajdonséga (2.2,7 és 2,2,10 4llitdsok) =

miatt a 2,1,7,'lemma e/ része szerint pontosan egy olyan
(242,12) -{Fl.F‘z..u‘.F‘}‘

rendszere létezik az T1, T2, TB T4 tula;donsagu FK halmazoknak

- tehét hurkoknak - amelyre:

SJ E =G
k=1
Igy minden rCG tulajdonségi F' hurokhoz van olyan Fk
a (2.2,12)~pben, amealyre Fal\+ = A 2,2,4, lemma b/ része sze=
rint pedig minden I hurokras FCG™, = Tehdt a G halmaz.
( amely defincidja szerint pontosan akkor létezik, ha van

agB:ip = S7) részhalmazait képez8 hurkokon kiviil més hurok

§(a)
nem létezik a DT-bhen,

Ménmost & 2.2.12, &lliths szerint minden g €B, Po( )" 7
esetén pontosan egy olyan F hurok létezik, amelyre: a &€F.

’

-~
A 2,2,2 lemma a részébdl kovetkezik: ha 9_,'_5_\_‘ e af4a és

A

p(:‘)(at)!-~1 S7, pg (8) < S? esetén a€F, 4€F és F, £ hurkok, ak-
A

kor F ¢ F, Mindezeket Osszevetve: az a€B, = S7 tulajdon-

: . F8ta

saga elemek szdma nem tobb mint a hurkok szama.
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A 2,2,4. lemma a/ része szerint minden F hurokhoz van

A
olyan a€B elem amelyre: p )= S?. Mésrészt, ha F{ F hurkok

"

és a€F, a€r , g(—)- s7, akkor a%a. - Ugyanis FCG

Poa)”
A~ -

FEG" és F ¢ F miatt a 2,1,7. lemma d/ része szerint F‘nF o .
Kaptuk: @ F(CGB) hurkok szdma nem tobb mint az ae&B,

p3@= S7 tulajdonsdgi elemek széma, - A lemma els6 részét be-

bizonyitottuk,

A 2,1,15, &llitds szerint van egy olyan

2y (=2), 2510002 (=2)

kor, amelyre C{D ( ag 92) ==1 és

Fefar g e

A 2,1,17 lemma szerint ez éppen a 2,2,2, lemma b/ pontjdban
szerepld kor megforditésa vagy a megforditds (2.1.2) szerinti
dtindexelése, A 2,2,2,lemma b/ részébdl kovetkezik, 'hogy erre
az a, 22""_’25-1 sorozatra teljesiilnek az ( A) - ( D) feltételek, '
Tehét az ( A) -( D) pontokkal definidlt algoritmussal az F hal-
maz elemeit‘ fel lehet sorolni, Azt pedig, hogy ez az algoritmus
mindig csak az F halmaz felsorolaséat eredményezi.a kovetke~
z8k garantdljdk: A sorozat els8 eleme adott. Minden ngm-—fikﬁv
sorban (oszlopban) pontosan egy SS-elem (OS—-eIem) van, amit
a (B) és (C) pontokkal osszevetve kapjuk: a sorozat minden
tagja egyertelmuen meghatdrozza a kovetkezd tagot ( ha létezik

kovetkez8.) Ezeket a ( D) ponttal dsszevetve, adddik, a soro=

zat utolsd tagja egyértelmiien meghatarozott, Qu. e.d.

Megjegyzés: Az, hogy az ( A)-(B) algoritmust SS-elemmel
inditjuk, lényegtelen megkotés, ami csak az itteni ( A)~(B) pon-

tok és az 1.4, fejezetbeli HU1-HU3 hurok-algoritmus egyszerubb
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megfogalmazdisit szolgdlja. Viszont, miutdn els8 tagnak SS-ecle=-
met valasztottunk mar lényeges, hogy abbdl oszlopfazisban lé-

plink tovébb; mert csak oszlopra igaz, hogy abban csak egy

OS-elem van,~- egy sorban tobb OS~elem is lehet,

Ezzel a disztribucids eljardsnak az 1.4, fejezetig leirt

~ kordbbi megolddsokhoz képest Gj - elemeit bebizonyitottuk.
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2,3. A SOR- ES 0SzZLPUTRA ES A KOMPENZACIOS

EGYUTTHATOKRA VONATKOZO TETELEK

Az 1, részben az algoritmus leirdsdndl még mell§zni ki~
vantuk olyan - csak az elméleti bizonyitds szempontjdbdl sziik-
sépes - fogalmak bevezetését, mint: sor-, oszlopfézis; lanc; kor;

stb. Ezért az 1,5, fejezetben még sorozat altal generdlt csomS-

rél , a 2,1, fejezetben méar lanc &ltal generdlt csomdrdl beszéltiink,

A két fogalom kapcsolatat itt vildgitjuk meg,
2,3.1. Lemma: Legyen a a DT-beli
(203.1) EO’ 21’ Ezgoco,ﬁj’ooo

lanc hurokpontja, Ej= _k_)_i, O0¢ij; wvalamint a lanc tagjaira telje-

(A) ha ?(gk_l,gk) = 1, akkor b,

(B) ha «f(gk_l,gk) = -1, akkor f ~ OS-elem,!

SS—~elem;g

Fenndéllnalk:;
al a kovetkez8

| (2.3.2) b g.+1,...,p_j

sorozat kor, és a tagjainak halmaza hurok;
b/ a (2.3,1) lanc &ltal az 1.5.2, és a 2,1,5, definicidék

szerint generdlt csomdk azonosak,
Bizonyitds: A (2.3.2) sorozat a 2,1,2, &llitds b/ része

szerint ldnc, de mert a -]93 hurokpont és Ej=-b-i , €zért a

(2.3.2) egyben kor is,
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Mivel _191(=pj) vagy csak SS~elem vagy csak OS-elem,

ezért az (A), (B) tulajdonsdgok alapjan:
(2.3.3) Pl g4 by) =¢ples_gaB5)e
A (2,3,1) sorozat lanc, ezért:

(2.3.4) cf(gi_l,éi) ¥ plo; b, 4) -

Megjegyezziik, hogy -b—i- létezik, mert i»0; a b, létezését

1 =i+

pedig a 2.1,5, &llitds bizonyitja,

A (2.3.3) és (2.3.4) alapjén:

Plop By q) 49l 50R))
azaz a (2.3.2) kor kielégiti a 2.1,2, lemma feltételeit, és = mert
tagjai béziselerﬁek - igy kielégiti a 2,1,16. A4llitds feltételeit is,
azaz a kor tagjainak halmaza hurok, Ebbdl a 2,1.8. lemma sze-

rint kovetkezik, hogy a (2.3.1) ldnc esetében az 1,5,2, definicié

. és a 2,1,5, definicié ekvivalens. @&u. e.d;

Az UT1-UT3 pontok alapjédn ( 1,5.fejezet) mondhatds;

2.3.1. Allits: - Az UT1-UT3 pontok &ltal el8allitott sorozat-
nak csak az utolsd tagja leirlet fiktivv baziselem, = A sorozat hu-
rokpontja nem lehet fiktive.i~ A sorozat mindig véges: vagy fiktiv
baziselemben vagy hurokpontban fejezddik be; legaldbb két tagja
van,

2.3.2. Allitds Az UT1-UT3 pontok szerint elSdllitott sorozat
SS~elembe mindig sorfdzisban lép, OS-elembe mindig oszlopfizis-
ban lép. Ha ketténél tobb tagja van, akkor felvaltva lép SS- és

OS~elembe.
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Ebbdl a 2,1,3., definicié alapjdn adddik:

2,3.3, Allitds: . Az UT1-UT3 pontok egy véges léncot alli-
tanak eld,-

Ebbdl a 2.1.5, &llitds szerint adddik,

2.3.4, Allitds: Ha az UT1-UT3 pontok &ltal el§4allitott soro-

~zatnak _k_)_J hurokpontja és -]2j=]-o-i j>i, akkor j =i+ 4,

Mivel az UT1-UT3 pontok &ltal elddllitott sorozatban QO nem
baziselem, a tobbi tag viszont az, igy thondhaté:

2,3.5, Allitds: Ha az UT1-UT3 pontok &ltal el8allitott soro-

zatnak b. hurokpontja és b.= b. , akkor i>0.
- =j =i
A 2.3.1, 2,3.4, és 2,3,5 &4llitAsokat dsszefoglalva mondhatd:

2,3,6, Allitds: Ha b, nem FS-elem (nem FO-elem) és nem

-0

tartozik az adott bazishoz, akkor a b_-bdl induld sordat ( oszlpuit)

_kzo
mindig létezik, - legaldbb két tagja van,:

Az UT1l, pont, a 2.3,1, allitds és a 2, 3.'3.'éllités Osszeveté-
sébd8l adddik, - '

2.3.7. Allitds: Az UT1-UT3 pontok &ltal el4llitott sorozat-
ban minden szomszédos tagpar egy nem-fiktiv sorhoz vagy egy
nem-~fiktiv oszlophoz tartozd 1épést alkot,

A 2,3,2, &llitds, a 2,3,7, &llitds és a 2,2,3, lemma‘alapjén:

2.3.8, Allitds: A sorat ( oszlopit) definicidja szerinti UT1-
UT3 pontokban el8&llitott sorozatra i= 1,254e0,j] esetén fenndlliia

Bi—l tag egyértelmiien meghatdrozza a _lgi tagot.

A tovébbiakban feitessziik, hody b, olyan DT-elem, amely
nem tartozik az adott bdzishoz, valamint ha soratrdl (oszlop\itrél)

van szé akkor b, nem FS-elem (nem OS-elem).
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‘A 2,3,4, allitdsbdl kovetkeziks
2.3,9, Allitdst Ha a sorut ( oszloput) egy csomd, akkor
els8 két tagja azonos az UT1-UT3 pontokban el8allitott ( és a

csomét generdld) sorozat elsd két tagjival,

Igy mindig teljesiils

2.3,10, Allitds: A sorit ( oszloput) a b,-bdl sorfazisban
( oszlopféazisban) indul,

A 2.3.2, - 2,3.4, allitdsok, a 2,3.1. lemma és az 1,5.2,

definicié osszevetésdbdl adddik;

2.3.11, Allitds: Ha a soriat ( oszlopit) csomd, akkor az
egyben egy véges lanc is,
Ezt a 2,3.3. 4llitdssal Osszevetve:

2,3.12, Allitds: A sorut ( oszlopit) egy véges ldncot jelent.

A 2.3.1, 2.3.2 és a 2.3.4. A4llitdsok, az UT1L és UT4 pon-

tok és az 1.5.2. definicid szerint:

2.3.13. Allitds: A sorat (oszlopat) vagy fiktiv béziselem~
ben fejez8dik be, - ilyenkor nincs két azonos tagja, és csak
ilyenkor tartalmaz fiktiv béziselemet, és ilyenkor is csak ezt az

egyet; vagy csomd, azaz sorfdzisban ( oszlopfdzisban) visszatér

a ~hoz,

[N
A 2,3.6., és a 2,3.8, Allitdsok az UT4 pont és az 1.5,2,
definicié alapjdn mondhatds
2.3.13, Allitds: Adétt 90 elemhez pontosan egy sorut
( oszloput) létezik az adott sajatelem kijeldlés mellett, !
2,3.2. Lemma: Legyen adott a DI egy bézisa és rajta egy
sajatelem kijelolés, Legyen p_o a DT olyan wvektora, amely nem

tartozik az adott bézishoz, Jeldlje s a sorat, q az oszloput
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A
a sorat, b, az oszloput k., tag-

_]20"0“ kiviili tagjainak szamét; b »

k

j at; c legyen Qk—hoz tartozd, {:‘,’K pedig a Ek-hoz tartozdé ~ az

El1-E4 pontok ( 1,5.fejezet) szerint szdmitott - kompenzécids

egyutthatdé., Ekkors

S
a/ b, = E Sk, s ha b, FO-elem;
k=1
q
Pa)
b/ b, = E c b s ha b, FsS-elem;
=1

S
r
A A
</ 90=2 B * > Tyt by, ha by
k=1 k=1
nem fiktiv elem,

Bizonyitds: Legyen H az a/ esetben a sorut, b/ esetben az
oszloput, ¢/ esetben a sor- és az oszlopit tagjainak halmaza
( beleértve a b, elemet is). Csak azt fogjuk részletesen megmutat-
ni, hogy a H halmaz linedrisan fiiggd,

Ha ]90 nem~fiktiv és a hozzatartozé sorat is, oszloput is cso-
mé, akkor a 2,1,10. lemma alapjdn, minden mAs esetben pedig a

2,1.4, lemma alapjédn mutathaté meg, hogy a H wvektorrendszer

lineérisan fuggd, '

Ha b, nem-fiktiv és a hozzétartozdé sorit az UT1-UT3 pon~

-0
tok szerint eldAallitott bos Byseess ]9_] sorozat &ltal ( generdlt csomd;
. p 5 A oy
a hozzétartozd oszlopiat pedig a EO’ ?-1""’ ']93 (UT1-UT3) soro-
A 1 0 A A
5 2ré 5 =b. i¢j és ba=b4a 0<ikj.
zat altal generdlt csomd akkor _ng _lgl O«i<j és -]93 kli, i<j

b. sorozatot, illetve a b?, D2 _jeee, 0D sOro-
-] ....1+1 ]

—_—

Vegyuk a p—i’]—o-i+ RRREE

zatot; a tagjaik halmaza legyen B, illetve F,. A 2.3. 2, Aallitds és

a 2,3,1. lemma a/ része szerint F, és F2 hurok, Ugyanakkor

1

¢ (Lgs q) #¢p (b , D) miatt a
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A A
b B1s By iRy sees B 4

Biar By oreenskys by

=j-1’
sorozat lanc, Ezt a ldncot a (2.1,21) ldncnak megfeleltetve az
Fl és F2 halmazokkal teljesilnek a é. 1,10.lemma feltételei; és
mivel az itteni H halmaz éppen azonos a 2.,1,10 lemma szerinti

H halmazzal, igy H lineédrisan fluiggd wvektorrendszer.

Legyen a ]_o_o nem-~fiktiv, és a hozzétartozd mindkét Ut fiktiv
béziselemben fejez&djék be, Ekkor vegyiik az egyik Gt megfordi-
taséat, és ezt folytassuk a mésik uGttal. A két Gt ilyen Osszefuzé-

sével kapott sorozat olyan lédnc lesz, amelyre mér alkalmazhaté

a 2,1,4, lemma,'

Legyen a _lgo nem~fiktiv, és a hozzatartozd utak kozil pon-
tosan egyik fiktiv baziselemben fejez&djék be, Ekkor vegyiik a
fiktiv bdziselemben befejez8d8 Gt megforditdsét, azt folytassuk a
misik uttal, ezt ismét folytassuk az els8 uttal (most mar nem a

forditottjdval) . Ezekkel az Osszefuzésekkel megint a 2,1.4. lem-

manak eleget tevd lancot kapunk,'

Legyen _120 fiktiv, Ekkor a hozzatartozé soritra (oszlop(xtra)

kozvetlenul alkalmazhatd a 2.1,4. lemma.

Amit eddig bizonyitottunk: a H halmaz linedrisan fuggdé vek-
torrendszer, azaz a _]9_0 vektor kifejezhetd a H-hoz tartozé bézis~
vektorok linedris kombindcidjaként,

Azt, hogy a }—30 éppen az 1,5, fejezet E1-E4 pontjaiban meg-

hatdrozott S\ ('é*k) kompenzaciés egyiitthatdk segitségével és ép-

4

pen e lemma a/, b/, ¢/ pontjainak megfeleld form&ban irhaté fel,
a 2,1.4. lemma bizonyitdsdban alkalmazott indukciés mddszerrel
lathatjuk be, = Az (1.5.2) és az (1.5.3) formuldk nevezdjének

nem-~zérd voltdt a bazisvektorrendszer linedris fuggetlensége garan=
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tdlja. ®Qu. e.d.
Legyen

( 203'5) 90’9,1’ R2l"°ib

a _Qo—hoz tartozé soratnak a hurokpontot megel8z8 részsorozata
(ha nincs hurokpont, akkor ez maga a sorat) 7 legyen

A

P
(2"3‘6) ,]20’,]21’_]22’000,9_

q

az oszloputnak a hurokpontot megel8z8 részsorozata,

Nyilvdnvalé, hogy a (2.3.5) és a (2.3,6) sorozatok tag~
jait egyvaréant az UT1-UT3 pontok. jelolték ki; igy a 2,3,8., Aallitas
szerint mondhatds

2.3.14. Allitds: Ha a (2.3.5) és a (2,3.,6) sorozat b,

. . A
illetve b, tagjéra fenndll: b.=b., akkor

- , . .
al _lg.+1=1%.+1, feltéve hogy i<¢s és j¢q;

. < ) s _ _a -
b/ s=i2 q -j esetén: Ei+ 1= _lgj+1 , _lg.+ 5 p—j+2""’ b }Q_J.+ omi;
M2 g -j Sng -5 = = :
c/ s~if q ~jesetén: b 1 -k-)-j+1' E-i+2'=]—o-j+2'""-]9'i+q-j 'Eq ;

g -

~ . . R o -
o/ ha b, (B ) fiktiv, és b =B @q b,) . akkor b_

2,3,3, Lemma: A (2,3.5) és (2.3.6) sorozatokkal kapcso-

latban fenndllnak a kovetkezd éllitésok:‘

PN P . o\ )
a/ Ha b_=b, (E_q =b, ) és b_ (_lgq) nem fiktiv, akkor
A
b (b ) sem fiktiv,
2q ‘Es
b/ Ha b_ (Qq) fiktiv és a két utnak van kozds tagja,
' A
akkor b =b .
24 .
c/ Ha b, (gl) az oszlopitnak is ( sorutnak is) tagja akkor a
b, yevesb. (T, yeeeid) |
BiyareeerBg LA

tagok mind tagjai az oszloputnak is ( soratnak is.)
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d/ Legyen a (2.,3,5) sorozatban az elsd olyan tag,

A
az oszloputnak is tagja; valamint b-j a (2.3.6)

,rr 3 rd A ”~
sorozatban az elsG olyan tag, amelyre j>»0 és _lcgJ a sorutnak

=
b,
amelyre i?0 és b,

A
is tagja; tovdbba }gi# lc>j . Ekkor a két Gt kozds tagjai hurkot

alkotnak, amelyben

A
b. =

A
- -k’ Ei+1=p-

k-f-l"..

7/
vee By, q -k='12q ’Q'i+q-k+1=-]2j

b © °
Bivg ke 2 ByearreerBg=Ry g0

A
Bizonyitds: Az al bizonyitdsa: Legyen lg_s=_]g k—Sq.

k’

Az 4llitds k=q esetén nyilvdnvald, Ha k<{q ¢és _lgs nem fiktiv,

akkor az UT2-UT3 pontok szerint kovetkezg _lg_s tag hurokpont-

+1
ja a soriat képzésénél a UT1-UT3 pontok szerint elddllé sorozat-
» ahol s—j-—?3

0N b

']'oq;__ ~j+q~k-1

’ . A
nak. Dz ugy k<q miatt -]254-1_-]-0-1{4-1:-]23"
(2.1.5. A&llitds ). Most ha q-k-1 2 s~j, akkor
lesz a 2,3,14. c/ &llitds szerint, azaz ( a 2.3.,1 &4llitast is figye~

lembe véve) a/ teljesiil, Egyébként a ( 2,3.6) sorozatnak a 2.3.14.

b/ &llitds szerint van tobbszoros tagja, ami ellentmond ( 2.3.6) ér-

telmezésének.
. I A < . .
b/ bizonyitdsa: b_=b, k2 q esetén 2,3,14. d/ szerint az
A
allitds igaz, Ha b fiktiv és }gq= b, k £ s, akkor ezen lemma

A
a/ pontjdbdl kovetkezik, hogy ]gq fiktiv; a 2.3.14, d/ Allitdsbdl

. .. 3 A
pedig kovetkezik, hogy _kzq l_o_s.

c/ bizonyitédsa: ( Csak a sorut esetét bizonyitjuk.) Legyen
A
b.=b.. Igy s—isq ~j esetén a 2,3.14, b/ Allitds szerint igaz a

c/ éllitds is.
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Legyen $~id»q -j. Ekkor a 2,3.14. c/ allitds szerint

A A

’k-)"+2=-k—)j+2'..”'9i+q~j=p-q‘
' A . . . LA
Igy lg_q nem lehet fiktiv, mert Ggy
(2.3.7) =b

b. .=b
=i+q-j =q =s
lenne az itteni b/ pont alapjdn; amibdl a ( 2.3.5) értelmezése

szerint: s-i=q ~j kovetkezik, Tehd&t az UT2-UT3 szerint az osz~

’ P ’, », -, .o ,r A N /‘ A
lopuat képzésenél kovetkezo. lg_q+1 tag hurokpont, azaz E'q +1" }_o_k '

0<k<q. Ekkor k<j, mert kiilonben megint ( 2,3.7) kovetkezne,

ami ellentmond az s-i>q -j feltételnek. Most tekintsiik a -

Bis q-j ' E‘i+~q -j‘+l""'p-s
¢s a A A A
Bie v Ppparelyg

sorozatokat, Ha s-i-q +j8j-1~k, akkor a 2,3,14, b/ &lliths szerint
az itteni ¢/ Allitds megint teljesul; ellenkezdleg

A
b.=b.=b.
=i =j =i+ q =~k

(a>k) ,

ami ellentmond a (2. 3.5) sorozat értelmezésének,

d/ bizonyitdsa: A ¢/ éllitds alapjén (2.3.5) és a(2.3.6) soro-
zatok kozos tagjais

.k_),'ip_i_'_l"."_b_s ;
illetve
A A A

Ej"l'o‘j+1""_'p'q .

. Ekkor ?,,ab
=5 =

i< esetén k»i, és mert s=i=q =j, nyilvan

(‘2.3.8) s-k<q —~js
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Igy a 2,3.14, b/ &llitds alapjén:

A A
(2.3.9) _k_)-j+1= -klk-pl"“’ _125+S_k= ,12_59

és a 2,3.8, Allitds alapjén:

P
(2.3.20) gs__j+s_k¢_lgq .

Most ( 2.3.10) miatt a 2.3,14, d/ &llitds szerint b _ nem lehet
fiktiv., Igy a sorat képzésénél az UT1-UT3 pontok szerint eld-

alld sorozatban a _lgs+1 tag hurokpont, Ekkor ES+ 1= _lg_roc , ahol
K2, mert a 2,3.8. allits alapjén b =T : bas tagj
=i, mert a 2,3.8, i as' alapjén b = biy emics1? azaz bs tagja

az oszloputnak is, Ugyanakkor hatdrozottan a k=1 egyenléség-~

~
nek kell teljesilni, mert ® =i esetében egyrészt j$j+ s-k+lcqg;

A

F . PR . N
mésrészt (a 2.3,14. c/ llitds szerint) _b_j=b =b

. ~ _; azaz
&k =j+s-k+l'

a (2.3.6) sorozatnak tobbszoros tagja lenne, ami ellentmond a
sorozat értelmezésének, Ugyancsak a 2,3.,14, ¢/ &llitdsbdl kap-

juk, hogy
N\
b

-\
2,3.11 b
(2.3.11) .

=j+ s--k+1== =k

Bjreees k-1°
Mindezek alapjén a

(2.3,12)

o)

'klk,_"k+1’...’ _b_s,_b_i,..o._b_ b

k-1'—k
sorozat lénc, s8t olyan kor, amelyre a 2.1,16 A&llitds alkalmaz~ -
hatd; igy a tagjainak halmaza hurok. Ez a (2,3.9)~cel és a

(2. 3.11) -gyel egyilitt éppen a d/ &llitdst adja. Qu. e, d,
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2.4, A SAJATELEMEK SS1.,-SS5 PONTOK SZERINTI ES A
POTENCIALOK PP1-PP5 PONTOK SZERINTI SZARMAZ-

TATASARA VONATKOZO TETELEK

2,4,1, Definicié: Legyen g olyan

g: B —> {1,2,...,m+ n}
fuggvény, amelynek értelmezési tartomdnya a teljes B bézisvek-
torrendszer; kdlcsondsen egyértelmii; és g(b) =iS m esetén b a
DT i. sordban, g(g) =m+j>m esetén b a DT j, oszlopdban he-

lyezkedik el, Ekkor a g fluggvényt kvazi sajdtelem kijeldlésnek

neve zzuk,

A 2,2,1, és a 2.2.2 A&llitdsbdbl, valamint a 2.2,3. lemmabdl
adddik:

2.4.1., Allitds: A sajdtelem kijeldlés egyben kvazi sajét-
elem kijeldlés is,-

Ha a 2.2,4, definiciéban sajételem kijelolés helyett kvézi .

sajételem kijelolést értuink, akkor a kvazi SS-elemek, illetve

kvazi OS-elemek definicidjat kapjuke A 2,4,1 definicidbdl tri=

vidlisan édédik:

2,4.2, Allitds: A kvdzi sajatelem kijelslésre, valamint a
kvazi 5SS~ és OS-elemekre érvényesek a 2.2,1, és 2,2,2 &lli-
tadsokkal, Valamint a 2,2,3., lemméval analdg Aallitdsok, ,

Vegyiik észre, hogy a hurkok létezésére és szdméra vo-
natkozé megdllapitdsok kivételével, a disztribucidés eljards 1épé-

- seit illetSen a sajatelem kijelolésnek csaka2.2,1 és a 2,2,2, 4lli-
téslokban és a 2,2,3, lemméban foglalt tulajdonsdgait haszndltuk

kis« Igy az eljdrds ezen részeire vonatkozdan egy kvazi sajit-

elem kijeldlés a 2.4.2., AllitAs szerint helyettesitheti a sajatelem
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kijelolést, - Nevezetesen a 2.3, fejezet minden &llitdsa (lemméja)
igaz kvazi sajitelem kijeldlés esetében is. Ami a hurkok létezé~
sére és szdmdra vonatkozd kritériumot ( 2.2.5. lemma) (lleti: az
adott iteracids lépéshez tartozd potencidloknak az el8z8 iterd~
cidés lépéshez tarfozékbél vald szdrmaztatdsdhoz csak azt sziik~
séges tudni, keletkezeti-e Gj hurok a legutolsd baziscsere alkal-
méval, E megfontoldsok szerint a sajételem kijelolés és a kvézi
sajatelem kijelolés céljainknak egyformé&n megfelelnek, ha méar
adottak a ‘béziscsere elbtti sajatelemek &s potencidlok, .Igy ele-
gendd azt megmutatnunk, hogy az S$S5S1-5S55. algoritmus kvazi
sajételém kijelolést hatdroz meg, illetve a "kvazi" jelz8t a tovab-
biakban el is hagyjuk,

(Megjegyzés: a "kvazi" jelz8 elhagyisdra tobb jogunk is
van, mint amennyit az eddigiekben megindokoltunk, A 2,2,1, defi-

nicié S7 szabdlydban az i megvalasztdsira adott utasitdst

o’ J.O
ugyanis sehol nem haszndltuk ki, helyette ‘més utasitadst is eld~
irhattunk volna. Igaz a kovetkez§ Allitds: Tetsz8leges g kvéazi
sajatelem kijelolés esetén van az S7 szabdlynak olyan g-t&l
figgd &tfogalmazéasa, hogy az S1-S7 szabdlyok szerint elgallitott
sajdtelem kijelolés azonos lesz g-vel, =~ Ennek bizonyitdsa itt
csak feleé,legeé kitér8t jelentene.)

2,4,1, Lemma; Az SS1-SS5, algoritmus ( kvazi) sajdtelem
kijelolést hatdroz meg,

Bizonyitds: A bizonyitdst arra az esetre végezziik el, ami-
kor _):_)_O - az j béziselem - SS-elem lesz, -~ OS-elem esetében a
bizonyitds hasonld,

Elegendd megmutatni, hogy az Ujonnan kijeldlt SS-elemek

sordban csak egy SS-elem lesz, illetve az Gj OS-elemek oszlopé~
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ban csak egy OS-elem lesz. - Hiszen az el8z8 sajételem kijelolés
2.2,3 lemma szerinti tulajdonsdgai miatt, ha SSl-SS5 utdn példéul
valamely sorban két SS-elem lenne, Ugy azok kozil legaldbb egy
Ujonnan ( az SS1-SS5 pontok szerint) kijeldlt elem

Legyen |

(2.4.1) . bge Bys bpseensb

az 554 pont szerinti sprozat. Tegylik fel, hogy a p_i tag esik ki
a bazisbdl, Nyilvdn 0<«iSs, azaz a _lc_J_S tag mar vagy kiesett a
béazisbdl, vagy nem vdaltoztatia meg a sajitelem tulajdonsigét. A
b, sordban nem lehet két SS-elem, mert abban az elézd sajét-

-0

elem kijeldlés szerint csak egy SS~elem volt: Ql' Ez vagy kie-

sett a bazisbdl vagy OS-elemmé véltozott, Az sem fordulhat eld,

hogy a EO sordban levd a (2,4.1) sorozathoz tartozdé OS-elem
valt volna &t SS-elemmé, mert gy az csak _}gs lehetne, ami

-~ mint lattuk ~ ellentmondéas,
Tegyuk fel, hogy a _k_)j (jgi) tagig igaz, hogy az Gj SS-ele-
mek ( OS-elemek) sordban ( oszlopdban) csak egy SS-elem (OS~

elem) wvan, Ha Ej+ kiesett a béazisbdl, akkor a lemma teljesult,

1
Kiilonben tegyiik fel, hogy —b-j+1 SS~elembdl valt OS-elemmé
( ellenkez8leg a bizonyitds hasonld). Az Gj OS-elem oszlopdban

+2’ volt: Ez vagy kiesett a bazisbdl vagy

SS~elemmé véaltozott a&t. Az indukcids feltevés szerint k€<j+ 1l ese~

a régi OS-elem a .klj

oszlopédban levd OS-elem. Az sem for-

tén Ek nem lehet a ]—O-j+1
dulhat el8, hogy a gj+1 oszlopdban levd, a (2.4,1) sorozatban
a _k2_j+ 1 utédn &l16, mésik SS-elem is OS-elemmé valt volna é&t,

mert Ugy az csak Es lehetne, ami ellentmondds, Qu. e.d.
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2,4,2, Lemmas Egy béziscsere alkalméval a DT-ben ponto-
san akkor keletkezik 4j vhurok, ha az SS1-5S5 algoritmusban al-‘
kalmazni kell az SS3 pontot (azaz a sorat és az oszlopit kdzds
tagja esik ki a b&zisbdl), Az Gj hurok mindig tartalmazza az U4j

béaziselemet,

Bizonyitds: Az, hogy az G hurok mindig tartalmazza az
Uj béaziselemet, trividlis &Allitds. Ebbdl az is kovetkezik, hogy csak
egy Uj hurok keletkezhet, - Egyebekre nézve eldbb tegyik fel,
hogy 4j hurok keletkezett, Ekkor a 2,1.14, Allitds szerint -]2-0 ~az
Uj baziselem - nem fiktiv, azaz volt sorat is, oszloput is, Tegylk
fel, hogy a sorit valamelyik tagja esett ki. a bazisbdl ( ellenkezd-

leg a bizonyitds hasonld). Vegyik az oszlopitnak a hurokpontot

megel5z8 részsorozatdt ( ha nincs hurokpont, akkor magit az osz-

loputat) :
P A P
(2.4.2) Bos By Boyees, bq.

Ad abszurdum tegyiik fel, hogy a sorutnak és az oszloputnak
nincs kozds tagja (I) ; vagy a soritnak olyan tagja esik ki a
bézisbdl, ami egyidejiileg nem tagja az oszloputnak (II). Ekkor a
(2.4.2) sorozat minden Ek (O<k§q) tagja ugyanolyan sajételem
marad a baziscsere utdn, mint amilyen el'o’tf.e volte - Ez az (1)
esetben az $S5-b8l kdzvetleniil adédik,' a (II) esetben pedig a
2,3.3, lemma c/ pontja és az SS5 Osszevetéséb8l kovetkezik,
Ezek utdn Osszehasonlitva az UT1-UT3 pontokat a HU1l algorit~
mussal, kapjuk: a (2.4.2) sorozat részsorozata a HUL, algorit-
mussal eldallithatd sorozértnak (a.r;li;qek a tagjai hurkot alkotnak).
K'o'vetkezésképpen/éq nem fiktiv (ldsd a 2.1,14, &llitdst). A
(2.4.2) értelmezése alapjédn az UT2, UT3 szerint kovetkezd

']?"q+l tag hurokpont ( az UT1-UT3 szerinti sorozatban), azaz
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-~

-~
Eq+1= b,+ O0Ck<q +1. Ekkor a 2.1.6., lemma ¢/ része és a
2, 3,3, 4llitds szerint a
A~ A
b b

4o

-k ' =k+1? "7

sorozat tagjainak halmaza hurok, ami ellentmond a hurok T3 tu-
lajdonségdnak. - Ugyanis ez a hurok k>0 miatt valédi részhal-
maza lenne az Uj huroknak.

Most tegyiik fel, hogy a soritnak és az oszloputnak egy
kozos tagja esett ki a bézisbél; me gmutatjuk, hogy a b, elemet

. =0

tartalmazdé ( és ezért Gj) hurok keletkezett.

Legyen

(2.4.3) bos Bqs bpseees B

a soratnak a hurokpontot megel8z8 részsorozata, . Legyen _lo_1 a
L
(2.4.3)~ban az elsd olyan tag, amelyre: _]gi= bj , 120, Ekkor a
2, 3.2, &llitds szerint:
~ -~

(2.4.4) Py 10 By =ple; 10 By) -

A (2.3,10) A4litds szerint:
i -

(2.45)  Qlogi k) #4(ey, By«

A (2.4.4)-b8l a 2,1.,1, &llitds szerint:

/\
(204'6) Lf(_‘?_i_lt #‘f(—l 11 '__] 1) ’
( 2"4'—7) cf 231! —'_]-1) =‘e@_1s J_k;_J ).o

A (2.4.5), (2.4.6) és (2,4.7) Osszevetésébdl és b, vélaszté~
sébdl adddik, a
(2.4.8) ,
| B. 1.0 b
Bor Bys ever By gr By g0 By ps eeerBy

sorozat kor. Legyen f]gj\ a (2.4.2)=ben az elsd olyan tag, amely

egyidejileg a ( 2.4.3)-nak is tagja. Ekkor a (2.4,8) kor kielégiti
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a 2,1,16, Aallitds feltételeit, azaz a tagjainak halmaza (4j hurok),
. A
Most tegyilik fel, hogy a (2.4.2) sorozatban _p_k(# bj) az
elsd olyan tag, amely egyidejuleg a soratnak is tagja, Ekkor a

2.3.3. lemma d/ része szerint a két Gt kdzos tagjai;

'k')'i’ p‘i-l- 1,-00, bS ’
illetve ~ A ~
b Ek-f-l""’-kzq

hurkot alkotnak, Es fenndll:
A\ : ’”~
(2-409) ‘Ei: .19_11 Ei+1=bj+1n'-0;

b -% .b =5
"'=i+q-j Tq’Ti+q-j+l1 =Kk

e
!0*,;9.5: E.-—l L4

Ha most a bazisbdl a

1o

A
b.=b.’ouc,b. .=
-1 ] —l+ gq-]

q
elemek wvalamelyike esik ki, akkor a (2.4.8) sorozatrdl ismét el-

mondhatdk: a sorozat kor; a tagjainak halmaza (4j) hurok,

Tegyiik fel, hogy a bazisbdl a

b b b =D

'k; .
R e O R R

2. * . .
(2.4.10) -]91+q-3+1

elemek valamelyike esik ki, Tekintslik a
(2.4,121)
-

A
b b b o)

b 1"..'_1(-1’ _b_i+q_j’ Ei+ q—j—l’...""‘l,"_o

=0
sorozatot, A ( 2.4.4)-gyel, ( 2.4.6)~tal és ( 2 4.7)-tel analdg egyen-
16ségeket beldtva, a B Valasztadsébdl és a (2.4.10)-re teit felte-
vésbdl adddik, a ( 2.4.11) sorozat olyan kidr, amelynek tagjai

( 4j) hurkot alkotnak, Qu.e.d.
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2.4.3. Lemma: I\/Jindeﬁ b, baziselemre igaz a kdvetkez’o’.
dllitdsok kozul pontosan egy: R |

al a b, fiktiv;

b/ van pontosan egy olyan _]gl-béil induld, béziselemekbdl
allé lanc, amelynek pontosan az utolsd tagja fiktiv;'

c/ a 21 eleme pontosan egy huroknak;

d/ van pontosan egy olyan _l_q_l—béil indulé nem-fiktiv bézisele—-
mekbdl él.lé sorozat, amelynek tagjai nem tartoznak hurokhoz, de
létezik pontosan egy olyan hurok, amelynek valamély elemével a
sorozatot folytatva, ladncot kapunk,

Bizonyitds: Ha a -]91 fiktiv, akkor rd a b/ vagy a df A&llitdsok
mar azért nem teljesiilnetnek, mert G4gy a 2.1.4, lemma szerint a
bazisvektorrendszer linedris fuggdsége kovetkezne, ami ellentmon~
das; a @/ 4llitds a/-val egyidejii fenndlldsa pedig a 2.1,14, &llitds
szerint lehetetlen,

A tovabbiakban tegylik fel, hogy a b,

1
indulva alkalmazzuk az UTZ2, UT3 pontokat. A kapott

nem fiktiv, Beldle ki~

(2.4.12) Br Boreensb

sorozatra teljesiilnek a 2,3,1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.7., és 2.3.8.
allitasolk,

Tegyik fel, hogy b_ fiktive Ekkor a ( 2.4,12) sorozat a 2.3.3.
allitds szerint lédnc, és a 2,3.1, 4llitds szerint pontosan az utolsé
tagja fiktiv. Ha most lenne egy mdsik ( baziselemekbdl &ll6)

. -
(2,4,13) bys Byseeenb

lanc, amelynek szintén pontosan az utolsd tagja fiktiv, abbdl

megint a 2.1.4, lemma szerint kovetkezne ellentmondds. ( Ha

A

ugyanis b, a (2.4.13) lancnak az elsU olyan tagja, amelyre
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gk* _lgk, akkor k= 2 esgetben a
Lol e
ES' _‘gs__lt"'lp_zl _k_)_l! p_z”"v_b_,r

sorozatot, egyébként pedig a

L AL
b 1'.'.’1—0‘1{’ Ek,ooo,p_

A
Es’ —S- r'-l’-kzr
sorozatot megfeleltetve a (2.1.8)-nak,'te1jesi,i1nek a 2.1,4. lemma
feltételei,) Végeredményben, ha _19_5' fiktiv, gy a b/ &allitds igaz.'
A cf vagy a d/ 4llitds egyideju fenndlldsa ismét a 2,1.4 lemma
ézerint vezet ellenimondashoz,

A lovébbiakban feltessziik, hogy a ]9_5 nem Eiktiv, azaz
(a 2.3.1. 4llitds szerint) hurokpont, Egyel8re tegyiik még fel, hogy

b,z b_. Ekkor a 2.3,4, 4allitds szerint a b, és b__, tagok léte z-

~1
nek, és az UT2, UT3 pontok, illetve a 2,3,2, &llitds alapjén

(04)¢p(ys by) +cp(gs_1,§s) (# 0).
Tehét a (2.4.12) ldnc most olyan kdr, amelyre teljesiilnek a
2.1.2, lemma feltételei, és - mert tagjai béziselemek - a 2,1,16,
allitds feltételei is. Kovetkezik, hogy a ( 2.4.12) 'tagiainak halma~
za hurok, A 2,2,4, lemma b/ része, a 2,2,8 definicié, a 2,2,10,"

dllitds és a 2.1,7, lemma d/ pontja alapjdn mas hurok b.-et nem

1
tartalmazhatja., Mindezekbdl kovetkezik: ezesetben a c/ allitds tel-
'jesi,il. A df pont egyideju fenndlldsa ellentmond a 2.1,10, lemmé~
nak, (Ha ugyanis a két ( kiilonhoz8) hurkot a 2.1,10, lemma
szerinti Fl’ F2 halmazoknak, az Osszekotd lancot pedig a
(2.1.21) léncnak feleltetjik meg, Ggy a bazisvektorrendszer line~
aris fiigg8ségét kapjuk.)

A tovébbiakbap tegyiik fel, hogy 9; b, ,1<i< s. Megmutat~
juk, hogy ekkor a d/ &llitds teljesiil, A 2 3,2, &llitds, a 2.3.3. &lli~

tds és a 2,3.1, lemma a/ része szerint a
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(2'4'14), Bi v Byar By

.sorozat kor, a tagjainak halmaza hurok, A

\ 2. 4:0'15) 'b-l’ ,_b_zs --.,_]_O_i__l

sorozat tagjai nem tartoznak a hurokhoz, de a sorozatot a hu-
‘rok p__i elemével folytatva ldncot kapunk ( 2.3.3. &llitds). Most te-
gyuk fel, hogy wvan egy

A

P
( 2, 4’16) "21’ Ez""l ,k_)_j_l

sorozat, amelynek tagjai nem fiktiv b&ziselemek; és van egy F
A

hurok, amelynek valamely elemét a (2.4,16)~hoz mint _lgj tagot

hozzéavéve, ldncot kapunk, Ad abszurdum tegyiik még fel, hogy

vagy a (2,4,16) sorozat kiulonbdzik a (2,4.15) sorozattdl vagy

az F hurok a ( 2. 4.14:) szerinti huroktdl, ElBbbi esetben legyen

A . A

b, a (2,4.16) els8 olyan tagja, amelyre: bk" b .+ ~ Ha k=2,

akkor a
. R A .
b. b. 1,.-.,22, "k')‘l' _b_zyooo, }91-

=i =j=-
sorozatotl, egyébként pedig a
~ A A

']2']..’ Ei_loooo!_b_k! _‘_O_k’ Ek-{- 1,0.0,25

sorozatot megfeleltetve a ( 2.1.21)-nek, a két ( nem feltétleniil
kilonbozd) hurkot pedig a 2.1.16. lemma 1 F, halmazainak,
.teljesulnek‘ a 2,1.10, lemma feltételei, ami ellentmondé.s.

Hétra van még az az eset, amikor a (2.4.15) és a (2.4.16)
sorozatok azonosak, de az F és a (2.4.14) szeriﬁti hurok kLil'o'nr-l

bozik, Ha i=j” 2, akkor a lanc értelmezése szerint:

(2.4.27) 04 le, 1, b)) =P(b; 4. B 4 O,

&m a 2,2,4, lemma b/ részének, a 2,2,8, definicibnak, a 2,2,10,

Allitdsnak és a 2,1,7, lemma d/ pontjdnak dsszevetésébdl kapjuk,
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hogy ( 2.4.17) ellentmondis, Természetesen a (2.4.17) i=j=2
esetében is ugyanigy ellentmohdést jelent, de ekkor fenndallhat

még a

o
0 # P(bys by) #9P(Rys by) 40
lehetdség, Most a két hurkot megint megfeleltetve a 2,1,10, lemmé-

. A
nal targyalt Fl’ EF, halmazoknak a _k_3_2, _19_1, _1_22 lancot pedig

(2.1.21)~nek a 2,1.,10 lemma alapjdn ismét ellentmondés adddiks:

2

Tehét ']9_5=]91, 1<i<s esetben a d/ A&llités tagadééa mindenkép-ﬁ
pen ellentmondéashoz vezetett, Qu. e, d.

Az 1,4,1.,-1,4.3, AallitAsokban szerepld osszefliggések alap-
jdn egy adott bdazisvektorrendszer esetén a nem-—fiktiv bézisvektom
rokra vonatkozdan.

(2, 4.18). fi,j U+ V=g
alaku egyenletek, a fiktiv bézisvektorokra pedig

u;=0 ( FO-elemek),

illetve

Vi = 0 ({ FS~elemek)

alakiu Osszefliggések adddnak. Az ( m+n)-elemii bézisvektorrendszer
esetén igy (m+n) egyenletb8l 4llé egyenletrendszert kapunk a po-
tencidlokra, A bdazisvektorrendszer lineéris fiiggetlenségéb8l ko-
vetkezik, hogy az egyenletrendszert pontosan egy megoldadsvektor
elégiti ki, Tehét:

2.4,3. Allitds: A DT egy adott bdzisdra vonatkozdan az
1,4.1~-1,4,3, &llitAsok szerinti b"sszefuggések a potencidlokat egy~-
értelmuen meghatdrozzak, "

A Pl-P5 és a HU1-HU3 pontokban ( 1.4. fejezet) szereplo
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valamennyi rekurzidés formula az 1.4,1-1.4,3, allitdsok véges sok
alkalmazaséaval szarmaztathatd, Kovetkezésképpen:

2.4.,4, Allitds: A DT egy adott bazisvektorrendszere esetén
a Pl-P5 algoritmus ( 1.4,1. definicié szerinti) potencidlokat A&llit
eld.

A P4-P5 pontokrdl a lépésszadm szerinti indukcidéval belédtha-~

2.4,5. Allitds: A P4-P5 pontok azoknak és csak azoknak
az SS-, illetve OS-elemeknek a sordédhoz, illetve oszlopdhoz ren-
delnek potencidlt, amelyeket béaziselemekbdl &ll6 ldnc koti ossze
egy olyan béziselemmel, melyre a P1l-P3 pontok valamelyike wvo=-
natkozott,

A 2,4,3, lemma szerint lehetséges négy esetet a 2,4,5, Aalli-
tdssal osszevetve, adddiks

2.4.6, Allitds; Egy adott bazisvektorrendszer esetén a

P1l-P5 algoritmus az Osszes potencidlt el8allitja,

A hurok-algoritmus, valamint a P4-P5 pontok alapjdn belét-
hatds

244,7, Allitds: Valamely hurok soraihoz, illetve oszlopaihoz
tartozé potencidlok csak a hurokban levd béziselemekhez tartozd
c.. és f,. értékektdl fiiggnek,
1,) 14]

Ugyancsak a P4-P5 pontokbdl kovetkeziks

2.4, 8, Allitds: Ha a DT egy adott bézisvektorrendszere

esetén az

'a—l’ 22, ...’_a_-_n

sorozat béziselemekbdl Allé olyan lanc, amelyben (= fiktiv, de a

tobbi tag nem fiktiv, akkor az a

. SS-elem (vagy OS-elem) soré-

hoz (vagy oszlopdhoz) tartozd potencidl csak a sorozat tagjaihoz

~ 129 -



tartozd cij , fij egyutthatdktdl fugg,
. 9. 9,

A hurok-algoritmusbdl és a P4-P5 pontokbdl kapjuks

2.4.9, Allitds: Ha az a, SS-elemhez ( OS-elemhez) van olyan

1
211 2100018y
béziselemekbdl &llS sorozat, amely wvalamely hurok valamely elemé-

vel ugy folytathatd, hogy lancot kapjunk, akkor az a, sordhoz

1
( oszlopéhoz) 1;artozé potencidl csak a hurokban és a lancban levd
baziselemekhez tartozd ci,j y €s fi,j egylitthatSktdl fugg,

2.4.4, Lemma; A PP1-PP6 algoritmus ( 1.6, fejezet) adott b&~-
zisvektorrendszer esetén az 1,4.1, definicié szerinti potencidlokat

allitja eld, és wvalamennyit elddllitja,"

Bizonyitds; A 2,4.,4, és a 2,4,6 A&llitdsok szerint elegends

megmutatni, hogy a PP1-PP6 algoritmus az adott bazis esetén
pontosan azokat az U vj értékeket &llitja eld, amelyeket a P1-P5
algoritmus is sz&rmaztatna ( feltéve, hogy ismertek a legutolsd ele-
mi bdazistranszformacid eldtti pontencidlok).,

Ha az Gj bazisvektor fiktiv, akkor a P1, illetve P2 pontokat
osszevetve a PPI1, illetve PP2 pontokkal, kapjuk: mindkét algorit-
mus ugyanolyan potenc;iélt rendel az (Gj baziselemhez, A lépésszam
szerinti indukcidval beldthatd, hogy ilyenkor a PP4~PP5 pontok az
Osszes olyan és csak olyan nem~fiktiv SS-elem ( OS~elem) soré~
hoz ( oszlopdhoz) rendelnek potencidlt, amelyet bézisélemekbc’;’l al-
16 ldnc kot 'cisszé az Gj baziselemmel; és ugyanazokat az Y vj
értékeket szarmaztatjdk, mint a P4~P5 pontok,

Ha az (j baziselem egy 4 hurokhoz tari:ozik, akkor az Gj
hurok valamely SS-elemének sordhoz tartozd Gj potencidlt a hu-
rok-algoritmussal pontosan Ggy hatdrozzuk meg mint a Pl-P5 al-

goritmusndl, csupdn a Kiinduldsul vilasztott baziselem lehet més,
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mint ott, A hurok-algoritmus induld elemének véltoztatdsa azonban
a szarmaztatott potencidlok értékét nem befolydsolja, hiszen az al-
goritmus egy adott hurok esetén mindig ugyanazon - ( 2.,4,18) ala-
ki egyenletekbdl allé - egyenletrendszer megolddsét jelenti, amely
egyenletrendszer (a 2, 4, 3. A4llitAs alapjdn) a potencidlokat egyér=-
teliniien meghatérozza. A lépésszdm szerinti indukcidval ilyenkor
azt kapjuk, hogy a PP4-PP5 pontok az oOsszes olyan és csak
olyan ( nem-fiktiv) SS-elem ( OS-elem) sordhoz (oszlopéhoz) ren-
delnek potencidlt, amelyet béziselemekbb’l allé lédnc kot Ossze a
hurok—algoritmus kezd@’ elemével; és ugyanazokat az U vj érté-
keket szérmaztatj‘ék, mint a P4-P5 pontok, !

Ha az 4j béziselem nem fiktiv és nem tartozik hurokhoz,
akkor ra a 2,4.3. lemma b/ és d/ Aallitdsai kozul pontosan egyik
teljesul ( éppen a 2,4.3, lémma szerint), Ha feltessziik, hogy az
Gj béaziselem SS-elem ( ellenkezdleg a bizonyitds hasonld), azaz
az utolsd bdziscsere alkalméval a sorit valamely tagja esett ki
a béazisbdl, akkor a 2,4,3, lemma b/ &llitdsa szerinti ldnc (ha ez
az 4llitds teljesiil) éppen az oszloputtal azonos; a d/ 4llitds sze-
rinti sorozat pedig (ha ez az Aallitds teljesiil) éppen az - egy hur-‘
kot bejdrd - oszloputnak a hurkon kiviili tagjaibdl &ll, - Mindkét
esetben kovetkezik (a 2.4.8, &llitds, illetve a 2.4,7, és 2,4,9 A&llité~
sok alapjédn), hogy az j bdziselem oszlopdhoz tartozd potencidlt

., .

ugyanazok a (2,4.18) alakG egyenletek, és ugyanazok a i fiy

egyiitthaték hatdrozzdk meg, mint a bazistranszformécid eldtt; azaz
a régi oszloppotencidl marad érvényben,! Ebbdl az Gj béziselem

sordhoz tartozd potencidlt a PPl szabéiy ugyanigy szarmaztatja,
mint a P4 szabdly, A lépésszdm szerinti indukcidval most az

lathaté be, hogy a PP4-PP5 szabdlyok az Osszes olyan és csak
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olyan ( nem-fiktiv) SS-elem ( OS-elem) sordhoz ( oszlopdhoz) ren-—
delnek Uj potencidlt, amelyek nem tartoznak az oszloputhoz, és
baziselemekbd&l 3ll6 lanc koti Ossze Sket az Gj bdziselemmel; és a
PPé-PPS pontok a szdbanforgd baziselemek vonatkozdsdban ugyan-

. azokat az u, v, értékeket szdarmaztatjdk, mint a P4-P5 pontok,’

Jeldlje H azoknak az SS- és OS-elemeknek a halmazét
amelyeknek sorahoz, illetve oszlopdhoz a PP1-PP5 pontok nem
rendeltek j potencidit, Az eddig elmondottakbdl kovetkeznek:

al] A H elemei mind szérepeltek a baziscsere eldtti bazis~
. ban is,'

b/ Ha a H valamely elemére a 2,4,3,'lemma b/ &llitisa telje~
siil, akkor a ldnc minden tagja eleme a H halmaznak.

c/ Ha a H vaiamely elemére a 2,4,3, lemma c/ 4llitdsa telje~
sul, akkor a hurok részhalmaza a H halmaznak,

d/ Ha a H valamely elemére a 2,4,3 lemma d/ &llitdsa telje-
sil, akkor a megfeleld sorozat minden tagja és a 'megfelelfp' hurok
minden eleme a H halmazhoz tartozik, |

Az al-d/ pontokat a 2,4,7.~2.4.9, Allitdsokkal osszevetve,
“kapjuk: a H élemeinek sordhoz, illetve oszlopdhoz tartozd poten-
cidlok értéke ugyanaz lesz a baziscsere utdn is, mint elStte volt,
.~ Ezt osszevetve a PP6 ponttal, kdvetkezik, hogy a PP6 pont a
" H elemeinek és csak a H elemeinek sordhoz, illetve oszlopdhoz
rendel potencidlt; és a H elemeihez a PP1-PP6 algoritmus ugyan-

azokat az Uy Vj értékeket rendeli mint a P1-P5 algoritmus., Q u.e.d,
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Gyurké Gyorgy

ALGORITHM OF THE SOLUTION OF THE GENERAL DISTRIBUTION PROBLEM
USING THE LINE- AND THE COLUMN=-EIGENELEMENT CONCEPTS

/ Abstract /

The.general distribution /transportation/ problem /abbreviated
GDP/ is a special linear programming task. They can be solved with
the help of the Dantzig’s method, however, the inherent pafticularities
of the GDP enable the solution of the simplex transformations by means
of considerably economical operations - with the aid of the so called
distribution procedure /abbreviated DP/. |

The DP usually means methods defined above graphs consisting of
the base elements - as nodes - of the 80 called distribution table
/;bbreviated DT/. In the case of simpler task these graphs can be
seen at once; With computer backed solution of more complex task,
however, their designation involves rather serious problems of algo-
rithmisation, Luckily, it also comes from the particular features
of the problem that - for definition of the graphs -~ suitable “sign-
posts" can be located in the "crossroads" of the DT.

In the algorithm, described here, the role of the "signposts"
is fulfilled by the line- and column-eigenelement /abbreviated LE and
CE element/ concepts, This assembly of concepts mathematically means
a function interpreted above the base element of the DT. - To put it
shortly, in each /non-fictive/ line of.the DT there is exactly one
LE element and in every /non-fictive/ column there istexactly one CE

element. = Each step of the solution means some readily programmable



recursive procedure defined above the Qigenelements.

Example: When determining the components of the element
/DT=vector/ to be included in the base, the so called line path
and/or column path - formed by the element to be included in the
base and by the base elements -~ plays decesive role, A line path
can be designated as follows: from the element to be included in
the base one has to step to the EL element being in its 1line;
otherwise from the EL element one has to step to the CE element
in its column, from the CE element one has to step to the LE
element in its line, etcs.e.s As it could be seen here the eigen=
element concept makes it possible that the n-th member of the
path looked for unambiguously points at the /n+l/st member.

The DP, described here, and the Dantzig's method are of equal
value as far as the GDP but the former require much smaller sets
of data and the time, spent on the solution of the problem, -is

- much shorter, too.





