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Bevezetés

A kiilonbdzd tudomdnyos és gyakorlati problémék vizs-—
gdlata sordn gyakran taldlkozhatunk olyan rendszerekkel,
amelyek adott iddpontbeli dllapotdnak vdltozdse nemcsak
az adott idépontbeli allapottdl fiigg, hanem az azt meg-
e13z8 4llapotoktél is. Az ilyen rendszerek leirdsdra jél
haszndlhatdk a késleltetett argumentumi differencidlegyen-—
letek. Késleltetett argumentumd differenéiélegyenlet a
XVIII. szdzad mdsodik felében jelent meg a szakirodalom-—
ban, azonban ezen egyenletek rendszeres vizsgdlata csak
a XX. szdzad negyvenes éveitdl vdlt dltaldnossd. Az Gtve-
nes évektil kezdve jelentdsen megndtt a késleltetett ar-
gumentumu differencidlegyenletekkel foglalkozd szerzdk
szdma. Ezen differencidlegyenletek irdnti érdeklddés meg-
novekedése a tudomdnyos, technikai fejlidés eredménye,
ugyanis az automatikus séabélyozési folyamatok leirdsara,
a rakétamotorban az égési folyamatok modellezésére, a
fert4z8 betegségek terjedésének makroszkopikus vizsgdlati-
ra, gazdasdgi folyamatok jellemzésére és bizonyos fizikai
jelenségek leirdsdra is hatékonyan alkalmazhatdk a kés-
leltetett argumentumu differencidlegyenletek.

Vizsgdljuk példdul az &dllandd kornyezetben €15, egysze-
res fajtapopuldcid populdcidsiir{iségének idébeli viltozd-
sdt. Jeldlje n(t) a populdcidsiiriiséget t idépillanatban.

A legegyszeriibb populdcidéndvekedési torvényt, amely sze-

- ’” .« / /( g, - » 3 7’ ’” &
rint a populdcidsiiriiség t idépontbeli megvaltozasa ardnyos



a t id8pontbeli populdcid slirilséggel, az
n(t) = rn(t)

differencidlegyenlet fejezi ki, ahol r a novekedési rata.
Ha r pozitiv és 4llandd, akkor n(t) exponencidlisan no-
vekszik. Laboratdériumi kisérletek igazoltdk, hogy az
dllandd kornyezetben €18 egyszeres fajtapopuldcid populd-
ciésiiriisége vagy egy n™ hatdrértékhez tart, ha t — oo ,
vagy n* koriil oszcilldl. Tehdt a novekeddsi réta ebben az
esetben nem lehet 4llanddé. A kisérletek alapjdn a noveke-
dési rdtdnak a slirliiség ndvekedésével cstkkenni kell, mds-
részt az oszcilldcid csak ugy johet 1létre, ha a novekedési
rdta a slirliség e15z8 iddpontbeli értékeitdl is fiigg. Ez
azt jelenti, hogy az 4llandd r helyett egy r(n,) funkcio-
ndlt kell alkalmazni, ahol n; a [-1,0] intervallumon ér-
telmezett, nt=n(t+s) (se [-1,0] ) Gsszefiiggésnek eleget te-
v3 fliggvény. Ezen tapasztalatok figyelembevételével, ju-
tott HUTCHINSON az 1948-ban kozolt

(0.1.) x(t) = = o x(t-1)(1+x(%))

késleltetett argumentumi differencidlegyenlethez, amelyben

az x(t) és az n(t) populdcié sfirtiség kozétti kapcsolatot az

x(t) = BB _ 4

x
n

osszefliggés fejezi ki, mig r(nt) = (1 - Eﬁjéll). A (0.1.)
n



egyenlet specidlis esete a STECH [32] &= WALTHER [35]
d4ltal tanulmdnyozott egyenletnek. Ugyancsak populdcids

~ probléma, illefve jérvanyfejlddés vizsgdlata sordn ka-
pott egyenlettel taldlkozhatunk a [3], [10], [18] dolgo-

zatokban.

A COOKE és YORKE [8] dltal vizsgdlt
(0.2.) z(t) = g(x(t))-g(x(t-L))

egyenlet szintén populdcids probléma kapcsdn meriilt fel.
Itt g(x(t)) a sziiletések szdmdt, mig g(x(t-L)) az elpusz-
tult egyedek szdmdt jelenti, L az élethossz. Néhdny koz-
gazdasdgi jellegll probléma is a (0.2.) egyenletre vezet.
Az 1. dbrdnak megfeleld elektromos dramkort szintén
késleltetett argumentumil differencidlegyenlettel lehet

leirni.

1. dbra



Itt A egy linedris erdsitd, P pedig az input és output
k6z0tti konstans késleltetést biztositja. A rendszer

mikodését leird egyenlet:

(0.3.) Li’? + (R+R))i’ + A Ryi’(t-h) + %i = B

Késleltetett argumentumu differencidlegyenlettel irhatd
le a hadihajdk automatikus irdnyitd késziilékeinek mitkGdése
(MINORSKY 1962). A klasszikus elektronsugdrzds vizsgdlata
sordn szintén késleltetett argumentumi differencidlegyenlet-
hez jutott SORG [31] . Retarddlt tipus( differencidlegyenlet
a SOMOLINAS (1978) &ltal vizsgdlt, uUgynevezett napraforgd

egyenlet:

(0.4.) x*? ¢+ 2x* & b sin x(t-r) = O.
T T

Ezen egyenlet érdekessége, hogy periodikus megolddsokkal
rendelkezik., HILL (1978) vizsgdlta a

(0.5.) Q’ = AQ(%-T) + G

egyenletet, amelynek homogén vdltozatdval mi is foglalkozni
fogunk.

Ezen dolgozat elsd fejezetében az
(0.6.) x(+) = Alax(t) - x(t-1))

egyenlet megolddsainak aszimptotikus viselkedését vizasgdljuk.



Itt A nxn-es valés mdtrix, a és r valds szamok, r > 0. A
(0:bs) egyenletet, illetve specidlis eseteit tobb szerzd
vizsgdlta. A mi vizsgdlataink ATKINSON és ZHANG [2] vizs-
gdlataihoz kapcsolddnak. Ok az

(0.7.) x(t) = p(x(t)-x(t-x))

(p valdés szdm) skaldris egyenletr8l bebizonyitottdk, hogy
karakterisztikus egyenletének legfeljebb egy pozitiv valds

részli megolddsa van, és minden megolddsa az
(0.8.) x(t) = y(¥)ec + xo(t)

alakban irhaté fel, ahol y(t) egy adott, nem korldtos meg-
oldédsa, xo(t) pedig korliatos megolddsa (0.7.)-nek, ¢ valds
szdm. ATKINSON és ZHANG a skaldris egyenletre kapott ered-

ményeit kiterjesztette a
(0.9.) x(t) = A(x($)-x(t-1))

rendszerre is, ahol A diagondlis mdtrix. Mi a (0.6.) egyen-
let karakterisztikus egyenletét vizsgdlva megadjuk a komplex
sik azon tartomdnyait, amelyekbe A sajdtértékeinek esni kell
ahhoz, hogy a (0.6.) egyenlet O megolddsa stabil, vagy
aszimptotikusan stabil legyen, illetve teljesiiljon a (0.8.)-
nak megfeleld eld4llitds. Az eredmények érdekessége, hogy a
(0.9.) egyenlet karakterisztikus egyenletének nemcsak egy,

hanem t6bb pozitiv valds részll megolddsa is lehet, ezért a



megolddsoknak a (0.8.) tipusi elddllitdsa, ellentétben a
diagondlis A mdtrix esetével, nem mindig lehetséges.

A (0.6.) egyenletet vizsgdlta HALE, INFANTE és TSEN [20]
is. Ok a komplex sik azon tartomdnyidt adtdk meg, amelybe A -
sajdtértékeinek esni kell ahhoz, hogy a (0.6.) egyenlet O
megolddsa aszimptotikusan stabil legyen minden pozitiv r-re.
Eredményeik a mi vizsgdlatainkbol is kovetkeznek.

A (0.9.) egyenletre kapott ereaményeink kapcsolddnak
GYORI [14,15] tgynevezett aszimptotikusan kozdnséges funk-
ciondl-differencidlegyenletekrdl irt dolgozataihoz is

annyiban, hogy a (0.8.) e€18411litdsbdl sok esetben egy
x(t) = y(%)(c+o(1))

tipusti e18411{tds is kivetkezik, ahol a linedrisan fiiggetlen
megolddsokbdl 411d y(t) mdtrix nem elfajuld.
A mdsodik fejezetben skaldris tipust egyenletekkel foglal-

kozunk. Eldszor az
0

(0.10.) x(t) = - S x(t+s)d h(t,s)
-r(t)
stabilis tipusu egyenlet megolddsainak aszimptotikus visel-

kedésérll nyeriink eredményeket. Kozvetlen mdédszerrel bebi-

zonyitjuk, hogy ha

lim sup S -h(u, -r(u))du < 1
t>ee  p 2 (%)



o

) BlkmlE)) = = o
%
akkor a (0.10.) minden megolddsa O-hoz tart, ha t = oo .,

Ez az eredménylink dltaldnositdsa a LADAS, SFICAS, STAVROULAKIS
[25] 4ltal k6z6lt eredményeknek. 0k a (0.10.)-nek az

x(t) = -p($)x(t-r)

specidlis esetére bebizonyitottdk, hogy p(t) > O,
t

o
lim sup p(s)ds <1 és | p(s)ds= oo feltételek mellett
t > co
t-r Ty

minden megolddsa O-hoz tart t = oo esetdén. Ezenkiviil a mi
bizonyitdsunk egyszeriibb.

A (0.10.) egyenletre nyert tételiinket alkalmazzuk az

0
x(t) = - &£ 3 x(t+s)d M (s)
-]

populdcids egyenletre is.

A mdsodik fejezet mdsodik részében Ljapunov mdsodik mdd-
szerének egy, a késleltetett argumentumi egyenletekre al-
kalmazhatd vdltozatdt irjuk le. A mi médszeriink MIKOLAJSKA
[26,27] és TERJEKI [34] munkdihoz kapcsolédik. A médszer 1é-
nyege, hogy a felhaszndlt w (t,x) segédfiiggvény nem dllan-
dé el5jelll, azonban az x W (t,x) dllandd eldjelil kell hogy

legyen. Ha ezen segédfiiggvény derivdltjdra adott feltételeink



teljesiilnek, akkor a megfelelld egyenlet O megolddsa stabil.
A stabilitdsi eredményen kiviil a megolddsok hatdrértékének
létezésére is nyertiink feltételeket.

Mindkét fejezet utdn néhdny példdn bemutatjuk a kapott
feltételek alkalmazhatdsdgdt.



Definicidk, tételek

A bevezetésben emlitett egyenleteket egységes mdédon is
le lehet irni. A HALE [19] dltal bevezetett terminoldgidt
feihasznélva az egységes irdsméd a kivetkezl lesz.

Jelolje R a valds szdmok halmazét,JR+ a nem negativ valds
szamok halmazidt. Legyen 0 < r < o< és C jelolje a [-r,0] -n
értelmezett R™-be képezd folytonos, korldtos fiiggvények
halmazit. Ha PeC, akkor 1egyen"¢w=supﬂ¢@NB€L—noﬂ
ahol |-1 egy R™-beli norma. Tekintsiik az x:[-r,t]-?.ﬁn
folytonos, korldtos filiggvényt (t > 0). Definidljuk az x, € C
fiiggvényt az xt(s):=x(t+s) (s€[-r,0] ) egyenldséggel.

Legyen F:R'xC - R™ folytonos funkciondl. Az

(0.11.) x(%) = F(t,xy)

differencidlegyenletet funkciondl-differencidlegyenletnek
nevezziik. Az x: [t -r,t +T) > R" (T>0) fiiggvény a (0.11.)
egyenlet (t_, @ ) €R'xC kezdeti feltételnek eleget tevs,
vagy a (to, ? ) e R"xC-n 4tmend megolddsa, ha x differenci-
41lhatd a (to,to+T) intervallumon, xto= P, és x eleget tesz
(0.11.)-nek [to,to+T)—n. Ezt a fiiggvényt szokds x(t,to, ® )-
val is jeldlni.

Ezutdn Osszefoglaljuk a funkcioné.l—dii’i’erenciélegyenle-

tekre ismert és dltalunk haszndlt eredményeket. A megoldd-

sok 1étezésérdl, egyértelmiiségérdl és folytathatdsdgdrdl
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sz41 a kovetkezd tétel. (BURTON [5], [6], HALE [19]).
A.Tétel. Ha F folytonos funkciondl és kielégiti a

Lipschitz feltételt, akkor minden (t_, % ) €R'xC-hez

van olyan T, hogy (0.l1l.)-nek létezik egyértelmll meg-

olddsa = [to—r,to+T) intervallumon. He F minden kor-

ldtos zdrt halmazt korldtos zdrt halmazba képez, akkor

a korlitos megolddsok maximdlis értelmezési tartomdnya

[to, o= ), Ha P linedris, akkor minden megoldds [ty os )=n

van értelmezve. ‘

Az dltalunk vizsgdlt (0.6.) egyenletben

Tehdt F linedris. Legyen @ a [to-r,to] , (r>0) inter-
vallumon értelmezett folytonos fliggvény. Ekkor az A.Tétel
alapjdn a (0.6.) egyenletnek létezik a (%, ? )-n 4dtmend
megolddsa, ez a megoldds egyértelmil és a [to-r, oo ) in-
tervallumon van értelmezve. Ugyanez érvényes a (0.10.)
egyenlet megolddsaira is. Mi ezen megolddsok aszimptoti-
kus viselkedését vizsgdljuk, azaz az x(t,to, ® ) viselke-
dését, ha t > oo .

Sziikséglink lesz a stabilitds és aszimptotikus stabili-
tds fogalmdra. Tegyiikk fel, hogy F(t,0) = O, ha t> O.

l.Definicid. A (0.11l.) egyenlet O megolddsdt stabil-

nak nevezziik, ha minden § >O0-hoz és tolz O-hoz van

olyan d( E,to) > 0, hogy, ha eIl < o , akkor
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Ix(t,%,, $, N =< € ha t = t_.
2.Definicid. A (0.11l.) egyenlet O megolddsét aszimp-
totikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és

1im x(%t,t_, 9 ) = O.
t> oo »

Ezek a definicidk tobbek kozdtt KRASZOVSZKIJ [22] és
HALE [19] munkdiban megtaldlhatdk.

A funkciondl-differencidlegyenletek megolddsai aszimp-
totikus viselkedésének vizsgdlatdra a kozonséges diffe-
rencidlegyenletekre alkalmazott médszerek haszndlhatdk,
azonban ezeket a mddszereket sok esetben &t kell alaki-
tani, illetve dltaldnositani. Ez a megdllapitds igaz az
daltalunk alkalmazott vizsgdlati mdédszerek koziil a karak-
'terisztikus egyenlettel kapcsolatos médszerre és a
Ljapuno§ fliggvényt haszndld médszerre is.

A kozdnséges differencidlegyenletek koziil a linddris,
konstans egylitthatdés egyenlet megolddsainak aszimptotikus
viselkedését a karakterisztikus egyenletének megolddsai
hatarozzdk meg. A linedris konstans egylitthatds, konstans
késleltetésli differencidlegyenletek megolddsainek visel-
kedését szintén a karakterisztikus egyenlet megolddsai
dontik el. Tekintsiik az

N
(0.12.) x(t) = 5 Ajx(t-rp)
1=0
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differencidlegyenletet, ahol N pozitiv egész szdm,

A,(1=0,1,2,...,N) nzn-es konstans mdtrix, O=r <r;<...<ry

valés szdmok. A (0.12.) karakterisztikus egyenlete a
N
-T2
(0.13.) det( Z: Aje -zE) = 0
1=0

egyenlet. A (0.12.) egyenlet megolddsai és a (0.13.)
egyenlet megolddsai kozdtti kapcsolatrdél nyert legfonto-
sabb eredmény a kovetkezd:

B.Tétel. Ahhoz, hogy a (0.12.) egyenlet O megolddsa
aszimptotikusan stabil legyen sziikséges és elegendd, hogy
a (0.13.) egyenlet minden megolddsa negativ valds részi
legyen.

Ez az eredmény HALE [19], ELSZGOLC-NORKIN [12] munkdi-
ban megtaldlhaté. A karakterisztikus egyenlettel kapcso-
latos vizsgdlatok taldlhatdk a [9], [18], [20], [23] dol-
gozatokban is.

A (0.13.) egyenlet baloldala kvdzipolinom, amelynek
végtelen sok zérdhelye lehet. A zérdhelyeknek a komplex
sikon valé elhelyezkedése vizsgdlatdra alkalmazhatd pél-
ddul az uYgynevezett amplitudé-fdzis mddszer [12], vagy a
D-felosztds mdédszere [12], amit az 1. fejezetben ismerte-

tiink.

Ezutdn fogalmazzuk meg Ljapunov médszerdt funkciondl-

~differencidlegyenletekre. Tekintsiink egy V:R x IRD‘3>’1R g
U

[ < o N,

/ . kS
/ 2, A 4
{ P AN
(= #2734 = |
il [V >
1\ VAl
R\ o
N 2 DS/
0 PonT ® _f‘//
»’\-\\' 0, < ]“\ ¥ _//
N =
b —
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fliggvényt, amely mindeniitt folytonos, és folytonosan
parcidlisan differencidlhaté minden valtozdja szerint
BXURn‘\{O} )-n, valamint pozitiv definit, azaz van
olyan b:RY > Rt szigortdan monoton fiiggvény, hogy

b( Ixl) < V(t,x), ha te RY, xe R™. Ezen fiiggvény deri-

vdltja a (0.11l.) rendszer szerint a

n
ft, ¥) = -f)—‘t’(t,won v Y 2%, 9 (0))F;(t,9)

0X;
i=]

funkciondl, ahol Fi(t,¢ ) (i=1,2,...,n) az F(t,? ) kompo-
nenseit jelenti. Ha V<0 akkor a O megoldds stabilis. A
kozonséges differencidlegyenletek elméletében ilyen
Ljapunov fliggvény létezése sziikséges is a O megoldds egyen-
letes stabilitdsdhoz. A funkciondl-differencidlegyenletek
korében ez nincs igy [12. 139.0ldal] .

Funkciondl-differencidlegyenletek megolddsai stabilita-
sanak vizsgdlatdra KRASZOVSZKIJ bevezette a Ljapunov
funkciondlt [22]. Ljapunov funkciondl alkalmazdsdval a
stabilitdsra hasonld sziikséges és elegendl feltételeket
lehet kapni funkciondl-differencidlegyenletekre, mint a
kozonséges differencidlegyenletekre Ljapunov fiiggvény
segitségével. Ljapunov funkciondlt alkalmaz példéul
BURTON [6], HALE [19]. Ezen médszer alkalmazhatdsdgdt sok
esetben megneheziti a megfeleld Ljapunov funkciondl meg-

konstrudldsa.
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A funkciondl-differencidlegyenletek megolddsai stabi-
lit4sdnak vizsgilatdra mdsik eljdrds az, hogy a V < O
feltételt nem minden esetben koveteljiik meg. RAZUMIHIN
csak olyan esetekben kiovetelte meg a v < 0 feltételt,

amikor
V(t+s, ¢ (8)) < V(t,9 (0))

teljestil s €[-r,0] -ra. RAZUMIHIN eljdrdsdt tovdbb lehet
dltaldnositani az aszimptotikus stabilitds vizsgdlatdra

is [27], [34].
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1. Autondm rendszerek vizsgdlata,a trividlis

megoldds aszimptotikus stabilitdsa

Ebben a fejezetben az
(el ) x(t) = A(ax(t) - x(t-7))

egyenletet vizsgdljuk, ahol A nxn-es valds mdtrix a,r
valdés szdmok, r > 0. A vizsgdlatok egyik célja, hogy
megadjuk az A sajdtértékeire, és az a valds szdmra azo-
kat a feltételeket, amelyek teljesiilése esetén az (1l.1.)
karakterisztikus egyenletének csak negativ valds részil
megolddsail vannak. A kapott feltételek felhaszndldsdval
az (1.1.) egyenlet O megolddsdnak aszimptotikus stabili-
tdsdrdl nyeriink eredményt. Célunk tovdbbd, hogy ATKINSON
és ZHANG [2] skaldris egyenletre nyert eredményeit ki-
terjessziik az (1.1.) egyenletre a = 1 esetén.

Az (1.1l.) karakterisztikus egyenletének a
(L.2.) det(A(a-e F%)-zE) = 0

egyenletet nevezziik [12] , amelynek megolddsaival jelle-
mezhetd az (1l.1l.) egyenlet megolddsa. Az (1l.2.) és az
(1.1.) egyenlet megolddsai kozott az aldbbi kapcsolat
all fenn:

C.Tétel. Ahhoz, hogy (l.l.) minden megolddsa O-hoz
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tartson t = o< esetén sziikséges és elegendd, hogy
az (1.2.) minden megolddsa negativ valds részil legyen.
Ha (1.2.)-nek a z=0 egyszeres multiplicitdsu megolddsa
és mds nulla valds részil megolddsa nincs, akkor (1.1.)
minden megolddsdnak létezik a hatdrértéke t - o< esetén
[4].
Tehdt az (1.2.) megolddsainak valds részét kell vizs-
gdlnunk. Az (l.2.) megolddsairdl tudjuk a kovetkezdt.
D.Tétel. Létezik olyan c¢ valds szdm, hogy (1l.2.) minden
z megolddsdra a Re z <c teljesiil [12]. Ha ZqsZpyees 8Z
(1.2.) megolddsainak sorozata és lim Izk|= o , akkor

k>0

lim Re z)=- o= [12].
k>co

Mivel az (1.2.) egyenlet baloldala az egész komplex
sikon holomorf filiggvény, ezért az (1l.2.) megolddsainak
nincs véges torldddsi helye [33].

1.1. A karakterisztikus egyenlet jellemzése.

Alakitsuk 4t az (1.2.) egyenletet az a-e *2.kiemeldsé-

vel. Ekkor az

(1a5:) (a—e" %) det(a - -—ié;z E) =0
a—e

egyenlethez jutunk. Az (1l.3.) egyenlet alapjdn az (1.2.)

megolddsairdl a kovetkezdt 411ithatjuk.
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L)

l.Segédtétel. Tegyiik fel, hogy det(A)#0. Ekkor az

(1.2.) egyenletnek azok és csak azok a z komplex szdmok

a megoldésai, amelyek az
(1) z - o (a—e"T2) = 0

egyenletek megolddsai. Itt 11 az A sajdtértéke, tehdt az
(1.4.) egyenletek szdma n.

Bizonyitds. A bizonyitdst két részletben végezziik.

Eldszsr a 0-1t61 kiilonbozl megolddsokra bizonyitjuk az
d411itdst, majd a z = O-ra.

(i) Legyen z # O megolddsa (1l.2.)-nek. Ekkor az
a-e T%z0 nem 41lhat fenn, mert akkor (1.2.)-bSl z = O
kdvetkezik, ami ellentmond a feltételiinknek. Igy az (1l.2.)
egyenlet ekvivalens az (1.3.)-bd1l kapott,

z —
det(A - ;eTI‘?E) =0

egyenlettel. Ez az egyenlet azokra és csak azokra a z # O

komplex szdmokra teljesiil, amelyekre a

Z

=%
a-er

egyenldség fenndll A valamely L sajdtértékére. EbbSl
dtrendezéssel kapjuk (1l.4.)-t.
(ii) Tegyiik fel, hogy z = O megolddsa (1.2.)-nek. Be-

helyettesités utdan a

det(A(a=1)) = O
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egyenllséget kapjuk, ami csak akkor teljesilil, ha a = 1.
Tehdt z = 0 (1.2.)-nek csak a = 1 esetén lehet megolda-
sa, mivel det(A) # O. Ha (1.3.)-ba a = 1-t helyettesitiink,

akkor az
(1-e" %) get(A - —2—E) = 0
-1z
1-e
egyenletet kapjuk. Mivel.limo-z—%;gz = %, ezért a z = O
z-> -e

legaldbb n-szeres megolddsa ennek az egyenletnek. Tehdt

(1.2.)-nek a = 1 esetén a O n-szeres megolddsa, ha
1
det(A - = E) # O,

azaz az % nem sajdtértéke A-nak, és n+k szoros megolddsa,

ha az % k-szoros sajdatértéke A-nak. Mdsrészt a z = O

(l.4.)-nek is csak a = 1 esetén lehet megolddsa. Ha (1.4.)-

be beirjuk az a = 1-t, akkor a

—I‘Z)

z - A (1-e = 0

egyenlethez jutunk, amelynek a z = O az A minden A sajdt-
értékére megolddsa. Ha A= %, akkor ennek az egyenlet-
nek a z = O kétszeres megolddsa. A O magasabb multiplici-
t4si megoldds nem lehet, mivel a (z- (1l-e7F%)ss= r2e—rz¢0,
ha z komplex szdm. Tehdt,ha a = 1 és % nem sajétértéke

A-nak, akkor a z = O egyszeres megolddsa (l.4.)-nek A minden
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A sajdtértékére, azaz (1l.2.)-nek n-szeres megolddsa.
Ha a = 1 és:% k-szoros sajdtértéke A-nak, akkor az (1l.4.)
egyenletek kozlil k-nak a O kétszeres megolddsa, tehdt
(1.2.)-nek n+k-szoros megolddsa. Ezzel a bizonyitdst be-
fejeztiik.

Ezek utdn az (l.4.) egyenlet megolddsait kell vizsgal-
nunk. Az (1.4.) egyenlet baloldala egy kvdzipolinom,
jeloljik fa(z)-vel. Tehdt fa(z) zérdhelyei az (1l.2.)
egyenlet megolddsai lesznek, s8t ha z # 0 az (1.4.) k-
gzoros megolddsa, és M az A j-szeres sajdtértéke, akkor
z#0 &z (1.2.) egyenlet j-k-szoros megolddsa lesz [12].

Vezessiik be a AL=Re’® jels1ést, ahol R>0, -T<¢ <TI.

Igy a vizsgdlt egyenlet

(1.5.) z-Re™? (a-e”"T2) = 0

alaku.

Az (1.5.) zérdhelyeinek elhelyezkedését a D-felosztds
médszerével vizsgdljuk. A D-felosztds mdédszerének lénye-
ge az, hogy az (a,R, @) tér —oc= < a < oo, R>0,
SMT<9o < T feltételeknek eleget tevd részében megha-
tdrozzuk azokat az (a,R, ¢ ) pontokat, ahol fa(iy) =0
teljesiil valamilyen y-ra, azaz (1.5.)=-nek nulla valds részil
megoldasa van. Ezek a pontok feliileteken helyezkednek el.
Ha a-t, R-t és ¢ -t Ggy vdlasztjuk, hogy az (a,R, ¢ )
pont rajta van egy ilyen feliileten, akkor (l.5.)-nek O
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valdés részil megolddsa is lesz. A feliiletek meghatdrozdsa
utdn megvizsgdljuk, hogy a feliileten &thaladva hogyan
vdltozik (1.5.) megolddsainak valds része. Mivel (1.5.)
megolddsainak valds része folytonosan fligg a-tdél, R-t41
és ¢ -t81, ezért egy negativ valds részill megolddsbdl
csak Ugy lehet pozitiv valds részil megoldds, hogy kbzben
dthaladtunk egy olyan feliileten, amelyen nulla valds
részii megoldds is van. A vizsgdlatok eredményeként az
(a,R,p ) teret olyan tartomdnyokra bonthatjuk, amelyekben
az (1.5.) pozitiv valds részil zérdhelyeinek a szdma
dllandd.

Irjunk z helyett x+iy-t és bontsuk (l.5.)-ben szét a

valés és képzetes részt. Ekkor az

(1.6.) X - Racos @ + Re T%

]
(@}

cos(@ -ry)

(1.7 y - Rasin @ + Re™*%

Il
(@)

sin(@ -ry)
egyenletekhez jutunk. x helyébe O-t helyettesitve az

(1.8} -Racos ¢ + Rcos(¢ -ry) = O

(1¢9.) v - Rasin @ + Rsin(@ -ry) 0

egyenletrendsé%hez jutunk. Ezen négy egyenlet alapjdn
(1.5.) megolddsairdl a kovetkez8ket 41lithatjuk.

2.Segédtétel. Ha a-cos @ < -1, akkor (l.5.)-nek csak

negativ valds részil megolddsai vannak. Ha a-cos = 1
g ’
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akkor (l.5.)-nek van egy pozitiv valds részll megolddsa,
a t0bbi megolddsa negativ valds részii.

Bizonyitds. (1.8.)-bdé1l kdvetkezik, hogy a-cos @ =

= cos( @ -ry). Nincs olyén y, amelyre a-cos ¢>1 esetén

ez az egyenlet teljesiilne. Az (1l.6.) egyenletbdl az

rx

X = Ra cos ¢ - Re " “cos( ¢ -ry)

egyenlet kovetkezik. Ez az egyenlet pozitiv x-re
a-cos ¢ < -1 esetén nem teljesiilhet, mivel ebben az eset-

ben a jobboldal

rx

Ra cos ¢ + Re ~“cos(9p -ry) < -R+R = O.

Az 4llitéds mésik részének a bizonyitdsdhoz felhaszndljuk

Rouché tételét [33] . Tudjuk, hogy a-cos @ >1 és

fa(z) =z -ALa+ALe T2,

Iz

Vezessiik be a h(z) = 2z - ma, g(z) =4 e 7 ° fliggvényeket,

ezzel
fa(z) = h(z) + g(z).

Tekintslik a komplex sikon azt a Cq zdrt gorbét, amely a
Q sugarui, origé kvzéppontu kor Re z =0 félsikba esd
részébll, valamint a képzetes tengely - Q-i és Q-i kozé

es§ részébdl 411. A D.Tétel és a bizonylitds elsd része

alapjdn, ha 9 elég nagy, akkor fa(z)-nek a Cq gbrbén



22

és a Cq gorbén kiviil & Re 2 =0 félsikban nincs zéré-

helye. A Cq gorbét a 2. dbrdn ldathatjuk.

|
QL]
8
_9[ ot
2. &bra

Rouché tételének alkalmazdsdhoz be kell 1ldtni, hogy a

Cq gorbén |h(z)l >1 g(z)l. z = iy, akkor I|h(z)l = Iiy—Raeiq)I=

= \/R acos® ¢ +(y-Ra sinq>) Ig(z)l IRe1? ¢~T1Y| - R, igy

ha |a cos q>|>1 akkor \/R a“cos q)+(y -Rasin qJ)2 =IRa cos @l > R.
=g ™ (lxI< 121) , akkor, mivel lim Ig(z)l=lim Re g o=,

-» O

valamint |z-mal’=(qcose —Ra cos ¢)+@sin< - Rasin q))2 , ezért

lim Ih(z)l= oo . Tehdt, ha 9 elég nagy akkor a Cg

g~ o
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gorbén |h(z)l > Ig(z)l . Rouché tétele alapjdn h(z) = z- ma
fiiggvénynek a Cq gorbe belsejében ugyanannyi zérdhelye
van, mint a h(z)+g(z) = fa(z) fiiggvénynek. Mivel h(z)-nek
pontosan egy zérdhelye van a gorbe belsejében, ezért
fa(z)-nek o - 9 fgy a segédtétel igasz.

A tovébbiakban az (a,R,9 ) térnek az lacos ¢l < 1
feltételeknek eleget tevd részét fogjuk vizsgdlni. Az
(a, ¢ ) sik ezen feltételnek eleget tevd pontjait ldthat-

juk a 3. &bran.

Legyen tehdt la cos ¢l < 1. Ekkor az (1.8.) egyenletbdl

az
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(1.10.) ¢-ry = arc cos(a cos @) + 2 kT
vagy
£1.31.) ¢-ry = — arc cos(a cos@ ) + 2 kT

egyenletekhez jutunk. Az (1.10.)-t illetve az (1.11l.)-%
az (1.9.)-be behelyettesitve az

vy = R(a sin@ =-sin arc cos(a cos9)),
illetve az

R(a sin @ +sin arc cos(a cos@))

y

feltételeket kapjuk. Tehdt f.a(iy) = O csak olyan y-ra
teljesiilhet, amelyre az (1.10.) alapjdn az

(1.312.) y = %( @ —arc cos(a cos@ )+2 kI )
és
{1.13.) vy = R(a sin@~-sin arc cos(a cos9))

feltételek, vagy az (1l.11l.) alapjdn az

(1.14.) vy = -i‘,—(q) +arc cos(a cos@ )+2 k1)
€s

{1.15.) ¥ = R(a sin@ +sin arc cos(a cos ¢))

feltételek teljesiilnek. Az (1.10.) és (1.11.) formuldk
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lal = 1 esetén specidlis alakuak, ezért eldszir ezeket
az eseteket vizsgdljuk.

1.2, Az aszimptotikus stabilitdst kizdrd eset vizsgdlata

Legyen tehdt a = 1, igy (1.5.)-bé1

£1(2) =z -p+u 8.

Az 1. Segédtétel bizonylitdsa alapjdn tudjuk, hogy z = O
zéréhelye f,(z)-nek, és ha a # 1, akkor z = O nem lehet
zérdhelye fa(z)—nek.

Tekintsiik az (1,R,9 ) sikon a kovetkezS gorbéket:

. |
Gig = {(1,R, 9 ) Rrisingl= gl , ha 0<IPI<T és R=2, haq>=0}
¢, = {(1.:R,0 )l BrIsingl= lg+ KT , ha o<lpi<T | k =1,2,3,..

Ezen Gq) gorbék fogjdk hatdrolni azokat a tartomdnyokat,
amelyekben az f;(z)-nek ugyanannyi pozitiv valds részil
zéréhelye van. A kovetkezd 4d1litdsok az f,(z) z = 0-tS1
kiilonbszd zérdhelyeirdl szdlnak.

3.S5egédtétel. fl(z)-nek akkor és csak akkor vannak O

Co So
valds részil zérdhelyei, haaLe€ L} G- Minden pL€ ¥, Gy
k=0 . k=0

esetén pontosan egy O valds részil zérdhely van.
Bizonyitds. Helyettesitsiink (1.12.)-be és (1.13.)-ba
a = 1-t, ekkor az y = % 2kl és az y = RO egyenlethez
jutunk, amelyekbdl y = O kovetkezik, tehdt a z = O megolddst
kaptuk. Az (1l.14.)-be és (1.15.)-be behelyettesitve az a = 1l-t

az
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(1.16.) 129 +2xT)

{1.27.) y=R 2 sing

osszefiiggésekhez jutunk. Ezen Osszefliggésekbll az
(1.18.) ¢ + Xl = Resing , k€ 2

feltételhez jutunk. Tehdt, ha f,(z)-nek van O valds részil
zérdhelye, akkor a AL = Rel?® eleget tesz (1.18.)-nak.
Mivel R > 0, ezért ha -T< ¢ < 0, akkor k <0, ha

o< o<1 , akkor k = 0 feltételeknek kell teljesiilni.
Ezen utébbi feltételek mellett (1.18.) éppen a Gy 8Or-
bék definicidjdban szerepld formuldt adja. Most bizonyitsuk
be, hogy minden pue€ Ej Gk esetén legfeljebb engValés
részqoiéréhelye van £§12)-nek. Tegyiik fel, hogy van olyan
AL € é:g Gk , hogy fl(iyl) = fl(iyz? = 0 gy, hogy
¥1¥p # 0 és yq # y,. Legyen Moo= Roelq)o . Az (1.16.)

és (1.17.) R = Ry, @ = @, esetén teljesiil y,-re és
yo-Te. (1.16.)-bd1

29 +2k T ke 2
29, +2; MW Jez

I‘yl
ry2

feltételeket kapjuk. (1.17.)-bS1

y, = 2 Rsin ¢,

Yo 2 Rosin P,
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Tehdt y; = y,. Ez ellentmondds, gy minden e k§0G1k
esetén legfeljebb egy y # O tesz eleget az fl(iy) =0
egyenletnek. Mdsrészt, ha M = Reiq) és M eleget tesz
(1.18.)-nak, akkor y = 2R sin ¢ megolddsa lesz az
fl(iy) = O egyenletnek. Ezzel a bizonyitds teljes.
Vizsgdljuk meg a Gy gorbéket. A definicidkbdl 1ld4t-
haté, hogy a gorbék a @= O egyenesre szimmetrikusak.

Azonkivil az

R - 0+ kI

r sin@

184111 t4sbd1l kdvetkezik, hogy 0 <o <L esetén

) . 9+ KTT
lim R = lim —=———r———— =
¢ >T q,_;j-[rs:anp
Ha kK # 0, akkor
. oaa 94+ KT
%J;HBR"%i%rsincp = =
Ha k = 0, akkor
; S T T AN |
q:,h_;ncl,R'%J;I%rsincp .

A G, gdrbe a (- ,0) intervallumon monoton csokken,

a (0,1 ) intervallumon monoton nd, ¢ = O-ban minimuma
van, amelynek értéke %. A Gy, gbrbe a (- T ) inter-
vallumon konvex.

A le(k;éo) gorbék két gorbébSl dllnak, amelyek egymds
tilkkorképei a @ = O egyenesre. A Gy gorbék konvexek, a
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(o, cpo) intervallumon monoton csdkkennek, a ( @, ,’JT)

intervallumon monoton ndének, azaz @, -ban minimumuk

van. Itt ¢, a tg¢ =0 +k I egyenlet megolddsa. Ha

K > oo , akkor a minimumhelyek lrz— -hoz tartanak. Mivel
(e T

0+ KIU < Lrlkl)ll minden O < ¢ <M -re, ezért

r sin¢@ r sin ¢
rogzitett ¢ esetén a k novekedésével a megfeleld R(9 )

is novekszik, azaz Gy NGy, =9, ha j# k. A G gorbé-

ket a 4. dbran vazoltuk.

\R

I I
I I
I I
| I
: G;y :
| |
I

l I
{ |
I 677 l
| I
| |
|

: I
| Gyp }
| 1 |
| P '
! |
I i

4, &bra
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A Gy gTbék az (1,R, ¢) sikot (R > O, “M<o<T )
Osszefiiged tartomdnyokra bontjdk. Ha a o -t egy tartomdny-
bél vdlasztjuk, akkor fl(z)-nek ugyanannyi pozitiv valds
rész{l zérdhelye van, . véltoztatdsdval csak akkor v4l-
tozhat meg az i'l(z) pozitiv valds részll zérdhelyeinek a
szdma, ha A dthalad valamely Gy gorbén.

Tekintsiik ezeket a tartomdnyokat, legyen

P +T -
T = {(1,R.<p)l Tsing <R< _rl_%TrW'ha o<lpl<L, -1,.— < R<®° ha cp=0}
194 (K-)IT QI+ kT —
T“‘z{“’R"P)' risin @| SR _ﬁ:&n—qﬂ » ha 0<lIpI< J[} k=234..

A tovdbbiakban meg fogjuk hatdrozni, hogy T, o~Pan és
T,,~ben vdlasztva a AL -t i’l(z)-nek hdny pozitiv valds
rész{i zéréhelye van.

4.Segédtétel. Ha me T,,, akkor f£;(z)-nek csak negativ

valds részli zérdhelye wvan.

Bizonyitds. Elég T, o~nak csak egy pontjdt megvizsgdlni.

Legyen ¢ = I és R>0. Ekkor
£1(z) =z + R - Re™T2

Legyen z = x + iy és tegylik fel, hogy i‘l(z) = 0. Ekkor
Refl(z) = Im i’l(z) = 0, azaz
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-IX

X + R = Re cos ry,
y = Re"T*gin ry.

Ezekbll az
(x+R)2 + y2 = REgEE

egyenliséget kapjuk. Ez az egyenldség x > 0 esetén nem

teljesiilhet, mivel ilyen xX-re

(x+R)% + y2 SR® > Reg XX

2.Segedtetel. Ha a Gy gorben athaladunk T, ,-bol

T,,~ba, akkor az f,(z) nulla valds részil zérdhelyeinek
a valdés része novekszik.

Bizonyitds. Azt kell beldtnunk [12] alapjdn, hogy a

of of

a a
_ 3R IR + —5¢d¢
dx = -Re
of
a
d 2z

kifejezés nem negativ a le gorbéken. Kiszdmolva a deri-

valtakat kapjuk, hogy

—ael? 4o-TZ1(0 —ry))dR + (Raie?® +Rie~TX1( @ —ry))d¢

(
dx = =Re ;
1l - R:c'el((I> -II’)e-IX

Legyen ¢ = konstans, ekkor 4 @ = O. Szorozzunk be a nevezd

konjugdltjdaval, igy a
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—ael® | e TEL(P ~TY)_p o mTE(o"TX 41TV

dx = =Re
(l—Rre-rxcos(tp -ry))2+(Rrsin(qJ--ry)e-rx)2

kifejezést kapjuk. Vegyilkk figyelembe, hogy a Gy

gorbéken x = 0, ezért

a cos ¢ -cos(g -ry)+Bxr(1l-a cos ry)

{1.19.) d= > ) 2
(1-Rrcos(9 -ry))° + (Rrsin(¢ -ry))

A nulla valds részil zérdhelyre (1.8.) is teljesiil, ezért
a = l-re az (1.19.) szdmldldéja nem negativ. Ha R ndvek-
szik, akkor dR > 0, ezért dx = O. Bebizonyithatjuk, hogy
dx csak bizonyos y-ra lehet nulla, ugyanis (l.16.)-t
felhaszndlva a Gy, gorbén a nulla valds részi zérdhelyre

az
1 -cosry=1=-cos(2¢+2kT) = 1 - cos 29

teljesiil. Ez a kifejezés csak ¢ = kIl esetén nulla, azaz
a mi esetiinkben csak ¢ = O esetén, a Gy o gorbén. A t6bbi
esetben dx > 0. Tehdt ha a @ = O egyenessel parhuzamosan
haladunk &t a Gy, gorbén az R ndvelésével, akkor az £,(2)
nulla valds részi zérdhelyeinek a valds része novekszik.

A 4.Segédtétel alapjdn T, .-ban csak negativ valds részi

10
zérdhelye van fl(z)-nek, ezért a G, y-ra érve egy negativ

valds részil zérdhelybdl nulla valds rész{ zérdhely lesz.
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EbbSl a nulla valds rész{l zérdhelybdl T,,~-ben pozitiv
valds részii zérdhely lesz. Ha bebizonyitjuk, hogy a nulla
valds részii zérdhelyek multiplicitdsa egy, akkor, felhasz-
ndlva a 3.Segédtételt, azt kapjuk, hogy T{,-ben fl(z)—nek
pontosan egy pozitiv valdés rész{l zérdhelye van.
Tudjuk, hogy
£3(z) =1 -ure” 2T

2

£27°(z) =u r e”?T £ 0, hapu # O,

ezért fl(z)-nek legfeljebb kétszeres zérdhelyei lehetnek.
A kétszeres zérdhelyek elhelyezkedésérdl szdl a kidvetkezd
dllités.

1

& esetén a z = 0 kétszeres

6.Segédtétel. fy(z)-nek M =
zérdhelye, a t6bbi kétszeres zérdhelye pozitiv valds ré-
szi, és minden le,(k = 2j > 2) gorbén pontosan két olyan
értéke van a AL -nek, amelynél fl(z)-nek kétszeres zé-
‘réhelye van. A Gy g gorbéken kiviil esé§ AL -re nincs
fl(z)-nek kétszeres zérdhelye.

Bizonyitds. Legyen z  az fl(z) kétszeres zérdhelye.

Ekkor fl(zo) = fi(zo) = 0, azaz a

z, - A (1=-e"T%9) = ¢
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-2,
(1.20.) 1l - ure =0

egyenleteknek kell teljesiilni. EbbSl a két egyenletbdl
2, =M - . Ha ezt visszahelyettesitjiik (1.20.)-ba azt
kapjuk, hogy

i 4
. —(Re*? - I)r
l= Rrel¢e o
Ebben az egyenletben vdlasszuk szét a valds és képzetes
részt, igy az

1-RrcosQ
{121, ) 1 = Rre cos(p -Rrsin¢)

1-RTrcosQ

(L22:) 0 = Rre sin( @ -Rrsin ¢)

egyenletrendszert kapjuk. (1.22.)-bdl
sin( @ -Rrsin@) = O
kovetkezik, amelybdl
¢- Rrsin ¢ = kT , ke 2

Osszefliggéshez jutunk. (1.21.) miatt cos( @ -Rrsing9) >0
kell, hogy legyen, ezért k = 2j . Tehdt ha fl(z)-nek van



részil zérdhelye. A bizonyitds teljességéhez még hozzd-
tartozik annak megxnutatésa, hogy vannak olyan pontok az
(R, ¢ ) sikon, amelyek (1.23.)-t és (1.25.)-t is kielégi~-
tik.

Legyen b az 1 + 1nx = -x egyenlet megolddsa, és te-
kintsiik az (1,R, ¢ ) sikon az (1.25.) egyenlettel defini-
alt Ll g0rbét:

L, = {(1,R,9)I - T<o<W, Rrcos ¢ = 1 + IlnRr,Rr>Dj
Az &gllitéds az, hogy az Iy gorbének a Glo—val pontosan egy
a le(k = 1) gorbékkel pontosan két metszéspontja van.
(1.25.) &trendezésével a

1+1nRr
(1.26.) cos ¢ = —E——-

1+1InBr
Osszefiiggéshez jutunk. Ha Rr = b, akkor -1 < = = 1,
valamint figyelembe véve a cos fliggvény pdrossdgdt az Iq
gorbe szimmetrikus a @ = O egyenesre, és minden Rr 2 b

esetén pontosan két pont tesz eleget (1.26.)-nak az

1l+Inkr g
(R, 9) sikon. Mivel = kifejezés Rr > l-re szigoruan
) " 1+InRr
monoton csdkken és lim e——-—— = 0, ezért ha Rr > 1 és
B, (B {+InRr 2
G .o , o
0< ¢ <1l , akkor a @ = arc cos = fliggveny szigo-
, 1+1nRr T
ruan monoton nd és %.im arc cos —jg—— = 5 - 0. Ha b<Rr<l1,
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1+1nRr .
akkor a @ = arc cos = szigoruan monoton csdkken és

értékkészlete (0, ). Ha Rr = 1, akkor ¢ = 0. Az Ly

gorbe az 5. dbrdn 1l4thatd.

5. dbra

Osszehasonlitva a 4. és 5. &br4t ldtszik, hogy Ll/\ Gy

mem tires, ha k = 0,2,4,..., azonkivill L;/\ ¢, = {(%,o)} .
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Az eddigi vizsgdlatok eredményeit a kovetkezd tételben
foglalhatjuk Ossze:

1l.Pétel, Ha L € le\v/le, akkor fl(z)—nek pontosan
k darab pozitiv valds részll zérdhelye van.

Bizonyitds. A 4.Segédtétel alapjdn tudjuk, hogy ha

M€ T4, akkor fl(z)-nek a z = 0 mellett csak negativ
valds részll zérdhelyei vannak. Legyen @ =9, #0,
rogzitett. Ha R novelésével a Q=0 egyenesen Tlo—bél
Glo—re ériink, akkor valamelyik negativ valds részi zérd-
helybdl nulla valds részil lesz. Tehdt ME G, esetén
fl(z)—nek zéréhelye a z = O, valamint egy tiszta képzetes
szdm, a t6bbi zérdhely pedig negativ valds részil. Ha R-t
tovabb noveljiik, akkor az 5.Segédtételbdl kovetkezik, hogy
a tiszta'képzetes zérdhelybdl pozitiv valds részil zérdhely
lesz. Tehdt M € 711 esetén fl(z)—nek a z = 0 mellett
van egy pozitiv valds részi zérdhelye, a t6bbi zérdhelye
negativ valdés részll. Még azt kell beldtni, hogy ha a

¢ =9 egyenesen haladunk R névelésével, akkor po-
zitiv valdés rész{l zérdhelybdl O valds részfl zérdhely nem
lesz. Ezt indirekt bizonyithatjuk. Tegylik fel, hogy le-
bé1 Gy -Ta érve'valamelyik pozitiv valds részﬁ'zéréhely 0
valés résziivé vdlik. Ekkor a G, e8y kicsi kbrnyezetében

erre a zérdhelyre a dx < O feltételnek kell teljesiilni,
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viszont a Gqy gorbén mdr dx > 0, mint ahogy azt az
5.5egédtételben megdllapitottuk. Ez ellent mondds.
Igy a bizonyitds kész.

Visszatérve az (l.1l.) egyenlethez, a = 1 esetén az
127 +) x(t) = A(x(t)-x(%-r))

egyenletet kapjuk. Az 1l.Tétel és az l.Segédtétel alapjén
igaz a kovetkezd &llitds.

l.Kovetkezmény. Ha A minden sajatértéke T,o~ba esik,

akkor (1.27.) minden megolddsdnak létezik a hatdrértéke
t > o= esetén.

Bizonyitds. Az l.Segédtétel alapjén az (1.27.) karak-

terisztikus egyenletének a z = 0 n-szeres megolddsa,
mivel % nem lehet sajatértéke A-nak a feltételeink szerint.
Az (1.27.) z = O-hoz tartozd n darab linedrisan fiiggetlen
megolddsa ebben az esetben az R™bSl vett n darab linedri-
san fliggetlen vektor lesz. Mivel az (1.27.) karakteriszti-
kus egyenletének a tobbi megolddsa negativ valds részii,
ezért a C.Tételbll kovetkezik, hogy igaz az 411litds.

A megolddsok hatdrértékérdl szdl a 2.Tétel.

2.Tétel. Legyen g(t) adott folytonos flggvény [-r,0] -on.
Ha A minden sajdtértéke T,o~-ba esik, akkor az (1.27.)
(0,g8)-n &tmend megolddsdnak a hatdrértéke t —> o= esetén

0
(B-r4)"Yg(0) - | ag(t)ad.

=
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Bizonyitds. Integrdljuk (l.27.)-t O-tél n r-ig és
vegyiik figyelembe, hogy [-r,0l-n x(t) = g(+%),

nr nr
ji(t)dt = JA(x(t)-x(t-r))dt
0 0
nr 0 (n-1L)r
x(nr) = x(0) + ij(t)dt - j Ag(t)dt - S Ax(t)dt
0 o 4 0
0 nr
x(nr) = g(0) - .S Ag(t)dt + S Ax(t)dt
-r (n-L)r
0 o
x(nr) = g(0) - j Ag(t)dt + S x({n-1)r+u)du .

-T 0]

Mivel 1lim x(t) 1létezik, legyen ez K, igy lim x(nr) = K, és

t-» 0= n

mivel az x((n-l)r+u) fliggvénysorozat egyenletesen konvergdl,

ezért a
0 r
%Eenx(nr) = g(0) - -S Ag(t)dt + S }EEQAx«n-l)r+u)du
-1 0

kifejezésbll a
0 -
K = g(0) - J’ Ag(t)dt + j AKdu
0

-



39

egyenliséget kapjuk. Igy

0
(BE-rA)K = g(0) - S Ag(t)dt,

-

amib8l a tételben szerepld formulat kapjuk.

Az (1.27.) megolddsdnak aszimptotikus viselkedé-
sét akkor is tudjuk jellemezni, ha a megolddsoknak nem
létezik a hatdrértéke. Legyen ugyanis m # %»az A sajat-
értéke k-szoros multiplicitdssal és legyen A a A =hoz
tartozé f;(z) zérdhelye. Ekkor A a (1.27.) karakterisz-
tikus egyenletének vagy k-szoros vagy 2k-szoros megolddsa.
Jeloljilkk ezt a multiplicitdst m-mel. Ekkor (1.27.)-nek az
elt megolddsa lesz és vannak olyan pj(t) polinomok,
fokszdmuk j, 0 <j < m-1, hogy p;(t)e™ is megolddsa
lesz (1.27.)-nek. Ha Re A > 0, akkor pj(t)e™  nem

t korldatos

korldtos fiiggvény, ha Re A< 0, akkor pj(t)ex
fiiggvény. Re A = O; A £ 0 esetén e korldtos fligg-
vény, mig j = l-re pj(t)eM nem korldtos fiiggvény. A

A = O-hoz M # % esetén konstans megoldds tartozik,
amely korldtos. Ha AL = % k-szoros sajatértéke A-nak, akkor
a A # 0 megolddsokra érvényesek az ellbbiek, mig a

A = O megolddshoz k darab linedrisan fliggetlen konstans

tartozik, ezek korldtos megolddsok, azonkiviil k darab

pj(t) polinom,1 < j <k, amelyek nem korldtos megolddsok.
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Igy (1.27.) megolddsait az aldbbi médon irhatjuk fel.
3. Tétel., Ha det(A) # O, akkor (1.27.) minden megolddsa
felirhaté az

x(t) = y(t)e + y (t)

alakban, ahol yo(t) korldtos megoldds, y(t) pedig nem
korldtos megolddsokbdl 4116 mdtrix, amelynek oszlopai
pj(t)e"t alakiak (0 < j < m-1, ha Re A > 0, és
1<j<ml, ha Red =0, de A # 0, valamint 1 < j < k,
ha A = 0 és %-az A kK-szoros sajdtértéke ), c konstansok-
bél 4116 vektor, amelynek dimenzidszdma megegyezik y(t)
oszlopainak a szdmaval.

Ez a Tétel dltaldnositdsa az ATKINSON és ZHANG [2]
munkdjédban skaldris egyenletre kimondott 1.2.Tételnek.

Ismert, hogy kozonséges linedris differencidlegyenlet-
nél a megolddsok alaprendszerébll az Osszes tobbi meg-
olddst elddllithatjuk. Mivel az (1.27.) egyenlet karak-
terisztikus egyenletének végtelen sok megolddsa van,
ezért itt az alaprendszer is végtelen sok elemii lenne.
Bizonyos esetekben azonban ki lehet vdlasztani véges sok
megolddst, amelyek domindnsok. Ebben az esetben aszimp-

totikusan kozonségesnek nevezziik a differencidlegyenletet.
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A pontos definicié GYORI [14,15] munkdi alapjdn a kovet-
kezd.

3.Definicid. A (0.11l.) funkciondl-differencidlegyen-

letet linedris F esetén aszimptotikusan kdzdnségesnek
nevezzik a [to, oo)intervallumon, ha van olyan
U : [to—r, oo ) > R“XR® fliggvény, hogy

i.) det(U(t)) # 0, ha t-r <t < e=.

ii.) Minden x megolddsra igaz a kovetkezd formula
x(t) = U(t)(c(x)+0(1)), t = o=

ahol ¢(x) egy az x megolddstdl fliggd vektor.
iii.) minden ce_Eflesetén létezik egy x megoldds ugy,
hogy c(x) = c.

2.Kovetkezmény. Ha A minden sajétértéke T, ~be esik,

akkor (1.27.) aszimptotikusan kdzdnséges.
Bizonyitds. Ekkor y(t) nxn-es mdtrix, oszlopai fliggetlenek,
igy y~1(t) létezik. A 3.Tétel alapjdn (1.27.) minden meg-

olddsa az
(1) = y(8)(e+y T ($)y,(+))

alakba irhaté. Még azt kell beldtni, hogy lim y *(t)y (%) = O.
t»>o-
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wivel Iy )y (0l Nyt ol Ny ollsllyLeall -,

ahol M az |yo(t)| egy felsG korldtja, felhaszndlva,

hogy y-l(t) minden eleme —%%?R(t) alaki, ahol A pozi-
e

tiv valds részil megolddsa a karakterisztikus egyenletnek,
R(t) pedig raciondlis tort fiiggvény kapjuk, hogy

lim Iy 2ol - lly (o)l <m Lim Iy=t(e)ll = 0. Ezzel &
bizonyitds kész.

1.3. Az £ ,(z) zérdhelyeinek elhelyezkedése

Most a mdsik specidlis esetet fogjuk vizsgdlni. frjunk
a helyébe -1-t, igy (1.5.)-bd1 f_l(z)-re a kovetkezlt kap-
Juk:

£ 4(2) =z +M + Ae”TE

Tekintsiik a kovetkezl gorbéket a (-1,R,9 ) sikon:

~ o
i T _1 =219l
J_10 = {(-l,R, ® )l O<lpl< 35, R=%53 Isin @l }.-
~ 1 TW-219 +2x T Y
Tax = [FLRedl  o<lei<T , R = 5 =520

K= 1,2,3 %45

Az aldbbi segédtétel alapjdn az f_;(z)-nek nulla valds

oo
részil zéréhelyei csak akkor vannak, ha me |/ I_1x
k=0
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7. Seged’cetel f l(z)—nek akkor és csak akkor van nulla

valds részii zérdhelye, ha JLE UO J ~1k*

Bizonyitds. Ha f_,(z)-nek nulla valds részll zérdhelye
van, akkor (1.10.)-nek és (1l.1l.)-nek a = -1 helyettesi-
téssel teljesiilni kell. (1.10.)-b31l kapjuk, hogy

(1.28.) - ry = arc cos(-cos @) + 2xT =T - o + 2xT,
ke Z.

Ezt (1.9.)-be behelyettesitve az
Yy = =2R sin¢

formuldhoz jutunk. Ezt az Osszefiliggést (1.28.)-ba vissza-

helyettesitve, majd R-t kifejezve az

20-T - 2xT
-2 8in @

(1.29.) R=Z , k €z
Osszefliggést kapjuk. Vizsgdljuk meg, hogy az (1.29.)-ben
az R 20 milyen ¢ =-re és k-ra teljesiil.

Ha ¢ > 0 és k = 0, akkor a 2 ¢ =~ T <o egyenldtlenség—-
nek kell teljesiilni.

Ha ¢ < 0 és k = -1, akkor a 29 + 1L >0 egyenlStlenség-
nek kell teljesililni. Ezt a két esetet egybeolvasztva R-re

az
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kifejezést kapjuk. Ez éppen a J_qo 80rbe definicidjdban
szerepld ﬁsszefﬁggés.

Az (1.29.) formuldbdl leolvashaté, hogy ha 0< ¢ < Il
akkor k = O-nak kell teljesililni ahhoz, hogy R > O legyen,
mig ha - M< 9 < 0, akkor k < -1 esetén lesz R nem
negativ. Azt is konnyen ellendrizhetjiik, hogy az (1.29.)-

nek megfeleld

M2 ¢ +2x U
2 sin @

R(9) =

fiiggvénynek adott ge (0,7 )-re és rogzitett k-ra
ugyanaz lesz az értéke, mint - @ -re és -(k+l)-re.
Tehdt az (1.29.) a@ = O egyenesre szimmetrikus gdrbe-
sereget hatdroz meg. Az abszolut érték felhaszndldsdval
(1.29.)-bd81 a I_1x gorbék definicidjdban szerepld Ossze-
fliggést kapjuk. Tehdt,ha f_l(z)—nek van nulla valds ré-
szl zérdhelye, akkor ALE&ZOJ_lk. Ehhez azonban még be
kell 1latni, hogy az (l.1ll.) Osszefliggést a = -1 mellett
kielégitd y nem lehet az f_l(iy) = 0 egyenlet megolddsa.
Ha a = -1, akkor (1.11.)-bdl a

M=-T

@ - ry = —arc cos(-ces@ ) + 2kl = + Q + 2k



Osszefiiggéshez jutunk. Ezt (1.9.)-be behelyettesitve az
y+ Rsin@ - R sin ¢ = O,

azaz az y = 0 feltételt kaptuk, viszont tudjuk, hogy a
z = 0 csak a = 1 esetén lesz zérdhelye fa(z)-nek. Més-
részt, ha ALE ISZOJ"lk’ akkor y = -2R sin ¢ (1.28.)-t is
kielégiti, ezért megolddsa lesz az f_1(iy) = O egyenlet-
nek.

Vizsgdljuk meg a I_1x gorbéket! Mivel ezek a gorbék
szimmetrikusak a ¢ = O egyenesre, ezért szoritkozzunk

a (o,TT) intervallumra. A gorbéknek a ¢=0¢és ¢ 1y

kornyezetében vald viselkedésérdll a

= T
g IL-29 +2kIl _
%})11(1) 2T sing - e , k= 0,1l,250s4

g o~
. =29 42kl
%];I}f{- 2r sing all

1,2,3,-00

hatdrértékek tdjékoztatnak. A J_qqo &0rbe a (O,-i[-) inter-

vallumon monoton csdkken, ha QP = %T- akkor R = 0.
A J_qy gorbéknek k 2 l-re ¢@-ban minimumuk van, ahol

= (29 - T+2xT )3 {
¢.a tg ¢ = (20 -1+ )5 egyenlet megolddsa. A J_jy
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gorbéket a 6. dbrdn vizoltuk.

IR

L1z

<

1

P e e e e . e — — — — — —— — — — — — — — — c—

P e i T

~ |2
SR
—]
-9

6. dbra

Tekintsik a J_qy gorbék dltal hatdrolt tartomdnyokat,

Legyen
T -2 19l T
Tyo= [CLRON 0 <R< g ma o< e <7

0O<R < o , ha ¢=Q
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o — —~ -~
219! JT-21p1+ 210 I
= {(-1,R,q>)| 2rsin|gl <R<7% sinlpl hal Digy=g
_ T-2igi+ 200 T =
O<R TEEEET-IEWL'2 O<R, ha ¢=H}
r'\— Loy ud - "~
B T—2lgl+2KT0 M-21¢! +2(k+1)T ol
T ={ 1RO snigl - R "2rsinTol ’“a0<'q"<“}
k=12.3..

Ugyanazzal a szdmoldssal shogyan a 4.Segédtételt
bizonyitottuk bebizonyithatd, hogy ha M € T_5,4, akkor
f_,(z)-nek csak negativ valds részd zérdhelyei vannak.
(1.19.) alapjdn, mivel (1.8.) is teljesiil, a I_1x
gorbéken a O valds részll zérdhelyek valds részére dx 2 0,
ha @ rogzitett és R novekszik. Igy az aldbbi eredményt
kaptuk.

3.Kovetkezmény. Ha u € T_;,, akkor f_,(z)-nek ponto-

san k darab pozitiv valds részll zérdhelye van.

l.4. Az fa(z) zérdhelyei elhelyezkedése

Az el48z8 részekben leirt két specidlis eset utdn
térjiink vissza az dltaldnos esetre. Legyen tehdt a nulla-
t81 kiilonbozd8 valds szdm és teljesiiljon az lal # 1 felté-
tel is. Ahhoz, hogy fa(z)-nek nulla valds részi zérdhelye
legyen (1.12.)-nek és (1.13.)-nak, illetve (1.14.)-nek

és (1.15.)-nek egyszerre kell teljesiilni. (1.12.)-b8l és



(1.13.)-bdé1 az

_ 1 Q@-arc cos(a cos® )+2k Il
(1.30.) R = T a sin¢-sin arc cos(a cos @)’

ke Z

(1.14.)-b81 és (1.15.)=bdl az

_ 1 @+arc cos(a cos @ )+2kl
(1.31.) R = T a sin@+sin arc cos(a cos¢ )’ ke 2

Osszefliggéshez jutunk. Mivel R > O-nak kell teljesiilni,
ezért @ -re és k-ra megszoritdsokat kell tenniink.

A vizsgdlatok megkonnyitése érdekében vezessiink be
néhdny segdédfiiggvényt, nevezetesen az (1.30.) és (1.31.)
formuldk szdmldléjdt illetve nevezdjét tekintsiik egy-egy

fliggvénynek. Legyen tehdt

8,,(9) =0+ arc cos(a cos @), g, (9) = ¢~ arc cos(a coso)

By (@)
h, (o)

a sing@+sin arc cos(a cos @),

a sin@-sin arc cos(a cos ¢).

Igy (1.30.)-b41 az

1 ga_( (p)' + 2k
(1.32.) Res B (9) , ke Z,
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g (o) + 2kl
(1.33.) R=% ar? ' , ke g

h, (o)

formuldkhoz jutunk. Mivel la cos ¢l < 1 fenndll, ezért
lal > 1 esetén az arc cos -I%'-I- <@ < arc cos(- ng-) felté-
telnek kell teljesiilni ¢ -re. Legyen

O, ha Jal < 1

o’ =
arc cos t5r » ha Jal > 1.
Ezzel a jeltléssel a g, ., g,_, h,, , b _ fiiggvények az
<<lpl < M- feltételnek eleget tevd ¢ -kre vannak

értelmezve.

Ezen segédfiiggvények, valamint az (1.30.) és (1.31.)
formuldk k6zotti kapcsolatot a kdvetkezl segédtétel fejezi
ki,

o~

8.5egédtétel. Minden o« =19l =]l — « -ra és a€ IR,

lal # l-re fenndll a

8qr (9)+2KT0 i g, (-9)-2kI
h, () h,_(-9)

Osszefliggés.
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy ga+(¢) = @ + arc cos(a cos¢@),
igy a cos filiggvény pdrossdga miatt ga_(-m) =
= - - arc cos(a cos(- ¢)) = -( ¢ +arc cos(a cos 9)) =
= - g,,(0), azonkiviil h (9 ) = a sin ¢ + sin arc cos(a cos@)
és ha_(- ) = a sin(- @) - sin arc cos(a cos(- 9)). Tehdt, ha
felhaszndljuk a sin fliggvény pdratlansdgdt és a cos fiiggvény
padrossdgdt a ha_(— @) = -(a sin @ +sin arc cos(a cos @)) =
= -ha+(¢) Osszefliggéshez jutunk. Ha figyelembe vessziik a
8o (-9) =-g, (0) ésh (-9) = -h_(¢) Osszefiiggéseket,
akkor megkapjuk a bizonyitandd Usszefliggést. Ezen segédté-
tel kovetkezménye, hogy az (a,R,® ) térben az (1.32.) for-
muldnak valamely k-ra eleget tevd pontoknak a ¢ = O sikra
vett tﬁkﬁrképei-az (1.33.) formuldnak-k-ra eleget tevd pon-
tok lesznek. Tehdt, ha az (1l.32.) formulédban P -re és
k-ra tett kikdtések ugyanazok lesznek, mint az (1.33.) for-
muldban - ¢ -re és -k-ra tett kikotések, akkor az (1.32.)-
nek és az (1.33.)-nak eleget tevd8 pontok az (a,R,® ) térben
a @ = 0 sikra szimmetrikus halmazt hatdroznak meg.

h h__ segédfiiggvényeket!

Vizsgadljuk meg a g ar? g

a+’ Sa-?
Tekintsiik ezen fliggvények ¢  szerinti differencidlhd-

nyadosait.

a sin @

g2 (9) = 1+ ———=rer
g ¥ Vl—azcosz¢
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g} = 1l - a2

€a+'® /) = 8 COSQ J(1-a%cos“ ¢ )°

g () =1 - g sin®

a-" ¢ \[l-aacosqu

() = 1l - a2

Ba-t §4 = "8 DER Y ﬁl—azcosz 9)°

h? (@) = a cos (1 + g sin® ) =acosopg’. ()
a+ 9 l-a"cos™ ¢ PEas’ ¥
hé_(cp)=acosq)(1- a_sin 9 )=acosq>g8"_(cp).

1-a“cos™ ¢

a sin @
T-a2c0529

jeltartd, ugyanis rogzitett a-ra az

Konnyl beldtni, hogy az 1 + kifejezés ell-

1+ aginqgj -0
\/l—a cos~ @

egyenletbll az

Jl-azcoszq) =+ a sin @

egyenlet ktvetkezik. EbbJSL az
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2 2 2 2

1=asinq>+acos2q>=a

osszefliggéshez jutunk, ami lal # 1 esetén nem teljesiil.

Igy a g, és g, monoton fiiggvények és figyelembe véve a
mdsodik derivdltjukat Iol='%g -ben inflexids pontjuk
van. Az eldzdekbll gézetkezik az is, hogy a h . és ha_
fliggvényeknek |lgl= %% esetén szélééértékﬁk van. A kovet-
kezl dbrdkon ezeket a fliggvényeket vdzoltuk a < -1,

-1 <a<0, 0< a <1 és 1l < a esetekben. Folytonos vonallal
rajzoltuk a g és - fiiggvényeket mig szaggatottal a 8am
és ha_ fliggvényeket. A gbrbéknek azt a részét jeldltiik vas-
tagon, amelyet felhaszndlva (1.30.) és (1l.31.) R-re pozitiv

értéket ad.
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Tekintsiik az (a,R,9 ) tér |a cos gl < l,lal # 1,
R >0, -1l< ¢ <T feltételeknek eleget tevd részén

a kovetkezd feliileteket.

. ‘ -3 1 g, (lgl)
F,, = {(a,R, @) x<10I<M-o, ax-1, R =1 ST
— 1 8a.(191)+2kT sign(a+l)
Fk+ = {(a’R’q) )l 06S|¢|S.|L o 3 R = -I-: ha+( Icpl )

k = 1,2,3,00-

T - )}
—~_ _ 3 ga_(l¢l)+2kifsign(a-1)
Py = {_(a,R, P ) x=IPISU - |, R = = 7o)

k = 1,2,3,000

A kbvetkezld segédtétel ezen feliiletek és az fa(z) nulla
valds részii zérdhelyeinek a kapcsolatdrdl szdl.

9.Segédtétel. fa(z)—nek akkor és csak akkor van nulla

. O
valds részil zérdhelye, ha u € kﬁb (Fk+ V) Fk_).

Bizonyitds. Azt tudjuk, hogy ha fa(z)-nek van nulla valds

részil zérédhelye akkor (a,R, ¢ ) eleget tesz az (1.32.) és (1.33.)
feltételeknek. Az F . és F;{_ definiciéjédban R-re méga.dett
feltétel hasonlit az (1.32.) és (1.33.) formuldkhoz, kiilonbség
csak az abszolut érték haszndlatdban van (ezt a 8.Segédtétel

magyardzza), azonkiviil a k-ra tett megszoritdsokban. Most
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bebizonyitjuk, hogy ha fa(z)-nek van nulla valds részil

zérdhelye, akkor (a,R, @ ) € &ﬁb (E&? k/Fk+). A bizo-

nyitdst négy részre bontjuk az a értékétdl fiigglen.

(i) Legyen a <-1. Ekkor oL = arc cos F]a‘-l— . Adjuk
meg k-ra és ¢ -re azokat a feltételeket, amelyeknek tel-
jesiilni kell ahhoz, hogy az (1.32.) illetve az (1.33.)
formuldk R-re nemnegativ értéket adjanak.

El8sztr az (L32.) formuldt vizsgdljuk. Az (1.32.) for-

mula alapjan az R =2 0 feltétel a ktvetkezd esetekben telje-

sul:
(a) ha o€ [, T-] és k < -1,
vagy
T
(b) ha € [x, 5] és k = 0,
vagy

(¢) ha e[+ ,~%] és k = 1.
A h _ és g, _ fiiggvényeket szemléltetd 7. és 8. &brabdl
ldthatdé, hogy az R 2 0 feltétel akkor és csak akkor telje-
siil, ha az a.,-c., feltételek valamelyike fenndll.
Az (1.33.) formula alapjdn az R 2 0 feltétel akkor és
csak akkor teljesiil, ha a kovetkezd feltételek igazak:
(d) ha Qe[ -] és k < -1,
vagy
(e) ha @e[M+w,~x] és k 21,
vagy -
(£) ha ge¢[-%, -] ésk-=o.
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Ezek a feltételek is konnyen ellenlrizhetdk a 7. és 8.
dbra felhaszndldsdval. Ha Osszevetjiik az (a) és (d) felté-
teleket illefve a (b), (c) és (e), (£) feltételeket, a 8,
Segédtétel eredményeként azt kapjuk, hogy az (1l.32.) és
(1.33.) formuldk az (a)-(f) feltételek fenndlldsa mellett
a @ = O sikra szimmetrikus felliletsereget hatdroznak meg.
Tudjuk, hogy ha a < -1, akkor sign(a-1l) = sign(a+l) = -1,
ezért az (a)-(f) feltételek és az abszolut érték felhasz-
ndldsdval az (1.32.) és (1.33.) formuldkbdl az Fy,  €és F,_
feliiletek definicidjdban szerepld Osszefliggéseket kapjuk
R-re.

(ii) Legyen -1 <a < 0. Ekkor « = 0. Ebben az esetben
az (1.32.) formuldban az R = O feltétel akkor és csak akkor
teljesiil, ha a |

(a) ¢e[-ﬁT,1T] és k = -1,
vagy a
(p) ¢e[(H,%§] s k = O

feltétel fenndll. Ez kovetkezik abbdl, hogy a 10. és 9.
dbranak megfelellen ha-(‘%J < 0, ha ¢e'ﬁrﬁn és.
g,_(®) =0, ha ¢e.0ﬂ3%-].

Az (1.33.) formula alapjdn az R =2 0 feltétel akkor tel-
jesiil, ha ‘

(e) ¢e[ﬁfﬁﬂ és k 21,
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vagy _ |

(@) e [50] s k = 0
feltételek fenndllnak. Ezek a feltételek kdvetkeznek abbdl,
hogy a 9. dbrdnak megfelellen, ha ¢ € [—%T,ﬁ] ' .
akkor ga+( @) =2 0, valamint a 10. dbrdardl leolvashatd, hogy
ha o¢e [,1] , akkor h (@) >0. Az (a), (c), valamint
a (b)), (4) feltételek alapjdn a 8.Segédtétel felhaszndldsd-
val kapjuk, hogy az (1.32.) és (1.33.) formuldk a ¢ = O
sikra szimmetrikus feliiletsereget hatdroznak meg. A
sign(a+l) = 1 és sign(a-1) = =1 egyenliségeket figyelembe
véve, valamint a szimmetria miatt az (1.32.) és (1.33.)
Osszefiliggésekbdl az (a)-(d) feltételek mellett éppen az
F,, és F,_ felilletek definicidjdban megadott formuldkat kap-
Jjuk R-re.

(iii) Legyen O <a < 1. Ekkor o = 0. A 11. és 12. &bra
felhaszndldsdval az (l.32.) formula esetében az R = 0 fel-

tétel akkor teljesiil, ha az -

(a) o€ [,7] és k < -1,
vagy
(v)  9e [T, "] ds k=0

feltételek valamelyike teljesiil.
Ugyancsak a 11l. és 12. dbra alapjdn az (1.33.) formula
esetében az R 2 0 feltétel akkor teljesiil, ha

(e) pe [0, és k 21,
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vagy =

() o€ [-%,T] és k = 0
feltételek fenndllnak. Az (a) és (c), valamint a (b) és (4)
feltételek alapjdn a 8.Segddtételbdl kovetkezik, hogy az
(1.32.) és (1.33.) formuldk a @ = O sikra szimmetrikus fe-
liiletsereget hatdroznak meg. Ebben az esetben sign(a+l) = 1
és sign(a-1l) = -1, ezért az abszolut érték felhaszndldsdval
az (1.32.)-b31l és (1.33.)-bdl megkapjuk az Pes és Py defi-
nicidjdban R-re megadott feltételeket.

(iv) Legyen a > 1. Ekkor o = arc cos %. A 13. és 14.
dbrdrél a h__ és 8, figgvények elSjelét leolvashatjuk, igy
az (1.32.) formula alapjdn az R = 0 feltétel akkor és csak
akkor teljesiil, ha az

(a) ¢e [x,T-o] &5 k21,
vagy o

(b) o¢e ¢, 51 ésx-=o,

—

vagy

(c) ©@¢€ ["JT*"('/"’(‘] éds k <0
feltételek fenndllnak.

A 13. és 14. dbriak a h ., és g+ fliggvények eldjelérdl is
tdjékoztatnak, ezért az (1.33.) formula alapjdn az R 2 0 fel-
tétel akkor és cask akkor teljesiil, ha a

(a) o€, T-] & x=o0,
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vagy

(e) e [T +w, -oL] sk £-1
vagy ~

(£) oe[M+w,- 2] ésk=o0
feltételek fenndllnak. A 8.Segédtétel, valamint az (a)-(f)
feltételek kovetkeztében az (1.32.) és (1.33.) formuldk
a @ = 0 sikra szimmetrikus feliiletsereget hatdroznak
meg. Ha felhaszndljuk a sign(a+l) = sign(a-1) = 1 egyenlé-
séget és az abszolut értéket, akkor az (1l.32.) és (1.33.)
formulédkbSl R-re éppen az Pyt és F)_ feliiletek definicid-
jéban megadott Osszefiiggéseket kapjuk.

Tehdt, ha f_(z)-nek van nulla valds részi zérdhelye,

(-] o3

akkor mwe U (Fk+ U Fk_). Mdsrészt legyen ALE v (Fk_*_UFk_)_.)

k=0 k=0
Ekkor az (1.12.) és (1.13.), illetve az (1l.14.) és (1.15.)

formuldkkal definidlt y megolddsa lesz az f(iy) = O egyen-
letnek, azaz fa(z)-nek van nulla valds részil zérdhelye.
Ezzel a 9.Segédtétel bizonyitdsdt befejeztiik.

Megjegyzés. Az (1.12.) és (1.13.), illetve az (1.14.)
és (1.15.) formuldkkal az y egyértelmiien meghatdrozott,

ezért ha AL€ kL% (Fk+k/ Fk_), akkor fa(z)-nek egy
nulla valds részil zérdhelye van, kivéve esetleg azokat a
M -ket, amelyek az F, és Fl— feliiletek kozds pontjai

valamilyen k2 0 és 1 2 0O egész szdmra. Ha kiszdmoljuk a
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8or? 8o ha+’lha- fiiggvények értékeit I9l = o -ban és
19l = I - ot -ben, akkor az F,  és Fy_ felilletek metszés-
vonalairdl az aldbbiakat kapjuk: (A szimmetria miatt

csak a ¢ = o« és ¢ =T - eseteket tekintjiik.)

(i) ha a <-1 és @= % , akkor az F_ és Fp .
(ii) ha a< -1 és T -x, akkor az Fy_ és Py,

Q:
(iii) ha -1 < a <0 és ¢ = &« = 0, akkor az Py és F

k+
(iv) ha -1 <a <0és¢ =T -w=T , akkor az P ,_és F,
(v) ba 0 <a <1 és ¢ =% =0, akkor az Fy_ és F_
(vi) ha 0 <a <1 és¢ =l-o= 1, akkor az P, 65 P,

(vii) ha 1 < a és ¢ = &£ , akkor az F, ést

+
(viii) ha 1< a és @ =l -, akkor az F, ,_ és F,

feliileteknek van kozds metszésvonala. (k=0,1,2,...)

Az Py, és F,_ feliiletek tulajdonsdgairdl tovdbbi infor-
macidkat nyerhetiink, ha tekintjiik az a = konstans sikokkal
vett metszeteiket. A metszetgorbék vizsgdlata soran az
(1.32.) és (1.33.) formuldk tulajdonségait fogjuk fel-
haszndlni, ezért eldszdr Osszefoglaljuk ezeket a tulajdon-
sdgokat. Az (1.32.) és (1.33.) formuldk az (a, ¢ ) sik

la cos @l = 1 feltételnek eleget tevS részén minden ridgzi-
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tett k-ra egy-egy kétvdltozds fliggvényt definidlnak.
Mégpedig az

1 85-(9 Y+2k 1T
r n _(9)

(1.34.) R(a, 9 )

illetve az

8. (@ Y42k T
B (§)

] =]

(1.35.) R(a, ¢ )

fliggvényeket. Vegylik ezen fliggvények metszeteit az

a = konstans sikokkal. Az a = ¢ helyettesités utédn az
(1.34.) és (1.35.) rliggvényekbSl kapott egyvdltozds
fliggvények tulajdonsdgait haszndljuk fel az Fk+ és Fk—
feltiletek (R, ¢ ) sikkal pdrhuzamos metszeteinek a ta-
nulmanyozdsdhoz.

Tekintsiik a

GCk = Fk"l' [\ (CQR’ (P )

Fk— /\ (C,R"P)

Jck
metszetgtrbéket, ahol lcl # 1, R 2 0, L= I@lsT -6 .

BEzeket a metszetgdrbéket minden rdgzitett c-re és k-ra az
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1 8 (q>)+2ka
R(e,9) = & —f g7

+(1.36.) R(Q)

illetve az

g._(9)+2k T
h,_(¢)

H{~

(1.37.)  R(9) = R(c,9) =

fliggvények irjdk le, figyelembe véve a k-ra és @ -re
tett megszoritdsokat. Az (1.36.) filiggvény derivdltja,

felhasznalva a hc+ es g, derivaltjait, az

h_ (¢)-c cos g(g, (9 )+2kT)

(1.38.) R'(9) =1 SXTE g2,(9).

Az (1.37.) fiiggvény derivéltja az

(1.39.) R*(g) = 2 h°‘t? i LS 2D g2_(q)
hs_(9) ©

ki fe jezés.

Legyen

O, ha lcl < 1

T -

arc cos ——, ha |c| > 1.

1
lcl?

Mivel a g, és g_ fiiggvények derivdltjainak az eldjele

8llandd 'J- s ¢ = (I[‘ - T esetén, ezért az R’( (p)
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eldjelét az

u(9) = 1, (@) - ¢ cos (e, ( ¢leaxll),
illetve a..
v(9) =h, (9) - c cosq (g _( q))+2k(1T)

formuldk adjdk, amelyeknek a derivaltja

w (o) =c sinq)(gc_’_(q))+2k(JT),
illetve
-
vi(9) = c sin g (g _( ¢)+2k ).

Felhaszndlva a 8o, illetve a 8om fiiggvények 4dllandd eld-
jelét és a k-ra a 9.Segédtétel bizonyitdsdban elmondott
megszoritdsokat azt kapjuk, hogy ha Qe [’[ ,(JT - (3'] 5
akkor u’(¢ ) és v’(¢) is dllandé el§jelii. EbbSL kivet-
kezik, hogy az u( ¢ ) és v( @) fliggvények monotonok, igy
legfeljebb egyszer valthatnak elijelet. Az (1.38.) és
(1.39.) vsszefiiggések alapjdn, mivel g2 és gi_ 1is

dllandé eldjelii, az R’( @ )-re is érvényesek az u( (] )=-re

és v(Q)-re elmondottak, azaz R’( ?) vagy dllandd eld-
jell, vagy egyszer elijelet vdlt a (3~,(JT- T) intervallumon.

Ez azt jelenti, hogy 4R( ) vagy szigorﬁan monoton, vagy



67

van egy széls8értéke.

Ezeket a megdllapitdsokat felhaszndlva rdtérhetiink a
részletes vizsgdlatokra. A szimmetria miatt csak a
[f(y ,(JT "J“] intervallumon vizsgdljuk az (1.36.) és
(1.37.) fiiggvényeket. A c értékét8l fiiggSen 4 esetet
kiilonboztetiink meg.

. _ 1
(i) Legyen ¢ < -1, Ekkor T = arc cos T A G ok

gorbék a kovetkezdk lesznek:

<T-

1
¥R =T

Gck - {(c R, )l <o p+arc cos(c cos ¢)-2kT }

c sin @+sin arc cos{c cosg)}|.

Az (1.36.) alapjén

g,,( 9)-2xT
B, (q)

R( Q) = 2 , k= 1,2,3,...

Az eddigi vizsgdlatok eredményeként ismert, hogy gc+( ) <O,
gc,:+( ?) < O, hc+( ¢) <0, ezért

uw(9) =c sinq:(gc+(tp -2k M) =0
Tehdt u( ¢ ) monoton né. Az u(y) = h.c,+( T)-c cos (g, (T)-

-2k T)-b81 az u( T) < O ktvetkezik. Ez azt jelenti, hogy
u( @ ) vagy végig negativ, vagy elSjelet vdlt negativbél po-
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zitivba. Innen kdvetkezik, hogy a gé+( ¢ ) < O miatt

R’(9 ) vagy mindig pozitiv vagy elljelet vdalt pozitiv-
b6l negativba. OUsszefoglalva R( @) vagy szigoruan mo-
noton né, vagy van olyan @ , hogy ha ¢e (7,9, )
akkor R( @) novekvs és ha ge (@, , W =-q ) , akkor R( @)
cstkkenS, azaz ¢~ -ban maximuma van R( @ )-nek.

Az, hogy bizonyos k esetén a megfeleld R( @ )-nek van-e
maximuma vagy nincs kovetkezik az u((JT- T) eléjelévsl.

Szdmoljuk ki u(T - §)-4!

w(T - ) = n_ (F-1)-c cos(¥ -7)(e , (W -7)-26T) =

= ¢ sin arc cos _I-Cll_ +C COS arc cos —l%—[-(ﬁ-arc cos -’—E:T - 21&):
1 ¢ i ey _ 1

= ¢,/ 1- c2 + ol (-arc cos o -(2k-1)1)= cy1 c2 +

+ arc cos . +(2k-l)(JT.

Icl

. . a ’ 4
Ez azt jelenti, hogy u(d -9 ) > 0, ha k elég nagy, igy
R’(T-’a') ¥ 0, ha k elég nagy.
Mivel G,p. 1 és G,y g0rbék pontjai kozott rogzitett ¢ -re

- 20
r(c sin@ +sin(arc cos(c cos¢)))

a kiilonbség > 0, ezért
Gck/\ ch =P, ha k # j, és a G, gorbén ugyanahhoz a

¢ -hez kisebb R tartozik, mint a Gok+l—n'

’ Vizsgdljuk a ¢ < -1 feltétel mellett a Joxk gorbéket is.

Ekkor
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h‘
) '
- < ¢ = _ 1l _@-arc cos(c cos @)
Ieo {(G’R’ 2l T2 ®%2 L, R= r ¢ sin¢ -sin arc cos(c cos @)
_ o _ 1 9-arc cos(c cos®)-2k )!
Jck B {(C’R’ CP)l T<? <h E R=%3 sin @-sin arc cos(c cos ¢))

Az eddigi vizsgdlatok alapjén h__(9) < 0, g,_(9) < O,
gé( ¢) < 0. Ezért

v'(@®) = c sin Q(gc_(ql)-2krff) 2 0O,

v(¥) = b, _(§)-c cos (g, ()-2xT) < o.

Tehdt a v( @) vagy d1landd eldjeld vagy eldjelet vdlt
negativbdl pozitivba. Mivel gé_( ) <0, ezért R°( @)
vagy végig negativ vagy eldjelet vdlt negativbdl pozi-
tivba. Ez azt jelenti, hogy R( @) vagy monoton cstkken,
vagy van olyan Yok , hogy ha 7 & ¢ £ 9 , akkor
R( ¢ ) monoton csdkken, és ha Yok <P £ Tr"r , akkor

R( @) monoton né. Ha k = O, akkor R( ¢) monoton cstkken
pe (7 /“-g) -n. Mivel v(W - T) =c/1- -c;?i-arc cos -l—i“-r +
+2kT, x=1,2,3,...-ra, ezért ha k elég nagy, akker

v(¥ -9) >0, azaz van olyan , ahol R( @ )-nek mi-
nimuma van. A J ;.4 és a Ik gorbék pontjai kozott rog-

('\d
zitett @ -re a kiildnbség 'ﬁi_%
_ ns

Jot N Jck-l-l = f. Tehdt minden rogzitett ¢ -re a Ik gorbe

> 0, ezért a

!



70

pontjai a Jck+1 gorbe pontjai alatt vannak. Tudjuk, hogy
¢ =7 -raa J, és a Gck+l gorbék kezdlpontja egybeesik,
mig @ il s Y esetén a Iy és a G,y gorbék végpontja esik
egybe. Mivel a J_, kezdSpontjdnak ordindtdja nagyobb, mint
a Gck kezdGpontjdnak ordindtdja és ha k elég nagy, akkor
a J,, Y« -ban minimummal rendelkezik, a G,x Pox —ban
maximummal, ezért ilyen k-ra a J ~nak €s a G,,—nak nemcsak
a végpontja koz8s, hanem van egyT-’T-nél kisebb abszcisz-
sz4jl kozds pontjuk is. Jeldljiik Q. -val a J_, és G_; gor-
bék azon kizos pontjdnak abszcisszdjdt, amely a legkisebb.

Tehdt ha 7T < §<Q, » akkor

g, 9)-2kll g, ( @)-2k W
h,_(o) n,, (9)

g, %)-2kTW g, (9, )-2kT
hc‘(cpck ) ) mc+(¢ck ) )

A Jox és Gck gorbéket a 15. dbrdn vdzoltuk.
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e | bR

15. &bra

Most vizsgdljuk meg a Jck €s J—-lk gorbék kapcsolatdt.
Ha ¢ » -1, akkor T > 0. igy, mivel

1im & -$=-arc cos(c cos® )-2k W o =(W - @) -2kl
c];-l r c¢ sing@ -sin arc cos(c cos@ ) -2 sin @

a’ . I _ee
QG(T, L= -ra és lim 7= 0, azonkiviil,ha c-> -1,
c>-1
akkor a J,; gorbék kezdl és végpontja is végtelenbe tart,

ezért a Jox gorbék dtmennek a J_q3 8brbékbe.
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A G, gorbék esetében lim R(Q ) = o~ minden
ck c>-1

T<9 S(J\l'-*’()' esetén, azaz ha ¢ = «1, akkor a Gox gorbék
nem értelmezhetlk. Tehdt az F, ., feliilletnek szakaddsa

van a ¢ = -1 sikon.

(ii) Legyen -1 < c < 0. Ekkor 7 = 0, igy a 0< @ <[

feltétel mellett a Gk gorbék a kovetkezdk lesznek.

o~ .1 @ +arc cos(c cos 9)+2k T
Gck = {(c,R, cP)I 0s CPSJ ’ R ‘—r ¢c sin Q@+sin arc cos(c cos (p7}

k = 0’1,2,000
Az (1.36.) alapjdn az

1 gc+( (0] )+2k'%
R( o ) = 'r" hc+( CPT ’

k = 0,1,2,-00

egyvdltozds filiggvények 411itjdk elf a G,j g6rbéket.

Az eddigi vizsgdlatok eredményeként ismert, hogy gc+(cp ) > 0,
g.(9)>0,n,(9) >0, mao0sp = T , igy
’ : ar

u’ (@) = c sin @(g, (9 )+2klil) < o.

Tehdt u( ¢ ) monoton cstkken. Mivel u(0) = h, (0) -
- ¢ cos 0(g,,(0) + 2k1), ezért u(0) > 0. Ez azt jelenti,

hogy u( @ ) vagy mindig pozitiv vagy eldjelet vdlt pozitiv-



73

bé1l negativba. Attérve az R?( @ )-re az (1.38.) eld411i-
tdsbdl kovetkezik, hogy R’( @ ) vagy mindig pozitiv vagy
el8jelet vdlt pozitivbdl negativba. Osszefoglalva R(Q )
vagy szigorﬁan monoton nd vagy van olyah Q, » hogy ha
0<0< q , akkor R(Q ) novekszik, és ha Q<@ <I
akkor R( ¢ ) csdkken, azaz @, -ban maximuma van R( @ )-
nek. Mivel u(Tr) = hc+((lr)-c cosT(gc+(T)+2k?l~) =

= sin arc cos c-c arc cos ¢ + (2k+2)Tc, ezért u(T) < 0,
ha k elég nagy. Tehdt van olyan k , hogy k < k| esetén

a G, gorbe novekedd mig k = kg esetén (O, (pok)—n noveke-

(\-
as, mig (@, , 4 )-n csdkxkend. Rogzitett @ -re a Goipl

}

és Gy gorbék pontjainak ordindtdi kozott a kiilonbség
r'\—
1 2. c N
= > 0, ezért G G = P.
rh, (¢ : ck ck+l
Vizsgdljuk a Jok gorbéket is a -1 <c¢ < 0 feltétel
mellett.
i 1 P C ®)
" < 3 i ~ arc cos(c cos
Joo™ {(C’Ra‘P ) o =¢=5, R = r ¢ sin @-sin arc cos(c cos @)
a 1 @-arc cos(c cos®)-2k L
- - = = c =
Jox™ {(C’R’q’ ) osesl, k= r ¢ sin@ -sin arc cos(c cos Q)

k = 1,2,3,-00
Az eddigi vizsgdlatok alapjdnh,_(9) < 0, g,_(¢ ) <O,

g, (9) >o0. Igy

v () = c.sinq)(gc_(cp )-2xT) > o,

)
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Tehdt v( @ ) monoton né. Mivel v(0) = h _(0) -

- ¢ cos O(gc_(O)-Zk(JT), azaz v(0) <0, ezért v(9Q ) vagy
végig negativ, vagy eldjelet vilt negativ‘qél pozitivba.
Attérve R?(Q )-re az (1.39.) el8411itdsbdl kivetkezik,
hogy R’( @ _) vagy végig negativ, vagy van olyan Yok , hogy
0<9 < Yex esetén R’( q>) negativ,_ és qf,k«p < ese-
tén R’( Q) pozitiv. Ez azt jelenti, hogy minimuma van az
R( ¢ )-nek Yo -ban. Mivel

| v - hc_(’JTT)-c-cos(JT(gc-'ﬁ\L')-Zk']fP-sin arc cos(-c| +

+ ¢ arccos(-c|-(2k=1)T "¢,

ezért ha k elég nagy, akkor v((JT ) > 0. Tehdt van olyan k_,
hogy ha k<k, akkor a J_, gorbe csdkkend, mig ha k 2k,
akkor a J_, gbrbe (0, ¥« )-n csdkken, mig ( Py, T)-n no-
vekszik. Tudjuk, hogy a J,, és a G, gorbék kezdlpontjai
megegyeznek, azonkivil a Gck gorbe végpontja megegyezik a

Jopqy 80TDE végpontjéval. Ezeket a gdrbéket a 16. dbrdn

ck+
vdzoltuk. A J oleel és J ok gorbék pontgalnak ordindatai
kozott rogzitett @ -re a kiilonbség % B—:-%—é;—y > 0, ezért
a J ) gérbe a J_,, , &brbe alatt van és Jck[\Jckﬂ. o.

Ha c » —l, akkor a Jck gorbék a J-lk gorbékbe mennek

at, ugyanis
13 1l Q-arc cos(c cos® )=2k 1L _1 ¢-L(lr-9)—2k(1\l:
C]il—l r ¢ sin@ -sin arc cos(c cosq)T ' 2 sin ¢ .

ha 0 < 9< 1. .
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Ho @ = O0vagy ¢ =1 , akkor ez a hatdrérték oo . Tehdt

a J,p gorbék az ismert I_1y% gorbékbe mennek at.

16. &bra

Vizsgdljuk meg mi torténik a B gorbékkel, ha c » -1. Mivel

1 @+arc cos(c cos @)+2k i
T C sin Q+sin arc cos(c cos Q)

lim
c—>-1

o,
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igy azt kaptuk, amit ¢ < -1 esetben is, hogy a G gorbét
¢ = -1 esetén nem léteznek.

Vizsgdljuk meg ¢ = O-ra hogyan néznek ki ezek a gorbék.

n o-

l:Lm 1l 9+ arc cos(c cos® )+2k o« 19 - 2 Rl
oy T ¢ sin@ +sin arc cos(c cos Q) T 4

és

=

4L =
1im L _Q-arc cos(c cos®)-2k I . 1 Q=3 - 2ki
c>0 T ¢ 8ing-sin arc cos(c cosg) T -1 *

Tehdt,ha ¢ = 0, akkor a Gok gorbéket az

0 o

R(9) = 2( ¢+ 4 + 2T,
mig a Jok gorbéket az
—

R(9 ) = -_:}-.(—%—- ¢ + 2k1L)

fliggvények adjdk meg. Ezeket az egyeneseket a 17. dbran

vazoltuk.
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c=0 } R

.,
17. &dbra

(iii) Legyen O < ¢ < 1. Ekkor 7 = O, tehdt 0< ¢ <
A Gck gorbék a kovetkezlk lesznek:

-
- € _ 1 9+arc cos(c cos®)+2k Il
Gck‘ {(C’R’ ¢)l O0=¢= i s &2 r ¢ sin@Q +sin arc cos(c cosQ)

k = 0,1,2,000

Az (1.36.) formula alapjdn a Gy gorbéket az

() = F =F 17
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fliggvények irjdk le. Az eddigi vizsgdlatok alapjdn tudjuk,

hogy g,,(9)> 0, g2 (9) >0, b, (@) > 0. Igy az

u (@) = c sino(g_ (9 )+2k) > 0

egyenlStlenség fenndll. Tehdt u( ¢ ) monoton né. Mivel
u(0) = h_ (0)-c cosO(g. . (0)+2kl)
= o Sc+ ’
azaz
r\/
(1.40.) u(0) = sin arc cos ¢ - c(arc cos c+2kll),

ezért ha k = 0, akkor u(0) > 0, ugyanis ekkor u(0) =

= sin arc cos c-c arc cos c¢. Tehdt u(0) c fiiggvénye. A

derivdltja (sin arc cos c-c arc cos ¢)?® = —arc cos ¢ < O,

azaz u(0) ndvelésével csvkken viszont, ha ¢ = 1, akkor

u(0) = 0, ezért 0 < c < 1 esetén csak u(0) < O lehet.

Visszatérve (1.40.)-re ha k =2 1, akkor u(0O) mdr lehet ne-

gativ. Tehdt van olyan k , hogy ha k < k_, akkor u(0) po-

zitiv, mig ha k = k,, akkor negativ. Ezért ha k < k.,

akkor u( 9 ) minden @ -re pozitiv, mig ha k 2 k,, akkor

u( 9 ) negativbdl pozitivba vilt eldjelet, .ugyanis kdnnyii

(\-
ellendrizni, hogy u(%%& > 0. Ez azt jelenti, hogy R(Q)
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vagy minden @ -re ndvekvS, vagy ha k 2 k,, akkor van olyan
@, » hogy R(9) a (0, 9, ) intervallumon cstkkend, és a
(\—

(9, L' ) intervallumon névekvs. A G, és a G,y q 80TDEk

pontjainak ordindtdi kozdtt rdgzitett Q@ -re a kiilonbség
2T

Th., 9

gdrbe alatt van.

> 0. Igy Gck[\ Gck+1 = P és a G,, g0rbe a Gck+l

Tekintsiik a J,y gorbéket is.

=)

R‘ 1 9@ -arc cos(c cos®) g
. = )

Jeo™ {(C’R"P b 0 =¢s= T ¢ sing@ -sin arc cos(c cosg

=7
=]
]

|

1 @ -arc cos(c cos 0)-2kT }

Jox™ [(C’R’ o) 0=¢s= T ¢ sin ¢-sin arc cos(c cosg)

k = 1,2,00.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a Jox gorbéket az

fliggvények irjdk le, és g,_(¢) <0, B _(9) < o, g2_(o) >o0.
Igy '

v'(9) = ¢ sin ¢(g,_( 9)-2kT) < 0.
Tehdt v( ¢ ) monoton csdkken. Mivel

P v(0) = -sin arc cos ¢ + ¢ arc cos ¢ + Zch,
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ezért ha k = 0, akkor

v(0) -gin arc cos ¢ + ¢ arc cos ¢ < O.

Ez az egyenlltlenség kovetkezik abbdl, hogy ha O < ¢ < 1,
akkor a jobboldal ¢ szerinti derivéltja}

(-sin arc cos c+c arc cos c)’=arc cos ¢ > O, ami azt je-
lenti, hogy v(0) a ¢ monoton novd fiiggvénye. Ha c = 1,
akkor v(0) = 0, ezért,ha O <'¢ <1, akkor v(0) < O telje-
siilhet csak. Az (1l.41l.) formuldb8l azonban ldtszik, hogy
ha k elég nagy, akkor v(0) > O. A monoton csdkkends miatt
ebben az esetben v(P ) elSjelet vdlt, ugyanis v(gg) =
='hb_(%;) < 0. Tehdt van olyan k., hogy ha k < k_, akkor
R( @) monoton cstkken, mig ha k 2 k , akkor van olyan Yo
hogy Yok =ban R( @ )-nek minimuma van, azaz 0 < @< Mok
esetén R( Q) csokken, mig W< ¢ < T esetén R( @) mo-
noton né. Tudjuk, hogy a dety és a Gy gorbék kezdlpontja
megegyezik, azonkiviil a I oter1 és Goy végpontja is megegye-
zik.

A J.y és Goy gﬁrbékeﬁ a 18. dbran vazoltuk.
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O<c<1

18. &bra

Ha ¢ - 0, akkor most is megkapjuk az (ii) pontban meg-

ismert G, I egyeneseket. Ugyanis, ha Qe [O AL ] ,

akkor

e

~ 1L T

1im 4 _Qtarc cos (c_cos @)+2k Il g S 2k
0{30 r c sing +sin arc cos(c cos@) ~ T ) i
és .

(\./

L G
1im & -2-arc cos (c_cos®-2xT 1 ¢- F - ekl
c>Q ¥ ¢ sin@-sin arc cos(c cos Q) r -1 *
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Tehdt a 17. dbrdnak megfeleld I ok és Gok gorbékhez ju-

tottunk. Ha ¢ =1, akkor a Gy, gorbéket kell megkapnunk.
’\’ ’ ' d

A oqel 0, L) -re fennslld

14m L ®+arc coslc cos ®)+2x I _ 1 94kl
c»] ¥ ¢ sing@+sin arc cos c(cosqQ) ~ r sing

Osszefliggés miatt éppen a 4. dbrdn vézolt le gorbéket

(\-ﬂ
kapjuk. Ugyancsak a (0,Il ) intervallumon igaz a

1 Q@-arc coslc cos®-2kil _
r ¢ sin@ -sin arc cos(c cosQ ) ~

lim
c->1
Osszefiliggés, ezért a e gorbék a ¢ = 1 sikon nem szerepel-
nek, a ¢ = 1 sik az F_ felliletek szakaddsi helye.

(iv) Tegyen 1 <c. Ekkor @ = arc cos % . Izgy ha

TEP < T’T’ akkor a G, g0rbék a kivetkezSk lesznek.

—

Gore = (R @ g0, R =2

P +arc cos(c cos ¢)+2x L
C sin @ +sin arc cos(c cos¢)

k = 0,1,2,000

Az eddigi vizsgdlatok alapjén a g, (¢) > O, h, (9) > 0és
g(’H_( @) > O egyenlStlenségek teljesiilnek. fgy a G,y gorbéket
el84111t48

1 g (CP)'PZKTL—
R(P) =% c;c+((p7
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egyvédltozds fliggvény derivdltjdban szerepls u(g ) derivdlt-
jéra az
o /
u’(9) = ¢ sin qJ(gc+(q))+2le) >0
egyenlltlenség teljesiil.

Tehdt u( ¢ ) monoton né. Mivel

(1.42.) u(7y) = c sin arc cos % - (arc cos % + 2x1),

ezért ha u( ) > 0, akkor u( Q) nem vidlt elSjelet. Ha

u(q ) < 0, akkor u( ¢) elSjelet vdlt negativbdl pozitivba,
~—

mivel u(-JZL-) > 0. Legyen k = 0, ekkor az u(q ) c szerinti

derivdltja
) .
(¢ sin arc cos % - arc cos %) = sin arc cos % > 0.

Tehdt u(y ) c névelésével ndvekszik. Mivel u(y) = 0

¢ = ) esetén,ezért ¢ > l-re u(q) > 0. Az (1l.42.) formuld-
b6l 1ldtszik, hogy ha k elég nagy, akkor u(q) < 0. Ez azt
jelenti, hogy van olyan ko, hogy k < k_ esetén u(gy) > 0,
k2 kg esetén u(q ) < O Ha u(g) < 0, akkor u( ¢) eljelet
vdlt a (F ,T- T) intervallumon, negativbdl pozitivba. Tehdt,
ha k < kg, akkor R( ¢ ) monoton ndvSé, mig ha k 2 k_, akkor
van olyan @, , hogy T < ¢< @, esetén R( @) cstkken, mig
P,< < T- o esetén R( @) nd, azaz ¢, -ban minimuma
van R( ¢ )-nek. Mivel a Gck+l (:é\s Gck g0rbék pontjainak ordi-

ndtdja kozott a pozitiv #—%—W kiilonbség van, ezért
c+
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A Gopey = P 68 & G, gbrbe a G, . gorbe alatt van.

Tekintsiik a Jck gorbéket is

T R - 1 ®-arc cos(c cos?®)
2 ' 7 T rc sin¢-sin arc cos(c cos¢)

. 1 @ -arc coslc cos@)+2k I
Tox™ {(C’R’ Ny <o, R= T ¢ sin@-sin arc cos(c cosq;)}_'

k = 1,2,-0.

A Jck gorbéket az

1 -
R(Q) =:'[." hc—(cP)

egyvéltozds fliggvények d11itjdk eld. Az eddigiek alapjan
tudjuk, hogy gc_( ®) > 0, hc-( ) >0, gé_( ¢) < 0. Igy az
R( ¢ ) derivdltjdban szereplS v( ¢ ) flggvényre a

vi(9) =c sin(p(gc_( (p)+2k{JT) >0
egyenlétlenség teljesiil. Tehdt v( ¢ ) monoton né. Mivel
. 1 1 o~
(1.43.) +v(7) = c sin arc cos 5 - arc cos 5 - 2kl ,

ezért ha v() 2> 0, akkor v( ¢) nem vdlt elSjelet. Ha v( §)<0,
akkor v( @) elSjelet vdlt, negativbdl pozitivba. Ha k = O,
akkor '

_ . o] 1
v(q) = ¢ sin arc cos = - arc cos .
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Ennek a ¢ szerinti derivdltja (¢ sin arc cos -(]-:'- - arc cos %’)’:
= sin arc cos%— > 0. Tehdt v( @ ) ndvekvs fliggvénye c-nek.
Mivel v(y) = 0, ha c = 1, ezért ¢ > 1-re csak v(7y) > O
teljesiilhet. Az (1l.43.) formula alapjdn, ha k elég nagy,
akkor v(7 ) < O teljesiilhet. Ez azt jelenti, hogy van olyan

k,, hogy ha k <k_, akkor v(¥) > O, mig ha k > k,, akkor

o’
v( ) < O. Ebben az esetben v(¢ ) elijelet vdlt negativbdl
pozitivba, ugyanis V(Tf - %) > 0. Ezért az (1.38.) formula
alapjén R’(9Q) k < k, esetén negativ, mig k > k -ra van
olyan Y , hogy R’( @) pozitiv minden 9 € (T , Yy)-ra,
valamint, ha Y < ¢ <-4 , akkor R’(9) < 0. Ez azt
jelenti, hogy ha k < k_, akkor R( ¢ ) monoton cstkken, mig
k >k esetén R(¢) a (7, Y« ) intervallumon monoton né, a
i ,(JT-'[) intervallumon monoton cstdkken, azaz Yok —-ban
maximuma van. A Jotesl és Jck g0rbék pontjainak ordindtdi

~—
koz5tt a killonbség = >0, ezért Jck/\Jck+l = @.

2
5, (o)
Tudjuk, hogy a J és a Gck gorbék kezdlpontjai egybeesnek
és a I oterl és a G,y gorbék végpontjai is. A Ik és Gck

gorbéket a 19. dbrdn vidzoltuk.
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A J g0rbék és a g gorbék tulajdonsdgai alapjdn nemcsak a

kezddpontjuk lehet kozds, hanem mdsik k©zos pontjuk is lehet.
Legyen @, a legnagyobb abszcisszdju kozds pont abszcisszdja.
Tehdt

~ ~
¢, —arc cos(c cos @, )+2kll ¢ +arc cos(c cos @, )+2k i

¢ sin g -sin arc cos(c cos ¢, J ~ ¢ singq +sin arc cos(c c0s®)

’ <(E_
€s, ha q:ck<q> r[ » akkor
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P —arc cos(c cos @)+2k T < 2 +arc cos(c cos 9)+2k T
¢ sin¢ -sin arc cos(c cos @) ~ ¢ sin¢+sin arc cos(c cos¢ )"

Vizsgédljuk meg a ¢ = 1 sikon is a gorbéket. Mivel ha

Qe (ogl’f[-oq ., akkor
11m 1 @+arc cos(c cos ‘Pl+2k T 1 2¢ +2k1L

= > ’
1 T sin @ +sin arc cos(c cosq>) r 2 sin ¢

\

ezért éppen a Gy, gorbéket kapjuk, mig az (%,Tf—oé) inter-

vallumon
. l _9-arc cos(c cos @)+2k | IL
11m - o<
- rc s1nq> sin arc cos(c cos q:) ’

ezért a Jok gorbék ¢ = l-re nincsenek értelmezve, tehdt itt
az F,_ feliileteknek szakaddsuk van.

A metszetgorbék vdzoldsa utdn meg kell vizsgdlnunk, hogy
melyek azok a tartoma:nyok az (a,R, @) térben, amelyekben
vdlasztva az a-t és AL -t fa(z)—nek csak negativ valds ré-
szl zérdhelyei lesznek. A tartomdnyok felirdsdhoz sziiksé-

gliink lesz a kdvetkez§ jelclésekre. Legyen

O, ha |a] <1

arc cos ==, ha lal| > 1.

lal
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Jelsljik ¢ -val azt az [, Il -] intervallumba ess

szoget, amely eleget tesz a kivetkezl feltételeknek:
(i) Ha a < -1, akkor

g, 9,)-2k0 g  (g,)-2kl
ha-( Qak) - Ha‘+( ¢ak7

ga_( 9 )-2x T E ga+( Q )-2k(11_
B,(9) 5 (9)

minden Q€ (X, @ )-ra.

(4i) Ha a > 1, akkor

g, ( % )+2kT g € 9, )+2x Il
ha-( (Pak) . ha.+( Qak ) y

g,_(9)+2KL g g, (9 )+2kl
h._(9) h, (o)

minden @€ (@, ,rJT

tér kdvetkezl tartomdnyait:

-«L)-ra. Ezutdn a tekintsiik az (a,R, )
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Hew,-y = {@RQ) a< -1, Ipl <<, R>0}V
UlaRola< 1« <igl < q, k21,
Gaflgh -2k _ - 1 g, (Igh-2KT }U

1

T ha. (I@l) r ha-(II)
T 1 ga_(lgl)

U{aRq)Ia< -1, o<.<Iq>I< 0 < <T—h_a-(l_(pl)}/

= J@aR.p)la > 1, B~ o <lol<T, R>o}\/

(1 o)

{(aRq;)la >1 0 =T, R>O}U
{aRq»la > 1 9, <lpl =T -, k=21,

g, (9 +2kT 1 ga+(lq>l)+2ka}
ha- (10 T hay (@D %

T
\/{(a,R,q>)I a>1 o <lpls 3,

1
r

g, (9) _ _ _ g9
rhafle) —rha-(|q)_|)}U

T

U{(a’R’(p“ a>1, 5 < |q)|< (.H."DC, 0 <R< Ja+ (I(PI) }

rhas (191)

_ T Ga- (|(‘P|)
Han  ={aRell lal <1 0 sigl< £, 0 <R< == (i) | »

I -2ig!

= i N iy
H- = {(1,R,q>)l R >0 hag=0,0<R < 5— ol ha O<Iq;l<2}‘

Legyen H=H(_M’_15 V B,VE_; )V ﬁ(l’ ) A

kovetkezS tétel a H és az f£_(z) negativ valds részil
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zérdhelyeinek kapcsolatdrdl szdl.

4.Tétel. Ahhoz, hogy f,(z)-nek csak negativ valds részi{
zérShelyei legyenek sziikséges és elegendd, hogy (a,R, 9) € H
teljesiiljon.

Bizonyitds. El8szdr azt bizonyitjuk, hogy ha (a,R, ¢) € H,

akkor fa(z)-nek csak negativ valds rész{l zérdhelye van. A
2.5egédtétel sSzerint ha a cos ¢ < -1, akkor fa(z)-nek csak
negativ valés résazil zéréhélyei vannak. Mivel az
{(a,R, @)lacosg < -1, -~>=<a <°°,{Ib_<q>s(]1: R > O} tarto-
médny része a H-nak, ezért csak azt kell beldtni, hogy H-t
nem szeli ketté egyetlen F, és F,_ feliilet sem. Ez ktvet-
kezik a H(_oo,_l), H(—l,l)’ H 4 és H(l’co) definicidjabdl.
A bizonyitds mdsik részében meg kell vizsgdlni, hogy ho-
gyan valtozik a zérdhelyek valds része ha dthaladunk vala-
mely F,  illetve F, fellileten. Tekintsiik az (1.19.) for-
muldt. Mivel (1.8.) alapjdn a-cos ¢-cos(@® -ry)=0 a nulla
valds részil zérdhelyekre, ezért dx eldjelét az Rr(l—a cos ry)
kifejezds hatdrozza meg, ha a rdgzitett és @ rogzitett.
Mivel 1-a cos ry 2 0, ha lal £ 1 és minden rogzitett
a esetén az egyenldség csak bizonyos y-ra teljesiil, ezért,
ha lal € 1, akkor a Jak és Gak gorbéken R novelésével dat-
haladva a nulla valds rész{l zérdhelyek valds része novek-
szik. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben H_, és H(-l,l)
tartomdnyokon kiviil mdr nincs olyan (a,R, ¢) pont, ahol

fa(z)—nek csak negativ valds rész{{ zérdhelye van.
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Az lal > 1 esetben alakitsuk &t az l-a cos ry kifeje-
zést az (1.11.), illetve az (1.10.) formuldk felhaszndld-
sdval.

’ r‘. ’,

(1.10.) alapjdn ry = @ ~arc cos(a cos @)+2k L. Tehdt
l-a cos ry = l-a cos ¢cos arc cos(a cos ¢)-

-a sing-sin arc cos(a cos@). Igy
(1.44.) l-a cos ry=l-a20032q -a sin9Psin arc cos(a cos q)).

(1.11.) alapjdn ry=¢ +arc cos(a cos (p)+2kT. Tehdt

l-a cos ry=l-a cos @ cos arc cos(a cos @)+
7/
+a sin @sin arc cos(a cos qu). Igy

(1.45.) 1-a cos ry:l—azcos2 +a sin @ sin arc cos(a cos Q).
i 9 ? ?

Az (1l.44.) formula a Joxk gorbén vald dthaladdskor jellemzi
a nulla valds részil zérdhelyek valds részének viltozdsdt,
mig az (1l.45.) a Gy gorbén vald dthaladdskor jellemzi a
nulla valds részil zérdhelyek valds részének a viltozdsdt.
Elég a «< QSFJT - « esetre megnézni.

(1) Legyen a > 1 és tudjuk, hogy la cos ¢l <1, {gy az

(1.44.) formuldbdél felhaszndlva, hogy

a sin ¢ -sin arc cos(a cos ¢)=h (9) >0, az

2 2

l-a cos ry £ l-a cosch -sin“arc cos(a cos ¢)=0

egyenldtlenséget kapjuk. Tehdt J i dthaladva a nulla
valds részil zéréhelyek valds része csdkken. Az (1.45.) for-

muldbdl az



02

2

l-a cos ry 2 l-a coszq:» 2 0

egyenl8tlenséget kapjuk, mivel a-sin @ sin arc cos(a cos@)20..
Tehdt a G,y gorbéken dthaladva fa(z) nulla valds részd
zérdhelyeinek a valds része ndvekszik. Ha megnézziik a

Jote és G gorbék a > 1 esetén felvazolt képét a 19. &brdn,
akkor azt kapjuk, hogy a H(l’w) tartomdnyon kiviil,a > 1
esetén nem lehet f_(z)-nek minden zéréhelye negati{v valds rdszii.

(ii) Legyen a £ -1 és |a cos @l £ 1. Ekkor az (1.44.)

formuldbdél az

l-a cos ry 2 l—azcosacp 20

egyenlétlenséget kapjuk, mivel -a sin@ sin arc cos (a cos q>)20.
Tehdt a J_; gorbéken dthaladva az £ (z) O valds rész{l zérd-

helyeinek a valds része ndvekszik. Az (1l.45.) formuldbdl az
2 2 .
l-a cos ry £ 1-a“cos“p -sinarc cos(a cos ¢)=0

egyenlétlenséget kapjuk, ugyanis a-sin¢ +sin arc cos(a cos@)=
= ha+( ¢) < O ebben az ssetben. Tehdt a G, g6rbén dthalad-

va az fa(z) 0 valds részil zéréhelyeinek a valds xjésze csokken.
Figyelembe véve a Jatk és Gk gorbék 15. dbrianak megfeleld
elhelyezkedését azt kapjuk, hogy ebben az esetben a H(_w,_l)
tartomdnyon kiviil fa(z)-nek csak negativ valds résazff zéréhelye

nem lehet. Ezzel a bizonyi{tds kész.
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A 4.Tételb8l és a B.Tételbll kapjuk a kovetkezd d11itdst.
Kévetkezmény: Ahhoz, hogy az (l.l.) egyenlet O megolddsa

aszimptotikusan stabil legyen sziikséges és elegendsd, hogy
az A mdtrix minden aL= Re'? sajdtértékére és a-ra az
(a,R, 9 ) ¢ H teljesiiljon.

Példdk

1.) Alkalmazzuk a 4.Tételt az

(1.46.) %(t) = -px(t) - gx(t-1)

skaldris egyenletre, ahol p,q valds szdmok. Hatérozzuk'meg
azon (p,q) értékek halmazdt, amelyekre az (1l.46.) O megoldd-
sa aszimptotikusan stabil. frjuk &t az egyenletet az (1.1.)-

nek megfeleld alakba. Ha q # O, akkor
x(t) = q(- & x(%) - x(t-r)).
Ezen egyenlet karakterisztikus egyenlete a
(1.27.) z - q(- -(El- e %) = 0
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