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Bevezetés

A különböző tudományos és gyakorlati problémák vizs
gálata során gyakran találkozhatunk olyan rendszerekkel, 
amelyek adott időpontbeli állapotának változása nemcsak 

az adott időpontbeli állapottól függ, hanem az azt meg
előző állapotoktól is. Az ilyen rendszerek leírására jól 
használhatók a késleltetett argumentumé, differenciálegyen
letek. Késleltetett argumentumé differenciálegyenlet a 

XVIII. század második felében jelent meg a szakirodalom
ban, azonban ezen egyenletek rendszeres vizsgálata csak 

a XX. század negyvenes éveitől vált általánossá. Az ötve
nes évektől kezdve jelentősen megnőtt a késleltetett ar
gumentumé differenciálegyenletekkel foglalkozó szerzők 

száma. Ezen differenciálegyenletek iránti érdeklődés meg
növekedése a tudományos, technikai fejlődés eredménye, 
ugyanis az automatikus szabályozási folyamatok leírására, 

a rakétamotorban az égési folyamatok modellezésére, a 

fertőző betegségek terjedésének makroszkopikus vizsgálatá
ra, gazdasági folyamatok jellemzésére és bizonyos fizikai 
jelenségek leírására is hatékonyan alkalmazhatók a kés
leltetett argumentumé differenciálegyenletek.

Vizsgáljuk például az állandó környezetben élő, egysze
res fajtapopuláció populációsuruségének időbeli változá
sát. Jelölje n(t) a populációsűruséget t időpillanatban.
A legegyszerűbb populációnövekedési törvényt, amely sze
rint a populációsűrűség t időpontbeli megváltozása arányos
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a t időpontbeli populáció sűrűséggel, az

n(t) = rn(t)

differenciálegyenlet fejezi ki, ahol r a növekedési ráta. 

Ha r pozitív és állandó, akkor n(t) exponenciálisan nö
vekszik. Laboratóriumi kisérletek igazolták, hogy az 

állandó környezetben élő egyszeres fajtapopuláció populá
ciósűrűsége vagy egy n* határértékhez tart, ha t 

vagy ns körül oszcillál. Tehát a növekedési ráta ebben az 

esetben nem lehet állandó. A kisérletek alapján a növeke
dési rátának a sűrűség növekedésével csökkenni kell, más
részt az oszcilláció csak úgy jöhet létre, ha a növekedési 
ráta a sűrűség előző időpontbeli értékeitől is függ. Ez 

azt jelenti, hogy az állandó r helyett egy r(n^.) funkcio
nált kell alkalmazni, ahol n^ a [-1,0] intervallumon ér
telmezett, n^.=n(t+s) (se [-1,0] ) összefüggésnek eleget te
vő függvény. Ezen tapasztalatok figyelembevételével ju
tott HUTCHIHSON az 1948-ban közölt

oo ,

x(t) = - x( t-1) (l+x( t) )(0.1.)

késleltetett argumentumú differenciálegyenlethez, amelyben 

az x(t) és az n(t) populáció sűrűség közötti kapcsolatot az

= n(t)
я 1 n

összefüggés fejezi ki, mig г(п^) = oC(l -

x(t)

BCtjll). A (0.1.)
П
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egyenlet speciális esete a STEGH [32] és WALTHER [35] 
által tanulmányozott egyenletnek. Ugyancsak populációs 

probléma, illetve járványfejlődés vizsgálata során ka
pott egyenlettel találkozhatunk a [3] , [10], [18] dolgo

zatokban.
A C00KE és YORKÉ [8] által vizsgált

x(t) = g(x(t))-g(x(t-L))(0.2.)

egyenlet szintén populációs probléma kapcsán merült fel. 

Itt g(x(t)) a születések számát, mig g(x(t-L)) az elpusz
tult egyedek számát jelenti, L az élethossz. Héhány köz- 

gazdasági jellegű probléma is a (0.2.) egyenletre vezet.
Az 1. ábrának megfelelő elektromos áramkört szintén 

késleltetett argumentuma differenciálegyenlettel lehet 

leírni.

L

R

L Ríi ьллллмл
A
P

1. ábra
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Itt A egy lineáris erősítő, P pedig az input és output 

közötti konstans késleltetést biztosítja. A rendszer 

működését leíró egyenlet:

+ (R+R1)i> + ^R-ji’Ct-h) + ~i(0.3.) Li” = 0

Késleltetett argumentumú differenciálegyenlettel írható 

le a hadihajók automatikus irányító készülékeinek működése 

(MIKORSKY I962). A klasszikus elektronsugárzás vizsgálata 

során szintén késleltetett argumentumú differenciálegyenlet
hez jutott SORG [31] . Retardált típusú differenciálegyenlet 

a SCMOLINAS (1978) által vizsgált, úgynevezett napraforgó 

egyenlet:

+ ^ sin x(t-r) = 0.(0.4.) X» »

Ezen egyenlet érdekessége, hogy periodikus megoldásokkal 
rendelkezik. HIL1 (1978) vizsgálta a

(0.5.) Q* = AQ(t-T) + G

egyenletet, amelynek homogén változatával mi is foglalkozni 
fogunk.

Ezen dolgozat első fejezetében az

x(t) = A(ax(t) - x(t-r))(0.6.)

egyenlet megoldásainak aszimptotikus viselkedését vizsgáljuk.
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Itt A nxn-es valós mátrix, a és r valós számok, r > О. A 

(0.6.) egyenletet, illetve speciális eseteit több szerzó 

vizsgálta. A mi vizsgálataink ATKINSON és ZHANG [2] vizs
gálataihoz kapcsolódnak. Ők az

x(t) = p(x(t)—x(t-r))(0.7.)

(p valós szám) skaláris egyenletről bebizonyították, hogy 

karakterisztikus egyenletének legfeljebb egy pozitív valós 

részű megoldása van, és minden megoldása az

x(t) = y(t)c + xQ(t)(0.8.)

alakban írható fel, ahol y(t) egy adott, nem korlátos meg
oldása, xQ(t) pedig korlátos megoldása (0.7.)-nek, c valós 

szám. ATKINSON és ZHANG a skaláris egyenletre kapott ered
ményeit kiterjesztette a

x(t) = A(x(t)-x(t-r))(0.9.)

rendszerre is, ahol A diagonális mátrix. Mi a (0.6.) egyen
let karakterisztikus egyenletét vizsgálva megadjuk a komplex 

sík azon tartományait, amelyekbe A sajátértékeinek esni kell 
ahhoz, hogy a (0.6.) egyenlet 0 megoldása stabil, vagy 

aszimptotikusan stabil legyen, illetve teljesüljön a (0.8.)- 

nak megfelelő előállítás. Az eredmények érdekessége, hogy a 

(0.9.) egyenlet karakterisztikus egyenletének nemcsak egy, 

hanem több pozitív valós részű megoldása is lehet, ezért a
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megoldásoknak a (0.8.) típusú előállítása, ellentétben a 

diagonális A mátrix esetével, nem mindig lehetséges.
A (0.6.) egyenletet vizsgálta HALE, ШРАНТЕ és TSEN [20] 

is. Ok a komplex sík azon tartományát adták meg, amelybe A 

sajátértékeinek esni kell ahhoz, hogy a (0.6.) egyenlet 0 

megoldása aszimptotikusan stabil legyen minden pozitív r-re. 

Eredményeik a mi vizsgálatainkból is következnek.
A (0.9.) egyenletre kapott eredményeink kapcsolódnak 

GYŐRI [14,15] úgynevezett aszimptotikusan közönséges funk- 

cionál-differenciálegyenletekről írt dolgozataihoz is 

annyiban, hogy a (0.8.) előállításból sok esetben egy

x(t) = y(t)(c+o(l))

típusú előállítás is következik, ahol a lineárisan független 

megoldásokból álló y(t) mátrix nem elfajuló.
A második fejezetben skaláris típusú egyenletekkel foglal

kozunk. Először az
0
*\ x(t+s)d h(t,s) s

-r(t)
x(t) =(0.10.)

stabilis típusú egyenlet megoldásainak aszimptotikus visel
kedéséről nyerünk eredményeket. Közvetlen módszerrel bebi
zonyítjuk, hogy ha

t

5 -h(u, -r(u) )du < 1lim sup
t ->■ 00 t-r(t)
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és
Oo

5 h( t ,-r( t)) = - oo
*о

akkor a (0.10.) minden megoldása 0-hoz tart, ha t ,

Ez az eredményünk általánosítása a LADAS, SEICAS, STAVROULAKIS 

[25] által közölt eredményeknek. Ők a (O.lO.)-nek az

x(t) = -p(t)x(t-r)

speciális esetére bebizonyították, hogy p(t) > 0,
t OO

^ p(s)ds < 1 és ^ p(s)ds= oo feltételek mellettlim sup
t -> СХ»

*0t-r
minden megoldása 0-hoz tart t -> oo 

bizonyításunk egyszerűbb.
A (0.10.) egyenletre nyert tételünket alkalmazzuk az

esetén. Ezenkívül a mi

0
x(t) = - o<L ^ x(t+s)d y\_ (s)

-1

populációs egyenletre is.
A második fejezet második részében Ljapunov második mód

szerének egy, a késleltetett argumentumú egyenletekre al

kalmazható változatát írjuk le. A mi módszerünk MIKOLAJSKA 

[26,27] és 2ERJÉKI [34] munkáihoz kapcsolódik. A módszer lé
nyege, hogy a felhasznált со (t,x) segédfüggvény nem állan
dó előjelű, azonban az x oo (t,x) állandó előjelű kell hogy 

legyen. Ha ezen segédfüggvény deriváltjára adott feltételeink
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teljesülnek, akkor a megfelelő egyenlet 0 megoldása stabil. 

A stabilitási eredményen kívül a megoldások határértékének 

létezésére is nyertünk feltételeket.
Mindkét fejezet után néhány példán bemutatjuk a kapott 

feltételek alkalmazhatóságát.
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Definíciók, tételek

A bevezetésben emlitett egyenleteket egységes módon is 

le lehet írni. A HALE [19] által bevezetett terminológiát 

felhasználva az egységes Írásmód a következő lesz.
Jelölje ÍR a valós számok halmazát, JR+ a nem negativ valós 

számok halmazát. Legyen 0 < r < <^° és <D jelölje a [-r,0] -n 

értelmezett JRn-be képező folytonos, korlátos függvények
ФеС, akkor legyen Il9l|: = sup(l9(s)||s€ [-r; 0]],

1*1 egy JRn-beli norma. Tekintsük az x: [-r,t] -> JRn 

folytonos, korlátos függvényt (t >0). Definiáljuk az x^_ e (D 

függvényt az xt(s):=x(t+s) (se[-r,0]) egyenlőséggel.
Legyen E:JR+2ÍD ->JRn folytonos funkcionál. Az

halmazát. Ha
ahol

x(t) = P(t,xt)(0.11.)

differenciálegyenletet funkcionál-differenciálegyenletnek
[tQ-r, tQ+T)-> JRn (T >0) függvény a (0.11.) 

egyenlet (tQ, Ф0 ) e JR+xC kezdeti feltételnek eleget tevő, 
vagy a (tQ, Фо ) eJR+2íD-n átmenő megoldása, ha x differenci
álható а (^0»^0+Т) intervallumon,

(O.ll.)-nek [t0,tQ+T)-n. Ezt a függvényt szokás x(t,tQ, Ф0 )- 

val is jelölni.

Ezután összefoglaljuk a funkcionál-differenciálegyenle- 

tekre ismert és általunk használt eredményeket. A megoldá
sok létezéséről, egyértelműségéről és folytathatóságáról

nevezzük. Az x:

ФTo és x eleget teszV
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szól a következő tétel. (BURTON [5] , [6], HALE [19] ).
A.Tétel. Ha E folytonos funkcionál és kielégíti a 

Lipscbitz feltételt, akkor minden (Ьо,Ф0 ) e JR+3ffi-h.ez 

van olyan T, hogy (O.ll.)-nek létezik egyértelmű meg
oldása a [t0-r,t0+T) intervallumon. Ha E minden kor
látos zárt halmazt korlátos zárt halmazba képez, akkor 

a korlátos megoldások maximális értelmezési tartománya 

o°). Ha E lineáris, akkor minden megoldás [tQ,[to’
van értelmezve.

Az általunk vizsgált (0.6.) egyenletben

E(t,xt) = A(axt(0) - xt(-r)).

Tehát E lineáris. Legyen Ф a [t0-r,tQ] , (r>0) inter
vallumon értelmezett folytonos függvény. Ekkor az A.Tétel 
alapján a (0.6.) egyenletnek létezik a (t , Ф )-n átmenő 

megoldása, ez a megoldás egyértelmű és a [tQ-r, oo ) in
tervallumon van értelmezve. Ugyanez érvényes a (0.10.) 

egyenlet megoldásaira is. Mi ezen megoldások aszimptoti
kus viselkedését vizsgáljuk, azaz az x(t,tQ^ ) viselke
dését, ha t -> <=*> .

Szükségünk lesz a stabilitás és aszimptotikus stabili
tás fogalmára. Tegyük fel, hogy E(t,0) =0, ha t i> 0.

1.Definíció. A (0.11.) egyenlet 0 megoldását stabil
nak nevezzük, ha minden £ >Q-hoz és t > 0-hoz van 

olyan cf ( £ ,tQ) > 0, hogy, ha ИФ011 < cf , akkor



11

lx(t,tQ, Ф0 )l < E, ha t > tQ.
2.Definíció, A (0.11.) egyenlet 0 megoldását aszimp

totikusan stabilnak nevezzük, ha stabil és

lim x(t,t_, Ф0 ) = 0.
t-> о- °

Ezek a definíciók többek között KRASZOVSZKE'J [22] és 

HALE [19] munkáiban megtalálhatók.
A funkcionál-differenciálegyenletek megoldásai aszimp

totikus viselkedésének vizsgálatára a közönséges diffe
renciálegyenletekre alkalmazott módszerek használhatók, 

azonban ezeket a módszereket sok esetben át kell alakí
tani, illetve általánosítani. Ez a megállapítás igaz az 

általunk alkalmazott vizsgálati módszerek közül a karak
terisztikus egyenlettel kapcsolatos módszerre és a 

Liapunov függvényt használó módszerre is.

A közönséges differenciálegyenletek közül a lineáris, 

konstans együtthatós egyenlet megoldásainak aszimptotikus 

viselkedését a karakterisztikus egyenletének megoldásai 
határozzák meg. A lineáris konstans együtthatós, konstans 

késleltetésű differenciálegyenletek megoldásainak visel
kedését szintén a karakterisztikus egyenlet megoldásai 
döntik el. Tekintsük az

H
x(t) = ^ A-^x(t-r-^)(0.12.)

1=0
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differenciálegyenletet, ahol N pozitív egész szám, 

A1(l=0,l,2

valós számok. A (0.12.) karakterisztikus egyenlete a

Ж) nxn-es konstans mátrix, 0=rQ< ^< ... < r^, •.. ,

-rTz
x -zE) = 0det( ^ A-j^e(0.13.)

1=0

egyenlet. A (0.12.) egyenlet megoldásai és a (0.13.) 

egyenlet megoldásai közötti kapcsolatról nyert legfonto
sabb eredmény a következő:

B.Tétel. Ahhoz, hogy a (0.12.) egyenlet 0 megoldása 

aszimptotikusan stabil legyen szükséges és elegendő, hogy 

a (0.13.) egyenlet minden megoldása negatív valós részű 

legyen.
Ez az eredmény HALE [19] , ELSZGOLC-ИОШШГ [12] munkái

ban megtalálható. A karakterisztikus egyenlettel kapcso

latos vizsgálatok találhatók a [9] , [18] , [20] , [23] dol
gozatokban is.

A (0.13.) egyenlet baloldala kvázipolinom, amelynek 

végtelen sok zéróhelye lehet. A zéróhelyeknek a komplex 

síkon való elhelyezkedése vizsgálatára alkalmazható pél
dául az úgynevezett amplitúdó-fázis módszer [12], vagy a 

D-felosztás módszere [12], amit az 1. fejezetben ismerte
tünk.

Ezután fogalmazzuk meg Ljapunov mó.dszerét funkcionál-, 

-differenciálegyenletekre. Tekintsünk egy V:JR x
7. V*

u * W. í •
\s:Or ,

II

7
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függvényt, amely mindenütt folytonos, és folytonosan 

parciálisán differenciálható minden változója szerint 

JRxClR11 \ jo| )-n, valamint pozitiv definit, azaz van 

olyan b:JR+ ->JR+ szigorúan monoton függvény, hogy 

t>( Ixl ) < V(t,x), ha teJR+, xe JRn. Ezen függvény deri
váltja a (0.11.) rendszer szerint a

n

í(t, Ф ) = Ф (o)) + Y. -Ц-Ct, Ф C0))Pi(t, Ф )
c) t

i=l

n) az P(t,Ф ) kompo-funkcionál, ahol Pi(t,9 ) (i=l,2, 

nenseit jelenti. Ha V<0 akkor a 0 megoldás stabilis. A
... ,

közönséges differenciálegyenletek elméletében ilyen 

Ljapunov függvény létezése szükséges is a 0 megoldás egyen
letes stabilitásához. A funkcionál-differenciálegyenletek 

körében ez nincs így [12. 139.oldal] .

Funkcionál-differenciálegyenletek megoldásai stabilitá
sának vizsgálatára KRASZOVSZKIJ bevezette a Ljapunov 

funkcionált [22]. Ljapunov funkcionál alkalmazásával a 

stabilitásra hasonló szükséges és elegendő feltételeket 

lehet kapni funkcionál-differenciálegyenletekre, mint a 

közönséges differenciálegyenletekre Ljapunov függvény 

segítségével. Ljapunov funkcionált alkalmaz például 

BURTON [6], HALE [19] . Ezen módszer alkalmazhatóságát sok 

esetben megnehezíti a megfelelő Ljapunov funkcionál meg
konstruálása.



14

A funkcionál-differenciálegyenletek megoldásai stabi
litásának vizsgálatára másik eljárás az, hogy a V < 0 

feltételt nem minden esetben követeljük meg. RAZUMIHIÜ 

csak olyan esetekben követelte meg a V < 0 feltételt, 

amikor

V(t+s, <p (s)) < V(t, <p (0))

e[-r,0]-ra. RAZUMIHI2T eljárását tovább lehetteljesül s
általánosítani az aszimptotikus stabilitás vizsgálatára

is [27] , [34] .
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1. Autonóm rendszerek vizsgálata, a triviális
megoldás aszimptotikus stabilitása

Ebben a fejezetben az

x(t) = A(ax(t) - x(t-r))(1.1.)

egyenletet vizsgáljuk, ahol A nxn-es valós mátrix a,r 

valós számok, r > 0. A vizsgálatok egyik célja, hogy 

megadjuk az A sajátértékeire, és az a valós számra azo
kat a feltételeket, amelyek teljesülése esetén az (1.1.) 

karakterisztikus egyenletének csak negatív valós részű 

megoldásai vannak. A kapott feltételek felhasználásával 
az (1.1.) egyenlet 0 megoldásának aszimptotikus stabili
tásáról nyerünk eredményt. Célunk továbbá, hogy АИСШБСЖ 

és ZHA2TG [2] skaláris egyenletre nyert eredményeit ki
terjesszük az (1.1.) egyenletre a = 1 esetén.

Az (1.1.) karakterisztikus egyenletének a

-rz(1.2.) det(A(a-e )-zE) = 0

egyenletet nevezzük [12] , amelynek megoldásaival jelle
mezhető az (1.1.) egyenlet megoldása. Az (1.2.) és az 

(1.1.) egyenlet megoldásai között az alábbi kapcsolat 

áll fenn:

C.Tétel. Ahhoz, hogy (1.1.) minden megoldása 0-hoz
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tartson t -> tx> esetén szükséges és elegendő, hogy 

az (1.2.) minden megoldása negatív valós részű legyen. 

Ha (1.2.)-nek a z=0 egyszeres multiplicitású megoldása 

és más nulla valós részű megoldása nincs, akkor (1.1.) 

minden megoldásának létezik a Határértéke t oo esetén

[4].
Tehát az (1.2.) megoldásainak valós részét kell vizs

gálnunk. Az (1.2.) megoldásairól tudjuk a következőt.
D.Tétel. Létezik olyan c valós szám, hogy (1.2.) minden

z megoldására a Re z < c teljesül [12]. Ha у • • • Q.Z

(1.2.) megoldásainak sorozata és lim |z, |= oo , akkor
[12] .lim Re z-i=— oá

k^oo *

Mivel az (1.2.) egyenlet baloldala az egész komplex 

síkon holomorf függvény, ezért az (1.2.) megoldásainak 

nincs véges torlódási helye [33] .

1.1. A karakterisztikus egyenlet jellemzése.
-rzAlakítsuk át az (1.2.) egyenletet •kiemelésé-az a-e

vei. Ekkor az

-rz)ndet(A - z(1.3.) (a-e E) = 0-rza-e

egyenlethez jutunk. Az (1.3.) egyenlet alapján az (1.2.) 

megoldásairól a következőt állíthatjuk.
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1.Segédtétel. Tegyük fel, hogy det(A)^0. Ekkor az 

(1.2.) egyenletnek azok és csak azok a z komplex számok 

a megoldásai, amelyek az

z - /U. (a—e rz) = 0(1.4.)

egyenletek megoldásai. Itt /u az A sajátértéke, tehát az 

(1.4.) egyenletek száma n.
Bizonyítás. A bizonyítást két részletben végezzük.

Először a О-tél különböző megoldásokra bizonyítjuk az
állítást, majd a z = O-ra.

(i) Legyen z ^ 0 megoldása (1.2.)-nek. Ekkor az 

-rz=0 nem állhat fenn, mert akkor (1.2.)-ből z = 0 

következik, ami ellentmond a feltételünknek. így az (1.2.) 

egyenlet ekvivalens az (1.3.)-bél kapott,

a-e

zdet(A - E) = 0-rza-e

egyenlettel. Ez az egyenlet azokra és csak azokra a z £ 0 

komplex számokra teljesül, amelyekre a

z = M-rza-e
egyenlőség fennáll A valamely Д! sajátértékére. Ebből 
átrendezéssel kapjuk (1.4.)-t.

(ii) Tegyük fel, hogy z = 0 megoldása (1.2.)-nek. Be
helyettesítés után a

det(A(a-l)) = 0
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egyenlőséget kapjuk, ami csak akkor teljesül, ha a = 1. 
Tehát z = 0 (1.2.)-nek csak a = 1 esetén lehet megoldá
sa, mivel det(A) Ф О. На (1.3.)-Ъа a = 1-t helyettesitünk, 

akkor az

(l-e"rz)ndet(A - z E) = 0
l-e"rz

= ezért a z = 0zegyenletet kapjuk. Mivel.lim -rzz h>0 1-e

legalább n-szeres megoldása ennek az egyenletnek. Tehát 
(1.2.)-nek a = 1 esetén a 0 n-szeres megoldása, ha

det(A - J E) / 0,

r nem Rátérték-e A-nak 

ha az j к-szoros sajátértéke A-nak. Másrészt a z = 0 

(1.4.)-nek is csak a = 1 esetén lehet megoldása. Ha (1.4.)- 

be beírjuk az a = 1-t, akkor a

, és n+k szoros megoldása,azaz az

2 —/u. (l-e“rz) = 0

egyenlethez jutunk, amelynek a z = 0 az A minden /U saját-

akkor ennek az egyenlet
nek a z = 0 kétszeres megoldása. A 0 magasabb multiplici
tásé. megoldás nem lehet, mivel a (z- (l-e“rz)»>= r2e

ha z komplex szám. Tehát, ha a = 1 és ^ nem sajátértéke 

A-nak, akkor a z = 0 egyszeres megoldása (1.4.)-nek A minden

értékére megoldása. Ha /U. =

-rz^0,
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/и. sajátértékére, azaz (1.2.)-nek n-szeres megoldása.
1 és ^ к-szoros sajátértéke A-nak, akkor az (1.4.) 

egyenletek közül k-nak а О kétszeres megoldása, tehát 

(1.2.)-nek n+k-szoros megoldása. Ezzel a bizonyítást be
fejeztük.

Ezek után az (1.4.) egyenlet megoldásait kell vizsgál
nunk. Az (1.4.) egyenlet baloldala egy kvázipolinom, 

jelöljük f (z)-vel. Tehát f (z) zéróhelyei az (1.2.) 

egyenlet megoldásai lesznek, sót ha z ^ О az (1.4.) k- 

szoros megoldása, és /1 az A j-szeres sajátértéke, akkor 

z^O az (1.2.) egyenlet j-k-szoros megoldása lesz [12] .

М=Не1ф
így a vizsgált egyenlet

Ha a =

jelölést, ahol R>0, -ТГ<ф <ТГ.Vezessük be a

1ф -rz(a-e ) = 0(1.5.) z-Re

alakú.
Az (1.5.) zéróhelyeinek elhelyezkedését a D-felosztás 

módszerével vizsgáljuk. A D-felosztás módszerének lénye
ge az, hogy az (a,R, <p ) tér - oo < a < oo, R>0,

feltételeknek eleget tevő részében megha
tározzuk azokat az (a,R, <p ) pontokat, ahol f (iy) = 0s>
teljesül valamilyen y-ra, azaz (1.5.)-nek nulla valós részű 

megoldása van. Ezek a pontok felületeken helyezkednek el.

Ф -t úgy választjuk, hogy az (a,R,ф ) 

pont rajta van egy ilyen felületen, akkor (1.5.)-nek 0

-ír < ф <; ír

Ha а-t, R-t és
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valós részű megoldása is lesz. A felületek meghatározása 

után megvizsgáljuk, hogy a felületen áthaladva hogyan 

változik (1.5.) megoldásainak valós része. Mivel (1.5.) 

megoldásainak valós része folytonosan függ a-tói, R-tol 
<p -tol, ezért egy negativ valós részű megoldásból 

csak úgy lehet pozitív valós részű megoldás, hogy közben 

áthaladtunk egy olyan felületen, amelyen nulla valós 

részű megoldás is van. A vizsgálatok eredményeként az 

(a,R,cp ) teret olyan tartományokra bonthatjuk, amelyekben 

az (1.5.) pozitiv valós részű zéróhelyeinek a száma 

állandó.
írjunk z helyett x+iy-t és bontsuk (1.5.)-ben szét a 

valós és képzetes részt. Ekkor az

és

-rx(1.6.)
(1.7.)

cos(Ф -ry) = 0 

э!п(ф -ry) = 0
x - Racos ф + Re 

у - Rasin ф + Re-rx

egyenletekhez jutunk, x helyébe 0-t helyettesítve az

-Racos ф + Исоз(ф -ry) = 0 

у - Rasin ф + Нз1п(ф -ry) = 0

egyenletrendsJÜrhez jutunk. Ezen négy egyenlet alapján 

(1.5.) megoldásairól a következőket állíthatjuk.

2.Segédtétel. Ha а-cos ф < -1, akkor (1.5.)-nek csak 

negatív valós részű megoldásai vannak. Ha a-cos ф > 1,

(1.8.)

(1.9.)
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akkor (1.5.)-nek van egy pozitív valós részű megoldása, 
a többi megoldása negatív valós részű.

Bizonyítás. (1.8.)~ból következik, hogy a-cos <p =
= cos(cp-ry). Nincs olyan y, amelyre a-cos ф>1 esetén 

ez az egyenlet teljesülne. Az (1.6.) egyenletből az

-rxcos(Ф -ry)x = Ra cos ф - Re

egyenlet következik. Ez az egyenlet pozitív x-re 

а-cos ф < -1 esetén nem teljesülhet, mivel ebben az eset
ben a jobboldal

-rxсоэ(ф -ry) < -R+R = 0.Ra cos ф + Re

Az állítás másik részének a bizonyításához felhasználjuk 

Rouché tételét [33] . Tudjuk, hogy a-cos ф >1 és

-rzf (z) = z -/1 а +Д e
EL

-rzVezessük be a h(z) /и a, g(z) =/il e függvényeket,= z -
ezzel

f (z) = h(z) + g(z).
d

Tekintsük a komplex sikon azt a Cg zárt görbét, amely a 

g sugarú, origó középpontú kör Re z > 0 félsíkba eső 

részéből, valamint a képzetes tengely - g•i és g>i közé 

eső részéből áll. A D.Tétel és a bizonyítás első része 

alapján, ha о elég nagy, akkor f (z)-nek a C9 görbén° 9. J
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és a Cg görbén kivül a Re z >0 félsíkban nincs zéró- 

helye. A Cg görbét a 2. ábrán láthatjuk.

S

Rouché tételének alkalmazásához be kell látni, hogy a 

Cg görbén lh(z)l >lg(z)l. Ha z = iy, akkor lh(z)l = liy-Raei9l= 

= /R2a2cos

ha la cos ф1>1, akkor VR2a2cos2 ф +(y-Rasin ф)2 >IRa созф1> R.
<Tг

Ha z = 0 e^~ (lod< 4) , akkor, mivel lim lg(z)|=lim Re_rs cos,í = 0,
^ 2 g-*®*

valamint I z-/ua l2= (g cos oC -Ra cos 9)+(qsin ^ - Ra sin ф )2

g elég nagy akkor a Cg

2 '
Ф +(y-Ra sin ф) , I g(z) I = IRe19 е~Г1у1 = R, így

ioí

, ezért

lim I h (z) I = с« . Tehát, hag-* o-
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görbén lh(z)l > lg(z)l . Rouché tétele alapján h(z) = z- д a 

függvénynek a Cg
van, mint a h(z)+g(z) = f (z) függvénynek.. Mivel h(z)-nek

Cl

pontosan egy zéróhelye van a görbe belsejében, ezért 

f (z)-nek is. így a segédtétel igaz.
A továbbiakban az (a,R, <p ) térnek az lacos ф1 < 1

feltételeknek eleget tevő részét fogjuk vizsgálni. Az 

(a, <p ) sik ezen feltételnek eleget tevő pontjait láthat
juk a 3. ábrán.

görbe belsejében ugyanannyi zéróhelye

P
Я

a ‘Cosf^-Ia-cosf = 1

ü

a-cosJ=-1 acosf = 1

a

71
‘I

3. ábra

Legyen tehát la cos q>l < 1. Ekkor az (1.8.) egyenletből
az л

, im о
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ф-ry = arc c os (a cos<p) + 2 к 7C(1.10.)

vagy

ф-гу = - arc cos(a cos ф ) + 2 kTT(1.11.)

egyenletekhez jutunk. Az (1.10.)-t illetve az (1.11.)-t 

az (1.9.)-he behelyettesitve az

у = R(a sin ф -sin arc cos(a созф)),

illetve az

у = R(a sin ф + sin arc cos(a cos ф))

feltételeket kapjuk. Tehát f (iy) = 0 csak olyan y-raci

teljesülhet, amelyre az (1.10.) alapján az

-К ф -arc cos(a соэф )+2 kTT )(1.12.) У =
és

(1.13.) у = R(a sin ф-sin arc cos(a cos ф))

feltételek, vagy az (1.11.) alapján az

—( ф +arc cos(a cosф )+2 kTT)(1.14.) У =
és

(1.15.) у = R(a з1пф+э1п arc cos(a cos ф))

feltételek teljesülnek. Az (1.10.) és (1.11.) formulák
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lal = 1 esetén speciális alakúak, ezért először ezeket 
az eseteket vizsgáljuk.

1.2. Az aszimptotikus stabilitást kizáró eset vizsgálata

Legyen tehát a = 1, igy (1.5.)-bői

-zrf-j-Cz) = z - Л! + Д1 e

Az 1. Segédtétel bizonyítása alapján tudjuk, hogy z = 0 

zéróhelye f1(z)-nek, és ha a ^ 1, akkor z = 0 nem lehet 

zéróhelye f (z)-nek.
EL

Tekintsük az (l,R,cp ) síkon a következő görbéket:

G10 = )l Rr Isin ф1= 1ф1 , ha 0<1ф1<1Г és R=^, ha (p=oj

G = j(l,R,cp )| Rr lsinq)l= 1фН~ kTT , ha 0<1ф1<'1Г] к =1,2,3,...

Ezen G-y^ görbék fogják határolni azokat a tartományokat, 

amelyekben az f1(z)-nek ugyanannyi pozitív valós részű 

zéróhelye van. A következő állítások az f-^(z) z = O-tól 
különböző zéróhelyeiről szólnak.

3.Segédtétel. f-,(z)-nek akkor és csak akkor vannak 0
CX* Oc

valós részű zéróhelyei, ha/ie G^. Minden Д6 [J G-^
k=0 • k=0

esetén pontosan egy 0 valós részű zéróhely van.

Bizonyítás. Helyettesítsünk (1.12.)-be és (1.13.)-ba 

a = 1-t, ekkor az у = ^ 2k'JÍ és az у = RO egyenlethez 

jutunk, amelyekből у = 0 következik, tehát a z = 0 megoldást 

kaptuk. Az (1.14.)-be és (1.15.)-be behelyettesítve az a = 1-t
az
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i(2<p +2кТГ )

у = R 2 sin ф

(1.16.)

(1.17.)

У =

összefüggésekhez jutunk. Ezen összefüggésekből az

ф + kTT = Rrsin ф(1.18.) , к 6 Z

feltételhez jutunk. Tehát, ha ^(г)-пек van 0 valós részű
eleget tesz (1.18.)-nak. 

0, akkor к < 0, ha
, akkor к > 0 feltételeknek kell teljesülni.

M = Re1<P 

Mivel R > 0, ezért ha -7Г< ф < 

0 < ф <lí

zéróhelye, akkor a

Ezen utóbbi feltételek mellett (1.18.) éppen a G-^ gör
bék definíciójában szereplő formulát adja. Most bizonyítsuk

OO Q
hogy minden /16 \J G-ц^ esetén legfeljebb egyWalós

k=0
be,
részű zéróhelye van f-,(z)-nek. Tegyük fel, hogy van olyan

oo

^ U0 Gik
yly2 ^ 0 és ух 4 y2* Legyen 

és (1.17.) R = R0, 
y2-re. (I.l6.)-ból

, hogy f]_( 1У]_) = i]_(iy2) = 0 úgy, hogy
. Az (1.16.)i<PoM0- ^0e 

esetén teljesül y-^-re ésФ = Фо

ГУ]_ = 2 ф0 + 2k 1Г 

ГУ2 = 2 Фо + 2j ŰL

kéz

j e Z

feltételeket kapjuk. (1.17.)-ből

yl = 2 HQsin ф0 

y2 = 2 RQsin ф0
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Оо

zue \J G1k k=0 1k
Ez ellentmondás, így mindenTehát У1 = y2.

esetén legfeljebb egy у И 0 tesz eleget az f-^Ciy) = 0 

egyenletnek. Másrészt, ha /U = Rei(^ és M eleget tesz 

(1.18.)-nak, akkor у = 2R sin ф megoldása lesz az 

fx(iy) = 0 egyenletnek. Ezzel a bizonyítás teljes.
Vizsgáljuk meg a G^ görbéket. A definíciókból lát

ható, hogy a görbék а ф= 0 egyenesre szimmetrikusak.
Azonkívül az

Ф + kTR = r sin ф

előállításból következik, hogy 0 < ф < ÍT esetén

Ф + kTTlim R = lim 
9 ■♦'ír

= ooот Г sin Ф<p-»

На !k Ф 0, akkor

9+ kTlim R = lim
9 -»0

= Oor sin Ф9 -*0

Ha 1c = 0, akkor

Ф 1lim R = lim
9 ->0 r sin Ф r

10 görbe а (-1Г ,0) intervallumon monoton csökken, 
а (0ЛГ ) intervallumon monoton no, ф = O-ban minimuma 

van, amelynek értéke i. 

vallumon konvex.
A G-^^(k^O) görbék két görbéből 
tükörképei а ф = 0 egyenesre. A G^

9 -»o

A G

A G10 görbe а (-7Г ,TT ) inter-

állnak, amelyek egymás 

görbék konvexek, a
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(О, ф?) intervallumon monoton csökkennek, а ( <po Д" )
intervallumon monoton nőnek, azaz <po -ban minimumuk
van. Itt ф0 a tg ф = ф + k7T egyenlet megoldása. Ha

ТГ, akkor a minimumhelyek -g- -hoz tartanak. Mivel

Ф + к7Г < Ф4-(к+1)1Г
r sin ф
rögzitett ф

is növekszik, azaz G^j Г\ Glic 

két a 4. ábrán vázoltuk.

!k oo

< JL -re, ezértminden 0 < ф 

esetén а к növekedésével a megfelelő й(ф )
r sin ф

= 0, ha j Ф k. A G-^ görbé-

7-я Л

4. ábra
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görbék az (1,R, <p ) síkot (R > О, -'7Г < Ф < 7Г )A Glk
összefüggő tartományokra bontják. На а д -t egy tartomány
ból választjuk, akkor f-L(z)-nek ugyanannyi pozitív valós 

részű zéróhelye van, д változtatásával csak akkor vál
tozhat meg az f^(z) pozitív valós részű zéróhelyeinek a 

száma, ha Д áthalad, valamely G-j^ görbén.
Tekintsük ezeket a tartományokat, legyen

Ф . ha 0<1фК7Г, 0<R<у-ha ф=0,0<В<°^1аф=1Г|Т10 = ((1-Р-Ф)1 0<R<
Г sin Ф

1ФН-1ГФ ha 0<1ф1<ТГ, у < R< °**> ha ф=о)Tn [(íR-Ф)! rSjn(p <R< rlsin ф!

1ф1-4-(к—pTT 1ф1+кХ ha 0<1ф1<7Г)

A továbbiakban meg fogjuk határozni, hogy T1Q-ban és 

T-Q-ben választva а Д -t f-^(z)-nek hány pozitív valós 

részű zéróhelye van.
4.Segédtétel. На де T1Q, akkor f1(z)-nek csak negatív 

valós részű zéróhelye van.
Bizonyítás. Elég T-j^Q-nak csak egy pontját megvizsgálni. 

Legyen ф = Jl

T1k -1( 1,R,<p)l < R < к =2,3,4...rlsin ф| risin ф|

és R>0. Ekkor

-rzf 1( z) = z + R - Re

Legyen z = x + iy és tegyük fel, hogy f-^Cz) = 0. Ekkor 

Ref^Cz) = lm f^Cz) = 0, azaz
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-rxx + R = Re cos ry,
—rxу = Re sin ry.

Ezekből az

(x+R)2 + y2 2 _-2rx= R e

egyenlőséget kapjuk. Ez az egyenlőség x > 0 esetén nem 

teljesülhet, mivel ilyen x-re

(x+R)2 + y2 >R2 > R2e“2rx

5.Segédtétel. Ha a G-ц^ görbén áthaladunk T 

Tl^-ba, akkor az f^Cz) nulla valós részű zéróhelyeinek 

a valós része növekszik.

Bizonyítás. Azt kell belátnunk [12] alapján, hogy a

-bőilk-1

3fa aíadR + d <p
dx = -Re а Ф

afa
d z

kifejezés nem negativ a G^ görbéken. Kiszámolva a deri
váltakat kapjuk, hogy

(-ае1ф +e-rzei(y -ry))dH + (Haie11’’ +Rie~rae1( T "^ЬйФdx = -Re Hre«? -ryJ0-nc1 -

Legyen ф = konstans, ekkor d ф = 0. Szorozzunk be a nevező 

konjugáltjával, így a
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-rxei(9 -ry)_Rre ii-У)i9 -rx(e-rx-ae-ae +e
dRdx = -Re

cos( <p -ry))2+(Rrsin( ф-ry)e”rx)2-rx(1-Rre

kifejezést kapjuk. Vegyük figyelembe, hogy a G-^ 

görbéken x = 0, ezért

a cos ф -соэ(ф -ry)+Rr(l-a cos ry)
(1.19.) dx = dR

(l-Rr.oos( ф -ry))2 + (Rrsin(ф -ry))2

A nulla valós részű zéróhelyre (1.8.) is teljesül, ezért 

a = 1-re az (1.19.) számlálója nem negatív. Ha R növek
szik, akkor dR > 0, ezért dx ;> 0. Bebizonyíthatjuk, hogy 

dx csak bizonyos y-ra lehet nulla, ugyanis (1.16.)-t 

felhasználva a G-^ görbén a nulla valós részű zéróhelyre
az

1 - cos ry = 1 - соз(2ф+2к1Г) = 1 - cos 2ф

teljesül. Ez a kifejezés csak ф = к IT esetén nulla, azaz 

a mi esetünkben csak ф = 0 esetén, a G-^q görbén. A többi 
esetben dx > 0. Tehát ha а ф = 0 egyenessel párhuzamosan 

haladunk át a G-^ 

nulla valós részű zéróhelyeinek a valós része növekszik.
A 4.Segédtétel alapján T1Q-ban csak negatív valós részű 

zéróhelye van ^(г)-пек, ezért a G-^-ra érve egy negatív 

valós részű zéróhelyból nulla valós részű zéróhely lesz.

görbén az R növelésével, akkor az f-j_(z)
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Ebből a nulla valós részű zéróhelyből T-^-ben pozitív 

valós részű zéróhely lesz. Ha bebizonyítjuk, hogy a nulla 

valós részű zéróhelyek multiplicitása egy, akkor, felhasz
nálva a 3.Segédtételt, azt kapjuk, hogy Тд^-ben f-^Czí-nek 

pontosan egy pozitív valós részű zéróhelye van.
Tudjuk, hogy

-zrf£(z) = 1 -/íré 

fj’(z) = A r2e-zr Ф 0, ha/U. Ф 0,

ezért f1(z)-nek legfeljebb kétszeres zéróhelyei lehetnek.
A kétszeres zéróhelyek elhelyezkedéséről szól a következő 

állítás.
6. Segédtétel. f-^(z)-nek M = — esetén a z = 0 kétszeres 

zéróhelye, a többi kétszeres zéróhelye pozitív valós ré

szű, és minden G^.» (k = 2j > 2) görbén pontosan két olyan
/1 -nek, amelynél f1(z)-nek kétszeres zé

róhelye van. A Gllc görbéken kívül eső 

f-^(z)-nek kétszeres zéróhelye.
Bizonyítás. Legyen zQ az f-^(z) kétszeres zéróhelye. 

Ekkor f-^Cz ) = í£(z0) = 0, azaz a

értéke van a
A -re nincs

zQ - A (l-e”rz°) = 0

és
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“zor(1.20.) 1 - /ire = 0

egyenleteknek kell teljesülni. Ebből a két egyenletből 
- Ha ezt visszahelyettesítjük (1.20.)-ba aztzo =Ai 

kapjuk, hogy

-(Re141 - |)r
1 = Rre^e

Ebben az egyenletben válasszuk szét a valós és képzetes 

részt, igy az

l-Rrcoscp
(1.21.) cos(<p -Rrsin Ф )1 = Rre

1-Rrcos ф
(1.22.) sin(Ф -Rrsin Ф)0 = Rre

egyenletrendszert kapjuk. (1.22.)-bői

sin( ф -Rrsin ф ) = 0

következik, amelyből

ф- Rrsin ф = к IT , к e Z

összefüggéshez jutunk. (1.21.) miatt cos(ф-Rrsin ф ) 0
kell, hogy legyen, ezért к = 2j . Tehát ha f1(z)-nek van
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részű zéróhelye. A bizonyítás teljességéhez még hozzá
tartozik annak megmutatása, hogy vannak olyan pontok az 

(R, Ф ) síkon, amelyek (1.23.)-t és (1.25.)-t is kielégí
tik.

Legyen b az 1 + Ins = -x egyenlet megoldása, és te
kintsük az (1,R,ф ) síkon az (1.25.) egyenlettel defini
ált L-j_ görbét:

- T< ф<JL , Rrcos ф = 1 + lnRr,Rr>bj{d,R,q> )iLi =

Az állítás az, hogy az L-^ görbének a G^Q-val pontosan egy
, (k > 1) görbékkel pontosan két metszéspontja van.1*

(1.25.) átrendezésével a
a G

1+lnRr
(1.26.) cos Ф = Rr

1+lnRr
összefüggéshez jutunk. Ha Rr > b, akkor -1 < < 1,Rr

valamint figyelembe véve a cos függvény párosságát az L-^ 

görbe szimmetrikus а ф = 0 egyenesre, és minden Rr i> b

esetén pontosan két pont tesz eleget (1.26.)-nak az 

(R, ф) sikon. Mivel
1+lnRr

kifejezés Rr > 1-re szigorúanRr
1+lnRr

monoton csökken és lim
R-*°*

0 < Ф < ‘IT , akkor а Ф = arc cos

= 0, ezért ha Rr > 1 és 
1+lnRrRr

függvény szigo-Rr
1+lnRr 

RT“ = Trúan monoton nő és lim arc cos - 0. Ha b<Rr < 1,
R -> <x*
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1+lnRr
—szigorúan monoton csökken és 

értékkészlete (0,T ). Ha Rr = 1, akkor <p '= 0. Az L± 

görbe az 5. ábrán látható.

akkor а ф = arc cos

I

/
г

7171-л Л2 2

5. ábra

Összehasonlítva a 4. és 5. ábrát látszik, hogy I^A G-^

= f(j,0)} .azonkívül L-^A G10nem üres, ha к = 0,2,4 , •. • ,
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Az eddigi vizsgálatok eredményeit a következő tételben 

foglalhatjuk össze:

1.Tétel. Ha Д e Glk V T 

к darab pozitív valós részű zéréhelye van.
lk, akkor f^zí-nek pontosan

Bizonyítás. A 4.Segédtétel alapján tudjuk, hogy ha

/X 6 alclcor f]_(z)-nek a z = 0 mellett csak negatív
valós részű zéróhelyei vannak. Legyen 

rögzitett. Ha R növelésével a
* 0,Ф =Фо

egyenesen T1Q-ból 
G1Q-re érünk, akkor valamelyik negatív valós részű zéró
helyből nulla valós részű lesz.

Ф = Фо

Tehát Д6 G10 esetén 

f-^Czí-nek zéróhelye a z = 0, valamint egy tiszta képzetes
szám, a többi zéróhely pedig negatív valós részű. Ha R-t
tovább növeljük, akkor az 5.Segédtételből következik, hogy 

a tiszta képzetes zéróhelyből pozitív valós részű zéróhely
Тд^ esetén f1(z)-nek a z = 0 mellett 

van egy pozitív valós részű zéróhelye, a többi zéróhelye 

negatív valós részű. Még azt kell belátni, hogy ha a
egyenesen haladunk R növelésével, akkor po

zitív valós részű zéróhelyből 0 valós részű zéróhely nem

lesz. Tehát /1 €

Ф = Фо

lesz. Ezt indirekt bizonyíthatjuk. Tegyük fel, hogy Tlk~ 

ból Glk-ra érve valamelyik pozitív valós részű zéróhely 0 

valós részűvé válik. Ekkor a G^k egy kicsi környezetében 

erre a zéróhelyre a dz< 0 feltételnek kell teljesülni,
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görbén már dx > 0, mint ahogy azt azviszont a Glj£
5.Segédtételben megállapítottuk. Ez ellent mondás.
így a bizonyítás kész.

Visszatérve az (1.1.) egyenlethez, a = 1 esetén az

x(t) = A(x(t)-x(t-r))(1.27.)

egyenletet kapjuk. Az 1.Tétel és az 1.Segédtétel alapján 

igaz a következő állitás.
1. Következmény. Ha A minden sajátértéke T^Q-ba esik, 

akkor (1.27.) minden megoldásának létezik a határértéke
esetén.

Bizonyítás. Az 1.Segédtétel alapján az (1.27.) karak
terisztikus egyenletének a z = 0 n-szeres megoldása, 
mivel ^ nem lehet sajátértéke A-nak a feltételeink szerint. 

Az (1.27.) z = 0-hoz tartozó n darab lineárisan független 

megoldása ebben az esetben az Rn-ből vett n darab lineári
san független vektor lesz. Mivel az (1.27.) karakteriszti
kus egyenletének a többi megoldása negatív valós részű, 

ezért a C.Tételből következik, hogy igaz az állítás.
A megoldások határértékéről szól a 2.Tétel.
2. Tétel. Legyen g(t) adott folytonos függvény [-r,0] -on. 

Ha A minden sajátértéke T1Q-ba esik, akkor az (1.27.)
(0,g)-n átmenő megoldásának a határértéke t

t -> 00

-> esetén
0

//
(E-rA)~^g( 0) - j Ag(t)dt).

Я 7

H&ß s-Г
*

V' CT;

я



38

Bizonyítás. Integráljuk (1.27.)-t O-tól n r-ig és 

vegyük figyelembe, hogy [-r,0]-n x(t) = g(t),
nrnr

j i(t)dt = J A(x(t)-x(t-r))dt
00

(n-l)r
jAx(t)dt - J Ag(t)dt - ^ Ax(t)dt

0nr

x(nr) = x(0) +
00 -r

0 nr
x(nr) = g(0) - j Ag(t)dt + j) Ax(t)dt

(n-l)r-r
0 r

- j” Ag(t)dt + I x( (n-l)r+u)du -x( nr) = g( 0)
0-r

Mivel lim x(t) létezik, legyen ez K, igy lim x(nr) = K, és
n -> СЮ

mivel az x((n-l)r+u) függvénysorozat egyenletesen konvergál, 

ezért a

t -» o-

0 r

g(0) - j lim Ax((n-l)r+u)du
' n -* ««

Ag(t)dt +lim x(nr) =
П-» О»

0-r

kifejezésből a
0 r

- 1 1К = g(0) Ag(t)dt + AKdu
0~r
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egyenlőséget kapjuk. így

0

-í Ag(t)dt(E-rA)K = g( 0) ;

-r

amiből a tételben szereplő formulát kapjuk.
Az (1.27.) megoldásának aszimptotikus viselkedé

sét akkor is tudjuk jellemezni, ha a megoldásoknak nem 

létezik a határértéke. Legyen ugyanis/U / ^ az A saját
értéke к-szoros multiplicitással és legyen А a Д 

tartozó f^z) zéróhelye. Ekkor A 

tikus egyenletének vagy к-szoros vagy 2k-szoros megoldása. 
Jelöljük ezt a multiplicitást m-mel. Ekkor (1.27.)-nek az

-hoz
a (1.27.) karakterisz-

eM megoldása lesz és vannak olyan p.(t) polinomok,J
is megoldása 

nem
korlátos 

korlátos függ
ném korlátos függvény. A

0 < j < m-1, hogy p.j(t)ext
lesz (1.27.)-nek. Ha Re A > o, akkor pi(t)ext
korlátos függvény, ha Re Л < 0, akkor p .(t)eXtJ
függvény. Re A

fokszámuk j,

= О, А ф о esetén eM

mig j > 1-re Pj(t)eXt
0-hoz /U Ф — esetén konstans megoldás tartozik,

~ к-szoros sajátértéke A-nak, akkor 

a A 4 0 megoldásokra érvényesek az előbbiek, mig a

vény,
A =

amely korlátos. Ha /1 =

A = 0 megoldáshoz к darab lineárisan független konstans
tartozik, ezek korlátos megoldások, azonkívül к darab
p - (t) polinom, 1 < j < k, amelyek nem korlátos megoldások. <J
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így (1.27.) megoldásait az alábbi módon Írhatjuk fel.
3.Tétel. Ha det(A) ^ 0, akkor (1.27.) minden megoldása

felírható az

x(t) = y(t)c + yQ(t)

alakban, ahol yQ(t) korlátos megoldás, y(t) pedig nem 

korlátos megoldásokból álló mátrix, amelynek oszlopai 
pi(t)eAt alakúak (0 < j < m-1, ha Re A > 0, és 

1 < j < m-1, ha Re A = 0, de A / 0, valamint 1 < j < k, 

ha Л = 0 és ~ az A k'-szoros sajátértéke ) , c konstansok
ból álló vektor, amelynek dimenziószáma megegyezik y(t) 

oszlopainak a számával.

Ez a Tétel általánosítása az ATKINSON és ZHANG [2] 
munkájában skaláris egyenletre kimondott 1.2.Tételnek.

Ismert, hogy közönséges lineáris differenciálegyenlet
nél a megoldások alaprendszeréből az összes többi meg
oldást előállíthatjuk. Mivel az (1.27.) egyenlet karak
terisztikus egyenletének végtelen sok megoldása van, 
ezért itt az alaprendszer is végtelen sok elemű lenne. 
Bizonyos esetekben azonban ki lehet választani véges sok 

megoldást, amelyek dominánsok. Ebben az esetben aszimp
totikusan közönségesnek nevezzük a differenciálegyenletet.
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A pontos definíció GYŐRI [14,15] munkái alapján a követ

kező.

3.Definíció. A (0.11.) funkcionál-differenciálegyen- 

letet lineáris P esetén aszimptotikusan közönségesnek 

nevezzük a [tQ, oo)intervallumon, ha van olyan 

U : [tQ—r, oo ) -» JRn3dRn függvény, hogy

i. ) det(U(t)) ^ 0, ha tQ-r < t < <x> .

ii. ) Minden x megoldásra igaz a következő formula

x(t) = U(t)(c(x)+o(l)), t -> oo

ahol c(x) egy az x megoldástól függő vektor.

iii.) minden c 6 JRn esetén létezik egy x megoldás úgy, 

hogy c(x) = c.

2.Következmény. Ha A minden sajátértékT^-he esik, 

akkor (1.27.) aszimptotikusan közönséges.

Bizonyítás. Ekkor y(t) nxn-es mátrix, oszlopai függetlenek, 

igy y*"1(t) létezik. A 3.Tétel alapján (1.27.) minden meg

oldása az

x(t) = y(t)(c+y_1(t)yQ(t))

. Még azt kell belátni, hogy lim y_1(t)y (t) = 0.
t-*o- °

alakba írható
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Mivel II y”1(t)yQ(t)|| < ||y_1(t)|| ||y0(t)||<lly"1(t)H ' M,

ahol M az lyQ(t)l egy felső korlátja, felhasználva,
bogy y_1(t) minden eleme —^:R(t) alakú, ahol A

e
tív valós részű megoldása a karakterisztikus egyenletnek, 

R(t) pedig racionális tört függvény kapjuk, hogy 

lim lly-1(t)ll ' Ily (t)ll < M lim lly“1(t)ll
t -»<>• u
bizonyítás kész.

1.3. Az f_'^(z) zéróhelyeinek elhelyezkedése

Most a másik speciális esetet fogjuk vizsgálni. írjunk 

a helyébe -1-t, így (1.5.)-ből f_^(z)-re a következőt kap
juk:

pozi-

= 0. Ezzel a
t-* oo

-rzf_x(z) = z + /u + yu. e

Tekintsük a következő görbéket a (-l,R,q> ) sikon:

1 1Г-2 1Ф1
r 2 Isin ф|

R = 1 ТГ—2 1Ф1 +2k IT \
* r 2 |sin ф| )

0 <1ф1 < ~, R = 1,ф )lJ-10 “

[(-1,R, <p )l o< xpic'ITJ-ik “

к = 1,2,3, • • •

Az alábbi segédtétel alapján az f_1(z)-nek nulla valós 

részű zéróhelyei csak akkor vannak, ha /ue \J J ^
k=0
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7.Segédtétel. f_-^(z)-nek akkor és csak akkor van nulla 

valós részű zéróhelye, ha /u.€
oou J-lk*k=0

Bizonyítás, Ha f_-^(z)-nek nulla valós részű zéróhelye 

van, akkor (l.lO.)-nek és (l.ll.)-nek a = -1 helyettesí
téssel teljesülni kell. (l.lO.)-ből kapjuk, hogy

Ф - ry = arc cos (-cos ф ) + 2кТГ = ТГ — <p + 2к1Г,

ke Z.

(1.28.)

Ezt (1.9.)-he behelyettesítve az

у = -2R sinq)

formulához jutunk. Ezt az összefüggést (1.28.)-ba vissza
helyettesítve, majd R-t kifejezve az

1 2 Ф - IT - 2kTT(1.29.) к e ZR ■ ? -2 sin <p

összefüggést kapjuk. Vizsgáljuk meg, hogy az (1.29.)-ben
ф -re és k-ra teljesül.

На ф > 0 és к = 0, akkor a 2 ф - 7Г < 0 egyenlőtlenség
nek kell teljesülni.
На ф < 0 és к = -1, akkor а 2ф

az R > 0 milyen

+ X >0 egyenlőtlenség
nek kell teljesülni. Ezt a két esetet egybeolvasztva R-re
az
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P _ 1 ft-2 1Ф1 
r 2 I sin<p|

T, 0 < l<pl < 2

kifejezést kapjuk. Ez éppen a J 

szereplő összefüggés.
Az (1.29.) formulából leolvasható, hogy ha 0< ф < 1T , 
akkor к > O-nak kell teljesülni ahJaoz, hogy R > 0 legyen, 
mig ha - < ф <

görbe definíciójában-10

0, akkor к < -1 esetén lesz R nem 

negatív. Azt is könnyen ellenőrizhetjük, hogy az (1.29.)-
nek megfelelő

JL-2 Ф +2k JlR( Ф ) = 2 sin ф

<pe (0,JL)-re és rögzített k-ra
-re és -(k+l)-re.

függvénynek adott 

ugyanaz lesz az értéke, mint - ф 

Tehát az (1.29.) аф =0 egyenesre szimmetrikus görbe
sereget határoz meg. Az abszolút érték felhasználásával 
(1.29.)-ből a J 

függést kapjuk. Tehát, ha ^^(г)-пек van nulla valós ré-
о»

szü zéróhelye, akkor /tie U J ,,
k=0

kell látni, hogy az (1.11.) összefüggést a = -1 mellett

görbék definíciójában szereplő össze--lk

. Ehhez azonban még be

kielégítő у nem lehet az f^dy) = 0 egyenlet megoldása. 
Ha a = -1, akkor (1.11.)-bői a

-arc cos(-cos ф ) + 2k JL = - Л + ф + 2kjlФ - ry =
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összefüggéshez jutunk. Ezt (1.9.)-be behelyettesítve az

у + R sin ф - R sin ф = 0,

azaz az у = 0 feltételt kaptuk, viszont tudjuk, hogy a 

z = 0 csak a = 1 esetén lesz zéróhelye f(z)-nek. Más-
ao°.

részt, ha/-L€ KJ J 
k=0

kielégíti, ezért megoldása lesz az f^Ciy) = 0 egyenlet
nek.

akkor у = -2R sin ф (1.28.)-t is-lk*

görbéket! Mivel ezek a görbékVizsgáljuk meg a J-lk
szimmetrikusak а ф = 0 egyenesre, ezért szorítkozzunk 

a (0,JL ) intervallumra. A görbéknek a 

környezetében való viselkedéséről a
ф =Jlф = 0 és

ф^о 2 r sin ф , к = 0,1,2 ,...

és a

... ТГ-2 Ф +2кТ 
ф^Г 2 r sin ф " , к - 1,2,3оо ,...

7Гhatárértékek tájékoztatnak. A J görbe а (0,-^) inter-
ITvallumon monoton csökken, ha ф = -4r akkor R = 0.

görbéknek к > 1-re фо-Ъап minimumuk van, ahol 
= (2ф - JL+2kJl )■£■ egyenlet megoldása. A J

-10

A J-lk
фоа tg ф -lk



J-11

40

?Jt 7f Jí-П
l l

6. ábra

görbék által határolt tartományokat,Tekintsük a J-lk
Legyen

T[ -2 1Ф1 1Г< -4-T-io = )I 0 < R< , ha 0 < ф 2 »2r sin|q)|

■ °1, ha ф0 < R <
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If
> ha 0 < 1ф1< 2 ’

If _-)
’ ha l<pl ^ ^ ’ О < R, ha <p = JL J

ТГ-21ф1 + 2ТГJL-21 ф IT11= {(_l.R.cp)l < R <2rsin^l 2r sin 1ф I

1Г- 21ф1 + 2jT 

2r sin 1фI0< R <

'1Г-21ф1+2кТГ *JL-21ф1 +2(к+1)7Г 

2r sin 1ф!= {(-1,аф)1 > ha 0<1ф1<'1Г]T-ik +1 < R <2r sin I <pl

k= 1,2,3...

Ugyanazzal a számolással ahogyan a 4.Segédtételt
bizonyítottuk bebizonyítható, hogy ha /и e T_10, akkor 

f_^(z)-nek csak negatív valós részű zéróhelyei vannak. 
(1.19.) alapján, mivel (1.8.) is teljesül, a J_lk 

görbéken a 0 valós részű zéróhelyek valós részére dm ^ 0, 
ha ф rögzített és R növekszik. így az alábbi eredményt 
kaptuk.

3.Következmény. Ha /u. € T_lk» akkor f_1(z)-nek ponto
san к darab pozitív valós részű zéréhelye van.

1.4. Az f (z) zéróhelyei elhelyezkedése a.
Az előző részekben leírt két speciális eset után 

térjünk vissza az általános esetre. Legyen tehát a nullá

tól különböző valós szám és teljesüljön az lal 4 1 felté
tel is. Ahhoz, hogy f (z)-nek nulla valós részű zéróhelyea
legyen (1.12.)-nek és (1.13.)-nak, illetve (1.14.)-nek 

és (1.15.)-nek egyszerre kell teljesülni. (1.12.)-ből és
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(1.13.)-ból az

тч _ JL Ф-агс cos(a собФ )+2k1T 
K “ r ä sin q> -sin arc cos(a cos ф )9(1.30.) к e Z

(1.14.)-Ъб1 és (1.15.)-Ъб1 az

R _ 1 Ф+агс cos(a cos ф )+2k7T
г a sin (p+sin arc cos(a cos ф )(1.31.) , к 6 Z

összefüggéshez jutunk. Mivel H > 0-nak kell teljesülni, 

ezért ф -re és k-ra megszőritásokát kell tennünk.
A vizsgálatok megkönnyítése érdekében vezessünk be 

néhány segédfüggvényt, nevezetesen az (1.30.) és (1.31.) 

formulák számlálóját illetve nevezőjét tekintsük egy-egy 

függvénynek. Legyen tehát

(ф ) = ф + arc cos(a cos ф ), ga_(Ф ) = ф- arc cos(a cos ф)^a+
ha+( ф ) = а эшф+эй arc cos(a cos ф ),

h ( ф) = a sin ф-sin arc cos(a cos Ф).a—

így (1.30.)-ból az

1 Sa-( <P 5 + 2k^
(1.32.) R = í , к € Z,Vjyr
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az (1.31.)-Ъб1 az

1 Sa+(Ф ) + 2kT
(1.33.) kézR = 7

formulákhoz jutunk. Mivel
lal > 1 esetén az arc cos -r- <<p < arc cos(- — .|a| T |a|

Ф -re. Legyen

la cos ф| <1 fennáll, ezért

~) felté

telnek kell teljesülni

. í 0, ha I аI < 1

k arc cos -7^7 
v |a|

oé
, ha |a| > 1.

Ezzel a jelöléssel a g

<*<1ф1 < УС~ об

értelmezve.

Ezen segédfüggvények, valamint az (1.30.) és (1.31.) 

formulák közötti kapcsolatot a következő segédtétel fejezi 
ki.

, h függvények az
cl““

ф -kre vannak
sa-’ ha+ 

feltételnek eleget tevő
a+ ’

8. Segédtétel. Minden oá < |ф| < 7Г ~ oC -ra és a e JR,

lal ^ 1-re fennáll a

gaH( ф)+2к7Г g (-ф)-2кЛ

XU-*)=

összefüggés.
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Bizonyítás. Tudjuk, hogy ga+(<p) = <p + arc cos(a coscp), 

így a cos függvény párossága miatt g (- <p ) =
= - <p - arc cos (a cos(- <p )) = -( ф +arc cos (a cos <p )) =

( <p ) , azonkívül h ( ф )
ÜT

és h С- ф ) = a sin(- ф ) - sin arc cos(a соа(-ф)). Tehát, ha 

felhasználjuk a sin függvény páratlanságát és a cos függvény 

párosságát ah (- ф) = -(a sin ф +sin arc cos(a cos <p )) =
= -h (ф) összefüggéshez jutunk. Ha figyelembe vesszük a

QT

ga_(- Ф ) = “SQ+( Ф ) és ha_(-<p ) = -ha+( ф ) összefüggéseket, 
akkor megkapjuk a bizonyítandó összefüggést. Ezen segédté
tel következménye, hogy az (a,R,Ф ) térben az (1.32.) for
mulának valamely k-ra eleget tevő pontoknak а ф = 0 sikra 

vett tükörképei az (1.33.) formulának-k-ra eleget tevő pon
tok lesznek. Tehát, ha az (1.32.) formulában ф -re és 

k-ra tett kikötések ugyanazok lesznek, mint az (1.33.) for
mulában -ф -re és -k-ra tett kikötések, akkor az (1.32.)- 

nek és az (1.33.)-nak eleget tevő pontok az (a,R,ф ) térben 

а ф = 0 síkra szimmetrikus halmazt határoznak meg.
ga_, hQ+, ha_ segédfüggvényeket!

Tekintsük ezen függvények ф szerinti differenciálhá
nyadosait.

sin 9 + sin arc cos(a созф )sa+ = a=

Vizsgáljuk meg a ga+*

a sin Ф8^+(ф ) = 1 +
/l-а (зоз^ф
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a21 -g^+(Ф ) = a cos Ф jU-aoosf7^

a sin 9
Sa_( Ф) = 1 - /' 2Jl-a cos <p

1 - a2g^lC ф) = -a cos ф
У (l-a2cos2 Ф

a sin 9 

Уl-а cos2 ф
h^+( Ф) = a cos Ф(1 + I-) = a cos фё^+( ф )

a sin Фh^_( ф) = a cos ф Cl - 2“т) = a cos ф g^_( ф )./ 2 2^l-a cos ф

a sin ФKönnyű belátni, hogy az 1 + kifejezés elő-
У1-а соз2ф

jeltartó, ugyanis rögzitett a-ra az

a sin Ф1 + = 0— 12 2 \Jl-a cos ф

egyenletből az

yi-a2cos2 ф = + a sin ф

egyenlet következik. Ebből az
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2 2 2 2 2 a sin ф + a cos ф =а1 =

összefüggéshez jutunk, ami lal á 1 esetén nem teljesül, 

és g monoton függvények és figyelembe véve a
cl“* 'ТГ

1ф1= -?j- -ben inflexiós pontjuk 

van. Az előzőekből következik az is, hogy a h és h
jl ^ ^

függvényeknek |ф|= esetén szélsőértékük van. A követ
kező ábrákon ezeket a függvényeket vázoltuk a < -1,
-1 < a < 0, 0< a < 1 és 1 < a esetekben. Folytonos vonallal

Q , függvényeket míg szaggatottal a g
cLt* cl“™

és h függvényeket. A görbéknek azt a részét jelöltük vas- 

tagon, amelyet felhasználva (1.30.) és (1.31.) R-re pozitív 

értéket ad.

így a ga+ 

második deriváltjukat

a-

rajzoltuk a gQj^ és h
cLt

\
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Tekintsük az (a,R,<p ) tér

R > О, -7Г< ф <7Г
a következő felületeket.

1» I al t 1,la cos ф|
feltételeknek eleget tevő részén

<

1 ga+(> 
r ]= f(a,R, ф )l c>c< 1ф1 <ТГ- cCj

От i
a > —1, R = —

1 sa+^ l(P! sign(a+l) •JPk+ = {Ca.R,<p )l <^<1ф1<7Г-« , R = ? 1^Т|фГТ

к = 1,2,3 , . . .

1 ва.( 1Ф1 )
’ " г \jrwi

ír iFo_ = {(a,R, ф )l О < 1Ф1<

1 Sa_C 1ф1 )+2kXsign(a-l)
Fk_ = {(а,Н,ф )l об< |ф|<Х'оС 

к = 1,2,3

• R = 7 Vе 'ф! J
»• • •

A következő segédtétel ezen felületek és az f (z) nulla
ct

valós részű zéróhelyeinek a kapcsolatáról szól.
9.Segédtétel. fa(z)-nek akkor és csak akkor van nulla

k00(pk+uv>-
Bizonyítás. Azt tudjuk, hogy ha f (z)-nek van nulla valós

a

részű zéróhelye akkor (a,R,ф ) eleget tesz az (1.32.) és (1.33.)
\

feltételeknek. Az és definíciójában R-re meg&dctt 

feltétel hasonlít az (1.32.) és (1.33.) formulákhoz, különbség 

csak az abszolút érték használatában van (ezt a 8.Segédtétel 

magyarázza), azonkívül a k-ra tett megszorításokban. Most

valós részű zéróhelye, ha /\i €
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bebizonyítjuk, hogy ha fa(z)-nek van nulla valós részű 

zéróhelye, akkor (a,R, <p ) 
nyitást négy részre bontjuk az a értékétől függően.

= arc cos -“p . Adjuk
ф -re azokat a feltételeket, amelyeknek tel

jesülni kell ahhoz, hogy az (1.32.) illetve az (1.33.) 

formulák R-re nemnegatív értéket adjanak.
Először az (1.32.) formulát vizsgáljuk. Az (1.32.) for

mula alapján az R > 0 feltétel a következő esetekben telje
sül:

6 a ci?k- a Mz°-
(i) legyen a <-l. Ekkor

meg k-ra és

(a) ha <pe [oc/JT-oc] és к < -1,
vagy

1L(b) ha epe [ec, és к = 0,

vagy

(c) ha epe [-ÜT+ oCoC ]

Ah és go függvényeket szemléltető 7. és 8. 'ábrából 

látható, hogy az R > 0 feltétel akkor és csak akkor telje

sül, ha az a.,-c., feltételek valamelyike fennáll.

Az (1.33.) formula alapján az R > 0 feltétel akkor és

és к > 1.

csak akkor teljesül, ha a “következő feltételek igazak: 

(d) ha <pe [oc/JT ~oC J és к ^ -1,
vagy

(e) ha ф€ [-1Г + oO,-oC] és к £ 1,
vagy

(f) ha ф€ , - oC] és к = 0.
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Ezek a feltételek is könnyen ellenőrizhetők a 7. és 8. 
ábra felhasználásával. Ha összevetjük az (a) és (d) felté
teleket illetve a (b), (c) és (e), (f) feltételeket, a 8. 
Segédtétel eredményeként azt kapjuk, hogy az (1.32.) és 

(1.33.) formulák az (a)-(f) feltételek fennállása mellett 

ф = 0 síkra szimmetrikus felületsereget határoznak meg. 
Tudjuk, hogy ha a < -1, akkor sign(a-l) = sign(a+l) = -1, 

ezért az (a)-(f) feltételek és az abszolút érték felhasz
nálásával az (1.32.) és (1.33.) formulákból az és P
felületek definíciójában szereplő összefüggéseket kapjuk 

R-re.

a

k-

(ii) Legyen -1 < a < 0. Ekkor = 0. Ebben az esetben 

az (1.32.) formulában az R ^ 0 feltétel akkor és csak akkor 

teljesül, ha a
Фб [-ТГЛП(a) és к < -1,

vagy a

feltétel fennáll. Ez következik abból, hogy a 10. és 9.
(b) és к = 0

Фе [C,ÍT|ábrának megfelelően h ( <p ) < 0, ha
O*

sa_( ф )
Az (1.33.) formula alapján az R > 0 feltétel akkor tel-

és

< 0, ha ф€ [jr,4 ].

jesül, ha

фб [-ВД(c) és к ^ 1,
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vagy
(d) ф€ [-|Я és к = О

feltételek fennállnak. Ezek a feltételek következnek abból,

Ф e [-f ,5F1
akkor Sa+( ф) - 0» valamint a 10. ábráról leolvasható, hogy 

ha фе [-1,11]
a (b), (d) feltételek alapján a 8.Segédtétel felhasználásá
val kapjuk, hogy az (1.32.) és (1.33.) formulák а ф = 0 

síkra szimmetrikus felületsereget határoznak meg. A 

sign(a+l) = 1 és sign(a-l) = -1 egyenlőségeket figyelembe 

véve, valamint a szimmetria miatt az (1.32.) és (1.33.) 

összefüggésekből az (a)-(d) feltételek mellett éppen az

és felületek definíciójában megadott formulákat kap
juk R-re.

(iii) Legyen 0 < a < 1. Ekkor oC = о. A 11. és 12. ábra 

felhasználásával az (1.32.) formula esetében az R > 0 fel
tétel akkor teljesül, ha az 

(а) фе [1,1]

hogy a 9. ábrának megfelelően, ha

, akkor h ( ф) >0. Az (a), (c), valamint

és к < -1,
vagy

Фе [-'ír,!'i
feltételek valamelyike teljesül.

Ugyancsak a 11. és 12. ábra alapján az (1.33.) formula 

esetében az R ^ 0 feltétel akkor teljesül, ha
Фe [íjT/iT]

(Ъ) és к = 0

(c) és к > 1 1
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vagy
nr

ф£ [-§3"]
feltételek fennállnak. Az (a) és (c), valamint а (Ъ) és (d) 

feltételek alapján a 8.Segédtételtől következik, hogy az 

(1.32.) és (1.ЗЗ.) formulák a

(d) és к = 0

ф = 0 síkra szimmetrikus fe
lületsereget határoznak meg. Ebben az esetben sign(a+l) = 1 

és sign(a-l) = -1, ezért az abszolút érték felhasználásával
az (1.32.)-ből és (1.33.)-ból megkapjuk az és 

nációjában R-re megadott feltételeket.
(iv) Legyen a > 1. Ekkor

de fi-

г. A 13. és 14.oC = arc cos — a
ábráról a h és g függvények előjelét leolvashatjuk, így

a.“* cl“*

az (I.32.) formula alapján az R > 0 feltétel akkor és csak
akkor teljesül, ha az

(a) q>e [ec/iT-ob] és к > 1,

vagy
JL(b) <pe [eC, 2 ] és к = 0,

vagy
<pe [JT+eCy-oo] és к < 0 

feltételek fennállnak.

A 13. és 14. ábrák a h

(c)

és e a+ e
tájékoztatnak, ezért az (1.33.) formula alapján az R ^ 0 fel

függvények előjeléről isa+

tétel akkor és ce*k akkor teljesül, ha a 

<peCd) és к > 0,
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vagy
<pe [-jT + ^, - oí/] és к < -1(e)

vagy
(f) ф€ [-JI + oL, " 2 ] és к = 0 

feltételek fennállnak. A 8.Segédtétel, valamint az (a)-(f)
feltételek következtében az (1.32.) és (1.33.) formulák 

= 0 síkra szimmetrikus felületsereget határoznak 

meg. Ha felhasználjuk a sign(a+l) = sign(a-l) = 1 egyenlő
séget és az abszolút értéket, akkor az (1.32.) és (1.33.) 

formulákból R-re éppen az és felületek definíció
jában megadott összefüggéseket kapjuk.

Tehát, ha f (z)-nek van nulla valós részű zéróhelye,
o- a —

akkor/u 6 jWq W F-^). másrészt legyen/U6
Ekkor az (1.12.) és (1.13.), illetve az (1.14.) és (1.15.) 

formulákkal definiált у megoldása lesz az f(iy) = 0 egyen
letnek, azaz fQ(z)-nek van nulla valós részű zéróhelye. 

Ezzel a 9.Segédtétel bizonyítását befejeztük.
Megjegyzés. Az (1.12.) és (1.13.), illetve az (1.14.) 

és (1.15.) formulákkal az у egyértelműen meghatározott, 

ezért ha /1 €
nulla valós részű zéróhelye van, kivéve esetleg azokat a 

/A1 -két, amelyek az F^+ és F-^_ felületek közös pontjai 
valamilyen к > 0 és 1 > 0 egész számra. Ha kiszámoljuk a

Фa

kVo (Pk+^PkJ-

\J (F, \J F. ), akkor f (z)-nek egy к - 0 K+ K~ a
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= оС -ban és, h függvények értékeit l<pl
Cl —Sa+» Sa_> bQ+

1ф1 = 'JL - ф “ban, akkor az Pk+ és P1_ felületek metszés-

vonalairól az alábbiakat kapjuk: (A szimmetria miatt

= X ~ oC eseteket tekintjük.)csak а ф = 06 és

, akkor az és P

(ii) ha a < -1 és 9 = <]Г“0С, akkor az P

(iii) ha-l< a < О és f = «^ = 0, akkor az Pk_ és P^+

(iv) ha -1 < a < 0 és 9 =cjT-í^= JL , akkor az P

(v) ha0<a<lésij)=o6=0, akkor az P

(vi) ha 0 <a < 1 és 9 =f]T- 06 = X , akkor az P

(vii) hal<aés9=pó , akkor az P^_ és P^+

(viii) ha 1 < a és 9 = Jl -06 , akkor az P

(i) ha a < -1 és ф = °6 k+l+

és Pk- k+

és Pk+1- k+

és Pk- k+

és Pk+k+1-

és Pk+1- k+

felületeknek van közös metszésvonala. (k=0,l,2,

Az Pk+ és Pk_

mációkat nyerhetünk, ha tekintjük az a = konstans síkokkal 

vett metszeteiket. A metszetgörbék vizsgálata során az 

(I.32.) és (1.ЗЗ.) formulák tulajdonságait fogjuk fel

használni, ezért először összefoglaljuk ezeket a tulajdon

ságokat. Az (I.32.) és (ЮЗ.) formulák az (a, 9 ) sik

<p| 5 1 feltételnek eleget tevő részén minden rögzi-

)• • •

felületek tulajdonságairól további infor-

3

I a cos
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tett k-ra egy-egy kétváltozós függvényt definiálnak. 

Mégpedig az

1 Sa_( ? )+2к1Г 

-ЗГ-ТфТ(1.34.) R(a, <p ) = —

illetve az

. . 1 Sa+( 9 )+2kT
HU. 9) ■;(1.35.)

függvényeket. Vegyük ezen függvények metszeteit az 

a = konstans síkokkal. Az a = c helyettesités után az 

(1.34.) és (1.35.) függvényekből kapott egyváltozós 

függvények tulajdonságait használjuk fel az 

felületek (R, ф ) síkkal párhuzamos metszeteinek a ta

nulmányozásához.
Tekintsük a

és Fk_

Г\ (c,R, 9)PGck "k+

Jck = Pk- A (°»R» 9 )
metszetgörbéket, ahol lel ^ 1, R > 0, oó< |ф1<<]Г_£>^

Ezeket a metszetgörbéket minden rögzitett c-re és k-ra az
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1 Sc+(9)+2кЛГ
~\+4>(1.36.) R( 9 ) = R(c,9 ) = ~ ;

illetve az

1 Sc_(9 )+2k íT
R( 9 ) = R(c, <p ) = j(1.37.)

függvények Írják le, figyelembe véve a k-ra és <p 
tett megszorításokat. Az (1.36.) függvény deriváltja,

és e;c+ 6c+

-re

deriváltjait, azfelhasználva a h

x h +( <p )-c cos ф (g ( <p ) + 2к7Г)
(1.38.) R»( ф) = J

*c+<9>

Az (1.37.) függvény deriváltja az

9(sG(9 )+2кТГ)iV1}- c cos
(1.39.) R’( <p) =5 e£J9>bŐ-í 9 )

kifejezés.
Legyen

0, ha lel < 1

r-
I с I * ^c ^ > ^ *V arc cos

és g függvények deriváltjainak az előjelec—

esetén, ezért az R’C^ )

Mivel a g
Ci

állandó st- jrí s 9
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előjelét az

СУ.u( 9 ) = hc+( Ф ) - c cos <p (g ( 9 )+2k Jl),

illetve at.

9 (gc_C 9)+2k Jl)v(9 ) = hc_(9 ) - c cos

formulák adják, amelyeknek a deriváltja

u’( ф) = c sin 9 (gc+( 9 )+2кТГ),

illetve

= c sin 9 (gc_( 9 )+2k 11).v’ ( 9 )

Pelhasználva a g_. illetve a g függvények állandó elő- 

jelét és a k-ra a 9.Segédtétel bizonyításában elmondott 
megszorításokat azt kapjuk, hogy ha фе [ / Л ” 1 ,

akkor u»( 9 ) és v*(9 ) is állandó előjelű. Ebből követ
kezik, hogy az u(9 ) és v(9 ) függvények monotonok, igy 

legfeljebb egyszer válthatnak előjelet. Az (1.38.) és
és g* is

állandó előjelű, az R* ( 9 )-re is érvényesek az u( 9 )-re 

és v( 9)-re elmondottak, azaz R’( ф ) vagy állandó elő
jelű; vagy egyszer előjelet vált a (j-,^-^-)
Ez azt jelenti, hogy R(ф ) vagy szigorúan monoton, vagy

(I.39.) összefüggések alapján, mivel g*C-r

intervallumon.
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van egy szélsőértéke.

Ezeket a megállapításokat felhasználva rátérhetünk a 

részletes vizsgálatokra. A szimmetria miatt csak a 

[<2p , X "^] intervallumon vizsgáljuk az (1.3&.) és 

(I.37.) függvényeket. A c értékétől függően 4 esetet 

különböztetünk meg.
(i) Legyen c < -1. Ekkor ff = arc cos A Gck

görbék a következők lesznek:

1 ф+агс cos(c cos ф)-2к1ГGck = 9 )l I R = Г C sin ф+sin arc COs(c СОЕф)

Az (I.36.) alapján

1 Sc,( ф)-2кТ Е(ф)=1..^_..у , , к = 1,2,3 ,...

Az eddigi vizsgálatok eredményeként ismert, hogy gc+( ф) < 0, 

Sc+(Ф ) < 0» Rc+( ф) < 0, ezért

u’( Ф ) sin ф (gc+( ф )-2k Jt ) > 0= c

Tehát u( ф ) monoton nő. Az u(f ) = h (|0-c cos +( t )- 

-2kX)-ból az u( J- ) < 0 következik. Ez azt jelenti, hogy 

u( ф) vagy végig negatív; vagy előjelet vált negatívból po-
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zitívba. Innen következik, hogy a g£+(9 ) < 0 miatt 

R»(ф ) vagy mindig pozitív vagy előjelet vált pozitív
ból negatívba. Összefoglalva R( ф) vagy szigorúan mo
noton nő, vagy van olyan ф^ , hogy ha фе ( jf, фок ) / 
akkor R( ф ) növekvő és ha ф€ (ф^ , *41 - ^ ) , akkor R( ф )

-ban maximuma van R(ф )-nek.
Az, hogy bizonyos к esetén a megfelelő R(q> )-nek van-e 

maximuma vagy nincs következik az u(JL - ^) előjeléből. 

Számoljuk ki u(T - 'jA-t!

csökkenő, azaz ^ok

u(5T - flf) = hc+(^- ^ )-c cos(^ - X )(gc+(^-T )“2k^- ) =

-(2k-l)<jf)= c Jl - \ +
=Ц- - 2klL) =1= c sin arc cos arc cos. . +c cos arc cos __ , lel

Л- -г+ vr(-aro 003 "icíc
V +(2k-l)T.

ic I
= c

c

+ arc cos lei

Ez azt jelenti, hogy u(k -^) > 0, ha к elég nagy, így 

R’OL -T) < °> ha к elég nagy.
Mivel G és GcJj; görbék pontjai között rögzített Ф -re

> 0, ezért
ck+1 

a különbség 2 JL
r(c sin9+sin(arc cos(c cos ф )))

Gclc A = 0, ha к £ j, és a Gck görbén ugyanahhoz a 

ф -hez kisebb R tartozik, mint a G^^-n.
Vizsgáljuk а с < -1 feltétel mellett a Jc^ görbéket is.

Ekkor
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fi]Joo “ {<e-R-<f)l fr* “f- 2 

J0k = {(c,E, <p)|f < 9 ilf-y, H

1 ф-агс cos(c cos <p) 
r c sin <p-sin arc cos(c cos

1 ф-arc cosCc cos q> )-2k
r c sin cp-sin arc cos(c cos ф )

, H

]
Az eddigi vizsgálatok alapján hc_( ф ) < 0, gc_(<p) < О, 

g’( ф) <0. Ezért

sin фCgc_С ф)-2кЧГ) > 0.V* ( ф ) = с

és

v( X ) = hc_(^)-c cos ^-(gc_C ^•)-2k'jl) < 0.

Tehát a v( ф) vagy állandó előjelű vagy előjelet vált 

negatívból pozitívba. Mivel g£_( ф) < 0, ezért R’( <p) 
vagy végig negatív vagy előjelet vált negatívból pozi
tívba. Ez azt jelenti, hogy R( ф ) vagy monoton csökken,

%k , hogy ha Г < ф < 

és ha Tok <ф 1 Jl' "

R( ф) monoton nő. На к = 0, akkor R( <p) monoton csökken
-n. Mivel v(T- = c \J1 — -^+arc

c
-ra, ezért ha к elég nagy^ akkcr

, ahol R(ф)-nek mi-

, akkorvagy van olyan 

R( ф) monoton csökken, , akkor

<pe (X1 2 ^
+ 2кГ , к = 1,2,3,
v(TT - X) > 0, azaz van olyan Чок

cos

• • •

és a Jck görbék pontjai között rög-
„2 t

nimuma van. A Jck+1
zitett ф -re a különbség > 0, ezért arVl 91
Jck ^ Jck+1 = Tehát minden rögzitett ф -re a Jck görbe
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pontjai a JQ^+1 görbe pontjai alatt vannak. Tudjuk, hogy 

9 = -ra a Jck és a Gck+1 görbék kezdőpontja egybeesik,
mig <p =T- ^ esetén a Jc^ és a Gclc görbék végpontja esik 

egybe. Mivel a J ^ kezdőpontjának ordinátája nagyobb, mint 

kezdőpontjának ordinátája és ha к elég nagy, akkor 

-ban minimummal rendelkezik, a G
ck-nak és a G

a végpontja közös, hanem van egy "iT - X-nál kisebb abszcisz- 

»száju közös pontjuk is. Jelöljük ф
С К

bék azon közös pontjának abszcisszáját, amely a legkisebb.
, akkor

a Gok

Ok Hák

maximummal, ezért ilyen k-ra a J

a J ok Я>л -ban

c^-nak nemcsak

-val a Jck és Gok Sör-

Г < ‘P < <?ckTehát ha

Sc_( Ф )-2k<jT 

hc-(9)
g( Ф )-2kU
" 9 T>

es

goH-tPck >-2кГ 

ь0+(фск ) ‘
S0_( PckJ-SkTr

V4k J

A Jck ®s Gck görbéket a 15. ábrán vázoltuk.
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RCC-1

f0c2

Jd

Gci

JcO

T 3L-r-Я r-Jl -f Я-t Я2

15. ábra

Most vizsgáljuk meg a JcJj; és görbék kapcsolatát.
'J- 0. így, mivelHa c -1, akkor

. Ф -(^- Ф)-2кТ
-2 sin ф

1 ф-агс cos(c созф )-2k к_____
c sinф-sin arc cos(c cosq) )lim _ 

0 — 1 r

q>6 ( у, ТГ - ')■) -ra és lim "У = 0, azonkívül, ha c 
c -> -1

görbék kezdő és végpontja is végtelenbe tart,
görbékbe.

-1,
akkor a
ezért a görbék átmennek a J-lk
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A G ^ görbék esetében lim R( <p ) = <=>*
c -> -1

rj- < ф <(]Г-,дг esetén, azaz ha с = *~1, akkor a G 

nem értelmezhetők. Tehát az 

van а с = -1 síkon.
(ii) Legyen -1 < c < 0. Ekkor J = 0, igy а 0< ф

görbék a következők lesznek.

minden

görbékek
felületnek szakadása

feltétel mellett a Gck

,_1 Ф -harc cos(c cos Ф )+2k<jT 
r c sin ф + sin arc cos(c cos фт}G^2j. - ^(c»R, ф)1 0— ф — Л» 

к = 0,1,2

Az (1.3б.) alapján az

К
, • . .

1 gc+( Ф )+2kT
hc+( <P >R(Ф ) = — к = 0,1,2 ,...

egyváltozós függvények állítják elő a G ^ görbéket.
Az eddigi vizsgálatok eredményeként ismert, hogy gQ+( ф ) > 0, 
g£+( ф ) > 0, hc+(9 ) > 0, ha О <ф < T , így

sin Ф (gc+( Ф )+2kfJL) < 0.u»( Ф ) = c

Tehát u( ф) monoton csökken. Mivel u(0) = hc+(0) - 

- c cos 0(gc+(0) + 2k1T), ezért u(0) > 0. Ez azt jelenti, 

hogy u(ф) vagy mindig pozitív vagy előjelet vált pozitív-
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Ъ<51 negatívba. Áttérve az R’( 9 )-re az (1.3Q.) előállí
tásból következik, hogy Е*(ф ) vagy mindig pozitív vagy 

előjelet vált pozitívból negatívba. Összefoglalva R(9 ) 
vagy szigorúan monoton nő vagy van olyan ф^ , hogy ha

, akkor R( 9 ) növekszik, és ha фо<ср < Л-0 < 9 < 9ok
akkor R( ф ) csökken, azaz фок -ban maximuma van R( ф )-
nek. Mivel u( JL ) = h (1Г)-с cosJl(g (ТГ)+2кД ) =ст c+

c + (2k+2)fJTc, ezért u( JL ) < 0,= sin arc cos c-c arc cos
ha к elég nagy. Tehát van olyan kQ, hogy к < kQ esetén 

a Gck görbe növekedő mig к > kQ esetén (О, фок)-п növeke
dő, mig ( ф^ , JL )—n csökkenő. Rögzitett * 're a Gck+1
és G ^ görbék pontjainak ordinátái között a különbség 

> 0, ezért G^ A G1 2 Jl
r hc+c 9 ^

= 0.ck+1
Vizsgáljuk a Jck görbéket is a -1 < c <0 feltétel 

mellett.

Jco= 9 )l 0 -9 ^ f »

Jck= (^C’R» 9 )l 

к = 1,2,3

Az eddigi vizsgálatok alapján hc_( ф ) < 0, g _(<p ) < 0, 

g»-(ф ) > 0. így

9 - arc cos(c cos 9 )
r c sin ф-sin arc cos(c cos <p )

0 < Ф < Х" R = — 9-arc cos(c cos9)-2k(l~
-^ “ ’ r c sin9~sin arc cos(c cos

■)

R = i

?t]
,...

sin Ф (gc_( Ф )-2k JL) > 0.v»(9 ) = c
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Tehát v(ф ) monoton nő. Mivel v(O) = hc_(0) -
0(g (0)-2k(JT), azaz v(0) <0, ezért v( 9 ) vagy

végig negatív, vagy előjelet vált negatívhői pozitívba. 

Áttérve R»(9 )-re az (1.39») előállításból következik, 

hogy R»(9 ) vagy végig negatív, vagy van olyan Чы< , hogy 

0 <9 < %k esetén R’( 9) negatív, és 

tén R’ C 9 ) pozitív. Ez azt jelenti, hogy minimuma van az 

R( 9 )-nek -ban. Mivel
v[iT) = hc-(ir)-c-cosT(gc-[ir)~2k'lí)=-sin arccos(-c) +

+ c arc cos(-c] -[2 k-l)T* c,
Г"—

ezért ha к elég nagy, akkor v( JL ) > 0. Tehát van olyan kQ, 

hogy ha k<kQ, akkor a görbe csökkenő, míg ha к > kQ, 

görbe (0, 9ok )-n csökken, mig (%k»^)-n nö-

c cos

^k<9 < Л- ese-

akkor a

vekszik. Tudjuk, hogy a Jc^ és a Gck görbék kezdőpontjai 
megegyeznek, azonkívül a Gck görbe végpontja megegyezik a 

Jck+1 végpontjával. Ezeket a görbéket a 16. ábrán
vázoltuk. A J és Jck görbék pontjainak ordinátái 

között rögzített 9 -re a különbség i
ck+1

-2 Jl > 0, ezért2 hc_(9 ) 
görbe alatt van és = 0*a Jclc görbe a J

Ha c -> -1, akkor a görbék a görbékbe mennek
ck+1

át, ugyanis

1 cp _ ( ТГ- 9 )-2kX1 Ф -arc cos(c cos9 )-2k Jl _
r c sin9 -sin arc cos(c cosq> ) " r

ha 0 < 9< T-

lim
c->-l 2 sin 9
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ф = 0 vagy q> = JL , akkor ez a határérték c~= . Tehát
görbékbe mennek át.

Ha

a J görbék az ismert J-lk

/

/

Gd

Jc2

Geo

Jel

JcO
+ 7t Ж Tt-Jl 1l

16. ábra

Vizsgáljuk meg mi történik a G ^ görbékkel, ha c -> -1. Mivel

1 Ф+агс cos(c cos Ф )+2k Jl
r c sin q> +sin arc cos(c cos ф jlim

c->-l
00 I



76

így azt kaptuk, amit c < -1 esetben is, hogy a Gck görbét 

c = -1 esetén nem léteznek.
Vizsgáljuk meg c = O-ra hogyan néznek ki ezek a görbék.

1 + 2kJL3. Ф + arc cos(c cos<P )+2k -11 _ _
r c sinq> +sin arc cos(c cos <p ) rlim

c ->0 1

és

ÜL* r-
x 9- Tr- - 2kJL3. Ф-агс cos(c cos 9 )-2k JL________

r c sin9~sin arc cos (c cosq>) “ rlim 
c ->0 -X

Tehát, ha c = 0, akkor a GQk görbéket az

R( 9 ) = Ф + 4" + 2k^>»

míg a görbéket az

R(q> ) = jC-jjr - Ф + 2kT)

függvények adják meg. Ezeket az egyeneseket a 17. ábrán 

vázoltuk.
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(iii) Legyen 0 < c < 1. Ekkor q- = 0, tehát О < ф 

A GcJj; görbék a következők lesznek:

£ _ 1 Ф +arc cos(c cos<P )+2k -11 
* r c sinф+sin arc cos(c соэф)Gck= {С c ,R, ф )l o < q> < X

к = 0,1,2

Az (1.36.) formula alapján a G^ görbéket az

но

»• • •
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függvények írják le. Az eddigi vizsgálatok alapján tudjuk, 

hogy gc+( <p)-> 0, g£+( ф ) > 0, hc+( 9) > 0. így az

u’( 9 ) = c sin ф (g ( 9 )+2kT) > 0

egyenlőtlenség fennáll. Tehát u( 9) monoton nő. Mivel

u(0) = hc+(0)-c cos0(gc+(0)+2k JL ),

azaz

(I.40.) u(0) = sin arc cos c - c(arc cos c+2k JL ),

ezért ha к = 0, akkor u(0) > 0, ugyanis ekkor u(0) =
= sin arc cos c-c arc cos c. Tehát u(0) c függvénye. A 

deriváltja (sin arc cos c-c arc cos c)’ = -arc cos c < 0, 
azaz u(0)c növelésével csökken viszont, ha с = 1, akkor 

u(0) = 0, ezért 0 < с < 1 esetén csak u(0) < 0 lehet. 

Visszatérve (1.40.)-re ha к > 1, akkor u(0) már lehet ne
gatív. Tehát van olyan kQ, hogy ha к < kQ, akkor u(0) po
zitív, mig ha к > kQ, akkor negatív. Ezért ha к < kQ, 
akkor u(9) minden -re pozitív, míg ha к 5 kQ, akkor
u(ф) negatívból pozitívba vált előjelet, .ugyanis könnyű

rjj-
ellenőrizni, hogy u(-tt) > 0. Ez azt jelenti, hogy R(9 )

9
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vagy minden 9 -re növekvő, vagy ha к > к , akkor van olyan 

, hogy R( ф ) a (0, <pok ) intervallumon csökkenő, és a 

) intervallumon növekvő. A G és a G 

pontjainak ordinátái között rögzitett
2T

rhc+C <P >
görbe alatt van.

Tekintsük a Jq1c görbéket is.

<?<*
(<p 
v 'ok görbékck+1

Ф -re a különbség

> 0. így GokA G = 0 és a GcJj; görbe a Gck+1 ck+1

JC0= )l 0 <9<| ,

J0k= íCo>K> Ф 51 0 £ ^

_ 1 Ф -arc cos(c cos<P )______ 1
г c sinq>-sin arc cos(c cos<p))

, R = h : IФ -arc cos(c соэф)-2кТГ
r c sincp-sin arc cos(c cos

к = 1,2 , •..

Az eddigiekből következik, hogy a görbéket az

-1 ( ф )-2kÜTR((p) =I^r.r-

függvények Írják le, és gQ_( <p ) < 0, hc_( 9 ) < 0, g»_( <p ) > 0.

így

sin 9 (gc_( Ф )-2k JL) < 0 .v»( 9 ) = c

Tehát v( 9 ) monoton csökken. Mivel

v(0) = -sin arc cos с + c arc cos c + 2kXc,(1.41.)
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ezért ha к = 0, akkor

v(0) = -sin arc cos с + c arc cos с < О.

Ez az egyenlőtlenség következik ahból, hogy ha 0 < c < 1, 
akkor a jobboldal c szerinti deriváltja,
(-sin arc cos c+c arc cos c)’=arc cos c > 0, ami azt je
lenti, hogy v(0) a c monoton növő függvénye. Ha c = 1, 
akkor v(0) = 0, ezért,ha 0 < c <1, akkor v(0) <0 telje
sülhet csak. Az (1.41.) formulából azonban látszik, hogy 

ha к elég nagy, akkor v(0) > 0. A monoton csökkenés miatt
ebben az esetben v( ф ) előjelet vált, ugyanis v(-4-) =

T= hc_(-^-) < 0. Tehát van olyan kQ, hogy ha к < kQ, akkor 

R( ф) monoton csökken, mig ha к > kQ, akkor van olyan %k 

hogy %k -ban R( 9 )-nek minimuma van, 
esetén R( 9 ) csökken, mig 4£k < 9 ^ ^

0 < <p < 'fokazaz
esetén R( 9) mo

noton nő. Tudjuk, hogy a és a Gcj£ görbék kezdőpontja
megegyezik, azonkívül a JQk+1 és Gck végpontja is megegye
zik.

A Jci£ és Gck görbéket a 18. ábrán vázoltuk.
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/

0<c<1 I
I

IJd
II I

I
ilOd

I
I II OcOI
I JcO

t
7Г-JT

18. ábra

Ha c ->0, akkor most is megkapjuk az (ii) pontban meg
lök egyenesei;et. Ugyanis, ha <p e [ 0 , Jl ] ,ismert GQ^,

akkor

1 21 x + 2kT1 Ф+агс cos (c cos ф)+2к JL_____ _ _
r c sinq) +sin arc cos (c cos<p) rlim 

c h>0 1

és
1*-T - 2k<ir

JL Ф-arc cos (с созф)-2к-1[ _ _
r c sin ф -sin arc cos (с созф) “ rlim

c ->0 -1
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1 Tehát а 17. ábrának megfelelő JQk és GQb; görbékhez ju
tottunk. Ha c -> 1, akkor a G-., görbéket kell megkapnunk.

( o,T) -re fennállóA cp e

1 Ф+кТ3. Ф+агс cos (с созФ)+2кЛ____  __________
г с sin ф+sin arc cos с(созф) ” r sin фlim 

с ->1

összefüggés miatt éppen a 4. ábrán vázolt G^ görbéket 

kapjuk. Ugyancsak а (0,^1Г) intervallumon igaz a

n . _1 Ф-arc cos (с созФ)-2кЯ _ ^
r c з1пф-з1п arc cos(c cos ф ) “ 0,0

összefüggés, ezért a J ^ görbék а с = 1 sikon nem szerepel
nek, а с = 1 sik az felületek szakadási helye.

(iv) Legyen 1 < c. Ekkor = arc cos . így ha

«у- ^ 9 < T- x» akkor a Gck görbék a következők lesznek.

O—
1 Ф+агс cos(c cos9)+2k4.
г с з!пф+з1п arc cos(c cos<p}Gok - {Cc-R- 9 Л r ^ R

к = 0,1,2 ,...

Az eddigi vizsgálatok alapján a g_,( ф) > 0, h (Ф ) > 0 ésС» C"t* 1

g*+( Ф) > 0 egyenlőtlenségek teljesülnek. így a Gck görbéket 
előállító

! ёс+( ф )+2kT 

h0+( 9 >E(ф) = j
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egyváltozós függvény deriváltjában szereplő u(cp) derivált-
• ^jara az

sin cp (gc+( <p )+2k Jl ) > 0u»(<p) = c

egyenlőtlenség teljesül.
Tehát u( cp) monoton nő. Mivel

(1.42.) u( ff ) = c sin arc cos — - (arc cos — + 2k Jl ) ,

ezért ha u(f) > 0, akkor u(ф) nem vált előjelet. Ha 

u('y) < 0, akkor u( cp ) előjelet vált negatívból pozitívba, 

mivel и(4р) > 0. Legyen к = 0, ekkor az u( ) c szerinti 

deriváltja

(c sin arc cos — - iy =c sin arc cos — > 0.carc cos

Tehát u( 'jp ) c növelésével növekszik. Mivel u( j ) = 0
1 esetén,ezért c > 1-re u() > 0. Az (1.42.) formulá

ból látszik, hogy ha к elég nagy, akkor u( ) < 0. Ez azt 

jelenti, hogy van olyan к , hogy к < kQ esetén u('f ) >0, 

к > kQ esetén u(^) < 0. Ha u(|-) < 0, akkor u( <p ) előjelet 

vált a (f ,*17-'jf) intervallumon, negatívból pozitívba. Tehát

c =

ha к < к0» akkor R( ф ) monoton növő, míg ha к > kQ,’ akkor
, hogy f < Ф < esetén R( ф ) csökken, míg 

esetén R( cp) nő, azaz фок
van olyan фOK

*Pok< 9 < ^ - Г -ban minimuma
van R( 9 )-nek. Mivel a Gcb;+1 és Gci; görbék pontjainak ordi
nátája között a pozitív — 2 JL különbség van, ezért

bc+<- 9 >
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Sck Л Gck+1
Tekintsük a J

= 0 és a Gck görbe a G 

görbéket is
görbe alatt van.ck+1

ck .

г Í^ -p л. c Г p _ 1 -arc cos(c cos 9 ) _______ )
Jco" T'1 i ~ “ “ 2 * K - r c sin<p-sin arc cos(c cos^))

Jck= \(c’R’ 9 >1 2Г ^ Ф < ll"T> R =

к = 1,2

A Jck görbéket az

R( 9) = $

1 9-arc cos (с созф)+2к .11 
г с sin ф-sin arc cos(c созф)\

»*»•

1 s0_( <f )+2kT
Г Ь l 9 j

egyváltozós függvények állítják elő. Az eddigiek alapján 

tudjuk, hogy gc_( 9 ) >0, h^C 9 ) > 0, g£_( 9 ) < 0. így az 

R(9 ) deriváltjában szereplő v(9) függvényre a

sin<p(gc_( ф)+2к^Г) > 0v»( 9 ) = c

egyenlőtlenség teljesül. Tehát v( 9) monoton nő. Mivel 

v( fi ) = c sin arc cos — - arc cos — - 2kJl ,(1.43.)

ezért ha v(|- ) > 0, akkor v( <p) nem vált előjelet. Ha v( ^)<0, 

akkor v(9) előjelet vált, negatívból pozitívba. На к = 0, 

akkor

v( ^) = c sin arc cos ~ - arc cos •£■.
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Ennek a c szerinti deriváltja (c sin arc cos - - arc cos
= sin arc cos ^ >0. Tehát v(Ф ) növekvő függvénye c-nek. c
Mivel v('Jp) = 0, ha c = 1, ezért c > 1-re csak v( у) > 0

—% . c

teljesülhet. Az (1.43.) formula alapján, ha к elég nagy, 
akkor v(x ) < 0 teljesülhet. Ez azt jelenti, hogy van olyan 

kQ, hogy ha к < kQ, akkor v( 'f ) > 0, mig ha к > kQ, akkor 

v( Qp) < 0. Ebben az esetben v( ф ) előjelet vált negatívból 
pozitívba, ugyanis v(Jl- -'J-) >0. Ezért az (1.38.) formula

alapján R’( 9 ) к kQ esetén negatív, mig к > kQ-ra van 

olyan M{,k , hogy R* ( ф) pozitív minden <p e i M£k)-ra, 

valamint, ha Н£к < ф < Л " , akkor R*( ф) < 0. Ez azt
jelenti, hogy ha к < kQ, akkor R( ф ) monoton csökken, míg . 
к > kQ esetén R( <p ) a ( ф , Mik ) intervallumon monoton nő, a 

(,(]Г-,у-) intervallumon monoton csökken, azaz Mik -ban 

maximuma van. A J és Jck görbék pontjainak ordinátái 
> 0, ezért J ^ A J

ck+1
2 JUközött a különbség = 0.

Tudjuk, hogy a Jclc és a G^ görbék kezdőpontjai egybeesnek
ck+1

ás a Gok 

görbéket a 19. ábrán vázoltuk.

és a J görbék végpontjai is. A Jck és Gcl£ck+1
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19. ábra

görbék és a Gci(. görbék tulajdonságai alapján nemcsak aA Jck

kezdőpontjuk leket közös, kanem másik közös pontjuk is leket.

Legyen фск a legnagyobb abszcisszáju közös pont abszcisszája. 

Tékát

cos(c cos(pck)+2kJl 9ck+arc cos(c cos фск)+2к Jt9c к -arc
c sincpck~sin arc cos(c cos <pck) c sincpck+sin arc cos(c cos"(p ;

ck

< V < T ' Xés, ka , akkor
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9 -arc cos(c CQs9)+2k<lT
c sin 9 -sin arc cos(c cos ф )

< Ф+arc cos(c cos Ф)+2k i
c sin<p+sin arc cos(c coscp)*

Vizsgáljuk meg a c = 1 síkon is a görbéket. Mivel ha 

<pe (<*,/'JT-oC)

1 tp+arc cos(c cos Ф )+2к'Л _____________
г с sin(p+sin arc с os (с cos <р ) г 2 sin <9 *

, akkor

1 2Ф +2к1Гlim 
c ->1

ezért éppen a görbéket kapjuk, míg az (oC,JL -od) inter
vallumon

1. Ф-arc cos(c cos Ф )+2k Jl
r c sin ф-sin arc cos(c cosq>)lim 

c ->1

ezért a Jcic 

az felületeknek szakadásuk van.

A metszetgörbék vázolása után meg kell vizsgálnunk, hogy 

melyek azok a tartományok az (a,R,9) térben, amelyekben 

választva az а-t és /1 -t fa(z)-nek csak negatív valós ré
szű zéróhelyei lesznek. A tartományok felírásához szüksé
günk lesz a következő jelölésekre. Legyen

görbék c = 1-re nincsenek értelmezve, tehát itt

í 1 a) < 10, ha

oC -

4 arc cos ha |a| > 1.
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[ос ; JL -об] intervallumba eső 

szöget, amely eleget tesz a következő feltételeknek:

-val azt azJelöljük ‘Pák

(i) Ha a < -1, akkor

ga-( eaJ Ф.к>-2кТ
ha+( fák1ОТ

és

ga_( <P )-2kT __ ga+((p)-2kil
~VJ?T * V< í J

minden ф€ (об, фак)-га.

(ii) Ha a > 1, akkor

6a_( %v )+2kT ga+( 9ak )+2kí

"V^ = haJ T* >
es

ga_( 9 )+2kT ^ ga+( ф )+2кТ
VC * ) < b-a^ 9 )

minden ф€ ( фак ,с]Г-оС)-га. Ezután a tekintsük az (a,R, <p ) 
tér következő tartományait:
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= J(a,R,(p)l a<-1, 1ф1 <oC, R>oJ^y

lJ [(a,R,(p)l a < -1, c>6 < |ф| < 9ak, к > 1,

1 да^|ф|)-2кТ 

ha+(l9l)
^/|(аДф)1а< -1, об<1ф1<|-,

= J(a,R.9)l
\Д(аДф)1а > 1, ф 

\J |(a,R,<p)la > 1, q>.

1 да_(1ф!) + 2kX
ha- (|ф1)

l/f(a,R,9)l a > 1, o4 <1Ф1<

H(.eo,-1)

1 да_(!ф1)~ 2kjT
<R< - ha_ (1ф!)r

1 ga_ (1ф!)'
Г ha.(l<pl)

0 < R< -
)

<1ф1<1Г, R>o}\J 

= % R>o)W 

< 1ф1 <1Г-еС, к >1,

а > 1, Т-л

ак

1 да+(1ф!) + 2кТГ IУ< R < - Иа+(1ф!)гг

да+(|ф») да-Оф|)
U> R >

rhail9l) ГЬа-(1ф1)
даЛ<фП
rha+ (1ФИ 1

^ < |ф| < <]Г - об, 0 < R <\7^(аЛф)1 

= |(аДф)| 1а1 <1, 0 £ 1ф! < ^

а >1,

да- ОфО
rha- (|ф!) 7О < R <

T-2kpi 
2r sin 1ф7 ’ ha 0<!фк-|-= (и.афИН-1 R > О, haq>*0, О < R <

Legyen М( -1) 1У U Н(-1 1} U Н А(1, «•)•
következő tétel а Н és az f (z) negatív valós részű

gL
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zéróhelyeinek kapcsolatáról szól.
4.Tétel. Ahhoz, hogy £_(z)-nek csak negatív valós részűcl

zéróhelyei legyenek szükséges és elegendő, hogy (a,R, <p) e H

teljesüljön.
Bizonyítás. Először azt bizonyltjuk, hogy ha (a,R, ) € H,

akkor f (z)-nek csak negatív valós részű zéróhelye van. A
cl

2.Segédtétel szerint ha a cos ф < -1, akkor f (z)-nek csak' cl

negatív valós részű zéróhelyei vannak. Mivel az
- < a < 00 gjt < cp <X, R > О Ij(a,R, ф )l a cos <p < -1, tart o-

mány része a H-nak, ezért csak azt kell belátni, hogy H-t
nem szeli ketté egyetlen és felület sem. Ez követ

és H definíciójából.kezik a Н(_1Д)) H_1
A bizonyítás másik részében meg kell vizsgálni, hogy ho-

(1,

gyan változik a zéróhelyek valós része ha áthaladunk vala
mely Р^+ illetve felületen. Tekintsük az (1.19.) for
mulát. Mivel (1.8.) alapján a-cos<p-cos(9 -ry)=0 a nulla 

valós részű zéróhelyekre, ezért eke előjelét az Rr(l-a cos ry) 

kifejezés határozza meg, ha a rögzített és Ф rögzített.
Mivel l-а cos ry > 0, ha lal < 1 és minden rögzített

a esetén az egyenlőség csak bizonyos y-ra teljesül, ezért,
görbéken R növelésével át

haladva a nulla valós részű zéróhelyek valós része növek

szik. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben H_1 és H 

tartományokon kívül már nincs olyan (a,R, <p) pont, ahol
f (z)-nek csak negatív valós részű zéróhelye van.£1

ha lal < 1, akkor a J, és Gak ak

(-1,1)
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Az lal > 1 esetben alakítsuk át az l-а cos ry kifeje
zést az (1.11.), illetve az (1.10.) formulák felhasználá

sával.
(1.10.) alapján ry = ф -arc cos(a cos ф)+2кХ. Tehát 

l-а cos ry = l-а cosфcos arc cos(a cos <p)-
/

-a sin(|i'Sin arc cos(a eoscp). így 

(1.44.) l-а cos ry=l-a2cos2q> -a sin ф sin arc cos (a cos<p).

(1.11.) alapján гу=ф+агс cos (a coscp)+2kiL. Tehát

l-а cos ry=l-a cos ф cos arc cos(a cos<p) +
sinфsin arc cos (a cos<p). így+a

2 2(1.45.) l-а cos ry=l-a cos cp+a sin<p sin arc cos(a cos ф).

Az (1.44.) formula a görbén való áthaladáskor jellemzi 
a nulla valós részű zéróhelyek valós részének változását,

görbén való áthaladáskor jellemzi a 

nulla valós részű zéróhelyek valós részének a változását. 

Elég а ot < ф - oó,

(i) Legyen a > 1 és tudjuk, hogy la cos ф1£ 1, így az 

(1.44.) formulából felhasználva, hogy 

a sin <p-sin arc cos(a cos ф)=Ь-а+( 9 ) > 0, az

2 2 2l-a cos ry £ l-а cos 9 -sin arc cos(a cos ф)=0

míg az (1.45.) a Gak

esetre megnézni.

egyenlőtlenséget kapjuk. Tehát J ^-n áthaladva a nulla 

valós részű zéróhelyek valós része csökken. Az (1.45.) for
mulából az
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2 2l-а cos ry > l-а cos 9 >. О

egyenlőtlenséget kapjuk, mivel a-sin ф sin arc cos(a cosq>)iO. .
görbéken áthaladva f&(z) nulla valós részű 

zéróhelyeinek a valós része növekszik. Ha megnézzük a
Tehát a Gak

és G ^ görbék a > 1 esetén felvázolt képét a 19.
tartományon kívül, a > 1

ábrán,Jak
akkor azt kapjuk, hogy a 

esetén nem lehet f (z)-nek minden zéróhelye negatív valós részü.
d

HU,~)

(ii) Legyen a ^ -1 és |a cos cpl < 1. Ekkor az (1.44.) 

formulából az

2 2l-а cos ry > l-а cos 9 > 0

egyenlőtlenséget kapjuk, mivel -a sin 9 sin arc cos (a cos ф)>0. 
Tehát a J ^ görbéken áthaladva az fa(z) 0 valós részű zéró
helyeinek a valós része növekszik. Az (1.45.) formulából az

2 2 2l-a cos ry < l-а cos 9 -sin arc cos(a cos <p)=0

egyenlőtlenséget kapjuk, ugyanis a-sin<p+sin arc cos(a cos<p)= • 
= hQ+( 9 ) < 0 ebben az esetben. Tehát a Gaij. görbén áthalad
va az f (z) 0 valós részű zéróhelyeinek a valós része csökken. 
Figyelembe véve a Jalj; és Gak görbék 15. ábrának megfelelő 

elhelyezkedését azt kapjuk, hogy ebben az esetben a H^_ ^ 

tartományon kívül fa(z)-nek csak negatív valós résztí zéróhelye 

nem lehet. Ezzel a bizonyítás kész.
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A 4.Tételből és а Б.Tételből kapjuk a következő állítást.
Következmény: Ahhoz, hogy az (1*1.) egyenlet 0 megoldása 

aszimptotikusan stabil legyen szükséges és elegendő, hogy 

az A mátrix minden /H= Re'9 

(a,R,<]> ) e H teljesüljön.
Példák

sajátértékére és a-ra az

1.) Alkalmazzuk a 4.Tételt az

(1.46.) ±(t) = -px(t) - qx(t-r)

skaláris egyenletre, ahol p,q valós számok. Határozzuk meg 

azon (p,q) értékek halmazát, amelyekre az (I.46.) 0 megoldá
sa aszimptotikusan stabil. írjuk át az egyenletet az (1.1.)- 

nek megfelelő alakba* Ha q / 0, akkor

x(t) = q(— x(t) - x(t-r)).

Ezen egyenlet karakterisztikus egyenlete a

z - q(- ^ - e-zr(1.47.) ) = 0

egyenlet. Különböztessük meg az alábbi eseteket.

(i) q < 0, p < 0. 

Ekkor R= I ql , <p =T",

Ebben az esetben az (a,R, 9 )-nek а Нц 

esni, azaz 

q > -p következik.

a = —

tartományba kell 
- > 1 feltételnek kell teljesülni, amiből
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(ii) q > О.
Ekkor R=q, ф =0, a= - •£. A feltételeink szerint az

4
(a,R,(p ) pontnak a H^_-^ -j^-be vagy a ^
Ъа kell esni ahhoz, hogy (1.47.)-nek csak negatív valós 

részű megoldásai legyenek, 
így ha I - £ I

tartomány-

< 1, akkor a

(-11 (- f)О-arc cos -j_ arc cos
0 < q < i i- s) y^r- £ sin О-sin arc cosq

feltételnek kell teljesülni. Ehhől a feltételből követke
zik, hogy nem minden p felel meg nekünk. Ugyanis

_ £arc cos 1a.lim
- £->i

= " r 1r / íz
r?q

ezért p > - — -nek kell teljesülni.
Ha - ^ < -1, akkor a q > 0 feltételnek kell teljesülni.
Ezeket a feltételeket összefoglalva a 20. ábrának meg

felelő TQ tartományt kapjuk, amely szerepel például HALE [19] 
és ELSZGOLC-HORKIH [12] könyveiben is. A q=0 esetben (I.46.) 

közönséges differenciálegyenlet, amelynek p < 0 esetén a 

karakterisztikus egyenlete csak negatív valós részű zéró
hellyel rendelkezik.



:

/

Következmény. Ha (p,q)e TQ, akkor (I.46.) 0 megoldása 

aszimptotikusan stabil.
2.) Tekintsük az ATEEHSOH és ZHAUG [2] által vizsgált 

x(t) = p(x(t)-x(t-1)) 
skaláris egyenletet. Ha erre az egyenletre alkalmazzuk 

vizsgálataink eredményét, akkor azt kapjuk, hogy
ha p < 0, akkor, mivelyu. =p, ф =0 , r=l, a=l, a 4. 

Segédtételből következik, hogy (1.4Ö.) minden megoldásá
nak létezik a határértéke t -> esetén,

ha 0 < p < 1, akkor, mivel/U. =p, <p= 0, r=l, а=1,а 4.
Segédtételből következik, hogy (I.48.) minden megoldásának 

létezik a határértéke t -*■ <^=> esetén.

(1.48.)
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На р >1, akkor, а 3.Tétel alapján (1.48.) minden 

megoldása az

ll1
+xo(t)x( "fc) - c ^e

alakban irható, ahol xQ(t) korlátos megoldás, c-^ valós 

konstans és Л 

pozitív valós részű megoldása.
Ha p = 1, akkor szintén a 3.Tétel következménye, hogy 

(1.48.) minden megoldása az

(1.48.) karakterisztikus egyenleténekaz

x(t) = C-J^t + xQ(t)

alakba irható.
Ha p = 0, akkor (1.48.) minden megoldása konstans. 
Összefoglalva: A 3.Tétel speciális esetként tartalmazza 

az ATKIUSOH és ZHAUG [2] 1.2.Tételét.
3. ) Tekintsük az

x( t) = -px(t-r)(1.49.)

egyenletet. A 4.Tételt alkalmazzuk az a = 0, R= I pl , ф 

esetre. Ekkor, mivel p > 0, ezért p-nek a H^_^ A (0,R, <J>) 
tartományba kell esni, hogy (1.49.) karakterisztikus egyen-

/ , tt *létének minden megoldása negatív valós részű legyen. így
'ТГ

0 < P< 2? •
tikus egyenletének van pozitív valós részűmegoldása. Ez a 

feltétel megtalálható például J9]-

= 0
1
5

Ha p < 0, azaz tp = Jl , akkor (1.49.) karakterisz-

ben.



|Й — V

97

2. Hem autonom, skaláris egyenletek stabilitása

Ebben a fejezetben skaláris egyenleteket vizsgálunk. 

Először egy lineáris stabilis egyenlet megoldásainak 

aszimptotikus viselkedéséről nyerünk feltételeket közvetlen 

módszerrel, majd a Ljapunov módszer egy változatát alkal
mazzuk.

2.1. lineáris, stabilis tipusu egyenletek

Az
0

x(t) = - j x(t+s)dsh(t,s) 

-r(t)
(2.1.)

egyenletet, illetve speciális eseteit több szerző vizsgálta. 

Például MÜSKCSZ a (2.1.)-nek megfelelő rendszerrel foglal
kozik a könyvében [28] . Tőle származik a stabilis típusú 

jelző is. Ahhoz, hogy stabilis tipusúnak tekinthessük a 

(2.1.) egyenletet a következőt kell feltennünk.
Legyen r: [0,°<0 -> JR nemnegatív folytonos függvény,

lim(t—r(t))= «*=>. h(t,s) kétváltozós skalár értékű függvény, 
amely t ^ 0 és s e [-r(t),o]-ra van értelmezve, s-ben 

monoton növekvő és balról folytonos minden t-re, valamint 

h(t,0) = 0, ha t ä 0, h(t#-r(t)) folytonos és
0

lh(tjs)-h(t,s)| ds = 0.lim

max(-r(t),-r(t*))
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у

9 folytonos függvény [r0,áj-rv 

Az A.Tétel és MÜSKESZ [28.1.Tétel 5. oldal] alapján (2.1.)- 

nek az (а, <p) kezdeti feltétel mellett létezik egyértelmű 

megoldása, amely [ rQ, folytonos és (a,<~=0-n folytono
san differenciálható.

COOKE és FERREIRA [9] a (2.1.) következő változatát 

vizsgálta:

Legyen a > 0, r =inf (t-r(t)) és
0 t > a

0
x(t) = J x(t+s)dyiL(s),(2.2.)

-1

ahol /1 (-l)=0,/± (0) = 1 és /Il monoton növekvő. Vizsgálataik
Teredménye, hogy 0 < ^

megoldása exponenciálisan stabil. A (2.1.) egyenletnek/

speciális esete az

esetén a (2.2.) egyenlet 0

x(t) = -p(t)x(t-r(t))(2.3.)

Erre az egyenletre alkalmazható például HADDOCK [l?J

munkájának eredménye, amely szerint, ha 0 < p(t) £ p és
0 £ r(t) £ r, valamint 0 < p r < ^ p(t)dt= °°

t0
p(t) -> 0, vagy r(t) -» 0 t -» <=*=> esetén, akkor a (2.3.)
0 megoldása aszimptotikusan stabil. GYŐRI [lő] és PHILOS [зо| 
munkáiban a (2.3.) egyenlet megoldásainak oszcillációjára 

találunk feltételeket. Mégpedig ha r(t) = r és

és, vagy
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t
j p(s)ds > ^lim

t -»• ~=>
t-r

akkor (2.3.) minden megoldása oszcillál. A mi vizsgálataink 

LADAS, SFICAS és STAVROULAKIS [25] munkájához kapcsolódnak.
> 0 és p(t) > 0 esetén bebizonyítotr- ,Ők a (2.3.)-ról r(t) = r

-ták, hogy ha
t

j p(s)ds = 00 ,lim sup jp(s)ds és< 1
tot-r

akkor az egyenlet minden megoldása О-hoz tart t -*> ese
tén. Mi ezt az eredményt általánosítjuk és kiterjesztjük a 

(2.1.) egyenletre. Először a megoldások korlátosságáról bi
zonyítunk egy tételt, majd a korlátosság felhasználásával 
bebizonyítjuk, hogy létezik a megoldások határértéke, ha

t -*■

5.'Tétel. Tegyük fel, hogy
t
j h(u,-r(u))du < 1 

t-r(t)

minden t > O-ra, amelyre t-r(t) 2 0. Ekkor (2.1.) minden 

megoldása korlátos.
Bizonyítás. Tegyük fel, hogy x a (2.1.) egy megoldása. 

Két eset lehetséges:

(2.4.)
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а.) х állandó előjelű megoldás, azaz van olyan tQ, 

hogy t > tQ-ra x(t) előjele állandó. Peltehetjük, hogy 

x(t) к 0, ha t к tQ. Ekkor van olyan t-^, hogy t-r(t) ? tQ, 

így (2.1.) alapjánha t ? t1»
0

x(t) = - J x(t+s)dsh(t,s) < 0 

-r(t)

minden t > t-^-re. Ez azt jelenti, hogy x(t) csökkenő 

a [t-^, oa) intervallumon ezért, mivel x(t) > 0 is fennáll, 

azt kapjuk, hogy x(t) korlátos, sőt lim x(t) is létezik.

h.) x oszcilláló megoldás. A bizonyítást indirekt 

végezzük, tegyük fel, hogy x(t) nem korlátos, Ekkor minden 

elég nagy M-hez van olyan t^, hogy lx(t^)l =M, |x(t)l < M, 

ha t < tjj,és van olyan tQ, tQ < tM, hogy x(tQ) = 0.

Mivel az f(t):=max|x(s)l függvény növekvő és f(t)
íM<S<t

, ezért van olyan i Z t^, hogy f*( l ) >0.

Ekkor x( L ) = f(T) és lx(t)l < f(^ ) minden t < *ТГ esetén 

és x(T )x(T) > 0. Az általánosság megszorítása nélkül fel

tehetjük, hogy x(T) ^ M és x(t) >0. Mivel x(t) oszcillá

ló megoldás, ezért van olyan t-^, t-^ T , hogy x(t^) = 0 

és x(t) > 0, ha te (t^Tj. Mivel x(t) differenciálhánya

dos függvénye is folytonos x(t) csak ágy lehet oszcilláló, 

ha van olyan f

t e(T ( $ ). Integráljuk (2.1.)-t t^-től J

ha t -►

/

, l >ТГ , hogy x(í ) = 0 és x(t)> 0, ha

-ig. így
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5 о
f>-$( 5 x(t+s)d h(t,s))dt <

ö(2.5.) z(
-r(t)

? 0
< J | [ x(t+s) dsh(t,s)j

t-j. -r(t)

dt 1

0í
) lx(t+s)| dsh(t,s))dt. 

tx -r(t)

Mivel ix(t+s)l < x( 5 ), ha t+s < ^ »

f 0
(2.6.) x( ] ) < x( j ) ^ ( [ dsh(t,s))dt.

^ -r(t)

ezért

ugyanis ha ^ -r( j ) > t^ 

teljesülne, akkor az r folytonossága miatt létezne olyan 

t’ t*< I , hogy t-r(t) > t-^ lenne minden te (tj ^ ) esetén. 
A ^ és a T definíciójából következik, hogy x(t) >0, ha 

t £ (tj j ) Л (T , j ), viszont ezekre a t-kre a (2.1.) 

egyenletből igaz, hogy

Beláthatjuk, hogy j -r( { ) ^ t1»

0
x(t) = - j x(t+s)d3h(t,s) 6. 0, 

-r(t)
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mivel x(t+s) > 0 a t-^ definíciójának megfelelően. Ez 

viszont ellentmond az x(t) >0 feltételnek. Tehát 

f -r(
Ha felhasználjuk (2.4.)-t és (2.6.)-t az x( ^ ) < x( ^ ) 

egyenlőtlenséget kapjuk, ami nem teljesülhet. Tehát el 
kell vetni a kiindulási feltételünket, így azt kapjuk, 

hogy x(t) korlátos. Ezzel a tétel bizonyítása kész.
A következő tétel a megoldások határértékének a léte

zéséről szól.
6.Tétel. Tegyük fel, hogy

t
^ -h(u,-r(u))du<1 

t-r(t)
lim sup
t —► OCt

Ekkor (2.1.) minden x(t) megoldása esetén létezik a lim x(t)
t ->oo

határérték.
Bizonyítás. Az előző tétel bizonyításának (a) része 

alapján a nem oszcilláló megoldásoknak létezik a határér
téke. Ugyancsak az előző tételből tudjuk, hogy az oszcillá
ló megoldások korlátosak. így ha x(t) (2.1.) oszcilláló 

megoldása, akkor az cL :=lim sup x(t) és A :=lim inf x(t)
t -> 0-. ' t O“

léteznek és oL > 0 2 fi .Mi azt bizonyítjuk, hogy oc=/3=0.ч
A bizonyítást indirekt végezzük. Tegyük fel, hogy об > 0 és 

vegyük azt az esetet, amikor ^ -|/3|. /Az t>c<\ß\ 

hasonlóan tárgyalható./
eset

lA is уУ-X
V\\

‘ \ ■

ii- fi 
• < :

1

—^ / <■

V. X:x . • X4
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Legyen 0 с /И < 1 és I > 0 olyan, hogy t > T-re az
t
j -h(u ,-r(u) )du £ f l 

t-r(t)
egyenlőtlenség teljesüljön.
Mivel ос > I ß\ , ezért minden £ > 0-hoz van olyan T^ , 
hogy > T,és |x(t)l< oc + í minden t > T^ -ra. Tudjuk, 
hogy x(t) oszcilláló megoldás, ezért van olyan t és t^, 

hogy T£ < tx< tQ és x(tx) = x(tQ)=o, valamint x(t) > 0, ha 

t £ (t-, ,t ). A lim sup x(t) = e*c miatt at-, és a t 

£ -tói függően választható úgy, hogy a C'b-L,t0) inter
vallumon van olyan T

(2.7.)

, hogy x( 'T )£*<•- £ és x( t) >0.
Az x(t) oszcillációja és a folytonosan differenciálhatósága 

miatt van olyan J , f > ПГ , hogy x(f ) = 0 és z(t)>0, 

ha t e (T , { ). Mivel t-r(t) ** , ha t -> o° , ezért
minden elég kicsi í -hoz a t-^, tQ,'T, £ választható úgy, 
hogy t1 <T< I < tQ és t-r(t) > T^ , ha t > t^, valamint 

fennáll, hogy xCT )2*c -£, x(t) > 0, ha t e [*£ , £ ) , 
x( I ) = 0 és x( tQ)=x( t1) = 0, illetve x(t) >0, ha te (t1,tQ).

intervallumon és használjukK* fiIntegráljuk (2.1.)-t a 

fel, hogy |x(t+s)l ^ £ ezen az intervallumon. A (2.5.)
egyenlőtlenségből következik, hogy

f 0
x( {) < (oc+ £) ] S

tx -r(t)
d h(t,s)dt.(2.8.) s
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Ahogy az elózó tétel bizonyításában megmutattuk, hogy 

I -r( £ )á t-j_, Ugyanúgy itt is bebizonyítható. Ezt fel
használva (2.8.)-ból következik, hogy

/ 0
oc - í < xlf) < К + £) j fdsh(t,s)dt.

Hfl -r(t)
Pelhasználva (2.7. )-t az ц, (<ь4 + £) egyenlőtlenséget
kapjuk. Ha l -*■ 0, akkor ebből az ос < oc < oc. egyen- 

lőtlenséghez jutunk, ami nem igaz. Tehát ellentmondáshoz 

jutottunk, azaz az ос > о feltevésünk hamis, így oC = 0 

és a tétel bizonyítása befejeződött.
Ezt az eredményt felhasználhatjuk a (2.1.) 0 megoldása 

stabilitásának a vizsgálatához.
7.Tétel. Ha az 5.Tétel feltételei teljesülnek, akkor a 

(2.1.) 0 megoldása stabil. Ha a 6.Tétel feltételei mellett 

még az is igaz, hogy

oö

J h(t,-r(t))dt = - oo(2.9.)

*0

akkor a (2.1.) egyenlet 0 megoldása aszimptotikusan stabil.
bizonyítás. Az 5.Tétel biztosítja, hogy (2.1.) minden 

megoldása korlátos így a stabilitás következik MÜSKESZ [28 

5.Tétele 72. oldal] munkája alapján. Most tegyük fel,hogy 

a 6.Tétel feltételei teljesülnek. Ekkor az előzőeknek meg
felelően a 0 megoldás stabil és minden oszcilláló megoldás-
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c*=. Még azt kell belátni,nak 0 a határértéke, ha t 

hogy az állandó előjelű megoldások határértéke is 0
&o esetén. Tegyük fel, hogy ez nem igaz. Legyen 

például x olyan megoldás, hogy x(t) t c, ha t > T és 

lim x(t) = c > 0. Ekkor létezik egy T-, , T-, > T, ágy hogy 

t-r(t) > T minden t >Тд-ге. (2.1.)-ből integrálással kö
vetkezik, hogy

t

t 0
x(t)-x(T-L)= - j J x(u+s)dsh(u,s)du 

T^ -r(u)

minden t > T-^-re. Mivel
t 0

x(t)-x(T1)+c j j dsh(u,s)du < 0,
Tx -r(t)

azaz
t

x(t)-x(T1)-c J h(u,-r(u))du < 0,

T1
ezért, ha t «.Az utóbbi egyenlőtlenségből a

,
c-xCT^-c \ h(u -r(u))du < 0

•»

egyenlőtlenséget kapjuk, ami ellentmond (2.9.)-nek.
Ha azt tesszük fel, hogy c0, akkor szintén ellentmondás
hoz jutunk. így lim x(t) = Oa (2.1.)-nek minden x(t) meg-
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oldására, amiből az aszimptotikus stabilitás következik. 

Példák
1.) Tekintsük a

x(t) = -(1 + -|)х(1; - -|), t >1(2.10.)

egyenletet. Ez az egyenlet speciális esete a (2.1.)-nek, 

ugyanis az r(t) = 77 és

-Cl + i) 1, ha s = — 2
h(t,s) =

- s< 00 , ha

jelölések bevezetésével éppen (2.1.)-nek megfelelő egyen
lethez jutunk.

Mivel

«X» ^

j h(t ,-r( t) )dt= I -(1 + ^)dt=-[t+ln t] =- «X» >

1 1

valamint
t
j —(— Cl + ^))du=[u+ln u]

t _ I 
X 2

i + In ——y 
t - é1= 7

2 2

t 0, ezért a 7.Tétel feltételei teljesülés lim In T =t t -oo 2
nek a (2.10.) egyenletre. Tehát a (2.10.) egyenlet 0 meg-
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oldása aszimptotikusan stabil. Másrészt tudjuk, hogy 

(2.10.,) minden megoldása oszcillál [30] , így azt kap
tuk, hogy (2.10.) minden megoldása 0-hoz tart t -> <=— 

esetén.
2.) Tekintsük az

x(t) = -p(t)x(t-r)(2.11.)

egyenletet, ahol p(t) >0, r>0 konstans. Ebben az esetben
a

í -p(t), ha s = -r
h(t,s) =

l 0, ha -r < s < 0

jelöléssel éppen a (2.1.) típusú egyenlethez jutunk. A 

(2.7.) feltétel a következő alakú lesz.
tt

j -h(u,-r(u) )du = j -(-p(u))du< fx.

t-r(t) t-r

A (2.9.) feltételből a

Oo *0

j h(t,-r(t))dt = j -p(t)dt = -

*0 *0

Схэ

J p( t) dt .= 00 ésfeltételt kapjuk, azaz,ha

to
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t

J p(s)ds < 1, akkor (2.11.) minden megoldásalim sup
t ~

t-r
0-hoz tart. Ezek a feltételek és az állítás megegyezik 

LADAS, SFICAS és STAVROHLAKIS közös munkájának [25] 3* 

Tételével. így a mi 7.Tételünk az Ó 3.Tételüknek álta
lánosítása.

A (2.1.) egyenletnek speciális esete az előző fejezet
ben vizsgált (1.49.)-cel jelölt

' x(t) = -px(t-r)

egyenlet is.
Ha erre az egyenletre alkalmazzuk a mi előző vizsgá

lataink eredményét, akkor azt kapjuk, hogy,ha 0<pr<l, 

akkor ezen egyenlet 0 megoldása aszimptotikusan stabil. 

Tehát a feltételeink szigorúbbak, mint az előző fejezet
ben kapott feltételek.

3.) Az
0

= - oC j x(t+s)dT]_(s)i(t)(2.12.)
-1

populáció növekedési egyenletet WALTHER [35] és HADELER 

[l8] is vizsgálta. A 7.Tétel erre az egyenletre a követ

kező eredményt adja:
A (2.12.) egyenlet esetében r(t) = 1 és

h(t,s) = oC - rí (s).



109

A (2.7.) feltétel a következő alakú lesz:
tt

^ -h(u,-r(u))du = I -oő'n.C-Ddu 

t-r(t)

< 1.
t-1

A (2.9.) feltétel alakja,

\ h(t,-r(t)dt = [ ос. T\ (-l)dt =

to*0

Ez a feltétel mindig teljesül, ha > 0 ésr^(-l) < 0.
Tehát ha (2.12.)-hen monoton növő balról folytonos 

függvény és (0) = 0, valamint -cöt\(-1)<1, akkor a 

(2.12.) minden megoldása О-hoz tart, ha t -ь c« .
2.2. Stabilitás vizsgálat a határégyeniet alkalmazásával

A funkcionál-differenciálegyenletek megoldásainak 

aszimptotikus viselkedését vizsgálhatjuk a korlátos meg
oldások határhalmazának invariancia tulajdonságával. A 

HALE [19] által autonom funkcionál-differenciálegyenle- 

tekre leírt módszer lényege a következő:

Tekintsük az

x(t) = P(x^)(2.13.)
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autonom funkcionál-differenciálegyenletet, ahol az JRn
folytonos funkcionál Lipschitz feltételnek tesz eleget, 

továbbá C korlátos és zárt halmazait korlátos, zárt hal
mazba képezi le. Ekkor (2.13.)-nak minden (tQ, ф ) e JR+2C 

"ponton át” létezik egyértelmű megoldása. Legyen x (2.13.)
<p . Ekkor x a [t0,Oa)egy korlátos megoldása úgy, hogy x. =

‘'o
intervallunom van értelmezve (lásd A.Tétel).

A HCC halmazt az x megoldás pozitív határ halmazának 

nevezzük, ha minden Ф eH-hoz van 

t ->■>«>, ha n->°*, hogy x. - 
TÓI ismert |19j , hogy összefüggő, kompakt és invariáns. 

Az invariáns tulajdonság azt jelenti, hogy ha <9 eH és

olyan jv]
9 , ha n . A H halmaz

sorozat,

x a (2.13.) (t0,9 )”n átmenő megoldása, akkor x (- 00 , 00 )-n 

van értelmezve, itt kielégíti (2.13.)-t, 

minden te (-

9 és x^. £ H

°°)-re. Ha a (2.13.) egyenlet esetén M 

a legbővebb invariáns halmaz, akkor a [19] -ben található 

1З.1.Tétel alapján minden x korlátos megoldásra igaz, hogy 

x(t) -»M, h* t -^00. Ezen tétel segítségével a megoldások 

stabilitására, aszimptotikus stabilitására nyerhetünk 

eredményeket.
A módszer általánosítható nem autonom egyenletekre is.

V
00 »

Például, hogy ha lim P(t, 9)= G( ф), akkor az

x(t) = F(t,xt)

egyenletre kiterjeszthető az előzőekben leírt, úgynevezett
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invariancia elv.
A mi vizsgálatunk az

x(t) = -p(t)x(t-r(t))(2.14.)

egyenlet korlátos megoldásairól szól. Feltételezzük, hogy
. Bebizonyxt-= p > 0, lim r(t) = r > 0 és pr ^ "2lim p(t)

t 0-0

juk, hogy ekkor a (2.14.) korlátos megoldásai О-hoz tarta-
esetén. A bizonyítás során áttérünk a határ

egyenletre, amely megegyezik az (1.49.) egyenlettel. A 

következő eredményt bizonyítjuk.
8.Tétel. Tegyük fel, hogy lim p(t) = p >0 és
~~ t —> oü

na к t

Tlim r(t) = r > 0 és 0 < pr < vr . Ekkor a (2.14.) minden 

korlátos megoldásának 0 a határértéke, ha t
Bizonyítás. Legyen x (2.14.) korlátos megoldása, azaz

[0, »*=•). A bizonyí
tást indirekt végezzük. Tegyük fel, hogy lim x(t) / 0. Ekkor

t o-*

olyan |^tn"|j sorozat, tn »<= , ha n -*■ ex., hogy

lim x(t„) = a é 0.n « n
Integráljuk (2.14.)-t tn-től tn+s-ig. Ekkor

tn+S S
= x(tn]~ \ p(v)-x^/-r(v))dv = x[tn!- jp(t„+u)x^rfu-r(tn*u))du

tn 0

OO .

Ix(t)l ^ K, valamely K>0-ra, ha t é

van

(2.15.) x(tn+s)

Ha n elég nagy, akkor x(tn+s) értelmezve van az
[-T,t] intervallumon, valamely rögzített T-re. Tekint

se. (s) = x(t +s) függvénysorozatot, 
^n

S €

t :[-T>TlП
sük az x H,
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tagjai korlátosak, ugyanis [ x, (s)| =
‘'n

Ezen sorozat

= l x(tn+s)l ^ K. Azonkívül (2.15.) alapján

S2®2
|xtn(s2) ~ Xtn(St^ = 1 í Pltn+Ul X(VU-*r(tn+u))du J< I|p(tn+u)| jx(tn-+u-r(tn+u))ldu.

Sí Sí

Mivel lim p(t) = p, ezért ha n elég nagy, akkor
t-»<M

|p(tn+u)l < 2p, valamint az lx(tn+u-r(tn+u))l £ К is
[s1,s2] . ígyteljesül, ha u €

Ix. (s2)-xt (s1)l < 2pK leg-s^
n n

|x^_ | függvénysorozat egyenletesen korlátos és . 
egyenlő mértékben folytonos. Az Arzéla-Ascoli tétel

részsorozat, amely egyenle-

Tehát az

következtében van olyan x^
nk

tesen konvergál. Legyen a határértéke az y(s), se 

függvény. Mivel ez a határérték minden rögzített T-re 

létezik, ezért у (- <=», 0,0) intervallumon értelmezett 

függvény, azonkívül ly(s)l ^ K, ha s 6 (- oo f exj) és

y(0) = a. Ha (2.15.)-ben elvégezzük a határátmenetet, 

akkor y-ra az
s

“ jj py(u-r)du .y(s) = a

0

egyenletet kapjuk, amely ekvivalens az
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y(s) = py(s-r), y(0)(2.16.) = a

differenciálegyenlettel. Be fogjuk bizonyítani, hogy 

(2.l6.)-nek a (-<=-=>, c^) intervallumon korlátos megoldása

csak az у = 0 függvény lehet. Legyen (p :(- JR

(2.16.) megoldása úgy, hogy |(j) (s)l < K, ha s € JR és

9 (0)=a^0. Mivel (2.16.) karakterisztikus egyenletének 

feltétel teljesülése esetén (lásd az előző

a

1Г
a 0 < pr < 2

fejezet 3. példáját) csak negatív valós részű megoldása 

ezért minden (tQ, Ч ) , 4 : m*,o] —^ JR, kezdeti felvan,

tételnek eleget tevő megoldásra igaz a következő becslés

[12] , [25] .

ММо.Ч'И < M-ll4M|-e T"',o)
ahol ^ ,M pozitív konstansok. Tekintsük az y(t,tQ, (pt ),

jj-r,o] , megoldást. Erre a megoldásracpt0 (s)= 9 (t0+s), s €

alkalmazva a fenti becslést az

-r(t-to)ly(t,t0,9to)l £ M II cptQll • e'rítto> íM Ke 

egyenlőtlenséget kapjuk. Mivel (2.l6.)-nek egyértelmű

megoldása létezik minden (tQ, 9 )-re, ezért y(t,tQ, <pto )

9 (t) megszorítása a [tQ-r, cs-» ) intervallumra. Tudjuk,
-r(t-to)

—> 0

a

- o- , akkor е^° 0, ezért MKe 

0« , minden t-re. Ez

hogy ha tQ

Így y(t,t0<pto)
csak úgy lehet, hogy y(t,t0>9to) = 0, ha t € (-

/

0, ha t » о /Л
» 00) *o<» л' »

длг~]

-
4'
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o~)-re, tehát ф (0)=0. Ezazaz ф(t) = 0 t e (-
ellentmondás, így az a = 0 feltételnek kell teljesülni.

sorozatra x(t ) n 0Ez azt jelenti, hogy minden tn 

a (2.14.) minden x korlátos megoldására. Ezzel a bizonyí

tás kész.
< 1, akkor (2.13.) 

minden megoldása korlátos. így a 6. és 8. Tétel felhaszná
lásával az alábbi állítást kapjuk.

Következmény. Ha p > 0, r > 0, valamint 0 < pr< 1, akkor 

a (2.14*) minden megoldása 0-hoz tart, ha t 

2.3. A L.iaounov módszer alkalmazása

A 6.Tételből következik, hogy ha pr

Ebben a részben az

x(t) = f(t,xt)(2.17.)

skaláris egyenlet 0 megoldásának stabilitását vizsgáljuk.
A bevezetésben már szóltunk arról, hogy a stabilitás vizs
gálatára a közönséges differenciálegyenletek elméletében 

alkalmazott Ljapunov módszer közvetlenül nem alkalmazható.
Az átalakítás szükségességét az alábbi példa is igazolja. Az

-a
x(t) = -ax(t)-e 2 )(2.18.)

egyenlet az első fejezet ljpéldájának speciális esete. Ha
alV

a > akkor az (a,e ) pont éppen TQ-ban helyezkedik el, 

itt TQ a 20. ábrának megfelelő tartomány. Ez azt jelenti,
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hogy (2.18.) 0 megoldása aszimptotikusan stabil. Az is 

könnyen ellenőrizhető, hogy az

-atx(t) = Ke(2.19.) cos t

függvény megoldása (2.18.)-nak. Tegyük fel, hogy (2.18.)- 

hoz megadható olyan V(t,x) Ljapunov függvény, amely pozi
tív definit és a V(t,x(t))ÍO teljesül a megoldások mentén.

<]rEz a Ljapunov függvény a (2.19.) megoldás mentén t = -j -
ben 0 kell, hogy legyen és ezután, mivel monoton csökken 

Trt > j- -re is V(t,x(t)) = 0 kell, hogy legyen, azaz
. Ez viszont a (2.19.) megoldásra nem 

teljesül. Tehát a (2.18.) egyenlet esetében nem lehet 

megadni a felsorolt tulajdonságú Ljapunov függvényt£2-?]. 
RAZUMIHIN a V(t,x(t)) < 0 feltételt csak a

x(t) = 0, ha t > I

V(t+s,x(t+s)) < V(t,x(t))

feltétel teljesülése esetén követelte meg. MIKOLAJSKA [27] 
rámutatott, hogy ez utóbbi feltételt a

x(t) = bx(t-r)

egyenlet esetében nem lehet kielégíteni, azonkívül 
aszimptotikus stabilitási eredményt sem kaphatunk 

RAZUMIHIN feltételeiből. Mi MIKOLAJSKA. módszerének fel- 

használásával kapunk feltételeket a (2.17.) egyenlet 0
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megoldásának stabilitásáról, majd egy példán alkalmazzuk 

is az eredményeket.
Tekintsük tehát a (2.17.) egyenletet. Legyen f(t,0)= 0, 

ha t к 0. Az A.Tétel alapján (2.17.)-nek létezik [-r, )-n .
értelmezett folytonos és (0,*° )-n folytonosan differenciál
ható megoldása (0<r<o°) . Tegyük fel, hogy teljesülnek az 

alábbi feltételek.
(i) Van olyan uu (t,x) és U(x) folytonos függvény, 

uj : [-r, ) x JR JR, U:JR -*JR, hogy

lujC'fcjX)) > U(x) > 0, ha x / 0,

és

X’Vjl? (t,x) > 0, ha x / 0.

(ii) Van olyan oo, fb valós szám, 0 < oC < < 1, hogy

esetén[-r,o]ha minden s £

ф(о) uj(t,<p(o)) < ^q)(d)vjü(t+S(<p(s))<ß 9(0) uo (t.tpfo))oC ;
akkor

<p(oHuo't (t,<p(o)) + ^i(t,9(0)) f (t,9)) < 0 .

(iii) Legyen

(vo; lt,<p(o)}+ ЧОх и,ф(о))- f(t,9))M(t'hl=9meaz>] I

M U/p(o))+ ^(M>(o))- f (t;9))/ 'm [t,h| = min
<pezjt,h)

ahol
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[t, <p(o))s /2h, sup IUJ (t +s;q>(s|| < h \
5e[-r,o] J

pt^(t+s;9(s])|<hl 
se Ко] )

Z+ft,h) = . j <pl Ы-h 

Z_ (t,h) = f <pl -/ih< uj(t,q)(oJ<

< UJ

-qLU,su

Tegyük fel, hogy
t

^ M(u,h)du < (/i-tfOhysup 
Jetii 0]

t+s

t

^ m(u,h)du > -C^/3 - ct- )h.inf
5б[-г,0]

t+s

10.Segédtétel. Tegyük fel, hogy az (i)-(iii) feltéte
lek teljesülnek, azonkívül ha t € [-r,o] , akkor 

|v*-> (t ,x(t) )| < cT és | vaj (0,x(0))|£o6cT. Ekkor 

j^CtjxCt))! </3 cí , ha t> 0.

Bizonyítás. A bizonyítást indirekt végezzük. Tegyük fel,
I vaj (t0,x(t0))|^3 cT

^ (t0,x(tQ))>/3 cf.
hogy van olyan t , amire az 

lotlenség fennáll. Feltehetjük, hogy
egyen-

(Az vaj (tQ,x(tQ))<oT esetben a bizonyítás hasonló.)

[t| t <t2,Legyen t2=inf |t| oj (t ,x( t)) >ß cf j , t 

vaj (t,x(t) )< оccíj, A folytonosság miatt v*j (t2 ,x(t2) )=/l cí 

(t1,x(t1)) = oá c/", valamint oCcf< vxj(t ,x(t))</3 cT t ha

x=sup

és vaj

t £ (t1,t2). Ezután bebizonyítjuk, hogy tg-t^ > r. Ugyanis

ha t2-ti < r lenne, akkor az (iii) feltétel alapján

d vu (t/X(t))
^2

/Ъ сГ-оС сГз uo (t2/X (t2)) v-°(ti(x(ti)) = j"

}2
\ M (u, cf) du

dt <dt
t 1

^sup 
S € [-г,0] tg+s
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azaz a

/bcf-oLCÍ < (/3 -oU 0^

egyenlőtlenség is teljesülne. Ez viszont ellentmondás. 

Azt kaptuk, hogy tg-.t-^ ~ r’ Ez azi Ь-ogy minden
[-r,o] esetén érvényes a következő egyenlőtlenség: 

o4 xt2 (o) uj (t2/xt2(o)) = od xt2 (o) •/! cf< /J xt2(o) • uo (t2+ s,x (t2+ s)) <

£/i xt2 (o) -/2 oT.
Tehát teljesül az

o4xt2 (o)^(t2,xt2(o]) £ /Sxt2M‘^(t2+s Xt2(s])á/2Xt2(0]u^(t2Xt2(0j)

s e

egyenlőtlenség is. Az (ii) feltétel miatt, ekkor

xt СО) c w ^(t2,xt^(0))+ ^i(t2,xt (°))f(t2^t2)) ~ °*

Az (i) miatt azonban az uj (t0,x(t0)) > 0 feltételből
г d d uj (tp,x(t„)l

x. (0) > 0 következik, ezért az (ii) feltételből ---------- ---------- <
t2

rí 0 . Ez azt jelenti, hogy oo(t,x(t))> v-o (t^»зсСt^)) minden 

olyan t-re, amelyre t1 < t < t2. Ez ellentmond t2 definíci
ójának. Nem igaz az, hogy van olyan tQ, hogy uj (t0,x(tQ))2 

> fi cí - Tehát minden t > 0-ra lvx> (t ,x(t) )И/3 cf . Ezzel a 

bizonyítás kész. A 10.Segédtételből következik a stabili
tás. Ha még egy feltételt hozzáveszünk az (i)-(iii) fel
tételekhez, akkor a megoldások határértékének létezését 

tudjuk bizonyítani.
9.Tétel. Tegyük fel, hogy ha

o^h < IMt+s, <p(s))l í h

dt

(iv)
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akkor

(w[ (t/q»(o))+oox(t/q>(öl)f(tJ(p]) sign ^o(t+ s,<p(s]]< 0.

Ha a 10.Segédtétel feltételei és az (iv) feltétel 

teljesülnek, akkor a lim uJ(t,x(t)) határérték létezik.

í > 0, (t,x(t))[<£

-r<t£0, és |u> (0,x(0) )l < /- £ . A 10.Segédtétel alapján .

Iuj (t,x(t))l</S£ , ha t > 0. Tegyük fel, hogy 

uj(t,x(t)) >0 valamilyen (0,T) intervallumon. Ekkor 

két eset lehetséges:

a.) ^ (t,x(t)) > ot /I í minden t к 0-ra. Ehhen az

esetben w (t,x(t)) korlátos és (iv) miatt az előjelével 

együtt a deriváltja előjele is állandó, azaz ^ (t,x(t))

uj(t,x(t)) létezik, 

hogy 0 < oj> (t1,x(t1) )<oc fi £ . Ekkor

-ra, így azt 

, ha t > t^. Ha feltéte

lezzük, hogy ^o(t,x(t))>0 valamely (t-^,^) intervallu

mon, akkor az előzőeknek megfelelően két eset lehetséges 

vagy az (a) esetnek megfelelően °<-/2>г£

Bizonyítás. Legyen , ha

monoton, tehát lim
t —

b.) van olyan t1»
alkalmazhatjuk a 10.Segédtételt cf=fi •í 

kapjuk, hogy 1^ (t ,x( t) )l K/l1 £

(t,x(t))</i2f

teljesül minden t >t-,-re és így a lim ou (t,x(t)) létezik, 

vagy van olyan tg > t-^ hogy 0< ^ (t2,x(t2) < oC /h1 £ ,

amiből a (b) pontnak megfelelően I u* (t ,x(t) )l </bZ £ kö

vetkezik t >t2-re.

< \X3
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Azt kaptuk tehát, hogy vagy valamely 

olyan tn, hogy <l^o(t;x tt)|</2> *£

amiből a (iv) feltétel figyelembe vételével a 

lim v>j(t,x(t)) létezése következik, vagy minden к e N-hez
|ьо (t,x(t) )l <//3>k * í . 

Í=0a0</b< 1 feltétel miatt, 

következik, hogy lim ^(tjxCt)) = 0. Ezzel a 9.Tétel 

bizonyítását befejeztük.

Következmény. Ha a 9.Tétel feltételei teljesülnek, 

akkor a (2.17.) egyenlet megoldásainak létezik a határ

értéke t 00 esetén.

Példa

ne N-re van

, ha t > tn,

t
van olyan t^, hogy ha t > t^, akkor 

Ebből, mivel lim /3 k
7 к -*o-o '

1.) Tekintsük az

x(t) = -p(t)x(t-r(t))(2.20.)

egyenletet, ahol p(t) > 0, 0£r(t)<r, ha t > 0. Tegyük 

fel, hogy

t

J(2.21.) p(s)ds <1.lim supt ^
t-r

A 6.Tétel szerint■ekkor a (2.20.) egyenlet minden meg

oldásának létezik a határértéke t o° esetén. Ezt az 

eredményt a 9.Tétel segítségével is megkapj'uk. Definiál

ta (t,x) függvényt és nézzük meg hogyan teljesül

nek az (i)-(iv) feltételek.

juk az
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Legyen ^ (t,x) = x. Ekkor az (i)-(iv) feltételek a 

következők lesznek.
(i) x u>(t,x) = x2 > 0, ha x / 0.

(ii) A (2.20.) egyenletet felhasználva

-p(t)x(t-r(t)) = -p(t)xt(-r(t)).= X =

Legyen 0 < << /Ь < 1. Ha

^(0)<y3xt(0)xt(s)< /i x^(0),

[-r,o] -ra, akkor

xt(0)- ^ =xt(0)(-p(t)xt(-r(t)) = -p(t)xt(0)xt(s) f 0.

(iii) A (2.21.) feltétel miatt van olyan T és a,
0 <a <?r, hogy ha t > T, akkor

oc x

s £

t

J p(s)ds £l-a.

t-r

Legyen oC= /S =1 - Vizsgáljuk meg az M(s,h) és 

m(s,h) integráljait.

M(s;h] = max l-p(t) xt(s)]/ ha |xt(s)|á h, oc h áxt(o]6/bh)
se{-r,0l

m(s,h] = min (-p(t| xt(s]) ha |xjs)| < h;-/i>h < xt(o)£-ochí-
se[-r,0l '

így, ha t >T, akkor

)
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tt
j p(s)ds < (l-a)h = C/b- oC)h,j~ M(s,h)ds < h

t-r t-r

tt
j m(s,h)ds>-h ^ p(s)ds> -(l-a)h = -(/S-<*-)h.

t-rt-r

(iv) Tegyük fel, hogy och <|xt (s] I <^h 

s € [-r,Ő] . Ekkor

, ha

vaj sign oj = -p(t)zt(s)sign x_j.Cs) = -p(t) lxt(s)l 1

Tehát az (i)-(iv) feltételek teljesülnek. Azt kaptuk, hogy 

(2.20.) minden megoldásának létezik a határértéke, ha
i

. Ez az eredmény megegyezik a 6.Tételből kapott 

eredménnyel, azonban az r(t) korlátossága miatt a felté

teleink szigorúbbak. A 10.Segédtétel és a 9*Tétel nem 

korlátos retardálás esetére is kiterjeszthető.

Megjegyezzük, hogy az általunk ismertetett módszerrel 

a stabilitáson kívül a megoldások határértékének létezésé

re is kaptunk feltételeket, míg az eddigi vizsgálatok a 

stabilitásra [27] , illetve az aszimptotikus stabilitásra 

vonatkoztak.

0.

t

[34]
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