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1. Bevezetés

A fixpont tételek között a legismertebb a követ- 

1955-ből származó Tarski-Davis-tétel [3] , [ló] : 

Egy L háló akkor és csak akkor rendelkezik a fixpont 

tulajdonsággal (azaz minden f:L-»L rendezéstartó le­

képezésnek van fixpontja), ha L teljes. A fixpont

kező,

probléma a hetvenes évek közepén került ismét az érdek­

lődés középpontjába, és bár számos eredmény született,

meglehetősen keveset tudunk azokról a rendezett halma­

zokról, melyek rendelkeznek a fixpont tulajdonsággal. 

Hogy a probléma nem könnyű, azt bizonyítja az is, hogy 

a hálók esetétől eltekintve kielégítő megoldás csak az 

1-magasságú rendezett halmazokra ismeretes [ll] , [l2] . 

Nevezetes az I. Rivaltól eredő sejtés, mely szerint a 

direkt szorzat megőrzi a fixpont tulajdonságot. Ezzel 

kapcsolatban is több részeredményt ismerünk [2], [IÁ] , [l7], 

a teljes megoldás azonban - úgy tűnik - még egy ideig 

várat magára.

A fixpont tulajdonság definíciójában- univerzális 

algebrai szempontból - 1-változós függvények szerepel­

nek. Természetes módon merül fel a kérdés: lehet-e

n-változós függvények segítségével n-fixpont tulajdon­

ságot értelmezni. Ebben a dolgozatban a fixpont tulaj­

donságnak ezen az ötleten alapuló általánosításával fog-
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lalkozunk. Azt mondjuk, hogy a P rendezett halmaz

rendelkezik az n-fixpont tulajdonsággal, ha minden 

f:Pn-»P rendezéstartó leképzésnek van fixpontja, ahol 

(x-^,... ,xn) £ Pn fixpontja f-nek, ha f(x-^,...,xn) = x^ va­

lamely l^i<n-re. Kivel m<n esetén az m-fixpont

tulajdonság teljesülése maga után vonja az n-fixpont 

tulajdonság teljesülését, célszerű minden rendezett 

halmazhoz egy természetes számot (vagy a oo-t) rendelni

a g(P) = min [n [ P rendelkezik az n-fixpont tulaj­

donsággal] definícióval.

A fixpont tulajdonság általánosítása egyrészt 

árnyaltabbá teszi a képet, másrészt a kapott eredmé­

nyek azt bizonyítják, hogy az n-fixpont tulajdonság 

természetes általánosítása a klasszikus fixpont tulaj­

donságnak. Klasszikus értelemben például к korona

szorzatáról csak azt mondhatjuk, hogyC, x 
2 1

fixpontmentes, be lehet azonban bizonyítani, hogy

. . . xC
2nk

) = k+l.... xC
2nk

A fixpont tételek egy része kevés változtatással

általánosítható, más esetekben a helyzet nem ilyen egy­

szerű. Úgy tűnik, hogy például a hálókra vonatkozó

Tarski-Davis-tételnek nincs a klasszikus esethez hason­

lóan elegáns megfelelője n-fixpont tulajdonságra.

Mivel a retraktumok fontos szerepet játszanak

mind a klasszikus, mind az általános esetben, a retrak-
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tumokkal külön fejezetben foglalkozunk (3. fejezet).

A 4.,5. és 6. fejezetekben áttekintjük az n-fixpont 

tulajdonság és a rendezett halmazokon végezhető alap­

vető műveletek (összeg, lexikografikus összeg, direkt 

szorzat) kapcsolatát. Bizonyítjuk, hogy ^ additiv, azaz 

g(P+Q) = p(P) + (4. fejezet), így vizsgálatainkat

összefüggő rendezett halmazokra korlátozhatjuk. Nem 

triviális olyan összefüggő Pn rendezett halmazokat 

megadni, melyekre g(Pn) 

belátjuk Pn~ek létezését, tényleges példákat a dolgo­

zat végén, a 10. fejezetben adunk.

A lexikografikus összegek - bár mutatnak szabályos- 

nem viselkednek egységesen az általánosított

n teljesül. A 4. fejezetben

ságot

fixpont tulajdonsággal szemben. Ha ^(A) = 1, akkor

B^) ^ sup {^(3X) I x £ a| teljesül, míg ha g(A) £2 , Aг 'Г'г

x , A
összefüggő ás a lexikografikus összeg láncteljes, akkor 

В ; - g(A) (5. fejezet). Ha pedig A és Bx (x£A)
x , A

láncok, valamint

tó В ) =
J x, Д

A <^(PxQ) = g(P) + 9(Q)-1 egyenlőség a direkt szor­

zatra vonatkozó Rival-sejtés általánosítása. A 6. feje­

zetben olyan eseteket tárgyalunk, amikor igaz a fenti

g(A) = m, ^(Bx) = n (x í A), 

m-n (8. fejezet).

akkor

összefüggés.

A 7. fejezetben megadjuk azoknak a 2-fixpont tulaj­

donsággal rendelkező hálóknak egy jellemzését, melyekben
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minden antilánc véges. A 8. fejezetben tovább szűkít­

jük a kört: a szereplő hálók láncok, azaz minden anti­

lánc 1-elemű. Belátjuk a következőket: ha J; és ^ li- 

meszrendszámok, k+£=n természetes számok, valamint

úgy, hogy g(Cx> = к

yi 'l -ra Dy lánc úgy, hogy ^(D ■)

<?( ( ©С ) Ф ( Ф .D )) = n; továbbá minden olyan C lánc xq x yíf У
lényegében ilyen alakú, melyre ^(C) = n. Megadjuk lán­

coknak felbonthatatlan láncokra való felbontását, és e 

felbontási tétel segítségével bebizonyítjuk a lexikog- 

rafikus összeggel kapcsolatban már idézett összefüg-

-ге C láncminden és min-x
= l , akkorden

gést.

A 9. fejezetben 1-magasságú rendezett halmazokkal

foglalkozunk. A kapott eredmény analóg a megfelelő

klasszikus eredménnyel; kiderül továbbá, hogy összefüg­

gő 1-magasságú rendezett halmazokra a 2-fixpont tulaj­

donság és az n-fixpont tulajdonság (n>2) ekvivalen­

sek, azaz ilyen P-kre ^> (P) = 1,2 vagyon.

A dolgozatban feltételezzük a rendezett halmazok 

és a rendezett halmazokkal kapcsolatos alapvető fogal­

mak ismeretét (ezek megtalálhatók pl. Szász Gábor Beve­

zetés a hálóelméletbe című könyvében), bár a szereplő 

fogalmak definícióját - az első előfordulási helyükön - 

minden esetben megadjuk. Egy P=(P;4) rendezett hal­

mazra P egyszerre jelöli az alaphalmazt és a rende-
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zett halmazt. A kialakult hagyományoknak megfelelően min-

^ -vei jelölünk; illetve haden rendezési relációt

hangsúlyozni akarjuk, hogy a P rendezett halmaz rende-

t írunk.zéséről van szó, akkor
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2. Az n-fixpont tulajdonság definíciója

A P és a Q rendezett halmazokra az f:P-*Q le­

képezés rendezéstartó, ha valahányszor x,y(P és x^y, 

mindannyiszor f(x)^fCy).

A P rendezett halmaz rendelkezik a fixpont tulaj­

donsággal, ha minden rendezéstartó f : P —>P leképezésnek 

van fixpontja, azaz valamely xCP -re f(x) = x teljesül.

A fixpont tulajdonság definíciójában szereplő leképe­

zéseket 1-változós függvényeknek tekintve természetes

módon vetődik fel a kérdés: lehetne-e 1-változós függvé­

nyek helyett n-változós függvényeket tekinteni; értelmez­

hető-e n-fixpont tulajdonság. Dolgozatunkban a fixpont tulaj­

donságnak ezen az ötleten alapuló általánosításával foglal­

kozunk .

Emlékeztetünk rá, hogy ha P és Q rendezett halmazok,, 

akkor P és Q direktszorzata (PxQ) az alaphalmazok 

Descartes szorzatán a (P , q) < (p ' , q ' )4=Фр<р ' és q^q ' 

összefüggéssel definiált rendezett halmaz.

2.1. Definíció. Legyen P rendezett halmaz és legyen n

természetes szám. Azt mondjuk, hogy a P rendezett halmaz

rendelkezik az n-fixpont tulajdonsággal, ha minden rende­

zéstartó f:Pn->P leképezésnek van fixpontja, ahol 

(X1.•••>xn) С РП fixpontja f-nek, ha f(x^,...,xn) = 

valamely l<i<n-re. f fixpontmentes, ha nincs fixpontja;

x. í

P n-fixpotmentes, ha nem rendelkezik az n-fixpont tulaj­

donsággal .
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A fixpont tulajdonság 2.1. Definícióban megadott 

általánosításának az az egyszerű megfigyelés volt a 

kiindulópontja, hogy két fontos, klasszikus értelemben 

fixpontmentes rendezett halmaz, а 2п-когопа (C2r() és a 

lánc (Id. 1. ábra) rendelkeznek a 2-fixpont tu-C я 

lajdonsággal.

d > fi* limesz-
feticLbzcítv

c«yß

► Д — C< J <X. ii

renckiftw

1. áhra

PÖ=(P,< ri),
P

x<riy^y< x)
P° P

?r)-*C2n rsndezéstartó leképezés. 

f]:C2n~>C2n

g(x) = f(x ,x) egyenlőséggel. Ha g-nek 

van egy x^ fixpontja, akkor (xQ,x^) fixpontja f-nek.

Ha g fixpontmentes, akkor g szükségképpen automorfizmus, 

ezért valamely x^C C2n-re g(x^) = 

mét fixpontja f-nek. Legyen most

ahol(р=(р,<р)- ге P duálisa

f :C?Valóban, legyen

Legyen x0^^2n’ definiáijuk a 

tartó leképezést a

rendezés-

Ekkor (Xp.x^) is-

„ rendezéstartó, 
SA *jP>

V
f :C2-*C
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legkisebb illetve leg- 

o,x1)€A> akkor az [xq ,f(xQ>x1)] 

intervallum zárt a g(x) = f(x ,x) leképezésre (azaz

X1illetveés jelölje 

nagyobb elemét.
xo

Ha pl. f(x

g(x)£ [Xo'f ^Xo>Xl)] ha X^[Xo’f(X0>Xl)í ^ Mivel

У q £ (xo»f(xo>xl)] fixpontja ,telj.es háló, g-nek van egy 

de akkor (Х0>У0) fixpontja f-nek.

Világos, hogy az n-fixpont tulajdonság n=l-re meg­

egyezik a klasszikus fixpont tulajdonsággal, továbbá m<n

esetén az m-fixpont tulajdonság maga után vonja az n-fix-

f:pH-^P rendezéstartó,

g:Pm^P

pont tulajdonságot. Valóban, ha 

akkor rögzítve f utolsó n-m változóját, egy 

rendezéstartó leképezést kapunk, ás g egy fixpontja f
éegy fixpontját szolgáltatja. így célszerűnek látszik min­

den rendezett halmazhoz egy természetes számot vagy a

oo-t rendelni a következő módon:

2.2. Definíció. A P rendzett halmazra legyen

rendelkezik az n-fixpont tulajdon-J n£ÍN I PS(p) 2 min

Sággal] .
A továbbiakban használni fogjuk az irodalomban elter­

jedt FPP (= fixed point property = fixpont tulajdonság) 

rövidítést. Az n-fixpont tulajdonságot FPP(n) jelöli;

P b FPP(n) illetve P $ FPP(n) jelentése: P rendelkezik 

illetve P nem rendelkezik az n-fixpont tulajdonsággal.
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3. Retraktumok, retrakciók

A P rendezett halmaz Q részhalmaza retraktuma

P-nek, ha van egy olyan rendezéstartó r:P-»Q leképe­

zés, melyre г fQ = id„. Ekkor г-et retrakciónak nevez­el'
zük .

Ha Q retraktuma P-nek és Q' izomorf Q-val, akkor 

célszerű Q'-t is P retraktumának tekinteni. így -tá-

gabb értelemben - a Q rendezett halmaz retraktuma a P

rendezett halmaznak, ha vannak olyan f : P Q és g : Q -> P 

rendezéstartó leképezések, melyekre fog = id 

a következő diagramm kommutativ:

azazQ ’

a ° a
2. ábra

A retraktumok sok fontos tulajdonságot megőriznek, 

bár nem őrzik meg például hálók esetén az algebrai tu­

lajdonságokat, azaz általában nem homomorfizmusok. Meg­

őrzik a retraktumok a fixpont tulajdonságot [l3] és ál­

talában az n-fixpont tulajdonságot:
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3.1. Állítás. Ha Q retraktuma P-nek, akkor ^(QK(?(P).

akkor nincs mit bizonyítani. Te­

ri P ->Q retrakció

Bizonyítás. Ha q(P)

gyük fel, hogy <j>(P) = n<eo és legyen

Q-га. Tetszőleges f:Qn —> Q rendezéstartó leképezés ese-

= oo ,

tén a

g:Pn-^P ; g(x1,...,xn) = f(г(хх),...,r(xn))

leképezés rendezéstartó. Ha (x^,...,xn) fixpontja g-nek, 

akkor (r(x^),...,г(x^)) fixpontja f-nek, azaz

A retraktumoknak a fixpont problémával kapcsolatos 

vizsgálatokban betöltött fontos szerepét mutatja a követ­

kező

3.2. Tétel (Duffus, Poguntke, Rival [4]). A P véges ren­

dezett halmaz akkor és csak akkor fixpontmentes 

egy alkalmas Q retraktumának van egy fixpontmentes au-

п. □p(Q)<

ha P

tomorfizmusa.

A 3.2. Tételt felhasználva D.Duffus, W. Poguntke és 

I. Rival a következőt bizonyítják:

3.3. Tétel (f4J). Legyen P egy véges rendezett halmaz, 

és tegyük fel, hogy minden 0 i SCmax(P) halmazra 

S i= FPP . Ekkor P FPP .

2О Н^лЛЛМ г/Рл*7

X

akkor max(P) (min(P)) jelöli PHa P rendezett halmaz

maximális (minimális) elemeinek halmazát, továbbá tet­

szőleges QcP-re Q^=^ptPj p^q bármely q í Q-га | és 

Q* = ^p € P I p>q bármely q£Q-raj.
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A 3.3. Tétel gyengébb feltételek mellett is igaz: 

3.4. Tétel (Baclawski, Björner [2]). Legyen a P ren­

dezett halmazra (max(P)|<<x>. Tegyük fel, hogy

(i) minden 0 Ф SCmax(P)-re S t= F P P ;
*

(ii) minden x ( P-re van olyan m£max(P), hogy x<m. 

Ekkor P 1= FPP .

Megjegyezzük, hogy a második feltétel a fixpont 

tulajdonság szükséges feltétele. Ha ugyanis (ii) nem tel­

jesül, akkor van P-ben egy C maximális lánc, melynek 

nincs felső korlátja. Mivel C fixpontmentes (sőt, tet­

szőleges n-re n-fixpontmentes); és minden maximális 

lánc retraktum (Id. Duffus, Rival, Simonovits [б]), 

ezért P is fixpontmentes.

3.5. Állítás. A 3.4. Tétel érvényben marad, ha benne

FPP helyett FPP(n)-t írunk.

Bizonyítás. Legyen f:Pn-*P rendezéstartó leképezés.

elemeket rekurzív módon:Difiniáljuk az x.í

x £ max(P) ;

xi + 1> f(xA,...,xi>.xi + 1 í max(P) és

x^-k jóldefiniáltak, és 

= х^. Legyen

A P-re kirótt feltételek miatt

vannak olyan i<j indexek, hogy 

S= j[ x
y1,...,yn< xí, • • • .

5(i
У1..........s»< akkorHai ’ '

azazxj-i



14

f (ух> . . . ,yn)<f (x., . . . ,X. ) < xi + 1

fCy1,• •• ,yn> < f(x xj-2><xj-l 

xj-i)<xj = xi •

j-2 ’ • J

f(y1,-...yn)<f(x1j-i’ • • • >

Nyertük, hogy zárt f-ге nézve és így f-nek van

egy fixpontja S -ban.D

A fixpont tételek egy része bizonyos tiltott retraktu- 

mok felsorolásával jellemzi egy adott osztályon belül a fix­

pont tulajdonsággal rendelkező P rendezett halmazokat. Két 

ilyen eredményt említünk meg példaként:

3,6. Tétel (Nowakowski, Rival [llj ,[l2]). Legyen P 1-magas- 

ságú rendezett halmaz. P akkor és csak akkor rendelkezik

a fixpont tulajdonsággal, ha P-nek nem retraktuma 2, a

2n-korona és , a végtelen ke-kételemű antilánc; C2n> a
rí tés (ld. 3. ábra ) .

3. ábra
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Az a feltétel, hegy P 1-magasságú, azt jelenti, 

hogy P-ben a leghosszabb lánc 2-elemű. Általában is, 

rendezett halmaz magasságát (vagy hosszát) 

a következőképpen definiáljuk:

egy P

]•KP) = sup j |C| -1 I C lánc P-ben

3.7. Tétel (Fofanova). Legyen P véges összefüggő ren­

dezett halmaz és tegyük fel, hogy P-ben a legnagyobb

2-elemű. P akkor és csak akkor rendelkezik aantilánc

fixpont tulajdonsággal, ha P-nek nem retraktuma P n ’
a 4. ábrán látható rendezett halmaz.ahol P n

4. ábra

Megjegyezzük , hogy a hálókra vonatkozó Tarski-Davis- 

tétel is kimondható olyan alakban, ahol retraktumok sze­

repelnek (ld.7. fejezet).

A klasszikus esethez hasonlóan fontos szerepet ját­

szanak a retraktumok az általánosított fixpont tulajdon­

ság esetében is (ld.pl. 7.2. Tétel, 9.1. Tétel).
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4. tisszefüggóség, rendezett halmazok összege

Az összefüggőségnek több ekvivalens definíciója 

használatos. Ezek közül hármat ismertetünk:

(1) A P rendezett halmaz akkor és csak akkor össze­

függő, ha valahányszor QCP és Q Ф 0, P4Q t 0, mind­

annyiszor van olyan q ( Q, és van olyan p€P\Q, hogy p^q

vagy q<p.

(2) A P rendzett halmaz akkor és csak akkor össze­

függő, ha tetszőleges p,q£ P-re van olyan F "kerítés" 

P-ben, mely tartalmazza p-t és q-t. (FcP kerítés P-ben,

sorozattalha F elemei megadhatók egy x0Jxi>--->xn

vagy xj_i>xi (i = l,2, . . . ,n), és i<j 

és összehasonlíthatók, akkor j=i+l.)

(3) A P rendezett halmaz akkor és csak akkor össze-

úgy, hogy xi-i< xi

esetén, ha xi

függő, ha 2 nem retraktuma P-nek. (Az n-elemű antilánc

szokásos jelölésein.)

Könnyű meggondolni, hogy egy rendezett halmaz akkor 

és csak akkor összefüggő, ha az összehasonlíthatósági gráf­

összehasonlít­ja összefüggő. A P rendezett halmaz 

hatósági gráfja az az irányítatlan gráf, melynek pontjai

Gp

P elemei, és a különböző p,q pontok szomszédosak Gp-ben, 
ha p és q összehasonlíthatók P-ben. Akárcsak a gráfok, a

rendezett halmazok is egyértelműen előállíthatok összefüggő 

komponensek egyesítéseként.

Rendezett halmazok összegén diszjunkt egyesítésüket 

értjük. Az X halmaz minden x elemére legyen P^ egy 

rendezett halmaz. Készítsük el a P rendezett halmazokat ax
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Px={(p,x)| pí pj ; (p , x ) < p (q , x)<r^ p < p q 
x x

P x - о к páron к ént diszjunktak ás a 

rendezett halmazok összege a

definícióval. Ekkor

Рх(х£ X)

7

= ( UP; U <6 ) 
x(X x € X x x £ X x

Л P

rendezett halmaz. Általában úgy képzeljük, hogy maguk a P^sek

páronként diszjunktak és ekkor 2íl = C U P U ) .
xíX x x( X x x f X x

Két összeadandó (1X1=2) esetén a P+Q jelölés használatos.

Rendezett halmazok összege és az összefüggőség közötti 

kapcsolat világos: P akkor és csak akkor összefüggő, ha 

összegfelbonthatatlan. Minden rendezett halmaz összefüggő 

rendezett halmazok (ti. komponensei) összege. Egyszerűen 

bizonyíthatók a következők: ha P és Q összefüggő, akkor 

PxQ is összefüggő; ha f:P-»Q rendezéstartó és P össze­

függő, akkor f(P) összefüggő.

A klasszikus fixpont tulajdonságnak az összefüggőség 

szükséges feltétele. Valóban, ha a P rendezett halmaz nem 

összefüggő, akkor az összefüggőség (3) definíciója alap­

ján P-пек retraktuma a fixpontmentes kételemű antilánc,

P is fixpontmentes. Az általánosított fixpont tulaj­

donság esetében érvényes a

4.1. Állítás. ^(P1+...+Pk) = ^(Px)+. • -+S(FV •
Bizonyítás. Legyen. P=P^+...+Pk, és tegyük fel először, 

hogy P^-k összefüggők. Ha <^(P^)=oo valamely l^i^k-ra,

így

N.
o.

V

O
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retraktuma P-nek, <£('P)

Tegyük fel, hogy ^(P(<)<'oo. Legyen

és legyen n^= p(P^) valamint legyen n=n^+...+n

(i) m<n bizonyítása. Legyen f:Pn~»P tetszőleges 

rendezéstartó leképezés. Válasszuk az

P.1akkor, mivel is teljesül.= Oü

S(p)m =

к'

ai........ jn( P
elemeket a következőképpen:

ап^ Pl>a ^ , . . . ,

an^ + l ’ ' . . ,a n, +n1

£ pk- к ka a+ 1 ’ • • • ) n,+...+nn,+...+n1 k-1 1

Tegyük fel, hogy f(a^...,an)(P. valamely l<i<k-ra. 
n.

Definiáljuk a giP.1-»?^ leképezést a következőképpen:i

9<xl.........Xrj5 =

= í(al------- ani+...*n

ni. összefüggő,

,a1 X1 > • 
i-1 1 n^+..,+n^+l’"n.

1
n.Ig(P^ )C P^ valóban teljesül. így 

g-nek van egy fixpontja, amiből f egy fixpontja származ-

Mivel P .
í

tatható.

(ii) m>n bizonyítása. Elegendő megmutatni, hogy 

P^FPP(n-l). Megadunk egy fixpontmentes rendezéstartó 

leképezést. Minden l^i^k-ra és minden O^t^n^-1-ге rögzít-

f ; Pn~i^P
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sünk egy
. pt p 
• 1 ig i

fixpontmentes rendezéstartó leképezést (ha t=0, akkor

egy rögzített eleme P^-nek). A feltételek 

megadhatók. Tetszőleges (ap . .

legyen g

0i.t-k
n-1)€ Pszerint -rean-l• >

legyen

an_i) = min [ i'( J г j I £ Р±. ?l ^ n±, I .i=i(a1,.. • >

A feltételek szerint az i = i (ap . . . an_^) definíciójában 

szereplő halmaz nem-üres, így i jóldefiniált. Legyen to­

vábbá £j |a^ 6 pJ = Jji< . . .< jt|, ahol t = t(an ,

^l=^l^al’ ' ‘*,an-l^’ ‘''’^t = ^t^al’'‘ 

f-et az

an-l}’

an_-^). Végül definiáljuk
1’ • • • J

• >

f(a1, . . an-l} = 9i,t(aji’-- 

an-l) ^ (bl ’ • • • ’bn-P

• >

akkoregyenlőséggel. Ha ) .* 5

an_i> = i(blf...,ьп_1),• )

an_i) = tCbj^, . . . ,bn_1) ést(a1, . . • >

U = 1,. . . ,t).\ '= j^bi>•••>bn-l)j^ap.. an-l}• í

így (b , . . . ,b ) =a . )< g) = (a .3 n -1 3i,t V
= f(bp. . .,bn_j) , azaz f rendezéstartó, továbbá f nyíl-

• > • > i , t JiJt Jt

vánvalóan fixpontmentes.

S(pi> =Legyenek most P^-k tetszőlegesek. Ha оо vala-
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mely l<i<k-ra, akkor o(P)

<?(P^)<<*» minden l^i<k-ra. Ekkor minden egyes véges

Pij'k
összefüggők. Ha ugyanis P^ végtelen sok komponensből 

állna, akkor P^-nek retraktuma lenne a végtelen elemű 

antilánc, amiből £(P^)=<*> következne, ami ellentmondás. 

Az összefüggő esetben kapott eredményt kétszer alkalmaz­

va írhatjuk:

, így feltehető, hogy“ LX j

sok komponensből áll, azaz Vpii+ .. .*p , ahol
ui

) =o(P) =S(P11+-- . +P . . ,+P . . .+P11 + *■*■1 kl + klkО

- P(P )+... + ?(p 1 )+.. •+^(рк1)+-••+5(Pklk) =

) =5(px)+. • -+^pk) • a

11 *.* 1

= ?(pn+- • )+... +.?(pki+- •,+p .+pni ki,к
4.2. Következmény. Legyen p=p1+...+pk.

(i) Ha PHFPP(n), akkor valamely 

bontásra P^^ FPP(n^), . . . ,Pk*=FPP(nk).

(ii) Ha P1<=FPP(n1), . . . ,PkhFPP(nk), akkor PH FPP(n1+...+nk).a

f el -n=n^+...+nk

A fentiek lehetővé teszik, hogy az n-fixpont tulajdon­

sággal kapcsolatos vizsgálatokat összefüggő rendezett hal­

mazokra korlátozzuk.

A 4.1. Állítás alapján könnyű olyan Pn rendezett 

halmazt konstruálni, amelyre ^(Pn)=n teljesül. Nem trivi­

ális azonban olyan összefüggő Pn~eket megadni, melyekre 

j(P )=n. Konkrét példákat az utolsó fejezetben fogunk adni, 

itt csak Pn~ek létezését bizonyítjuk.
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4.3. Állítás. A P és a Q rendezett halmazokra érvényes a

3(PxQ)>9(P)+^(Q)-1

összefüggés.

Bizonyítás. Legyenek f:Pn-»P és giQ^Q fixpontmentes ren-
m + ndezéstartó leképezések. Ha a h:(PxQ) -»PxQ leképezést a

))••,xm).g(yh((x1,y1),...,(x )) = (f (Xp . • ,ym+n’^m+n m+1’'‘ m+n

egyenlőséggel definiáljuk, akkor h nyilvánvalóan fixpont- 

mentes és rendezéstartó. D

4.4. Következmény. Tetszőleges nt'IN-re van olyan Q véges, 

összefüggő rendezett halmaz, melyre <?(Q)>n. □О
4.3. Állítás. Legyen p a P rendezett halmaz tetszőleges 

g(Ps\pp>g(P)-l..
Bizonyítás. Ha <?(Pv'^pj)

О

Legyen ^(Рч^р$ ) = n<oo és legyen 

zéstartó leképezés. Definiálja g:Pn-»P-t a

eleme. Ekkor

akkor nincs mit bizonyítani.
f:Pn+L>P tetszőleges rende-

= oo ,

xn.P>g(x1,...,xn)

egyenlőség. Ha p = f(x^,...,xn,p) valamely (x^,...,xn )éPn 

akkor (xp...,xn,p) fixpontja 

nincs, akkor g(Pn) c; P\|p], és ^>(P\.*p}) 

leképezésnek van egy (y^,...,yn)

fixpontja f-nek.D

4.6. Állítás. Ha P egy véges összefüggő rendezett halmaz,

• >

-re

f-nek. Ha ilyen (x-^,...,xn) 

miatt а gKP\£p})n= n

fixpontja. Ekkor (y ■.yn.p)1 ’ • •
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akkor van olyan p£P, hogy P\[p$ is összefüggő. 

Bizonyítás. Legyen Gp P összehasonlíthatősági gráfja.

GP\[pf Vi­
kiivel P akkor és csak akkor összefüggő, ha Gp össze­

függő, elég belátni, hogy valamely p ( P-re Gp\£p3 össze­

függő. Gráfokra ilyen p létezése jól ismert: legyen p 

Gp egy feszítő fájának egy első fokú pontja. □

4.7. Állítás. Minden nClN-hez van olyan Pn véges össze­

függő rendezett halmaz, melyre <^(Pn)

Bizonyítás. Tekintsünk egy olyan Q véges összefüggő ren­

dezett halmazt, melyre {>(Q)>n. Ilyen Q a 4.4. Követkéz-
w*

mény szerint van. A 4.6. Állítás szerint Q elemeit meg

sorozattal úgy, hogy a

Vegyük észre, hogy tetszőleges ptP esetén

= n.

tudjuk adni egy ql>•••,qk
Qi=[q1,...,qi] rendezett halmazok összefüggők (i=l,...,k). 

A 4.5. Állítás alapján a

9(), • • • ,g(Qk)

egy olyan 1-gyel kezdődő és m>n-nel végződő sorozat, mely-

így van olyan i (l<i<k), melyreS(Qi+1K + l >ben

§(Qi)=n.П
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5. Lexikografikus összegzés

Lexikografikus összegzéskor egy rendezett index hal­

maz szerint egyesitünk rendezett halmazokat. Legyen A 

rendezett halmaz és minden x £ A-га legyen Bx rendezett 

halmaz. Tegyük fel, hogy Bx~ek páronként diszjunkták 

(ha nem ilyenek, akkor tekintsünk Bx~ek helyett alkalmas, 

velük izomorf Bkokat). A Bx = (Bx;<^x) jelöléssel a 

rendezett halmazok A szerint vett lexikografikus összege a
B*

E - ( ДМ ДО U ( 'i BX X By» x C A x C A x<y y
В

1 л Xx , A

rendezett halmaz, vagyis В -ben u^v, ha u,v ( В ésX Xx, A
x<y (v.ö.[9j).u < xv , vagy u С В

A lexikografikus összegzés és a rendezett halmazokon
x> vC By és

végezhető további műveletek aritmetikai tulajdonságaival itt 

nem foglalkozunk, ezek leírása pl. [9]-ben megtalálható.

Csak az általános asszociativitást említjük meg, erre a 

későbbiekben szükségünk lesz. Tegyük fel, hogy az I rendezett 

halmaz minden i elemére rendezett halmaz és mindenA . 1
i ( I -re valamint az A^ rendezett halmaz minden x elemé­

re Bx rendezett halmaz. Ekkor érvényes a

U Bx>x , U A i,I x,Ai iifi

általános asszociativitási törvény (ld. [9]).
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Ha a lexikografikus összegzésnél az A indexhalmaz

a H Ax , A
jelölés helyettlineárisan rendezett, akkor

©Bx
x C A x

jelölés használatos.

A lexikografikus összegzés és a fixpont tulajdonság

H. Höft [7] , [3] valamint A. Rut- 

П. Höf t [7] -ben bizo­

nyították, hogy ha P = В láncteljes és A valamint
x , A x

az összes 3 rendelkezik a fixpont tulajdonsággal, akkorX

P is rendelkezi!< a fixpont tulajdonsággal. A.Rutkowski 

[15]-ben kimutatta, hogy P láncteljesságe elhagyható, ér­

vényes tehát az

a

kapcsolatával M.Höft ás

[15] foglalkoztak. M.Höft éskowski

Bv (x 6 A)
Л

5.1. Tétel. Ha A és rendelkeznek a fixpont

tulajdonsággal, akkor 

tulajdonsággal.

Mivel tetszőleges P = Вx
x , A

nál A ratraktuma P-nek, az a feltétel, hogy A rendel-

is rendelkezik a fixpontВ
А Xx , A

lexikografikus összeg-

kezik a fixpont tulajdonsággal nem hagyható el. Bizonyos 

В -ek azonban lehetnek fixpontmentesek, miközben 

kezik a fixpont tulajdonsággal (ld. [ 8j ) .

Az általánosított fixpont tulajdonság esetében a hely­

zet bonyolultabb, 9(A) és

В )-et. A következő x

P rendel-

J(BX) (x € A)

példákban 0 (/~T B^)
x , A

nem határozzák meg

rendre
x , A
illetve 4, jóllehet minden esetben J(A) = 2, Bx ) = 2 (xéA). 

£(P)=2.

2,3

x'JX| (x £A). Ekkor5.2. Példa. A , В

Bizonyítás. Mivel |X|) = 2, o(P)>2 világos.
f\/[y ©UMoű0

ел лл \

*sf\t-iM
(
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minimális eleme A-nak, b^ minimális 

maximális eleme A-nak 

f:P2-*P

Legyen X1
eleme E} -nek, és legyen x2X1

maximális eleme В -nek. Ha rendezéstartót>2
X2

leképezés, akkor f(b^,b2)>b^ vagy f(b^,b2)^b2» és 

így f-nek van fixpontja, azaz g(PX2.D

Az 5.2. Példa bizonyításában felhasználtuk a követ­

kező, a klasszikus esetben is jól ismert alapvető tényt 

(Id. S. Abian és A.B. Brown [l] ) :

5.3. Állítás. Ha P láncteljes (azaz minden P-beli lánc­

nak van infimuma és szuprémuma), és az f:Pn-*-P rendezés-

al........ an<P
f(a-p...,an) összehasonlítható valamelyik a^-vel, akkor 

f-пек van fixpontja.

tartó leképezésre valamint az elemekre

Bizonyítás. Legyen g(x) = f(a^,.„ ai-l,x,ai+l' • • • »an)‘ 
Ekkor g rendezéstartó és g(a^)^a^ vagy g(a^)^a^,

így az Abian-Brown - tétel szerint g-nek van egy b fix-

• J

pontja, de akkor (a^ , ...,a^_^,b,a^ + ^,...,an) fixpontja 

f-nek. О

A=JXj , Bx = (uewd (x C A.). S(P) = 3.5.4. Példa. Ekkor

Bizonyítás. Az 5. ábra jelöléseit használva definiáljuk 

f :P2->P leképezést a következőképpen:az

"g2(y) és у £ B2 

és у i B2 

és у C Bj 
és у $ Ql 
és у ( B4 

ás у ( B4 

és у i B3 

és у ^B3,

ha x(B2 

ha x ( Bj 
g^(У) ha x C B2 

ha x £ B2 

g4(У) ha x C B3 

ha x (B3 

g3 (У ) (ha xCB4 
ha x (

b2

blf(x ,y) = <

b4

b3
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~i : = l, . . . , 4) f ixpontmentes rendezéstartóahol

leképezés.

B« 2.

\

5. ábra

f definíciója alapján világos, hogy f fixpontmentes, 

és azt is könnyű ellenőrizni, hogy f rendezéstartó, azaz

g(P)>2.

f : P 3 -» P

pezés, és legyen u = f (b^, Ö2 , b-j) . Ha u (8^, akkor 3^ zárt

tetszőleges rendezéstartó leké-Legyen most

■ .

c

4
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g-ге, ahol g(x,у ) = f(x,b2 , У) • Mivel q(B^)=2, g-nek van 

egy (x0,yQ) fixpontja, de akkor (xo,b2,yo) fixpontja 

f-nek. A további három esetben (u <•' B2 , u к , u € ) ha-'

sonlóan adódik f egy fixpontja. О

így j>(P) = 4. □

Az 5.1. Tétel természetes általánosítása a követ­

kező: ha g(A)=n és minden x£A-ra

Q(Z1 В )< n-m. Ezt az állítást ilyen általánosságban 
^ x , A

nem sikerült bebizonyítani, csak abban a speciális eset­

ben, amikor

5.6. Állítás, Ha A rendelkezik a fixpont tulajdonság-

5.5. Példa. A=2, Bx=2 (x6A). Ekkor P=4

?CBx> akkor= m,

^ ( A ) = 1 :

gal, akkor

9( У, By ) < sup o(B ). 
J x , A x xC A ^

Bizonyítás. Az 5.1. Tétel f8]-ban megadott egyszerű bi­

zonyítása alapján haladunk.

Ha sup o(B ) 
x € A * x 

gyük fel, hogy

akkor nincs mit bizonyítani. Te-
sup o(B ) = n<oo, és legyen f:Pn-*P tet- 
x€l\ * x

szóleges rendezéstartó leképezés. Minden aCA-га defini­

áljuk az A^(a)C А-t így:

Af(a) = [y€A |]x1,...,xn6Ba:f(x1,...,xn)6 By] .

= ОО

А^(а)-пзк rögzített eleme úgy, 

leképezés rende- 

a^<a2, akkor tetszőleges x^CB^ és 

azaz f(x,)4f(x?). Ezért ha

Minden aéA-ra legyen a

hogy a'/a, ha . A^(a)^ {a}. Az <x^(a)~a

zéstartó. Valóban, ha

x 1 ^ x 2 ’ \. an
x2 ^ Ba2 esetén
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és f(*2)£ Вf () С В akkor у^<У2- Van tehát tf^-nek

egy fixpontja, legyen ez a Ekkor f(3^ )SBo , így f-nsk
о 3 3

van egy fixpontja B^ -Ьеп.П3 _

Vyl

00

0
Az 5.6. Állítás előtt megfogalmazott sejtést az 5.6.

Állításon kivül a láncok esete is valószínűsíti: ha A lánc

( 0B ) = n-m, ahol o(A) 
x*A x 0

^(Bx)=m (xCA). Ezt az állítást a 8. fejezetben fogjuk bi­

zonyítani .

és Bx~ek láncok, akkor ás= n

Ha a lexikografikus összeg láncteljes és jj>(A)>l

9(ZZ 0*)-et 9(д)
J x,A

5.7. Állítás. Tegyük fel, hogy

máz, és minden a^A-ra

= / v В láncteljes. Ha 
a , A a

Bizonyítás. Mivel A retraktuma

ak-

egymaga meghatározza:

A összefüggő rendezett hal- 

B rendezett halmaz úgy, hogy P=3

3(A)£2, akkor g(P) = $(A).

P-nek, ^(P)^^(A) világos. 

Legyen ^(A)=n<'oo, és legyen f:Pn->P tetszőleges rendezés- 

tartó leképezés.

kor

Tegyük fel, hogy van olyan aQ£A, és van olyan

X1,‘‘‘*xn^ P, valamely l^m^n-re x^ i Bg és
о

. Legyen Z i{l,...,n]4^m^ (n^2 miattf (xx , . . . , xn) i Bg
d о

van ilyen l), és tegyük fel, hogy x £ В 
l ai

. Legyen a1=cQ,

ci_l< ci
(i = l,...,k). Ha a^ = aQ, akkor legyen k = 2 , és le-

c ^ = a ^ A-beli sorozat úgy, hogy vagyC1 ’ • • • ’ 

ci-l> ci
gyen c^ tetszőleges olyan A-beli elem, melyre aQ<c^ vagy

г

teljesül. Ilyen elemsorozat A összefüggő voltaao> C1
miatt mindig megadható. Legyen yQ = x^, és minden i = l,

-re is rögzítsünk egy y^ 3 elemet . Legyen továbbác.í
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(i)x(i) )u^f (x= (x1? . . . ,x£_1,yi>x^+1,...,xn) és

(i = 0,1,...,k-1).

Mivel f rendezástartó, és ha (c^_^>c^)

u. -| és u. összehasonlít- í-l íУi_l< уi (Vi_i> 

hatók ( i = 1,.. . ,k-l).

uk-l^
(k-l)°

akkor

(k-1) ^-edik komponense ^y^^)

) összehasonlíthatók, így az 5.3. Állítás

, akkor xHa

= f (xés uk-i 
alapján f-nek van fixpontja.

^ Bg , akkor legyen j az első olyan index 

. Ekkor
Ha uk-l 

(l^j<k-D, melyre

vagy и^<хт

mazható.

0 ju . ( В j r a„ J о
u . , £ В л-l a„J о

teljesül, tehát az 5.3. Állítás ismét alkal-

miatt u . > x j' m

Tegyük most fel, hogy valahányszor f(x^........ xn)í Ba,

Minden aCA-ra rögzítsük

o<:An->A leképezést a 

akkor legyen

x-l , • • • , xn í P\Ba •
В egy p elemét, és definiáljuk az3 3

következőképpen: ha f(p„ .....p^ ) í В ,
al an a

«<(a, . . . , an) = a .

Mivel f rendezástartó, o< is rendezéstartó, de c< fix-

mindannyiszor

pontmentes is, ami ellentmond <j( A) = n-nek . □

Hasonlóan bizonyítható az

5.8. Állítás. Ha o(A)=1, |A(>1 és P=7? Bv
x , A X

láncteljes,$

J(P)<2.

Az 5.7. Állításban és az 5.8. Állításban P láncteljes-

akkor

sége nem hagyható el (lásd. pl. 3.8. Tétel).
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6. Direkt szorzat

A következő nevezetes sejtés I.Rivaltól ered:

ha a P és a Q rendezett halmazok rendelkeznek

a fixpont tulajdonsággal, akkor PxQ is rendelkezik 

a fixpont tulajdonsággal. A Rival-sejtéssel kapcso­

latban több részeredmény ismeretes; ezekben az ese­

tekben P és Q valamelyike a fixpont tulajdonságon 

kívül valamilyen további tulajdonsággal is rendelkezik. 

Ebben a fejezetben először megadjuk néhány ilyen tí­

pusú tétel általánosítását.

PQ aztA P és Q rendezett halmazra jelölje 

a rendezett halmazt, melynek tartóhalmaza az |f:Q+Pjf 

rendezéstartój halmaz, és f^g akkor és csak akkor, 

ha f(x)^g(x) minden x£Q-ra.

A P rendezett halmazt lebonthatónak ("dismantlable")
p

P -ben az identikus le­nevezzük, ha P láncteljes, és 

képezés és valamelyik konstans leképezés ugyanabban a 

komponensben vannak [2]. Véges esetben a lebonthatóság

ekvivalens avval, hogy P irreducibilisek által lebont­

ható [2]. Ez utóbbi azt jelenti, hogy P elemei megad­

hatók egy xQlXp...,xn sorozattal úgy, hogy x^ irre-

-ben (i = l,...,n). Az x<Pa vKducibilis , x i > ■ ■

irreducibilis, ha pontosan egy olyan у £ P létezik,

* 5

melyre хчу (azaz x<y és x<z^y-ból z=y következik)
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vagy pontosan egy olyan y$P létezik,melyre x}~y .

A lebonthatőság igen erős tulajdonság; maga után 

vonja például a fixpont tulajdonság teljesülését [2],[5]. 

Igaz továbbá a következő: ha a P rendezett halmaz le-
pQ le­bontható, Q tetszőleges rendezett h,almaz, akkor 

bontható [2] , [5J .

6.1. Tétel (Baclawski, Björner £2]). Ha P lebontható, 

és Q rendelkezik a fixpont tulajdonsággal, akkor PxQ

rendelkezik a fixpont tulajdonsággal.

6.2. Állítás. Ha P lebontható, és Q rendelkezik az n-fix-

pont tulajdonsággal, akkor PxQ rendelkezik az n-fixpont 

tulajdonsággal.

Bizonyítás. A 6.1. Tétel bizonyítását követjük. Legyen

f : (PxQ)n-*PxQ ,

f((p1>41)>•••,(рп>рп)) = (д((р1,р1),•••,(Pn > чп)), 

hCCp-pqj.), • • • ,(pn,qn)))

QП Qnrendezéstartó leképezés. Definiáljunk egy &:P P
0n w

ren­

dezéstartó leképezést az alábbiak szerint. Ha

akkor legyen

o< w(q •>4n) - g((w(q1>...^П),Ч1),...,(w(qx,...,qn),qn)).

nn
Pu h FPP,

v:Qn->Q leképezést a

1>* •

QnpU így oc-nak van egy WgMivel lebontható,

fixpontja. Ha a
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v(ql ’ • ' • >qn)=h((wO(ql > • • • ,qn)’ql) ’ • • • •(wo^qi»---.qn)»qn))

egyenlőség definiálja, akkor . v rendezéstartó és QkFPP(n) 

miatt van egy (q (̂0) ) fixpontja. Ekkor azonban) •

(0) ,.,q(0) ’ Hn
(0) (0) •.,q(0),4n

(0)( (w(](q1 (WgCq^ >’qn ))) • > •

fixpontja f-nek.D

A következő tétel A. Rutkowskitól származik (ugyanezt 

a tételt gyengébb formában J.W.Walker bizonyította, ő P és Q 

láncteljességét is feltette):

6.3. Tétel ([iaJ). Ha a P rendezett halmazra P*=GFPP, és a 

Q rendezett halmazra Qfc=FPP, akkor PxQfczFPP.

Itt GFPP jelentése a következő. Egy F : P*J4Q) 4 {0$ leké­

pezést multifüggvénynek nevezünk. Ha P és Q rendezett halma­

zok, akkor az F : P*>Q multifüggvény rendezéstartó, ha p^P2"b61 

F (p F (p 2) következik, ahol X,Y£,P(Q) esetén X^Y, ha

minden x£X-hez van olyan y£Y, hogy x^y és minden yéY-hoz 

van olyan xCX, hogy x^y (.P(Q)-nak ^ nem rendezése, mert ^Í^Q)-n 

általában nem antiszimmetrikus.) Ha P=Q és F multifüggvény 

P-n, akkor p{P fixpontja F-nek, ha p£F(p). Pt»GFPP , ha 

minden rendezéstartó F: P*>P multifüggvénynek van fixpontja.

J.W.Walker bizonyította [l 7]-ben, hogy véges esetben GFPP és 

a lebonthatóság ekvivalensek. A rendezéstartó leképezéseket 

multi függvényeknek tekintve azonnal adódik, hogy GFPP maga 

után vonja FPP-t.
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6.4. Állítás. Ha a P rendezett halmazra PbGFPP, és a 

Q rendezett halmazra QbFPP(n), valamint Q láncteljes, 

PxQN FPP(n) .

Bizonyítás. Lényegében megegyezik a 6.3. Tétel bizonyí­

tásával. A 6.2. Állítás bizonyításához hasonlóan legyen 

f : (PxQ)^»PxQ,f = (g,h) rendezéstartó leképezés. Defini­

áljunk egy G:P->Qn és egy H:Qn-»P multifüggvényt a kö­

vetkezőképpen :
G(p) = {(qlf... ,qn)|h((p,q1)>... ,(p,qn))=qi valamely Hi<n-re^,

H(q1, • . . ,qn)={p|g((p,q1)>. . . ,(p,qn)) = p}.

akkor

Mivel PNFPP és Qt?FPP(n), valóban multifüggvényeket defini­

áltunk. G rendezéstartó Q láncteljessége és az 5.3. Állítás

miatt. Hogy H rendezéstartó, az a következőn múlik: ha 

P^FPP, akkor [p)|=:FPP, ahol [p ) = £xí Pj x£ p|. Valóban , az

x ha x^p

r(x)
különbenP

egyenlőséggel definiált leképezés retrakció P-ről [p)-re. 

Könnyű ellenőrizni, hogy a H»G:P-*P,

G(p)=[J H(q1,...,qn) 
(q1 , . . . ,qn)CG(p)

He

multifüggvény rendezéstartó, így van egy
n(0K

...qn ),

..,(Pn,q'

fixpontja. 

...q'0)) € G(p0), 

f-nek. G

Po
(0)(0) ahol (q^

)) fixpontja

Ha p0 £ H(q^ 

akkor ((pg,q^0^
) * > •

(0)
> *
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A.Rutkowskitói származik a következő

6.5. Tétel ([l4]>. Legyen P láncteljes rendezett hal­

maz, és tegyük fel, hogy minden F: P**P rendezéstartó 

multifüggvényre van olyan (pg,p^) összehasonlítható pár 

(ppх vagy p0^p1), hogy p1€F(pQ). Ha Ql=FPP, akkor 

PxQbFPP.

(A P-re vonatkozó második feltétel ismét maga után von­

ja a fixpont tulajdonság teljesülését.)

Az általános esetben Q láncteljességét is feltesszük:

6.6. Állítás. Tegyük fel, hogy a P és Q láncteljes ren­

dezett halmazokra QI=»FPP(n), valamint tetszőleges F: P-*P 

rendezéstartó multifüggvényhez van olyan (pg,p^) össze- ' 

hasonlítható pár, melyre PjéF(pg). Ekkor PxQl=FPP(n). 

Bizonyítás. Mivel a szorzat megőrzi a láncteljességet,

PXQ láncteljes. Legyen f : (PxQ )n-*PxQ , f = (g,h) rendezéstartó 

leképezés. Definiáljuk a G és H rendezéstartó multifügg­

vényeket ugyanúgy, mint a 6.4. Állítás bizonyításában. A fel­

tételek szerint valamely (pg,p^)-re p^£H«>G(pg) és Pg

p-^ összehasonlíthatók, például Pg^p^.

■ . , q^^U Qn-re és valamely lsíi^n-re

Ekkorvalamint
(0)valamely (q^ > •

(0)(0) )) =),•••. (P]_ »qng( Pl és

(0)(0) <0))-------(p„,qn ))h ((p 0 ’ q 3.
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Mivel most f ((px , q£°b , . . . , (px , q£°b ) £ (px , q°*) , az 

5.3. Állítás miatt f-nek

A Rival - sejtés egy általánosítása a

egy fixpontja.□van

<J(PxQ)=J(P)+<J(Q)-l(x>

egyenlőség. Valóban, ^(P)=^(Q)=1 esetén a (x) egyenlő­

ség éppen azt jelenti, hogy a fixpont tulajdonság örök­

lődik szorzatokra. A 4.3. Állítás szerint (x)-ban 

mindig teljesül, így csak a 

jes általánosságban (x) biztosan nem igaz, ha ugyanis P 

az n-elemű, Q az m-elemű antilánc, akkor PxQ izomorf az 

n»m-elemű antilánccal, így

V
и. II
s teljesülése kérdéses. Tel-

= ^(PxQ) ^(P)+J(Q)-1 = n+m-1,n.m

ha n,m>l. Összefüggő rendezett halmazokra azonban, vagy 

speciálisabb osztályokra igaz lehet a fenti egyenlőség. 

(Megjegyezzük, hogy az eredeti Rival-sejtés is összefüggő 

rendezett halmazokra vonatkozik, mivel a fixpont tulajdon­

ság teljesülése maga után vonja az összefüggőséget.) A feje­

zet hátra lévő részében olyan eseteket tárgyalunk, ahol 

(x) igaz és a 6.2, 6.4 valamint a 6.6. Állításokkal szem- 

(amelyekben ^(P)-l volt), most J^(P) és ^(Q) tetszőle­

gesek lehetnek.

A továbbiakhoz szükségünk lesz a "gap" fogalmára 

(ld.[5]). Ha P rendezett halmaz és )^D,U^P, akkor a

ben
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(D,U) párt gap-nek nevezzük a következő két feltétel

teljesülése esetén:

(i) DSUx és USD* ;

(ii) nincs olyan x6P, melyre d^x^u teljesülne min­

den díD és u£U esetén, azaz = 0.

((i)-ben elegendő lett volna csak az egyik feltételt kiköt­

ni, mivel a két feltétel bármelyike maga után vonja a 

másikat).

Jelölje QCP) a P-beli gap-ek halmazát. gCP) rendezett 

halmazzá tehető a következő definícióval:

(D-^ ,U^) < (D2 ,U2)'4:7> valamely u £ U^-re és d€D2~re u-£d.

6.7. Segédtétel. ^(g(PxQ)) = + í(g(Q))+l.

Bizonyítás. Legyen i(g(PxQ))=k, £(Cj(P))=m, £(Cj(Q))

(a) k^m+n + 1. A feltételek szerint P-ben megadhatók a

= n.

(Dj.UjXCDj.UjX ■■■<(0mVUml)

gap-ek-, és hasonlóan Q-ban megadhatók az

...<(En+1,vn+1)

Könnyű ellenőrizni, hogygap-ek. Legyen e*E^ és u£U

(D-j^xfe] , U-j^x £e$ )

m+1'

(Dm*lx*e5 'Um*lxH>

( $u$x E^, £uj x V-j^)

( H x E M* Vn+1>П + 1
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k£(m+l)+(n+l)-l=PxQ-beli gap-eknek egy növő sorozata, azaz

m+n+1.

(b) k^m+n+l. Legyenek

^k + 1 * ^k + 1 ^

PxQ-beli gap-ek. XgPxQ esetén X vetülete P-re és Q-га az

X = £ ptP j (p,q)£X valamely q$Q-ra ? 

Xq = £qéQ j(p,q)£ X valamely p£P-re^

és az

halmazok. Legyen D 

és legyen E, és V

és Ih illetve vetülete P-re,

illetve 1лГ vetülete Q-га. Ekkor 

(D^,Lh) gap P-ben, vagy (E^,V^) gap Q-ban. Valóban, egy­

részt könnyű látni, hogy és * Másrészt

ha sem (D^,U^, sem (E^,V^) nem gap-ek P-ben illetve Q-ban,

i
F . 1i i

akkor van olyan xCP illetve y£Q, hogy d^x4u minden 

d£D^-re és u^Lh-re illetve e^y^v minden eíE^-re és 

v£V^-re. Ekkor azonban bármely féF^-ге és wéW^-re 

f$(x,y)4w, ami ellentmond (F,W) gap voltának.

Ha i<j és -például- (D^,Lh) valamint (Dj,LL) gap-ek 

akkor (D^ , Lh )<( D^ , LL ) is teljesül. Valóban, (F^,W^)<P-ben,

<(F3'V
(u,v)4(d,e). Ekkor uílb és dtO^ továbbá

<(Dj’V'

miatt valamely (u,v)£W^-re és valamely (d,e)íF^-re

u<d, azaz (0^,Lh)<

A fentiek szerint a



38

1H1 = fi |(D±,U±) gap P-ben

és a

halmazokra ^1^2” £ 1, 2 , . . . , k + 1 j illetve jH^|^ m+1, jH^J ^ n + 1 

teljesül, amiből k^m+n+1 adódik.П

6.8. Segédtétel. Tegyük fel, hogy a P rendezett halmaznak 

van legkisebb eleme, és P-ben minden maximális láncnak van 

legnagyobb eleme. Ekkor ^ ( P [j( P))

Bizonyítás. t(G(P)) szerinti teljes indukcióval bizonyítunk.
„ * boj

Legyen <((j(P)) = -l, ha Cj(P)-0. Ekkor azt kell<látni, hogy ^(P)=l,

azaz ha f:P*P rendezéstartó, akkor f-nek van fixpontja. Mivel

P láncteljes (különben g(P)^0), és f(0p)£0p,

hatjuk az 5.3. Állítást.

Legyen most £( Cj( P)) =n^0, és tegyük fel, hogy az állítás 

P-re, melyre /(^(P))<n. Legyen

rendezéstartó leképezés és definiáljuk a g:P*P leképezést a 

következőképpen:

Q-banJgap

+ 2.

most alkalmaz-

f :Pn + 2_>pigaz minden olyan

g(x) = f(Op,. .. , 0p,x).

Legyen H=|x€P |x$g(x)J . Mivel Op£H, H/0. Legyen C maximális lánc

akkor g(c)=c, azaz (Op,...,Op,c) 

fixpontja f-nek. Valóban, tetszőleges x£C-re g(c)£g(x)£x, így 

g(c)^c. g(c)>c esetén g(g(c)) ^. g(c) miatt g(c)£H is teljesülne. 

Ez ellentmond annak, hogy C maximális lánc H-ban.

Tegyük fel, hogy sup C nem létezik, és legyen c felső 

korlátja C-nek (a maximális láncokra vonatkozó feltétel 
miatt ilyen c létezik). Ha u=g(c), akkor u is felső

H-ban. Ha c=sup C létezik,
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(C,C*jÉ(j(P).korlátja C-nek. Mivel sup C nem létezik, 

u£C* miatt «^((j( [u)) )<n , másrészt [u) zárt a

h(x1, . . xn + l} *n+l'c)• > • »

léképezésre. Az indukciós hipotézis értelmében ^([u))^

£(Cj( Dj )) ) + 2^ n + 1, ezért h-nak (és f-nek) van fixpontja.П 

6.9. Állítás. Ha a P és a Q rendezett halmazoknak van 

legkisebb elemük, továbbá ^(P) = ?(^(P) ) + 2 és ^(Q)^((j(Q))+2, 

akkor PxQ-ra igaz a (*) összefüggés.

Bizonyítás. Föltehetjük, hogy P-ben és Q-ban minden maxi­

mális láncnak van legnagyobb eleme (különben ^(P) = oo vagy 

^(Q)=*o lenne). Könnyű ellenőrizni, hogy ekkor 

is minden maximális láncnak van maximális eleme. PxQ-nak

legkisebb eleme, így alkalmazhatjuk a 6.8. Segéd-

PxQ-ban

(W
tételt:

g(PxQ)^ i(Cj(PxQ)) + 2 .

A 6.7. Segédtétel szerint

_J(PxQ)< ^(^(P) ) + ^(g(Q) ) + l + 2 = 5(P)+5(Q)-l,

amit bizonyítani kellett.□

A 6.9. Állítás feltételeinek eleget tevő 

ban léteznek; ilyen pl.

P-к és Q-k való-

Q = (w&aíV (v.ö.10. fejezet).

6.10. Segédtétel . Tegyük fel, hogy а P rendezett halmazra 

£( P )<<*, továbbá valamely aQ£P-re és minden b í max(P)-re 

aQ<b teljesül. Ekkor J^(P)^ £(p)+l.
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Bizonyítás. Legyen -£(P)=n. A bizonyítást n szerinti 

teljes indukcióval végezzük.

Ha n=0, akkor P egyelemű és ekkor g(P)=l.

és legyen f : Pn + i*.P

leges rendezéstartó leképezés. Definiáljuk a g:Pn-*P 

leképezést így:

Tegyük fel, hogy n>0 tetsző-

g ( x2 > • • • . xn ) = f (Xj^, . . . » xn ) a0) •

Ha £(g(Pn))=n, akkor valamely (ap...,an) ( Pn 

valamely b£max(P)-re (jCa^, . . . , a ) = b . így

-re és

f(a2,.. an,b) >f (a1, . . an’a0) = 9(al• > * )

és mivel b maximális volt) 

(a^,...,a b) fixpontja f-nek.

Tegyük fel, hogy ^(g(Pn))<n.

an,b)=b,f(a1, . . azaz• )

Most -g rendezéstartó

volta miatt- tetszőleges b ( max ^Pn)-re g(ag,...,ag)^ b. 

Valóban, ha b£max g(Pn),

(ax,. . . , an)£Pn-re, és

akkor b=g (a-p . . . , an) valamely

is feltehető. ígya £ max(P) n

g(aQ, . . . ,ag)^^a1, . . . ,an) = b.

Alkalmazhatjuk tehát g(Pn)-re az indukciós hipotézist: a

gl'gCP0) leképezésnek van egy (a^,...,an) fixpontja, de 

akkor (a2 , - - an'a0)
6.11. Állítás. Tegyük fel, hogy

f-nek fixpontja.□• >

ag£P-re aQ^a minden 

bg^b minden bCmax(Q)a ( max(P) esetén, és bg£ Q-ra

hogy ^(P)=-É(P)+1 és ^(Q)=£(Q)+1.

ese­

tén. Tegyük fel továbbá,
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Ekkor PxQ-га igaz a (x) összefüggés.

Bizonyítás. ,^(Q)<°o feltehető. (a^,bg)^(a,b) bár­

mely (a,b)£ max(PxQ) esetén, így alkalmazható a 6.10. 

Segédtétel. £(PxQ)=({P)+Q) miatt írhatjuk:

^(PxQXiCPxQM = ^(Р) + ^(0) + 1 = ^(Р)+^(0)-1,

és ezt kellett bizonyítani.Q

А Q= (^<^)П választás mutatja, hogy a 6.11.

Állítás feltételeinek eleget tevő rendezett halmazok való­

ban léteznek (v.ö.10. fejezet).
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7. Hálók és a 2-fixpont tulajdonság

A. Tarski és A.C.Davis nevéhez fűződik a következő

jól ismert

7.1. Tétel ([з],[1б]). Egy háló akkor és csak akkor 

delkezik a fixpont tulajdonsággal, ha teljes.

(Az L háló definíció szerint akkor és csak akkor teljes, 

ha tetszőleges X^L-re létezik X szuprémuma és X infimuma.)

ren-

A.C. Davis azt mutatta meg, hogy ha az L háló nem tel­

jes, akkor megadható egy XsL és egy YgL lánc úgy, hogy

(i) X jólrendezett, Y duálisan jólrendezett;

(ii) minden x£X-re és minden yéY-га x^y;

(iii) nincs olyan z$L, melyre minden xÉX és y£Y esetén

x<z<y teljesül.

(X = 0 vagy Y = 0 előfordulhat, ha L nem korlátos.)

Mivel XUY retraktuma L-nek (r:L**XUY;

[ xi X J x{u] ha £xéX j x<£u£ / 0 , 

ha £x6X( x-j;u| = 0

min
r(u)= ■

\ yé.Y[y^u^max

retrakció, lásd pl. [43]) 

ható:

a 7.1. Tétel így is megfogalmaz-

Az L korlátos háló akkor és csak akkor rendelkezik

alakúa fixpont tulajdonsággal, ha L-nek nincs

, ahol ^ és ^ limeszrendszámok.retraktuma
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j(L) = co(f:jn^;f(ri,...,3rn)Nem korlátos esetben =max

(^ , . . . , ) + 1 tetszőleges n-ге fixpontmentes), így csak

korlátos hálókkal foglalkozunk. A Tarski-Davis-tétel má­

sodik alakjával analóg a következő

Tegyük fel, hogy a korlátos L hálóban min­

den antilánc véges. L akkor és csak akkor rendelkezik a
7.2. Tétel.

2-fixpont tulajdonsággal, ha L-nek nincs olyan C ret-

Cdraktuma, hogy C vagy

ДО®# »5"
alakban áll elő, ahol o< limeszrendszám, j- ^ és ^ li-

Г о
mész rendszámok. (Az c< rendszámra úgy gondolunk, mint a nála 

kisebb rendszámok halmazára, így a jbéct és [S<<X feltételek ek­

vivalensek ) .

Bizonyítás. Szükségesség. Definiáljuk az f:C^-»C leképezést 

a következőképpen: legyen f(x , у ) = f(у , x ) és x^y-ra legyen

clx'yíÍr®Tr •>
V1?’ ytir* 1

*«Ír®Vd’
V ’ У > T»«* > *é5d- 1

ha

ha x 4У + 1

f ( x , у ) = 4 У-1 ha

In, 4 ha7
X - 1 ha

(y + 1 és у — 1 jelentése: y-l-< y-< y + 1. )

Könnyű ellenőrizni, hogy f rendezéstartó és fixpontmentes.
2f : L ->L fixpontmentesElegendőség. Tegyük fel, hogy
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rendezéstartó leképezés. Vezessük be az xy=f(x,y) je­

lölést, és definiáljuk az aQ,a^ elemeket aza 2 5 • • •

2
a0 °L1L; ai + rai

összefüggéssel.

Mivel L-ben nincs végtelen an ti lánc, valamely k£»j>0-ra 

összehasonlíthatók; példáula . és a a j ak + l • Legyenekk + 1
az u,v elemek a következők:

J

(ld . 6.ábra)

Világos, hogy v^u, és mivel f rendezéstartó,
2azaz u ^ a .2 2 

u ^ a j > • •
22 azaz u . Másrésztak ’ak ’ У ‘ ' * )* ?
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2v 4 » ag)• • • >
°lv4 v-

azaz 0Lv^ aQ, a^., . . . , a, vagyisaj-l ’ J’

2A k=0 esetben legyen u=3qj hogy u>v teljesüljön. 

Az u^u és a 0(_v^v feltétel most is áll.

Mivel f fixpontmentes és [o^,v] zárt a g(x) = f(0^,x) 

rendezéstartó leképezésre, a Tarski-Davis-tétel szerint van

olyan X és Y jólrendezett illetve duálisan jólrendezett

[0L,v] -ben, hogy x^y bármely xéX-ге és yCY-ra,lánc

valamint nincs olyan L, melyre x^z^y teljesülne minden

u^u miatt [u,lL] zárt f-re, 

és legyen

a-£a, , akkor a konst-

0^IL fog teljesülni. 

' hálókat a kö-

x£X és y£Y esetén. Továbbá 

azaz [u.lj 2-f i xpontmentes. Legyen C^=XUY

IL=[u,lL]. Most 11^ teljesül. Ha 

rukció a fentiek duálisa lesz, és ekkor

Transzfinit rekurzióval definiáljuk az L(f
vetkező módon:

Lo=L;
ha j^J + 1 és Lj. korlátos, akkor 

ha y=cF+l és L 

ha ^ limeszrendszám, akkor

1^ = 1, >* 4
j- nem korlátos, akkor L^=L^,

L =AL
V Í<T

L -k jóldefináltak, mert minden zárt f-re nézve, így J

<T

L1T 2Гis értelmes.

nem korlátos.Legyen c*. az első olyan rendszám, melyre L^

-cv -k definíciója alapján(Ilyen (X. létezik, mert LrL<r
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világos, hogy ß( 1imeszrendszám. Legyen továbbá minden

, ahol C, (1^ -val együtt) úgy adódik 
ff ff

L-ből. Legyen

C =C. ff
L -ból, ahogy C. -et kaptuk

ff L

-ra

f
Hl=fí«l1Lé Lf+l|-Ho4H°L£Lrl5 és

HqAH1=0. 

alulról nem korlátos.

Világos, hogy Н^11Н^=6( és

1. eset: L /0 és ot
Most kofinális oL_ban. Valóban, ha van olyan

hogy minden (i^J<6<-ra jp£Hg,

0, £ f\ L = Л L = L 
LH> о ff

legkisebb eleme. Legyen Z egy duálisan jólrendezett lánc

L*

akkor 0^=0^ minden -ra,

Ez azt jelentené, hogyígy 4P> L<Kfc'

L -ban úgy, hogy Z-nek nincs L -ban alsó korlátja. Legyen 
Ök К

továbbá C=(UC^)UZ. Mivel C -k és Z páronként diszjunktak® ff
és С С =X Ф Y alakban áll elő, C felírható

ff ff í ff
C=( 0 (X0Y ))$Z

j-f«, f í

kofinális o(-ban, izomorf egy limesz-

rendszámmal, ezért csak azt kell belátni, hogy C retraktuma 

L-nek. Tekintsünk egy C-t tartalmazó C maximális láncot L-ben. 

Mivel C' retraktuma L-nek (ld.[6]), elég megmutatni, hogy C 

retraktuma C'-nek. Ez utóbbi azon múlik, hogy nincs olyan 

z£L, melyre x<z^y teljesülne minden x£ U C^. és y€Z esetén.
M в

r£H-|-re 0. ^ z is teljesülne, és о
kofinális <x.-ban, minden ^60(-ra 0^ z adódnék,

alakban. Mivel

Ha volna ilyen z, akkor minden

mivel Hi i
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amiből z( f\ L =L -t kapnánk. Ez azt jelentené, hogy L -nak
t * *

van legkisebb eleme.

Fölhasználva még, hogy X és Y is úgy volt definiálva,<) T
hogy zéL esetén x^z<y minden x£X ,y€Y -ra nem teljesül­

het, az alább megadott r:C'-»C jóldefiniált retrakció C-re:

r min|yjy£X^ és x^yj

minden ,Jé.

minden z 6 Y _ esetén,T
f У I У é és x*y^

x<lc és x^.z
Г

l y| y^Z és x^y}

ha valamely j^H^-re

esetén és x^ zх>Л

г ( x) = 1 ha valamely jj'i H-^ 

minden z£X esetén,
t

ha x£lr 
Lr

-remax

esetén.minden jíHimax

2 . eset: L Л0 felülről nem korlátos.és Lok Ok
Ez az eset az 1. eset duálisa.

3. eset: L = 0.

is és H-^ is kofinális Ц-ban. Legyen 

Z = J1 I у £HQ^ és definiáljuk C-t ugyanúgy, mint az 1. esetben.П 

Megjegyezzük, hogy a most bizonyított tételben lényeges az a 

feltevés, hogy az L hálóban minden antilánc véges. A

Ekkor H0

L"(íl®tl)X(^2®/|[2)(Jl ’_?2 ’7l’?26.9. Állítás alapján ugyanis, ha

3<L)=3,limeszrendszámok), akkor L 2-fixpontmentesazaz

7.2.Tételben megadott alakú retraktuma.L-nek azonban nincs a
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8. 'П-fixpont tulajdonság láncokra

Az előző fejezet eredménye speciális hálókra és a

2-fixpont tulajdonságra vonatkozik. Sikerült általáno­

sítani a 7.2. Tételt, igaz, azon az áron, hogy a szerep­

lő hálók osztályát tovább szűkítettük: most már minden

antilánc nemcsak véges, hanem 1-elemű, azaz a vizsgált

rendezett halmazok láncok. Mivel egy nem-korlátos C lánc­

ra ^(C)=öO , csak korlátos láncokkal foglalkozunk. Szük­

ségünk lesz a következőre:

8.1. Állítás. Tegyük fel, hogy C lánc és C n-fixpont- 

mentes, azaz van olyan f:Cn->C rendezéstartó leképezés,

melynek nincs fixpontja. Ekkor van olyan szimmetrikus 

д:С^С rendezéstartó leképezés is, melynek nincs fixpontja.

5<n)-re és minden *fT € SR-re(g szimmetrikus, ha minden (x^,.. 

gt*! , • • • ,xn) = g(x
• )

).)1f(l) ’ • • • ’X?(n)
Bizonyítás. Definiáljuk a g:Cn->C leképezést a következő­

képpen :
Vg(x1, . . . ,xn) = ).TKSnf (xT(l) ’ • • • ’xT(n)

Könnyű ellenőrizni, hogy g eleget tesz a kivánalmaknak.П 

8.2. Állítás. Legyenek к és I természetes számok. Tegyük

fel, hogy és p> 1 imeszrendszámok és minden y£t4-ra

C ^FPP(k) továbbá minden <í é (Ь1"* - г e Dj.
cr

olyan lánc, melyre 

olyan lánc, melyre D*=FPP(£). Ekkor
1

(фс.)ф( ® D )N FPP(k + £).
jé* ® ó
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1_=(ф С )$( ф 0.), és legyen
jT«* Г KPL rendezéstartó leképezés. Legyen továbbá

Bizonyítás. Legyen 

k+-íf :L

u=f(0L,.
----- -
l-szer k-szor

akkor g(Lk)^[0L,lcJ,Ha u6C^ valamely -ra,

ahol g-t a

g(x1,...,x[<) = f (0L, . . . ,0L,x1} . . . ,xk)

egyenlőség definiálja, g nyilvánvalóan rendezéstartó.

az 5.6.Állítás szerintK-iJ =®ct
. ÓÍ*H 
azaz g-nek -és így f-nek is- van fixpontja.

u*D(<k(Jd)

Mivel

3<loL ,icl)=k,
Ugyanígy adódik f-пек egy fixpontja az

esetben.П

8.3. Állítás. Legyenek к és | nem-negatív egész számok.

Tegyük fel, hogy <y. és (ъ 1 imeszrendszámok és minden ^- 

C korlátos к-fixpontmentes lánc továbbá minden

ra

re

D korlátos l-fixpontmentes lánc. Ekkor a
О

(Ф С )ф( Ф ОJ
р* *

lánc (k+£+l)-fixpontmentes. 

Bizonyítás. Legyen L'=( Q> С^)Ф( ®.DJ. Megadunk egy f:Lk+*+i*L 
P* ? «JVß* d 

fixpontmentes rendezéstartó leképezést. A 8.1. Állítás szerint
га (<Гб £Ь^-ге) megadható egyminden

szimmetrikus, fixpontmentes, rendezéstartó leképezés. (k=0 ,í-C=0j)
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f (g ) legyen C (D,.) rögzített eleme). Legyen
r w,k*<+í d 
xka+i)CL

esetén

x=(x1,.. tetszőleges és legyen' 1

I(x) = ^i[xi£C valamely jjpéo(,-ra^;

JCx) = |j [x^éD^j. valamely <Jéf^-reJ.

Ekkor )l(x){<£ l és ]j(x)|^k közül pontosan az egyik 

teljesül. (J(x)( < к esetén legyen

^ y| U11x i>0c -S í < kI -To(x) = min
t

C* -ra történő retrakcióját, és
0o

Jelöljük г -lal L-nek
гго

legyen

H(x)={i I xi>°CJqH1!...... *3]■

Végül definiáljuk f-et így:

f(xl,.. •,xk+e+i^~f2Toí-rí'o^><i^^ > • •' ,r2f0^xi ^»°C ).,...,or fa cfai s

Ha |I(x)|4, l teljesül, akkor f-et a fentiek szerint, duális 

módon definiáljuk.

Világos,' hogy f fixpontmentes. Megmutatjuk, hogy f
k+£ + K). Ha / J(x)/< к és 

és f(у)€ Dj. valamely 

f(x)<^ f(y) feltétel triviálisan teljesül.

rendezéstartó is. Legyen x^y (x,y£L 

|l(y)[^£, akkor f(x)£ C 

cfc(bd-re
Ha. /J(y)j^k, akkor szükségképpen lJ(x)[<k is fennáll, és

ugyancsak fennáll a xУ ) reláció. Ha

akkor f(x)£ Cr (x) és 
ü0

ra és

, így az

j0(x)<jr0(y)»
f(y)^CL(y) miatt f(x)^f(y) ismétí)
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J0(>0!7o(y)=ff°-triviálisan teljesül. Feltehetjük tehát, hogy 

Most H(x)£H(y), azaz

&K...^ ...H(x)=^i1>.. • J

szimmetrikus és rendezéstartó, írhatjuk, hogyMivel X
f<V---.Vw)Vj0(\)''-''tío4)'" ••,Oq ) ^) •

to

,ЛЧ>...
= VW...W’V

Ha (I(x)(^í, akkor |l(y)| i is teljesül, és a fentiekhez képest du­

ális módon érvelhetünk.П

8.4. Következmény. Legyenek t( és fi 1 imeszrendszámok, és 

tegyük fel, hogy minden rtoC-ra C olyan lánc, melyre
é ^

^(C^)=k, valamint minden Jífi-re 

P(Dj) = í.

W’4...\
)=f(yi,...,yk+bi)-

) =
ki

• >

. ,0C
$0

D. olyan lánc, melyres
Ekkor

<?(( Ф С >ф( 0, О-. ) ) = k + £.
J ptk 0 Jfpr 6

Bizonyításiba 8.2. Állítás következménye 

tás következménye.П

Az előző fejezet 7.2. Tételét általánosítja láncokra a

a 8.3. Állí-

8.5. Tétel. Egy korlátos C lánc akkor és csak akkor n-fixpont- 

mentes, ha vannak olyan к és Л nem-negativ egész számok, 

melyekre k+£=n-l, és C-nek van egy
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( Ф С )ф( ф В )
jeoc о rTéí?,*

alakú retraktuma, ahol к és f} 1imeszrendszámok és minden 

korlátos к-fixpontmentes lánc, valamint 

-re Dj- korlátos £-fixpontmentes lánc. 

Bizonyítás. Az elégségesség a 8.3. Állításból következik.

Tegyük most fel, hogy frC^C fixpontmentes rende­

zéstartó leképezés. Legyen

minden

3^l|b[u,v] valamely u,v£C-re és J zárt f-re nézve^. 

Minden [u,v] 3 intervallumra definiáljuk az S(X) hal­

mazt a következőképpen:

S(I) = £(T<i<n-l|3 ü,vé 1 , melyre ÜCv, [u,ü] i-fixpontmentes

[v,vjéés

Mivel OíS(I) mindig teljesül (az u=u és a v=f(u,...,u) 

választással), S(I)^0. Legyen

k=min max S(í), és legyen £ = n-l-k.

Rögzítsünk egy [a,b] = üé!5 intervallumot, melyre max S(j)=k.

Ekkor minden olyan [u,v]=JcX intervallum esetén, melyre

is teljesül, fennáll a max S(I)=k egyenlőség. Valóban, 

max S(I)£k világos, másrészt ha [u,üj i-fixpontmentes és 

|v,v}é3 (ű<v), akkor [a,ü] is i-f ixpontmentes és [v,b]€3 

is fennáll, azaz max S(I)^max S(3)=k. Minden olyan [u, v] = IC^f-re, 

melyre I £j is teljesül, rögzítsük az u(I)<v(I)£l elemeket 

úgy, hogy [u,ü(I)| к-fixpontmentes legyen és [v(I),v]£

£ 3 is teljesüljön.
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Minden rendszámra definiáljuk az intervallumotI.a
a következőképpen:

I —

r nem korlátos, akkor legyen I =1 ;
0 To

ha г 1imeszrendszám és valamely véAI r
r -Iakkor legyen I = [v,b[; 

ha -yiimeszrendszám és minden 

akkor legyen I

= <J+1 és Ikorlátos, akkor legyenha y 

ha y=J+l és I

[v,b]€-ra

[v.bjf'jv<nli -ra
í<T

Л I <r •
Legyen c< az első olyan rendszám, melyre I (alulról) nem

ok
korlátos. Világos, hogy c< limeszrendszám, továbbá minden 

-ra és

kisebb eleme, azaz

I =Л1 Minden г6<К-га legyen а I ^ 
0 0 Q

leg-t •

1. eset: 0^k = maxS(3)^n-2.

definíciója alapján f(u,...,u)^u bármely

I

u« I« -ra, más­

részt minden -ra

f ( a , . . a , и , . . 1_L u ) 
(k+l)-szer

* >
■l-szer

a,u,...,u)^ , akkor valamely 6 -ra

x, ) — k + 1
xk + ^) leképezésre, továbbá [7, b]€ I , azaz

u = f(a , . .

ü<a =\T. Világos, hogy ekkor 
Г

= f(a,....,a,x 

max S(3)£k+1, 

feltételt).

Valóban, ha * )

[a , ü ] zárt a g ( x-^, . . * )

1 ’ • ‘

ami ellentmondás (itt használtuk ki. a k^n-2
Ч„. л \\

* 5

\ F \■ I C jО
л * -> - fi

y*y
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rendszámra definiáljukMinden -t a következő­vé,
tr

képpen:

w0 = b ;

ha y- = i+1 és w^/a, akkor legyen

>WJ} 5= f (3 , . . • , a , ww Г cL-l:
í-szer (k+l)-szer

hay=<f+l és Wj=a, akkor legyen 

ha ^1imeszrendszám és 

koiniciális I -ban, akkor legyen

е9У alsó korlátja I^-ban; 

ha jjp 1imeszrendszám és | ákoini- 

ciális I^-ban, akkor legyen

= a ;wí
Ki J<d nem

a

w = a .1
Legyen fi> az első olyan rendszám, melyre w^ = a. Világos, hogy 

p, 1 imeszrendszám.

Minden - г a legyen

yfvncvJ és

minden <Й(Ъ-га legyen

>].D = [w <f L 9cT(w<í ’ ■ • • ,W<TJ+l’

g^(x^ , . . . , X£> = f ( X1 , . . . , X£, VIJ , . . . , Wj) .

szerint к-fixpontmentesek.

C -k definícióz-
l-íixpontmentesek, mert

ahol

Vk
-ra nézve, és g^ nyilvánvalóan fixpontmentes.dj zárt 3J

u( I )<v( I )=aУ Ту és g , (wj , . . . , ) < w^ miatt+ 1
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L = ( U C )U( U. Djf) = ( ® С Ж 0 , D. ). 
fii a Jsfb* * kp *

illetve o< és definíciója szerint nincs

egyszerre

és D -k 
a

olyan x £ C, melyre x £ ( ф C,.) *
j-ftOC. 0

teljesülnek, így L retraktuma C-nek. Valóban, ha az

C -k
T

és xt( ф Dr)
dtfp* d *

r:C-*L leképezést a következőképpen definiáljuk:

x £ L ;

x£( ф d^al 
* *

y = min^y’|x^a ];

хб( ф C )*\L

hax

8r ha és
r(x) =

J'=min^j’| X^Dln ha °i és(Гétiiíj­
akkor г retrakció L-re.

k = max S(J)=n-l.2 . eset:

Definiáljuk a C -kát ugyanúgy, mint az 1.esetnél és legyenff
egy duálisan jólrendezett koiniciális lánc I-ban.

} vix\ ( <Г<(Ь) , akkor ( 0 С )(3X Ф , D* )
“ , f‘K- f *1^ d

A most bizonyított tétel jelentősége abban van, hogy

az n-fixpont tulajdonságot visszavezeti к-fixpont tulajdon-

retraktuma lesz C-nek.ПHa dí

ságra, ahol k<n.

Ha a lexikografikus összegben minden tag korlátos, és az

indexhalmaz lánc, akkor természetes módon vetődik fel a lexi-

kografikus összegzésnek egy olyan módosított változata, amikor 

legnagyobb elemét és legkisebb elemét azonosítjuk i-<j

estén. Célszerű azonban ettől az azonosítástól eltekinteni, ha 

vagy PP .í egyel emu.
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Legyen I lineárisan rendezett indexhalmaz, és legyen

korlátos rendezett halmaz. P^-ket 

"majdnem diszjunktaknak" képzeljük -ha nem ilyenek, akkor 

helyettük alkalmas, velük izomorf példányokat tekintünk-, 

azaz i<j-re

minden i€I-re P.
í

l Р±1r 1 = 0p ha i-<j ésP . 
1 J

pi"Y 1 в különben.

Ekkor

® P, = ( U Pt; ( U<p )U(U PtxP.))
<£l 1 i€l 1 i£l 1 i<j 1 3

P^-k I szerinti új típusú összegét.

Könnyű ellenőrizni, hogy a 8.4. Következmény (a 8.2. és

definiálja a

a 8.3. Állításokkal együtt) érvényben marad, ha benne ф he­

lyett @-t írunk. Ha tehát a 8.4. Következmény alapján a

„ illetve Y. láncokat "ragasztunk össze", a
és ^(Yj)=£, akkor olyan C láncot kapunk, 

k+£. A következő tétel azt mondja ki, hogy lé-

® jellel olyan X 

melyekre ^(Xy)=k 

melyre ^(C)

nyegében minden olyan C lánc így áll elő, melyre J£(C)

8,6. Tétel. Ha a C korlátos láncra 2^£(C) 

olyan u,v£C és van olyan k,^ílM, melyekre u<v, k+£ = n és 

[u,v] előáll

= n =

= n.

, akkor van= n

X^C^foO és

Y^C^^) pedig olyan korlátos láncok, melyekre <^(X )=k és

alakban, ahol ^ és p> alkalmas 1imeszrendszámok,
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<^( Yj ) = l teljesül.
Bizonyítás. A 8.5. Tétel szerint C-nek van egy

( Ф V )£P( Ш . Wr )

alakú retraktuma, ahol 1imeszrendszámok és valamely

k + £ = n-2 nem-negatív egészekre V^.(ß€c<) к-fixpontmentes 

és ) Z-f ixpontmentes .

Tegyük fel, hogy valamely ^ét<-ra 

létezik (ekkor ß limeszrendszám). Legyen 

legyen U =C\D^.((xl illetve [x) jelöli az 

rált ideált illetve duális ideált), 

muma, U -nak nincs infimuma.

supK
D = U (1.Л és

ff г6<ег V
x által géné­

be -nak nincs szupré- 

Tetszőleges d € és 

esetén [d,u] (k + 1)-f ixpontmentes . Valóban, legyen ^«c^olyan,

nem

uíUr2Г

hogy 1у ^ d és legyen W duálisan jdlrendezett koini-
$0

ciális lánc U A (u]-ban. Ekkor ( © V X5W retraktuma
r - J . 3c<T<* *
[^d,uj-nak, és a 8.3. Állítás szerint (k + 1 )-f ixpontmentes. 

Legyen

H=[y6*(sup$lv 1 l létezik^.

H kofinális o(-ban. H H-га jelölje

és minden ^ 4 H - г a definiáljuk a

wf yv
u<d . yí H-га legyen I = [d ,u_l (ld.7.ábra). 
у у í fíf

nem

Tegyük fel, hogy

H-beli rákövetkezőjét

du elemeket a következőképpen: legyenek 
4 (Г

olyanok, hogy

.
v■■■V.

r i
О i:

7 . ábra
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A fentiek szerint I -к (к+1)-fixpontmentesek, továbbáÍT
retraktuma C-nek. A 8.3. Állítás sze-

Jí« у í«,p. r
rint Cg- és így C is - n-fixpontmentes, ez ellentmondás.

Tehát H nem kofinális o<-ban, azaz van olyan Jo*0(.

£ly halmaznak van szupré-

mely-

yo<jí«-ra legyen " X = [sup $1„ I у'< у ] , 1„]
0 Ir Q

és V^)^.k + 1 • Tegyük fel, hogy

+ ^ kofinális K-ban. ^6Hg-ra legyen

esetén azre minden rmuma. Minden

Világos, hogy X =>v
í 0

k + 1 X fixpontmentes rendezéstartó leképezés. X =f : XT T
= [f^(0x ,...,0X ),l^"]is (k + l)-f ixpontmentes, és 3*1 > ^ ^*0-га

X», Axj9-0, vagyis \J X = ф X így (ф X )ф( ®.W») а
01 , , гг^от <г<е>Д

3.3. Állítás szerint n-fixpontmentes és mivel retraktuma

t T

C-nek, C is n-fixpontmentes, ami ellentmondás. Van tehát 

olyan melyre ^(Xj.)=k + 1 "teljesül minden fa < ff < Oí

esetén. Legyen u = l^

J-^-et, Y^-kat és v-t. Világos, hogy

és definiáljuk duális módon <j^-t,
Öl

[u,v] = ( @> X-)®{ yt- ) ,

ami a tétel állítását bizonyítja. tH

c=c]@c2Előfordulhat, hogy a C láncnak van olyan 

felbontása, melyre C) =^(C^)=^(C2) = n. Nevezzünk egy ilyen 

felbontást n-felbontásnak, és nevezzük a C láncot n-fel-

bonthatatlannak, ha ilyen felbontása nincs, és ^(C)<n.

A következő tétel bizonyításához szükségünk lesz a 

szelet fogalmára. Jól ismertek a Dedekind-szeletek, melyeket
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Qedekind a valós számok pontos bevezetéséhez használt. 

Lényegében Dedekind gondolatmenetét általánosította

[ío], amikor tetszőleges rendezett halmazon de­

finiálta a szeleteket, és segítségükkel megadta a rende­

zett halmazok egy kanonikus teljessé tételét. Ha 

rendezett halmaz és

MacNeille

P egy

A,B£P, akkor az (A,B) pár szelet, 

három feitet el:ha teljesül a következő

(i) minden aéA-ra és minden b£B-re a<b; 

(ii) ha minden a^A-ra x£a, akkor х£В; 

(iii) ha minden b £ В - г e y^ b , akkor yCA.

A szeletek halmaza természetes módon rendezett halmazzá

tehető: (A, В )<( A ' , В ' )4=Ф AsA ' ; és ezzel a rendezéssel a 

szeletek halmaza teljes háló. Továbbá P-nek természetes 

beágyazását adja a szeletek halmazába az x-»((x] Дх)) meg­

feleltetés .

3(C) = n< 00.
Ekkor megadható egy I teljes lánc, és minden i£l-re egy

C= @C. 
i£I 1

Bizonyítás. Feltehetjük, hogy n£2. Tekintsük C azon D 

ideáljainak (déD és d d, akkor d'CD) halmazát, melyekre 

D szuprémuma (és így C4D infimuma) nem létezik valamint

8.7. Tétel. Tegyük fel, hogy a C láncra

lánc úgy, hogy és ct n-felbonthatatlan.

D és C\0 előállnak

C\D= Yjilletve
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alakban, ahol és jb 1 imeszrendszámok és valamely k+^

)^k (f&<) és (<TCfid). Legyen

halmaza dD . A 8.6. Tétel szerint Jd/0, továbbá *£) a tar- 

talmazásra nézve lánc.

1. észrevétel. Ha Déo^, akkor tetszőleges d£D-re és ц£ C\D-

= n-re

ezen D ideálok

re ^( [d,u]) = n.

Tétel bizonyításában, 

-okát és Y 

, továbbá

Valóban, mint a 8.6.

Y^. - к helyett tekinthetünk olyan X ^

re $( V=S( V

-k és

’ -okát, melyek-

S( V)=S( Villetve

( © X )® Ф
1 S^íip,

Y„)l't
retraktuma [d,u]-nak.

2. észrevétel. Ha ^SoB és £ maximuma nem létezik, akkor

sup(U£) létezik.
Valóban, legyen D = (J£, és tegyük fel, hogy D szuprémuma 

nem létezik. Ekkor C\D infimuma sem létezik. Legyen U C\D- 

-ben duálisan jólrendezett koiniciális lánc. Legyen (| у- € (X ) 

növekvő

elemeket úgy, hogy d >u ,
ff V

szerint J£( I^)

ján <? (( 0 I )®L)0) = n + l. Mivel (0 1 )$U retraktuma^ ff t 0
ellentmondáshoz jutottunk.

Hasonlóan látható be a 

3. észrevétel. Ha£Soö és -пек nincs legkisebb eleme, akkor 

sup(Af) létezik.

kofinális lánc £-ben és»€«-ra rögzítsük a d ,u €-D
V 0 -v $*4

továbbá legyen у=[с^,и^] CjT€K)- 

= n; a 8.4. Következmény alap-

\ D
f

Az 1. észrevétel

C-nek,
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Legyen

I =£i = ( A . , EL ) I i szelet flD-ben ^ .
i

Mivel I a ©"lánc MacNeille-féle teljessé tétele, I teljes 

lánc. Minden id-re definiáljunk egy a^£ G-t a követ­

kezőképpen :

f ha i=((D],[D))

'éoD ( D fc ,
sup(U £D'é£>i D’C Dl) ha i = ((D],[D)) és

£d '6«ö I 0 'C -nek nincs legnagyobb 

eleme,

ha szuprémuma nem létezik.

és E =D\E egy eleme

max

3i= \

sup(UA.) V, 1

b^C-t is az alábbiakMinden i£I-re definiáljunk egy

szerint:

ha i = ((Dj,[D)) és E =min£ D'€«0/D'э 

és j = (( E] ДЕ )) ,

supíaId'C.ÖID'^d]) ha i = ((D],[D)) és ^D'é^í D'J>D$-nek

nincs legkisebb eleme, 

ha A^ szuprémuma nem létezik.

a .
3

bi= \

s u p (Л 3 • )
4

A 2. és 3. észrevétel alapján a^-k és b^-k jóldefiniáltak.

ai^ b^(C-ben), és 

és b^-k definíciója

Könnyű ellenőrizni, hogy minden i£l-re

bi^ aj • ai-kha i<j (i-ben), akkor
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i4j (I -ben) ,alapján az is világos, hogy ha akkor b.=a . .1 J
Legyen C^=[a^,b^] (iíI ) . Elegendő most már megmutatni,

Цс =c n-felbonthatatlan (i£l).
Legyen x£C tetszőleges és legyen £ = £d^cD|x^dJ .

Ha £ -nek van legnagyobb eleme és ez D, valamint 5)\£ -nekX X

és cihogy
Hl

van legkisebb eleme és ez E, akkor xéC 

i=((D],[D)), j=((E],[E)). Ha sem £ -nek,
л

legnagyobb eleme, akkor 

sup(A(óD\£x)) miatt

,2)\£ -nek nincs legkisebb eleme. Most i
A

és a^x^b^, azaz x£C 

amikor <? -nek nincs legnagyobb eleme, oÖ\£ -nek van legkisebbX X

eleme.

vagy x^Cj, 

sem í)\£x-nek nincs 

i = (£x,£)\£x)i I és sup(U£x)<x^ 

x£C^. Tegyük fel, hogy D=max£x

= (£x , ÍdSU(©4<?x)) € I 

Hasonlóan tárgyalható az az eset,

aholi

és

i •

^(C^)^n világos. Ha A^-nek nincs legnagyobb eleme (és

-nek sincs legkisebb eleme), akkor a^= sup(ÜA^) és 

b^= supCAB^). Mivel nincs olyan D£aÖ .melyre D'<D<D" telje­

esetén, ezért [a^,b^]=C^

(8.6 . Tétel), azaz ^(C^).^ 

Tegyük most fel, hogy i=((D],[D)) alakú. Mivel a^ÉD 

b^ é. C\D, ^(C^)-n. Továbbá tetszőleges D'CD-re a^D' 

tetszőleges D"^D-re Ь^СЧО". Ha c€[a^,bj[ , akkor c€D

^(La^>cJ)<n (különben a^€D' 

lenne valamely D'CD-re), a második esetben ^( [c, b^] )<_n 

(különben b^C\D" lenne valamely D"-t>D-re), azaz 

bonthatatlan. О

ekkor В i

sülne minden D'éA és D"6 Вi i
nem lehet (n-1)-fixpontmentes n -1.

és

és

vagy céC\D. Az első esetben

ci n-fel-
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A most bizonyított tételben szereplő felbontás nem 

egyértelmű, de minimális abban az értelemben, hogy ha

egy másik felbontás, akkor I beágyazható J-be.C= @ C . 
j£(J J

A 8.7. Tétel jelentősége abban áll, hogy áttekinthetővé

és kezelhetőbbé teszi a láncokat az általánosított fix­

pont tulajdonság szempontjából. Megjegyezzük még, hogy a 

^(0 = 1 eset triviálisnak tekinthető: C 

1-felbonthatatlan, ha 1-elemű, így 

viális (és egyetlen) felbontás.

akkor és csak akkor

с = сШсК®с*с? a tri-

в.8. Tétel. Az I (korlátos) lánc minden i elemére legyen 

(korlátos) lánc, és legyen J|( I) =m , ^(C^)=n (iél). Ekkor

<?( Ф
-3 i€l

C.)=mn .i
Bizonyítás, (a) m-szerinti indukcióval belátjuk a következőt: 

ha ^(I)^.m és ^(C^) = n (i£I),

m=l-re az állítás triviális. Legyen m>l és tekintsük 

egy a 8.5. Tételből adódó (Ф Х.)ф(ф ,Yr )3** 2Г 0 0
raktumát, ahol valamely к, HÍN-re k+l=m és 

^(Yj )£1 (<Tefbd).
A lexikografikus összegzés alapvető tulajdonsága, az ál­

talános asszociativitás miatt

^( Ф C^m • n .akkor

I-nek alakú ret-

j(X^)^k ty«t),

с, = (фсф с.))ф(ф,(ес.)),c =
i£(e x)®(eHYf) 

гг &(bü ó
továbbá C retraktuma ф C . _ n e к . Mivel k,l<m, az indukciós

i£l
(flW, és 0( Ф C 

J j€Y,
hipotézis értelmében P(0C.))k>n

J i£ X..1

(Jt£>d) • A 8.3. Állításból

j)^.n
r
pedig ^(C)^kn + ln = m* n adódik.
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(b) m szerinti indukcióval belátjuk, hogy haj^(í)=m és 

^(Ci) = n (i6l) , akkor Ф

Ha m = l, akkor az állítás az 5.6. Állítás következménye, 

és legyen 1= @ la 8.7.
UT i

bontás. Mivel I retraktuma 3= ф I.-nek, ф C. retraktuma
léT 1 i€l 1

© С.-nek (itt C.=C (•%, ahol r a természetes retrakció j £ J J JI'vl-'
3-ról I-re). Továbbá <^(3)

látni, hogy 0(Фс.)^ 
j£3 J

m • n.

Tételből adódó fel-Legyen m>l

is teljesül, így elegendő be-= m

m-п. Az asszociativitás szerint

ФС . = 0 ( Ф C. ) ,
j£3 3 t€T j£lt J

így az 5.6. Állítást felhasználva elegendő megmutatni, hogy

<к Ф c, )á 
jelt

Ha ^(l^.)<m, akkor az állítás azonnal adódik az indukciós 

feltevésből. На I )

minden téT-re m *n.

akkor I^-nek van egy-m, v

I = U©( ® X )ф( ® ,Yr WM 
* pu. 2Г

alakú előállítása, ahol valamely k + l = m-re ^(X,j.)=k (yéoO és

) = 1 («Tépj1) (3.6.Tétel). Mi vei 1^ m-f elbonthatatlan , ^(U), 

^>(V)<m. Mivel 1^ retraktuma a

з.=иФ( Ф X Ш ф Yj

láncnak, elég belátni, hogy Q( Ф C.)<
3£Jt J

ciativitást felhasználva írhatjuk:

m-n. Ismét az asszo-

ф c, = ( 0 с. )ф( ® ( © С,))ф(0.( фс.)ффс.)
j63 J 36U J pt 3^3 jep j<Yj 3fV J
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^(U),^(V),k,l<m miatt alkalmazhatjuk az indukciósés

hipotézist.

Állitás szerint 9((© ( Ф С ф С . ))) ^ kn+ln
3 j*Xy 3 iC&jWj 3

Állítás alapján ekkor 0( Ф C.
^ j«3t J

A 8.2. =m* n

is teljesül.Оés az 5.6. m. n
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9. 1-magasságú rendezett halmazok

A fixpont probléma kielégítő megoldása - a rendezett

halmazok magassága szempontjából - csak 1-magasságú rende­

zett halmazokra ismeretes. Az erre vonatkozó R.Nowakowski-

I. Rival-től származó tételt a 3. fejezetben már-tói és

említettük (3.6.Tétel):

Egy 1-magasságú rendezett halmaz akkor és csak akkor

rendelkezik a fixpont tulajdonsággal, ha nem retraktuma 2,

F a végtelena kételemű antilánc; 

kerítés.
C2n> a 2n-korona és

Látni fogjuk, hogy összefüggő, 1-magasságú rendezett

halmazokra a 2-fixpont tulajdonság és az n-fixpont tulaj­

donság (n>2) teljesülése ekvivalens.

9.1. Tétel. Legyen P összefüggő, 1-magasságú rendezett

halmaz. P akkor és csak akkor rendelkezik a 2-fixpont t u т

lajdonsággal, ha P-nek nem retraktuma , a végtelen ke­

rítés .
iNUfooj távolság függ-Bizonyítás. Rendezett halmazokon a 

vényt a következőképpen szokás definiálni:

d : PxP

és F kerítés P-benj.

2(<*=*) Tegyük fel, hogy f: P ->P fixpontmentes rendezéstartó le­

képezés. Legyen x £P rögzített, és definiáljuk az f : P**PО X _

d(x ,y) = inf £[F{ -11x , y£F

о
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rendezéstartó leképezést az f (y)=f(x ,y) egyenlőséggel.X _ 0
_l

is az. Tetszőleges yéP-ге P
о

Mivel f fixpontmentes, f x о
összefüggősége miatt d(y,f (y))<60 teljesül. Tegyük fel

о
hogy ynÉ P-re d=d(y , f (yn)) minimális, és legyenи и илио
Y0.y3_.---.yd =fx (V0) egy minimális у -t és f (y )-t 

о 0
összekötő kerités. Mivel f

0
fixpontmentes, dQ^2. (Az 5.3.

О
Állítás miatt d =1 nem teljesülhet.) Az is világos, hogy dQ

páros szám. Ha ugyanis dQ páratlan, akkor yQÉ min(P) és

f (y )( max(P) vagy у £max(P) és f (y )6 min(P) (Í(P)=1).
о о

Mindkét esetben az f (y,)=f (y ) egyenlőség adódnék, ami

ellentmond d

x

0 0
minimalitásának.0

yt = fx úJraО о

d(yt>yt+d )=do

Minden t>dQ egész számra legyen

dQ minimalitása miatt, minden t^O-ra

y,-t és у.+ . -t összekötő kerítés, 
о +ao

1. eset: Van olyan s és t, hogy s<t és

és
о

Уt’Уt + 1 ’ '‘’’ y t + d

>S!»f

W ys =yt о
páronként külön-

Ekkor van olyan sq és t , hogy 

minimális. Most

és
0

t -s_ о 0

bözó elemek.
ys _ ’ys +1’’‘ '’yt -1

0 0 о

Legyen

c-bs _ ’ y s +1 ’ ' о о

minimalitása miatt f Г C injektiv. Továbbá minden
xo

yémin(C)-hez van legalább két olyan у’,y"£max(C), melyekre 

y<y ’ , y" és minden yémax(C)-hez van legalább két olyan 

у 1 ,у"<min(C), melyekre y>y',y". f ГC injektivitása

t-s о о

о
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ugyanez érvényes f (C)-re is. Ezt, valamint azt
xO

a tényt felhasználva, hogy -£(P) = 1, könnyű belátni, hogy

miatt

=fx fC>f fest fcs.
X£> X1 n

=u egy x„-t és f (C) egy rögzítettahol xo,xl’•••’xn о xo
u elemet osszekoto kentes (f x .í
áltűk). Most

-t f mintájára defini- 

és így
X0

u-f (y) valamilyen у £C- г e,
xű

u=fx (y)=fl](y)=f(и’У>» 
x0

(u,y) fixpontja f-nek, ami ellentmondás.azaz

2 . eset: páronként különbözük.У0 >У<
Először belátjuk, hogy minden O^s^t-re d(у , у^ ) = t-s.

Tegyük fel ugyanis, hogy nem így van, és legyen

do=min£d(yg,yt) I d(ys,yt)<t-sj.

Legyenek s < t olyanok, hogyо 0

d' =d(у
0

Legyen У5 =z0>z1»-- 

minimális kerítés (8.ábra)

)<t -s . о о>Vtо

-1 és -t összekötő4 = Ч 4O 0 0 4* >

У. zV1 Уí A A L

A/ /
/

\ / V
К íS tz

8 . ábra
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zdJ = bs >hX-oJ о 0iwMivel minimális, • )

f x (kC injekív,továbbá ismét d minimalitása miatto о
ahol

...y^Ufvо u *4-C-íy1 4 > • • • >

tefxi c-fyAz 1. esethez hasonlóan ismét teljesül az 

összefüggés.
s.+d.0 0

Innen

ys +d = fx (ys } = f
Oo 0 0

у /ys ^ ^УЭ +0’У3 ^ 
■'s +d о о о о

adódik, ami ellentmondás.

Legyen F= ^y^, y^ , . . . j . Az előbb bizonyított tény azt 

is jelenti, hogy ha y^ és y^ összhasonlíthatók, akkor

vagy F£SFwd.

F retraktuma P-nek. Valóban, legyen

Ji-jUl, azaz Fa* 

Belátjuk, hogy

Vd(y0 , X )
bizonyított tény éppen azt jelenti, hogy rfF=idp. Azt kell 

csak belátni, hogy г rendezéstartó. Legyen x<x ' , és te-

r : P-»F az r(x) = egyenlőséggel definiálva. A fentebb

gyük fel, hogy yoémin(P), azaz F«l^(a duális eset hason­

lóan tárgyalható). Most x<min(P), x'émax(P) és d(y ,x) 

páros, d(y ,x') páratlan, így Jd(y0 ,x)-d(y , x’)j =1, ezért

r(x) = r(x ' ).yd(yo ,x)^yd(y0,x')

FdГ60Végül vegyük észre, hogy F^ retraktuma -nek. Mivel

retraktum retraktuma retraktum, Fw retraktuma P-nek. 

(«=#>) Elég belátni, hogy F^^FPP(2). Ma Fco=K’x2’-’-? 5
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mint a 3. ábrán, akkor az

f(xi(Xj) xmax(i,j)+2

f :F2-»F w wegyenlőséggel definiált 

és fixpontmentes . □

leképezés rendezéstartó

9.2. Következmény. Az összefüggő, 1-magasságú P rendezett

halmazra ekvivalens a következő három feltétel:

(i) P-пек nem retraktuma ;

(ii) P t=FPP(2) ;

(iii) Pt=FPP(n) valamely n >2 - г e.

^(Fw)=W. Ha n £ IN tét-Bizonyítás. Elegendő belátni, hogy 

szőleges, akkor az

Vх )X . 1 xmax(i1,...,in)+2* * >
1 n

egyenlőséggel definiált f^F^-vF^ leképezés rendezéstartó 

és fixpontmentes. □

9.3. Következmény. Ha P összefüggő, 1-magasságú rendezett 

halmaz, akkor ^(P)=l,2 vagy oo .П
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10. Példák

A 4. fejezetben beláttuk, hogy minden n természetes 

számra van olyan Pn összefüggő rendezett halmaz, melyre 

^(Pp)=n teljesül, tényleges példák azonban még nem állnak 

rendelkezésünkre. Ebben a fejezetben ilyen típusú példákat 

fogunk megadni.

10.1. Példa. Legyen fixpontmentes 1-magasságú rendezett

halmaz, és tegyük fel, hogy valamely a^£min(Q^)-re és 

minden b^Cmax (Q^ )-re a^^b^. Ekkor ^(Q^x...xQn ^) = n. 

Bizonyítás. Az állítás teljes indukcióval bizonyítható 6.10. 

és 6.11. felhasználáséval. EJ

Legyenek ^ ,^2, . . és x » 72 » • - -

Bizonyítás. Teljes indukcióval, 6.7., 6.8. és 6.9. felhasz­

nálásával. П

10.3. Példa. Definiáljuk rekurziv módon a Cn láncokat:

10.2. Példa. limeszrend-

számok. Ekkor n.

= 1-elemű lánc; 

Cn*l = <фсп)ф«^.
l(uj

3(tV ■Ekkor n .

Bizonyítás. Indukcióval azonnal következik 8.4.-bői.П

Mivel a koronák sok helyen fontos szerepet játszanak, 

külön foglalkozunk koronák szorzatával. Be fogjuk bizonyí-

megfelelően - ^(С2п x )várakozásunknak . . .xCtani , hogy
2nk
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így további példákat kapunk a ^(PxQ)=^(P)+<^(Q)-l 

egyenlőség teljesülésére is (legyen P is és Q is ko­

ronák szorzata).

Szükségünk lesz a rendezett halmazok átmérőjének fo­

galmára. Tegyük fel, hogy a P rendezett halmazban min-

= k + l.

den maximális láncnak van legkisebb és legnagyobb eleme.

Ekkor P átmérőjét a

diam(P)=sup^d(x,y)| x,y4min(P)Umax(P)^

egyenlőség definiálja [5J. Könnyű ellenőrizni, hogy ha 

f : P-»Q rendezéstartó , akkor diam(f (P) diam(P), továbbá
I

tetszőleges indexhalmaz esetén diam( 7F P^)=sup£diam(P^)J i£I^(v.ö.[5]) •

10,4. Segédtétel. Legyenek 24n^,.. 

mok, és tegyük fel, hogy f:C

n^,3<£n természetes szá- 

szürjektiv
• i

... xC9 ->C9 
2nk 2nV

rendezéstartó leképezés. Ekkor van olyan í(l£^k), hogy

n^=n, és van egy <j?:C2n 

( x , . . . ,x^)íC

->C2n izomorfizmus, hogy minden
l

f (x1 > • • • >xk) = f. . . xC teljesül.V -ra
2nk

Bizonyítás, к szerinti indukcióval bizonyítunk. k=l-re nincs

mit bizonyítani. Legyen k>l és legyen C=C 

elemeinek egy felsorolása

összehasonlíthatók (i = 0,... , 2n^-l és -f

VYi£C2n

. . . xC2n2x

cg)C1>•••)
2V

Legyen C c2n1-l'2nl
ahol c^ és ci + l

modulo 2n^ értendő). Minden i-re definiáljuk az 

halmazokat a következőképpen:
1

Yi=?ci>ci-iVK ci+niI ésCi + 15 • ' • •’ci-n =c.
1 1+nr

* ) ) *
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Legyen továbbá Ui = f(XjLXC) és vi = f(YiXC).

1. eset. Minden i-ге U^,V^^C

és V^ legfeljebb (n+l)-elemű kerítések G2n-ben 

(diam(LK), diam(V^ )^n), f (|с^ xC) , f ({с^ + п\хС)£1ЬЛ^ és LhUV^ = 

Megmutatjuk, hogy U. és V. olyan (n+l)-elemű kerítések, 

melyekre U^AV^=,z.

£ , ahol

2n'
Most Ui

= C 2n ' i i
l és f ( ^ C ±1 хС)=Ф^,£($с. \xC) = 

Zg,21, . . . ,Z2n_1 C2n

összehasonlíthatók. Tegyük fel, hogy

3 + n

úgy, hogy

elemeinek egy felsorolása

és z2t t + 1
nem így van. A fenti feltételek miatt ekkor 

feljebb kételemű kerítés C

-re d(c,c^)^Y vagy d(c,c 

xC)-re és valamely

UiMi

2r)-ben. Vegyük észre, hogy tetsző-

X- 
í 2

t€U.AVi-re d(z,t)$Y-
nem szürjektív, 

x^-től függ; ^=l-gyel

egy leg-

leges cíC 

szőleges z£f(C

Felhasználva, hogy n^3, az adódik, hogy f
/ami ellentmondás. így f értéke csak 

és <j7: c^->z j-vei igaz az állítás.

2. eset. Valamely i-ге pl. U^ = C2r).

Megmutatjuk, hogy f(£c^xC) = C 

van, ekkor f(<|c,$xC) egy legfeljebb (n + l)-elemű kerítés

Ezért tet-2n i + n1
2n 1

Tegyük fel, hogy nem így2n'

Legyen G^fc^ ci + jS (j = 0> • • • ,nx). EgyrésztC2n-ben. ci+l’•' • >

világos, hogy diam(G^xC)^n és ezért diam(f(G^xC) )^n. Másrészt 

könnyű ellenőrizni, hogy \f(G xC)\f(GjXC)|<2 (és csak abban 

az esetben fordulhat elő egyenlőség, ha Jf(G^xC)( páratlan).
j + 1

f(G.xC)=C2nEz azt jelenti, hogy egy j-re sem teljesülhet az

Ui^2n ’ am* lentmondás.
Tehát f(£с^ xC)=C2n , és alkalmazhatjuk az indukciós

egyenlőség, azaz
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hipotézist a g(у^,... , Ук-1) = f(, у^,...,ук_^) leképezésre: 

valamely 2í^k-ra és egy ([■c2n~>C2r\

9 (У 2 ’ * * • J У к = Könnyű ezek után belátni, hogy tetsző­

izomorfizmusra

........... =f(c,y1leges c*C -re
2ni

(v.Ö.9.I. Tétel bizonyítása), azaz tetszőleges (x^,...,xk) í

f(x1, . . .,xk) = ^(x^)•D

2"j-------C2nk
)=k+l.

C2n1x
10.5. Példa. Legyenek C

xC - ra• » I
2nk

tetszőleges koronák.

SÍC2n1x
Bizonyítás, к szerinti teljes indukcióval bizonyítunk. k=l-re

Ekkor . . . xC
2"k

az állítást beláttuk a 2. fejezetben a 2.1. Definició után, 

de következik a 9.1. Tételből is. Legyen Ha ra1= .. .=nk=2,

akkor a 10.1. Példa egy speciális esetével állunk szemben. 

Tegyük fel, hogy van olyan n^, amelyikre n^2. Feltehető, 

hogy nk>2 és n^ maximális az n^-k között. Azt kell megmu­

tatni, hogy tetszőleges f:(C

k>l.

xk+1 r) C. . . xC . . . xCV 2n1X2nk 2"k
rendezéstartó leképezésnek van fixpontja. Legyen f = (f^ , ...,fk).

1. eset. f^ nem szürjektiv.

. Az indukciós hipotézis-értelmében 3^2n x

. Állítás szerint pedig ^(C2n x

C9n x 
2ni

k + 1 ) kerítés)Ekkor -ban, ezért F. . . xC C, - 
2nk2nk

...xC2n )=k,lebontható
k-1

2n xF)=k adódik.a 6.2 . . .xC
k-1

xF-ben.így f-nek van egy fixpontja . . .xC 2n k-1
fk szürjektiv. 

i = l,. . . , k + 1-ге legyen (x

2. eset.

) = x;í C . . .xC . A 10.4.il ’ • • • ,xik
Segédtétel szerint van olyan l<i<k+l, van olyan l<j^k és

2nlX 2nki

hogy fk(xx , . . . .Xk + i^f^ij) mindenizomorfizmusegy <jjvan
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(x^,. . .,х^ + ^ )-ге. Egy rögzített w£ C 

gyen u=^(Wj). Definiáljuk a g:(C

leképezést a következőképpen: 

gCYi.••• ,Ук) =
(f 1 ((Уз,и)> • • • ,(yi_1,u),w,(yi+1,u),... ,(yk>u)),...

. . . xC -ra le-
2nksk)%C . . .xC2nlx 2n2n k-1k-1

»fk-l^yl,u)»- • • >(yi_i>u)>w»(yi+i>u)> - • -ДУк>и))^• • «

g-nek van egy (y1,...,yk) fix­

pontja, de akkor ((уx , uуi_±,u),w,(уi + ],u(yR,u)) 

fixpontja f-nek. П

Az indukciós hipotézis értelmében

Felhasználva J.W.Walker rendezés homotópiával kapcsolatos 

eredményeit [17] , ismert példákból további Pn példákat kapha­

tunk, melyekre ^(Pn)=n teljesül. A P és a Q rendezett hal- 

f1,f2épQ 

‘'’9k=f2

mazokra f CSíf 11 1 2
P^-beli sorozat, hogy

esetén jelentse azt, hogy van olyan

fl = 9
sonlíthatók (i=l,...k). Azt mondjuk, hogy a P

9i-l 9i összeha- 

és a Q ren-
o ’ ‘

dezett halmazok homotóp ekvivalensek (P*Q), ha van olyan f€P^
pés van olyan géQ , hogy fcgaridp és goffisidg. A rendezés homo- 

tópia által meghatározott ekvivalencia osztályokra a fixpont

tulajdonság invariáns fi7j ; hasonlóan FPP(n)'. és is homotópiá 

invariánsok. így ha például P és Q véges rendezett halmazok 

és Q lebontható P-re, akkor ^(P)=^(Q). Isroert példákból 

további példák nyerhetők a ^(PxQ )=^(P)+^(Q )-l egyenlőség tel­

jesülésére is, mivel ha РьР és QcsQ ' , akkor PxQfeP'xQ1.
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