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1. Bevezetés

A fixpont tételek kozott a legismertebb a kdvet-
kez6, 1955-b6l szdrmazd Tarski-Davis-tétel [3],[14.:
Egy L halé akkor és csak akkor rendelkezik a fixpont
tulajdonsédggal (azaz minden f:L -l rendezéstartd le-
kénezésnek van fixpontja), ha L teljes. A fixpont
probléma a hetvenes évek kozepén kerilt ismét az érdek-
15dés kozéppontjdba, és bar szémos eredmény sziiletett,
meglehetdsen keveset tudunk azokrdl a rendezett halma-
zokrdl, melyek rendelkeznek a fixpont tulajdonsdggal.
Hogy a probléma nem konnyG, azt bizonyitja az is, hogy
a hdldok esetétdl eltekintve kielégitsd megoldds csak az
l1-magassdgd rendezett halmazokra ismeretes hi], hZ}.
Nevezetes az I. Rivaltdl erzdd sejtés, mely szerint a
direkt szorzat megdrzi a fixpont tulajdonsédgot. Ezzel
kapcsolatban is tébb részeredményt ismerink (2], [14],[17],
a teljes megoldas azonban - dgy tdnik - még egy ideig
varat magéra.

A fixpont tulajdonsdg definiciéjdban- univerzdlis
algebrai szemponthodél - l-vdltozds figgvények szerepel-
nek. Természetes mddon meridl fel a kérdés: lehet-e
n-valtozds fliggvények segitségzvel n-fixpont tulajdon-
sagot ertelmezni. Ebben a dolgozathan a fixpont tulaj-

donsagnak ezen az dtleten alapuld &ltaldanositdsaval fog-



lalkozunk. Azt mondjuk, hogy a P rendezett halmaz
rendelkezik az n-fixpont tulajdonsdggal, ha minden
£.:P"»P rendezéstartd leképzésnek van fixpontja, ahol
(xl,...,xn)€ P" fixpontja f-nek, ha f(xl,...,xn) = X; va-
lamely 1lgign-re. Mivel mgn esetén az m—fixponf
tulajdonsag teljesiilése maga utdn vonja az n-fixpont
tulajdonség teljesilését, célszerd minden rendezett
halmazhoz egy termgészetes szdmot (vagy a e -t) rendelni
a Q(P) = min {n | P rendelkezik az n-fixpont tulaj-
donséggal} definicidgval.

A fixpont tulajdonsdg &ltaldnositasa egyrészt
drnyaltahbd teszi a képet, mdsrészt a kapott eredmé-
nyek azt bizonyitjdk, hogy az n-fixpont tulajdonsag
természetes dltaldnositdsa a klasszikus fixpont tulaj-
donsdgnak. Klasszikus értelemben példaul k korona

C szorzaidrol csak azt mondhatjuk, hogy

x...xC
2n1 an

fixpontmentes, be lehet azonban bizonyitani, hogy
8(87 x...xCan) = k+1.

A fixpont tételek egy része kevés valtoztatissal
dltaldnosithatd, mas esetekben a helyzet nem ilyen egy-
szerG. Ugy tdnik, hogy példdul a hdldkra vonatkozé
Tarski-Davis=-tételnek nincs a klasszikus esethez hason-
léan elegdns megfeleldje n-fixpont tulajdonsagra.

Mivel a retraktumok fontos szerepet jdtszanak

mind a klasszikus, mind az dltaldnos esetben, a retrak-

4



tumokkal kilon fejezethen foglalkozunk (3. fejezet).

A 4.,5. és 6. fejezetekben dttekintjik az n-fixpont
tulajdonsdg és a rendezett halmazokon végezhetd alap-
vetd miiveletek (dsszed, lexikografikus Osszeg, direkt
szorzat) kapcsolatdt. Bizonyitjuk, hogy g additiv,‘qzaz
3(P+Q) =8(P) + S(Q) (4. fejezet), igy vizsgdlatainkat
osszefluggd rendezett halmazokra korlatozhatjuk. Nem
trividlis olyan Osszefiggd Prl rendezett halmazokat
megadni, melyekre g(Pn) = n teljesil. A 4. fejezethen
beldtjuk Pn—ek 13tezését, tényleges példdkat a dolgo-
zat végén, a 10. fejezetben adunk.

A lexikografikus Osszegek - bar mutatnak szabdlyos-
sagot -, nem viselkednek egységesen az 4dltaldnositott
fixpont tulajdonsdggal szemben. Ha S(A) = 1, akkor
S(Zx ABx)gsup{g(Bx) | xeAg teljesiil, mig ha g(A);Z, A
osszefiiggd és a lexikografikus osszeg lancteljes, akkor
g(Z: ABX) = g(A) (5. fejezet). Ha pedig A és B, (x€ A)
léncoiz valamint g(A) = m, S(Bx) = n (x€A), akkor
o2 B,) = m-n (8. fejezet).

J x,A

A Q(PxQ) = g(P) + g(Q)—l egyenldéség a direkt szor-
zatra vonatkozo Rival—éejtés dltaldnositasa. A 6. feje-
zethen olyan eseteket tdrgyalunk, amikor igaz a fenti
osszefliggés.

A 7. fejezetben megadjuk azoknak a 2-fixpont tulaj-

donséggal rendelkezd hdldéknak egy Jellemzdését, mzlyekben



minden antildnc véges. A 8. fejezetben tovabb szi{ikit-
jik a kort: a szerepld hdaldok lancok, azaz minden anti-
lanc 1l-elemd. Beldtjuk a kovetkezdket: ha f és M li-
meszrendszamok, k+&=n természetes szdmok, valamint

kK ¢és min-

minden x¢€¢ -re c, lénc dgy, hogy g(Ck)

den y¢ 7 -ra Dy lanc ugy, hogy g(Dy) = L, akkor

g((xég C,) @(y?«LUDYH = n; tovdbba minden olyan C L anc
lényegében ilyen alakt, melyre \S(C’ = n. Megadjuk lan-
coknak felbonthatatlan lancokra valdé felbontdsat, és e
felbontdsi tétel segitségével bebizonyitjuk a lexikog-
rafikus Osszeggel kapcsolatban mdr idézett Osszefig-
gést.

A 9. fejezetben l-magassagu rendezett halmazokkal
foglalkozunk. A kapott eredmény analdg a megfeleld
klasszikus eredménnyel; kideriul tovabba, hogy osszeflig-
g6 l1l-magassagt rendezett halmazokra a 2-fixpont tulaj-
donsédg és az n-fixpont tulajdonsdag (n>2) ekvivalen-
sek, azaz ilyen P-kre §<P) = 1,2 vagy m.

A dolgozatban feltételezziik a rendezett halmazok
és a rendezett halmazokkal kapcsolatos alapvetd fogal-
mak ismeretét (ezek megtaldlhatdék pl. Szasz Gabor Beve-
zetés a hdldéelméletbe cimli konyvében), bdr a szerepld
fogalmak definicigjat - az elsd eldéforduldsi helyiikén -
minden esetben megadjuk. Egy P=(P;<) rendezett hal-

mazra P egyszerre jeldli az alaphalmazt és a rende-



zett halmazt. A kialakult hagyomdnyoknak megfelelden min-
den rendezdsi reldciot < -vel jelolink; illetve ha
hangsulyozni akarjuk, hogy a P rendezett halmaz rende-

zésérbl van szd, akkor £, -t irunk.



2. Az n-fixpont tulajdonsdg definicidja

A P ¢és a Q rendezett halmazokra az f:P-»0Q le-
képezés rendezéstartd, ha valahdnyszor x,y€P és x(y,
mindannyiszor f(x)g f(y).

A P rendezett halmaz rendelkezik a fixpont tula]-
donsdggal, ha minden rendezéstartd f:P—»P 1leképezésnek
van fixpontja, azaz valamely x¢(P -re f(x) = x teljesil.

A fixpont tulajdonsag definicidjéban'szereplé leképe-
zéseket l-véltozdé figgvenyeknek tekintve természetes
médon vet6dik fel a kérdés: lehetne-e 1l-vdltozds figgvé-
nyek helyett n-vdltozds figgvényeket tekinteni; értelmez-
hetd-e n-fixpont tulajdonsdg. Dolgozatunkban a fixpont tulaj-
donsdgnak ezen az otleten alapuld dltaldnositdsdval foglal-
kozunk.

Emlékeztetink ré, hogy ha P ¢és (Q rendezett halmazok,
akkor P ¢és Q direktszorzata (PxQ) az alaphalmazok
Descartes szorzatdn a (p,g)(p',q')epgp' és qgQq'
osszefiiggéssel definidlt rendezett halmaz.

2.1. Definicié. Legyen P rendezett halmaz és legyen n

természetes szam. Azt mondjuk, hogy a P rendezett halmaz
rendelkezik az n-fixpont tulajdonséggal,‘ha minden rende-
zéstarts £:P7—>P leképezésnek van fixpontja, aholA
(xl,...,xn)c P fixpontja f-nek, ha f(xl,...,xn) = Xy
valamely 1<ign-re. f fixpontmentes, ha nincs fixpontja;

P n-fixpotmentes, ha nem rendelkezik az n-fixpont tulaj-

donsaggal.



A fixpont tulajdonsdg 2.1. Definicidban megadott
dl1taldnositdsdnak az az egyszerli megfigyelés volt a
kiinduldpontja, hogy két fontos, klasszikus értelemben
fixpontmentes rz2ndezett halmaz, a 2n-korona (C2n) és a
C lanc (ld. 1. &bra) rendelkeznek a 2-fixpont tu-

a,(s
lajdonsdggal.

d :
B’&{S , [’5 limesz-

: rendszdm
LR
A - o(, X iimesz-
rendszdim
C:Zh
1. ahra
(P=(P,&,)-re P dudlisa P"=(P,gpd), ahol x<de®y<Px)

l)
Valdéhan, legyen f:C;n—*C2n rendezéstartd leképezés.

Legyen xOE C2 és definidljuk a g:CZH-»Con rendezés-

&

n)

tartd leképezést a g(x) = f(x_,x) egyenldséggel. Ha g-nek

O’
van egy x, fixoontja, akkor (xo,xl) fixpontja f-nek.

Ha g fixpontmentes, akkor g sziukségképpen automorfizmus,
ezért valamely x,€C, -re g(xl) = x_. Ekkor (xo,xl) is-

0
: : 2

mét fixpontja f-nek. Legyen most f’Q;{*qu rendezéstarto,

) U



és Jelolje xg illetve x Ce‘jrs legkisebb illetve leg-
nagyobb elemét. Ha pl. f(xopﬁ) € A, akkor az[%,f(xdxlﬁ
intervallum z4rt a g(x) = f(xo,x) leképezésre (azaz
g(x) ¢ [xo,f(xo,xl)] ha xé[xo,f(xo,xl)]"). Mivel [xo,f(xo,xl)]
teljes hald, g-nek van egy y, ¢ {xo,f(xo,xl)] fixpontja,
de akkor (xo,yo) fixpontja f-nek.

Vildgos, hogy az n-fixpont tulajdonsdg n=l-re meg-
egyezik a klasszikus fixpont tulajdonsiggal, tovabba mgn
esetén az m-fixpont tulajdonsdg maga utan vonja az n-fix-
pont tulajdonsdgot. Valdban, ha £.PN—p rendezéstartod,
akkor rogzitve f wutolsd n-m valinzdjat, egy g:Pm->P
rendezéstartsé leképezést kapunk, 2s g egy fixpontja £
egy fixpontjdt szolgadltatja. fgy célszerlinek latszik min-
den rendezett halmazhoz egy természeteés szdamot vagy a

ww-t rendelni a kovetkezd mddon:

2.2, Definicio. A P rendzett halmazra legyen

:‘8 (P) = min %né“ﬂfP rendelkezik az n-fixpont tulajdon-
séggal}. -

A tovabhiakban haszndlni fogjuk az irodalomban elter-
jedt FPP (= fixed point property = fixpont tulajdonsdg)
roviditést. Az n-fixpont tulajdonsagot FPP(n) jeloli;

P E FPP(n) 1illetve P ¥ FPP(n) jelentése: P rendelkezik

illetve P nem rendelkezik az n-fixpont tulajdonsdggal.
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3. Retraktumok, retrakcidk

[

A P rendezett halmaz Q részhalmaza retraktuma
P-nek, ha van egy olyan rendezéstartd r:P-Q leképe-
zés, melyre r fQ = idQ. Ekkor r-et retrakcidnak ﬁevez-
zuk.

Ha Q retraktuma P-nek és Q' izomorf Q-val, akkor
célszerdt Q'-t is P retraktumdnak tekinteni. fgy -td-
gabb értelemben - a Q rendezett halmaz retraktuma a P
rendezett halmaznak, ha vannak olyan f:P->Q ¢és g:Q-=P
rendezéstartd leképezések, melyekre f og = idQ , azaz

a kovetkezd diagramm kommutativ:

A retraktumok sok fontos tulajdonsdgot megdériznek,
bdr nem 6rzik meg példdul hdlok esetén az algebrai tu-
lajdonsdgokat, azaz dltaldban nem homomorfizmusok. Meg-
6rzik a retraktumok a fixpont tulajdonsdgot [13] és al-

taldban az n-fixpont tulajdonsdgot:



3.1. All1itds. Ha Q retraktuma P-nek, akkor \g(Q)Q ?(P).

Bizonyitds. Ha @(P) =oo, akkor nincs mit bizonyitani. Te-
gyik fel, hogy S(P) = n<ow €s legyen r:P-—>Q retrakcid

Q-ra. Tetszdleges £:0">0 rendezéstarto leképezés ese-

tén a
n
g:P =P ; glxqy,...,xp) = f(r(xl),...,r(xn))
leképezés rendezéstartd. Ha (xl,...,xn) fixpontja g-nek,
akkor (r(xl),...,r(xn)) fixpontja f-nek, azaz 3(0)( n.O

A retraktumoknak a fixpont problémdval kapcsolatos
vizsgdlatokban betoltott fontos szerepét mutatja a kdvet-
kezb

3.2. Tétel (Duffus, Poguntke, Rival [4]). A P véges ren-

‘dezett halmaz akkor és csak akkor fixpontmentes | ha P
egy alkalmas Q retraktumdnak van egy fixpontmentes au-
tomorfizmusa.

A 3.2.Tételt felhaszndlva D.Duffus, W. Poguntke és
I. Rival a kiovetkez6t bizonyitjédk: ' :
3.3. Tétel (f4]). Legyen P egy véges rendezett halmaz,
és tegyiik fel, hogy minden B # ScCmax(P) halmazra
le—‘- FPP. Ekkor P I=FPP.
Ha P rendezett halmaz, akkor max(P} (min(P)) jeldli P
maximdlis (minimdlis) elemeinek halmazdt, tovdbba tet-
sz6leges QgP-re szipeP} p<q barmely q eQ-raf és

ik :Epé P| p>q barmely q¢ Q-ra}.
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A 3.3. Tétel gyengébb feltétzlek mellett is igaz:

3.4. Tétel (Baclawski, Bjorner [2]). Legyen a P ren-

dezett halmazra [max(P)|<e. Tegyiik fel, hogy

(i) minden @ # Sg;max(P)—ye 5= FPP;

(ii) minden x¢ P-re van olyan m¢ max(P), hogy xg m.
Ekkor PEFPP.

Megjegyezziik, hogy a mdsodik feltétel a fixpont
tulajdonsdg sziikséges feltétele. Ha ugyanis (ii) nem tel-
jesil, akkor van P-ben egy C maximdlis lanc, melynek
nincs fels6 korlatja. Mivel C fixpontmentes (sot, tet-
szbleges n-re n-fixpontmentes); é&s minden maximdlis
ldnc retraktum (1d. Duffus, Rival, Simonovits [6]),
ezért P 1is fixpontmentes.

3.5. Al11itds. A 3.4. Tétel érvényben marad, ha benne

FPP helyett FPP(n)-t irunk.
Bizonyitds. Legyen £:P">P rendezéstarté leképezés.

Difinidl juk az X4 elemeket rekurziv médon:
Xg € max(P) ;

X, € max(P) és x;  >F(x;,..0 %0,

A P-re kirott feltételek miatt xi-k jéldefinidltak, és
vannak olyan 1<gj 1indexek, hogy Xy o= xj. Legyen
5= ixi,...,x._li. Ha Yis-eoa¥py€ Sx’ akkor

yl,...,yn=< i""’xj-l’ azaz
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f(yl""’yn)‘<f(xi’""Xi)<xi+1
f(yl,...,yn)s;f(xj_z,...,xj_z)sng_l
f(yl""’yn)é;f(xj—l""’Xj—1)<;szxi

Nyertik, hogy S, zart f-re nézve és igy f-nek van
egy fixpontja S _-ban.[

A fixpont tételek egy része bizonyos tiltott retraktu-
mok felsoroldsdval jellemzi egy adott osztdlyon belil a fix-
pont tulajdonsdggal rendelkezd P rendezett halmazokat. Két
ilyen eredményt emlitiink meg példaként:

3.6. Tétel (Nowakowski, Rival [11],[12]). Legyen P 1-magas-
sdagu rendezett halmaz. P akkor és csak akkor rendelkezik
a fixpont tulajdonsdggal, Ha P-nek nem retraktuma 2, a

kételemd antildnc; C a 2n-korona és F a végtelen ke-

Zn) w’
rités (1d. 3. &bra).




Az a feltétel, hogy P 1l-magassdgud, azt jelenti,
hogy P-ben a leghosszabb lanc 2-elemlG. Altaldban is,
egy P rendezett halmaz magassdgdt (vagy hosszdt)

a kovetkezoképpen definidljuk:
¢(P) = supflcl-1]c 1énc P-benf .

3.7. Tétel (Fofanova). Legyen P véges Osszefiiggd ren-
dezett halmaz és tegyik fel, hogy P-ben a legnagyobb

antildnc 2-elemG. P akkor és csak akkor rendelkezik a
fixpont tulajdonsdggal, ha P-nek nem retrakiuma Pn,

ahol Pn a 4. abréan lithatd rendezett halmaz.

4. abra

Megjegyezzik,hogy a hdldkra vonatkozé Tarski-Davis-
tétel is kimondhatd olyan alakban, ahol retraktumok sze-
repelnek (1d.7. fejezet).

A klasszikus esethez hasonléan fontos szerepet jat-
szanak a retraktumok az 4dltaldnositott fixpont tulajdon-

sdg esetében is (1d.pl. 7.2. Tétel, 9.1. Tétel).
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4. (sszefiiggiség, rendezett halmazok dsszege

Az osszefiigghségnek tdbb ekvivalens definicidja
hasznalatos. Ezek kozil harmat ismertetiink:

(1) A P rendezett halmaz akkor és csak akkor ossze-
fiiggd, ha valahanyszor QCP és Q # B, P\Q # @, mind-
annyiszor van olyan g€ Q, és van olyan peP\Q, hogy pgq
vagy qgp.

(2) A P rendzett halmaz akkor és csak akkor Ossze-
fiiggé, ha tetszdleges p,qé€ P-re van olyan F "kerités"
P-ben, mely tartalmazza p-t és qg-t. (F<P kerités P-ben,
ha F elemei megadhatdk egy X1 X100 %p sorozattal
4gy, hogy x;_ ;< x; vagy X; > X; (i=1,2,...,n), és i<j
esetén, ha X4 es xj osszehasonlithatdk, akikor j=i+l.)

(3) A P rendezett halmaz akkor és csak akkor oOssze-
fiiggd, ha 2 nem retraktuma P-nek. (Az n-elemG antildnc
szokdsos jeldlése:n.)

Konnyd meggondolni, hogy egy rendezett halmaz akkor
¢s csak akkor @sszefiiggd, ha az osszehasonlithatésdgi graf-
ja osszefiggd. A P rendezett halmaz GP osszehasoniit-
hatésdgi grdfja az az irdnyitatlan grdaf, melynek pontjai
P elemei, és a kiulonbozd p,q pontok szoms;édosak GP-ben,

ha p 6és q Odsszehasonlithatdk P-ben., Akdrcsak a gréafok, a
rendezett halmazok is egyértelmien eldadllithatok Osszefiiggd
komponensek egyesitéseként.

Rendezett halmazok ©sszegén diszjunkt egyesitésiiket
értjik. Az X halmaz minden x elemére legyen Px egy

rendezett halmaz. Készitsik el a ﬁx rendezett halmazokat a



= §7 =

P ={(D,x) p € ng; (p,x)<<px(q,x)<=é pépxq

definiciodval. Ekkor Fx—ok paronként diszjunktak és a

Px(x€ X) rendezett halmazok Gsszege a

rendezett halmaz. Altaldban gy képzeljiik, hogy maguk a Pxeek
paronként diszjuﬁktak és ekkor Z_ZPX =( UP; ULp )

XX XEX " x€X X
Két osszeadandd (iXIi=2) esetén a P+Q jelolés haszndlatos.

Rendezett halmazok Osszege és az osszefiigghség kozotti
kapcsolat vildgos: P akkor és csak akkor osszefiiggd, ha
osszegfelbonthatatlan. Minden rendezett halmaz osszefiggd
rendezett halmazok (ti. komponensei) 0Osszege. Egyszerﬂen
bizonyithatdk a kovetkezok: ha P és Q dsszefiiggé, akkor
PxQ is Osszefiggdé; ha f:P->Q rendezéstarté és P 0Ossze-
fiigg6, akkor f(P) 0Osszefiiggd.

A klasszikus fixpont tulajdonsdgnak az osszefiiggbség
szikséges feltétele. Valdban, ha a P rendezett halmaz nem
6sszefiiggd, akkor az osszefiiggoség (3) definicidja alap-
jan P-nek retraktuma a fixpontmentes kételemd antildnc,

igy P is fixpontmentes. Az dltaldnositott fixpont tulaj-

donsdg esetében érvényes a

4.1. Allitas. 8(P1+...+Pk) = g(P1)+...+g(Pk).
Bizonyitds. Legyen. P=Pi+...+P , és tegyik fel el6szor,

hogy Pi—k osszefiiggdk. Ha Q<Pi>:°° valamely 1lgigk-ra,



akkor, mivel P, retraktuma P-nek, 8(P)=u) is teljesdil.
Tegyiik fel, hogy g(Pl),..., (P, )< 0. Legyen m= 3(P)
és legyen n, = 3(?1) valamint legyen nN=nj+...+n .

(i) m<gn bizonyitdsa. Legyen £.PN—p tetszdleges

rendezéstarts leképezeés. Vdlasszuk az al,...,anf P
elemeket a kovetkezdoképpen:
a1 ,an1€P1,
anl+1’ o ’anl+n2€ P2 ’
a, 4 N +10 080, +n. € Pk.
1ttty IR
Tegyiik fel, hnogy f(al,...,an)€ P, valamely 1gigk-ra.
n

Definidljuk a g:Pii-—ePi leképezést a kovetkezoképpen:

glxy,...,x_ ) =
1 ny
,a.) .

,xl,...,xni,an +"‘+ni+l’..' n

=.f(a;,...,a
1 1

nl+ooo+ni-l

ny n, .
Mivel Pi osszefliggd, ~g(Pi )C Pi valoban teljesul. Igy
g-nek van egy fixpontja, amibd8l f egy fixpontja szdrmaz-
tathato.

(ii) wm>2n bizonyitdsa. Elegendd megmutatni, hogy

P¥FPP(n-1). Megadunk egy fixpontmentes rendezéstarté f:Pn°l>P

leképezést. Minden 1gigk-ra ¢és minden Ostgni—l—re rogzit-
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sink egy

fixpontmentes rendezéstartd leképezést (ha t=0, akkor

legyen 9, ¢ €9y rogzitett eleme Pi—nek). A feltételek

szerint g. ,-k megadhatdk. Tetszdleges (a,,...,a ye P Lore
i,t 1 n-1

legyen

i=iay,.. 3 = minf 1] 1{3 ] ay¢ P Hl<ng, .
A feltételek szerint az 1i=i(ay,...a _y) definiciéjdban

szerepld halmaz nem-iires, igy 1 jéldefinidlt. Legyen to-

vabba ij|aje Pi}=231<...<jt§, ahol t=t(a,...,a, ),
jl=j1(al,...,an_l),...,jt=jt(al,...,an_l). Végiil definidljuk
f-et az '
f ... = g. . .
(ay, 8,1 gl’t(aji, ,aJt)
egyenldséggel. Ha (al,...,an_l)cg(bl,...,bn_l) , ~akkor’
i(al,...,an_l) = i(bl""’bn—l)f
t(al,...,an_l) = t(bl,...,bn_l) és
38y, v = 3y(bp, b ) @l
fgy f(a,,...,a ) =g, ,(a. ,...,a J)Kg (b ,...,b )=
1 n-1 i,t Ji Jt it J‘l J't
= f(by,...,bq_1) , azaz f rendezéstarté, tovébbd f nyil-

vanvaldan fixpontmentes.

Legyensk most Pi-k tetszdlegesek. Ha S(Pi) = o0 vala-
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mely 1lgi¢k-ra, akkor 8(P)=éﬂ , 1gy feltehetd, hogy
g(Pi)<;w minden lgigk-ra. Ekkor minden egyes Pi véges
sok komponensbdl &ll, azaz Pi=P11+"‘+Pili’ ahol Pij-k
osszefiiggdk. Ha ugyanis Pi végtelen sok komponensbdl
dallna, akkor Pi—nek_retraktuma lenne a végtelen elemd
antildnc, amibdl g(Pi)=00 kdvetkezne, ami ellentmondds.

Az 6sszefliggd ssetben kapott eredményt kétszer alkalmaz-

va irhatjuk:

(¢

(P) = S(P11+...+Plli+...+Pkl+...+Pk1£ =

= QP v gPyy e gy I g(Py ) -

) =Q(P )+ 40P &

k

=g(Pll+...+Plll)+...+g(Pkl+...+Pkl

4.2. Kovetkezmény. Legyen P=Pl+...+Pk.

(i) Ha PrEFPP(n), akkor valamely n=n +...+n  fel-

bontésra P,F FPP(nl),...,PQ=FPP(nk).
(ii) Ha Py=FPP(n ), ...,P FFPP(n, ), akkor PE-FPP(n+...+n ). 0

A fentiek lehet6vé teszik, hogy az n-fixpont tulajdon-
sdaggal kapcsolatos vizsgdlatokat osszefiiggd rendezett hal-
mazokra korldtozzuk.

A 4.1. Allitds alapjan konnyl olyan P, rendezett
halmazt konstrudlni, amelyre S(Pn):n teljesiil. Nem trivi-
dlis azonban olyan osszefiiggd Pn-eket megadni, melyekre
g(Pn)=n. Konkrét példdkat az utolsé fejezetben fogunk adni,

itt csak Pn-ek létezését bizonyitjuk.
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4.3, A11itdas. A P ¢és a 0 rendezett halmazokra érvényes a

Q(Px0)) g(P)+p(Q)-1-

osszefligges.
Bizonyitds. Legyenek £.PHP és g:0q+0 fixpontméntes ren-

dezéstartd leképezések. Ha a h: (PxQ)™ "5 Px0 leképezést a

h((xl,yl),...,( )) = (f(xl,...,xm),g(ym+1,... )

Xm+n’ym+n ’ym+n

egyenldséggel definidljuk, akkor h nyilvanvaldan fixpont-
mentes és rendezéstarts. O

4.4. Kovetkezmény. Tetszdleges né€IN-re van olyan Q véges,

osszefiiggé rendezett halmaz, melyre o(Q)>n. [

4.5. Allitas. Legyen a P rendezett halmaz tetszéleges

p
eleme. Ekkor Q(P\Qp{))g(P)-lu
2
Bizonyitds: Ha @(P\§p})=o0, akkor nincs mit bizonyitani.

N+l

Legyen 9(P\Qp})=n<w és legyen f:P "5 P tetszGleges rende-

zéstarto leképezés. Definidljs g:P™»P-t a

g(xl,...,xn) = f(xl,...,xn,p)
egyenldség. Ha p=f(x1,...,xn,p) valamely (xl,...,xn)ePn—re,
akkor (x;,...,x ,p) fixpontja f-nek. Ha ilyen (xy,..05x,)

nincs, akkor g(Pn)ggP\{pg, és g(P\Qp}):n miatt a gr(P\ﬁﬂ)n
leképezésnek van egy (yl,...,yn) fixpontja. Ekkor (yl,,,,,yn,p)
fixpontja f-nek.0O |

4.6. Allités. Ha P egy véges Osszefiiggd rendezett halmaz,
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akkor van olyan pé€P, hogy P\{p} is dsszefiiggd.
Bizonyitds. Legyen Gp P osszehasonlithatésdgi grafja.
Vegyiik észre, hogy tetszdleges peP esetén GP\{pf Q;ng.
Mivel P akkor és csak akkor odsszefigg6, ha Gp, ossze-
fiiggd, elég beldtni, hogy valamely p ¢ P-re Gp\Qp}»ﬁssze—
figgd. Grafokra ilyen p 1létezése jol ismert: legyen p

G_. egy feszitd fajdnak egy elsd fokd pontja. O

p
4.7. Allitds. Minden né€iN-hez van olyan P, véges ossze-

fiiggd rendezett halmaz, melyre g(Pn)zn.

Bizonyitds. Tekintsiink egy olyan Q véges osszefiiggé ren-
dezett halmazt, melyre Q(Q))n. Ilyen 0 a 4.4. Kovetkez-
mény szerint van. A 4.6. Allitds szerint Q elemeit meg
tudjuk adni egy Qp,- -0 sorozattal dgy, hogy a
Qi:{ql,...,qii rendezett halmazok osszefiiggbk (i=1,...,k}.
A 4.5, Allitds alapjan a

Q(Q),...,e(Q)

~ ~

egy olyan 1-gyel kezdddd és m3yn-nel végzddd sorozat, mely-
ben g(01+11<g(01)+1, igy van olyan 1 (1l<igk), melyre
o(Q;)=n.0
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5. Lexikografikus Gsszegzés

Lexikografikus oOsszegzéskor egy rendezett index hal-
maz szerint egyesitink rendezett halmazokat. Legyen A
rendezett halmaz és minden x € A-ra legyen BX rendezett
halmaz. Tegyik fel, hogy Bx—ek paronként diszjunktak
(ha nem ilyenek, akkor tekintsink Bx-ek helyett alkalmas,
veliik izomorf B -okat). A B =(B ;< ) jeloléssel a B

X
rendezett halmazok A szerint vett lexikografikus oOsszege a

B, = ( UB;( Ug )UCUB, xB))
sz X x€A X xeA X x<y © Y

rendezett halmaz, vagyis ‘Z: Bx—ben ugv, ha u,v'(Bx és
ug v, vagy u€B , vE By é;’Ax<y (v.o.[9]).

A lexikografikus Osszegzés és a rendezett halmazokon
végezhetd tovdbbi miveletek aritmetikai tulajdonsdgaival itt
nem foglalkozunk, ezek leirdsa pl. (9] -ben megtalalhats.
Csak az 4dltalanos asszociativitdst emlitjik meg, erre a
késdbbiekben sziikséglink lesz. Tegyiik fel, hogy az I rendezett
halmaz minden i elemére Ai rendezett halmaz és minden
i€ I -re valamint az Ai rendezett halmaz minden x elemé-
re Bx rendezett halmaz. Ekkor érvényes a

Z BX:Zi,I(Z B.)

x,A, X
i

altaldnos asszociativitasi torvény (1d. [9]).
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Ha a lexikografikus Osszegzésnél az A indexhalmaz

linedrisan rendezett, akkor a 2{: B jelilés helyett
X, A .
a (B, jelslés haszndlatos.
X €A
A lexikografikus dsszegzés és a fixpont tulajdonsdg

[62]

kapcsolatdval M.Hoft H. Hoft [7],[8] valamint A.Rut-
kowski [15] foglalkoztak. M.Hoft és H.Hoft [7]-ben bizo-
nyitottak, hogy ha P = ). B, lancteljes és A valamint
az 0sszes BX rendelkezikXéAfixpont tulajdonsdggal, akkor
P 1is rendelkezik a fixpont tulajdonsdggal. A.Rutkowski

DS]«ben kimutatta, hogy P 1ldncteljessége elhagyhatd, ér-

vényes tehat az

5.1. Tétel. Ha A és Bx (x € A) rendelkeznek a fixpont

tulajdonsdggal, akkor QEZ Bx is rendelkezik a fixpont
tulajdonsaggal.
Mivel tetsz6leges P :‘Zz B>< lexikografikus osszeg-

X, A
, az a feltétel, hogy A rendel-

nel A retraktuma P-nek
kezik a fixpont tulajdonsdggal nem hagyhatdé el. Bizonyos
Bx—ek azonhan lehetnek fixpontmentesek, mikozben P rendel-
kezik a fixpont tulajdonsdggal (1d. [8]).
Az 4d4ltaldnositott fixpont tulajdonsdg esetében a hely-
zet bonyolultabb, Q(A) és g(B ) (x € A) nem hatdrozzédk meg
<7
9(213 B )-et. A kdvetkezd példékban g(z;l B,) rendre

X,A
2,3 1lletv0 4, jéllehet minden esetben g(A) 2 ?(B )=2 (x€A).

5.2, PElda. A = ng, X:£Xi (x € A). Ekkor g(l)—Z.

Bizonyitds. Mivel g(f{1>=2, Q(P)>2  vilagos.
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Legyen Xy minimdlis eleme A-nak, b1 minimdlis
eleme Bxl-nek, és legyen X maximdlis eleme A-nak,
b2 maximdlis eleme sz—nek. Ha f:P2-§P rendezéstarto
leképezés, akkor f(bl,bz).>bl vagy f(bl,bz):gbz, és
igy f-nek van fixpontja, azaz 8(P)<2;D

Az 5.2. Példa bizonyitasaban felhasznidltuk a kovet-
kezd, a klasszikus esetben is j6l1 ismert alap%eté tényt

(1d. S. Abian és A.B. Brown [1}):

5.3. Allitds. Ha P 1lancteljes (azaz minden P-beli lanc-

nak van infimuma és szuprémuma}, és az £:P">P rendezés-
tarté leképezésre valamint az al,...,ancP elemekre
f(al,...,an) tsszehasonlithaté valamelyik a;-vel, akkor
f-nek van fixpontja.

Bizonyitds. Legyen g(x)=f(al,...,ai_l,x,ai+l,...,an).
Ekkor g rendezéstartéd és g(ai)ng: vagy g(ai)>ai,
igy az Abian-Brown —-tétel szerint g-nek van egy b fix-

pontja, de akkor (al,.. b,a,

1+1,...,an) fixpontja

AT
f-nek. O

5.4. Példa. A=M, B =wdu’ (x €A). Ekkor Q(P)=3.

Bizonyitds. Az 5. dbra jeldléseit haszndlva definidljuk

az f:Pz-aP leképezést a kovetkezdoképpen:

(9,(y)  ha x€B; és y€B,

b, ha x¢B, ¢és y(B2

gl(y) ha x¢ 82 és y€"B1

F(x.y) - by ha x¢B, ?s y ¢ By
ga(y) ha % ¢By és y¢B,

b, ha x€By; ¢és y{B,

g5 (y) tha x€B, és y¢By

| b5 ha x¢€B, és vy ¢BB,



ahol g.:beBfi=1,. ..,4) fixpontmentes rendezéstartsd

5. &bra

f definicidja alapjédn vildgos, hogy f fixpontmentes,
és azt is konnyG ellendrizni, hogy f rendezéstartd, azaz
S(P)>2.

3

Legyen most {:P"—=>P tetsz8leges rendezéstartdo leké-

pezés, és legyen u=f(b1,b2,53). Ha wu €38, akkor B, zdrt
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g-re, ahol g(x,y)=f(x,b2,y). Mivel 8(81)=2, g-nek van
egy (x_,y,) fixpontja, de akkor (Xo’b2’yo) fixpontja

f-nek. A tovabbi harom esetben (u €B,,u €B5,u €8,) ha-’

sonldan adédik f egy fixpontja. O

5.5. Példa. A=2, B =2 (x€A). Ekkor P=4, igy g(P)=4.l3

Az 5.1. Tétel természetes dltaldnositdsa a kdvet-
kezd: ha g(A)=n és minden x€A-ra 9(Bx)=m’ akkor
9(22; Aax)g n-m. Ezt az 411itdst ilyen dltaldnossdgban
nem sikeriilt bebizonyitani, csak abban a specidlis eset-
ben, amikor S(A)=l:

5.6. Allitds. Ha A rendelkezik a fixpont tulajdonsdg-

gal, akkor

S(Z ABX)<sup ?(Bx).
, .

_ xX€A
Bizonyitas. Az 5.1. Tétel [8]-ban megadott egyszerd bi-
zonyitdsa alapjan haladunk.

Ha sup g(BX)=d9, akkor nincs mit bizonyitani. Te-
gyik fel,xeaogy sup g(Bx):n<00, és legyen £:P">P tet-
szbleges rendezésigﬁté leképezés. Minden a¢€¢A-ra defini-

dljuk az Af(a)g A-t igy:
Ap(a) = {yen T, oo x €8 (X, ., %) € By} .

Minden a¢A-ra legyen a' Af(a)—nak rogzitett eleme dgy,
hogy a'#a, ha. Af(a)# {a}. Az df(a)=a' leképezés rende-

zéstarté. Valdban, ha al<82’ akkor tetszdieges xl(Bg es
1
n .
. ( A
x, €B, esetén x;<x,, azaz f(x;)<f(x,). Ezért ha

2 e
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f(xl)C Byl 6s f(x2)€ Byz, akkor y,&vy,. Van tehdt «.-nek
egy fixpontja, legyen ez a . Ekkor f(Bg )g;Ba , igy f-nek
0 0
van egy fixpontja 82 -ben. 1
0
Az 5.6. Allitds eldtt megfogalmazott sejtést az 5.6.

Allitdson kiviil a lancok esete is valdszinGsiti: ha A 1ldnc
és B_-ek lancok, akkor (@B_) = n.m, ahol g(A)=n és

X x€A X
g(Bx)=m (x€A). Ezt az 411litast a 8. fejezetben fogjuk bi-
zonyitani.

Ha a lexikografikus Osszeg lancteljes és 'g(A)>1, ak-
kor S(Z Bx)-et g(A) egymaga meghatdrozza:

x,A

5.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy A Osszefiiggd rendezett hal-

maz, €és minden a€A-ra Ba rendezett halmaz dgy, hogy P=

= B_ lancteljes. Ha Q(A)>2, akkor Q(P) = Q(A).

ZE;,A a 3 7z g g

3izonyitds. Mivel A retraktuma P-nek, S(P)>8(A) vilédgos.
Legyen g(A)=n<bo, és legyen £.P7>P tetszdleges rendezés-
tartd l=képezés.

Tegyiik fel, hogy van olyan aoeA, és van olyan
xl,...,xné P, hogy valamely lgmgn-re Xﬂl€880 és
f(xl,...,xn) €Bao. Legyen ‘Zefl,...,ni\\{mg (ny2 miatt
van ilyen £), és tegyik fel, hogy x € B_ . Legyen a,=c_,

{ ay 1 7o
Cy,...,C, =3, A-beli sorozat ugy, hogy Ci-f< c, vagy 5
C, 17 cy (i=1,...,k). Ha a;=a,, akkor legyen k=2, és le- g
gyen Cy tetszoleges olyan A-beli elem, melyre ad<cl vagy
ao> c teljesil. Ilyen elemsorozat A Osszefiiggd volta

miatt mindig megadhatd. Legyen vy = x,, €s minden i=1,...,(k-1)-

-re is rogzitsiink egy yie Bc. elemet . Legyen tovabha
1 .
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(1) (X9 "’Xﬂ-l’yi’¥£+1""’xn) és uizf(x(i))

(i = 0,1,...,k=-1).

Mivel f rendezéstartd,és ha c; ;<c; (c;_;>¢;)
akkor yi_1<,yi (yi_1> yi), uj_y €s uy osszehasonlit-
hatok (i=1,...,k-1).

Ha Uk-l€ B, , akkor i (k-1) ?-

edik komponense (=W+i)
0
és uk_1=f(x(k'l)) Gsszehasonlithatdk, igy az 5.3. Allitsas
alapjan f-nek van fixpont]ja.

Ha uk—lﬁ'BaO’ akkor legyen j az elsd olyan index

(1¢3¢k-1), melyre lﬁi¢880' Ekkor uj_lé Bao miatt Uj>xm

vagy lﬁj<xm teljesil, tehat az 5.3. Allitds ismét alkal-
mazhatéd.

Tegyiik most fel, hogy valahdnyszor f(xl,...,xn)é Bys
mindannyiszor xl,...,xné P\Ba. Minden a€A-ra rogzitsik

B, egy p, elemét, és definidljuk az «:A"> A leképezést a

kovetkezOképpen: ha f(pa b Py ) €B,, akkor legyen

1 n
a(al,...,an) = a.
Mivel f rendezéstartd,& is rendezéstartd, de « fix-
pontmentes is, ami =llentmond g(A)=n-nek.C]

Hasonldan bizonyithatd az

5.8. Allitds. Ha Q(A)=1, IAI>1 ¢s P=Zx By lancteles,
akkor §(P)<2. ’
Az 5.7. Allitdsban és az 5.8. Allitdasban P lancteljes-

sége nem hagyhatd el (lasd. pl. 8.8. Tétel).



6. Direkt szorzat

A kovetkezd nevezetes sejtés I1.Rivaltdl ered:
ha a P ¢és a ( rendezett halmazok rendelkeznek
a fixpont tulajdonsdggal, akkor PxQ is rendelkezik
a fixpont tulajdonsdggal. A Rival-sejtéssel kapcso-
latban tobb részeredmény ismeretes; ezekben az ese-
tekben P és (0 valamelyike a fixpont tulajdonsédgon
kivil valamilyen tovébbi tulajdonsdggal is rendelkezik.
Ebben a fejezetben eldszor megadjuk néhdny ilyen ti-
pusti tétel &dltaldnositdsat.

A P és Q rendezett halmazra jelolje PQ azt
a rendezett halmazt, melynek tartdhalmaza az %ﬁD+P(f
rendezéstartd} halmaz, és fgg akkor és csak akkor,
ha f(x)gg(x) minden x¢€Q-ra.

A P rendezett halmazt lebonthatdnak ("dismantlable")
nevezzik, ha P 1ldncteljes, és PP—ben az identikus le-
képezés és valamelyik konstans leképezés ugyanabban a
komponenshen vannak [2]. Véges csetben a lebonthatdsag
ekvivalens avval, hogy P irreducibilisek dltal lebont- o
haté [2]. Ez utébbi azt jelenti, hogy P elemei megad-

hatdk egy x X sorozattal dgy, hogy x, irre-

01x1’°": i
ducihilis a Piz{XO’Xl""’xiE'ben (i=1,...,n). Az x€P
irreducibilis, ha pontosan egy olyan yéP 1létezik,

melyre x=vy (azaz x<y ©és x<zgy-hol z=y kivetkezik)
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vagy pontosan egy olyan y€P 1létezik,melyre X¥y

A lebonthatdsdg igen er6s tulajdonsdg; maga utéan
vonja példdul a fixpont tulajdonsag teljesulését [2],[s].
Igaz tovdbbad a kovetkezd: ha a P rendezett halmaz le-
bonthatd, Q@ tetszdleges rendezett halmaz, akkor PQ le-

bonthatd [2],[5].

6.1. Tétel (Baclawski, Bjorner [2]). Ha P lebonthatd,
és Q rendelkezik a fixpont tulajdonsdggal, akkor PxQ

rendelkezik a fixpont tulajdonsdggal.

6.2. Allitéas. Ha P lebonthatd, és QO rendelkezik az n-fix-

pont tulajdonsdggal, akkor Px{Q rendelkezik az n-fixpont
tulajdonsdggal.

Bizonyitds. A 6.1. Tétel bizonyitdsat kovetjik. Legyen
£:(PxQ)">PxQ

£((py,ay),. .., (p,a,0)=(g((py,0ay),...,(p ,a.)),

h((pl,ql),...,(pn,qn)))

n n

rendezéstartd leképezés. DOefinidljunk egy m:ﬁ]-ﬁ'PQ ren-
n
dezéstartd leképezést az aldbbiak szerint. Ha w €PQ

akkor legyen

c(w(ql,...,qn) = g((w(ql,...,qn),ql)’,,_,(w(ql,,,,,qn),qn))_

n n
Mivel PU lebonthatd, pd k= FPP, igy a-nak van egy Wy

fixpontja. Ha a v:Q"=Q leképezést a



V(Q1a ¢ - ’qn)zh((WD(QI) se 1qn))QI)’ A )(WU(Ql""aqn),qn))

egyenldoség definidlja, akkor .v rendezéstartdé és QkFPP(n)

miatt van egy (qio),...,qéo)) fixpontja. Ekkor azonban

(g™, a8929,080 0 wgal®, 69,6

fi)épontja f-nek.[d

A kovetkezd tétel A. Rutkowskitol szdrmazik (ugyanezt
a tételt gyengébb formdaban J.W.Walker bizonyitotta,d P és Q
ldnctel jességét is feltette):

6.3. Tétel ([14]). Ha a P rendezett halmazra PEGFPP, és a

Q rendezett halmazra Q&FPP, akkor PxQEFPP.

Itt GFPP jelentése a kdvetkezs. Egy F:P+P(Q)\ {83 1leke-
pezést multifiggvénynek nevezink., Ha P és Q rendezett halma-
zok, akkor az F:P2Q multifiggvény rendezéstartad, ha;%§p24m1
F(py)F(p,) kivetkezik, ahol X,Y€P(Q) esetén X&Y, ha
minden x€X-hez van olyan y€Y, hogy x¢y és minden yé€Y-hoz
van olyan x€X, hogy xgy (P(Q)-nak £ nem rendezése, mert X Q)-n
altalaban nem aﬁtiszimmetrikus.) Ha P=Q és F multifiiggvény
P-n, akkor p¢P fixpontja F-nek, ha péF(p). PGFPP , ha
minden rendezéstarté F:P»P multifiiggvénynek van fixpontja.
J.W.Walker bizonyitotta ﬂ71—ben, hogy véges esetben GFPP ¢€s
a lebonthatdsdg ekvivalensek. A rendezéstartd leképezéseket
multifiggvényeknek tekintve azonnal adddik, hogy GFPP maga

utdn vonja FPP-1.
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6.4. Allitds. Ha a P rendezett halmazra P&GFPP, és a

Q@ rendezett halmazra QeFPP(n), valamint Q 1ldncteljes,
akkor PxQkEFPP(n).

Bizonyitds. Lényegében megegyezik a 6.3. Tétel bizonyi-
tdsaval. A 6.2. Allitds bizonyitdsahoz hasonléan légyen
£:(PxQ)HPx0,f=(g,h) rendezéstartd leképezés. Defini-

4l junk egy G:P2Q"  és egy H:Q"—» P multifiggvényt a ko-
vetkezdképpen:

G(p)={(ql,...,qn)lh((p,ql),...,(p,qn))=qi valamely lsigrr-reg,
H(ql,...,qn){b|g((p,ql),...,(p,qn)) = D}.

Mivel PEFPP ¢és QKFPP(n), valdéban multifiggvényeket defini-
dltunk. G rendezéstarté Q 1léancteljessége és az 5.3. Allités
miatt. Hogy H rendezéstartd, az a kovetkezdn mulik: ha

PEFPP, akkor [p)EFPP, ahol [p)=fx£P|x;p},Valéban, az

x ha x3p
r(x) =
p killonben
egyenldséggel definidlt leképezés retrakcié P-rdl [p)-re.

KonnyG ellendrizni, hogy a HeG:P=P,

H°G(p)=L) H(Qy,...,q,)
(ql,.. .,9,)€6(p)

multifiggvény rendezéstarts, igy van egy Pg fixpontja.

Ha pg GH(Q(O),...,Q(O)), ahol (q(O) (D)) €

(0)
akkor  ((pg,ay;" ", --.,(pg,a,

G(p0

PR

fixpontja f-nek. O
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A.Rutkowskitdl szarmazik a kiovetkezo

6.5. Tétel ([14]). Legyen P 1léncteljes rendezett hal-

maz, és tegyik fel, hogy minden F:P9P rendezéstarté
multifiiggvényre van olyan (po,pl) osszehasonlithatd par
(pg¢Py Vvagy pg¥p,), hogy pi€F(py). Ha QBFPP, akkor
PxQkFPP.
(A P-re vonatkozd mdsodik feltétel ismét maga utdn von-
ja a fixpont tulajdonsdg teljesilését.)

Az dltaldnos esethen (Q 1ldncteljességét is feltessziik:

6.6. Allitds. Tegyiik fel, hogy a P és Q 1léncteljes ren-

dezett halmazokra QEFPP(n), valamint tetszéleges F:P»P
rendezéstarto multifiggvényhez van olyan (po,pl) ossze-
hasonlithatd pdr, melyre pleF(pD). Ekkor PxQEFPP(n).
Bizonyitds. Mivel a szorzat megdrzi a léncteljességet,

PxQ lancteljes. Legyen f:(PxQ)™»PxQ, f=(g,h) rendezéstartsd
leképezés. Definidljuk a G ¢és H rendezéstarto multifigg-
vényeket ugyanugy, mint a 6.4. Allitds bizonyitdsaban. A fel-

tételek szerint valamely (po,pl)—re D1€H°G(DU) és pg

valamint Py 8sszehasonlithatok, példaul PPy - Ekkor

valamely (qio),...,q£05€an—re és valamely l€ign-re
o((ppal®y, .. (py,a{®) = b s
h((pg,ai®), ..., (pg.al?hy) = d2
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Mivel most f((pl,q§0)),...,(pl,qéo)))g(pl,éZB, az

5.3. Allitds miatt f-nek van egy fixpontja. O

A Rival - sejtés egy &dltaldnositdsa a
(%) S(PXQ)=X(P)+3(Q)-1

egyenldség. Valéban, Q(P)=@(Q)=1 esetén a (x) egyenlé-

ség éppen azt jelenti, hogy a fixpont tulajdonsdg oOrok-

16dik szorzatokra. A 4.3. Allitas szerint (x)-ban >

<

jes dltalanossdgban (x) biztnsan nem igaz, ha ugyanis P

mindig teljesil, igy csak a tel jesiilése kérdéses. Tel-
az n-elemli, Q az m-elemd antilanc, akkor PxQ izomorf az

n.m-elemG antildnccal, igy
nem = &(an) #g(P)+g(G)—1 = n+m-1,

ha n,m>l. Osszefiiggd rendezett halmazokra azanhan, vagy
specialisabb osztdlyokra igaz lehet a fenti egyenldség.
(Megjegyezzik, hogy az eredeti Rival-sejtés is osszefiiggd
rendezett halmazokra vonatkozik, mivel a fixpont tulajdon-
sdg teljesiilése maga utdn vonja az Osszefiiggoséget.) A feje-
zet hatra 1évd részében olyan eseteket tdrgyalunk, ahol
(x) igaz és a 6.2, 6.4 valamint a 6.6. Allitdsokkal szem-
ben (amelyekben Q(P)=1 volt), mosp.S(P) és 8(0) tetszéble-
gesek lehetnek.

A tovabbiakhoz szlikségink lesz a '"gap" fogalmara

(1d.[5]). Ha P rendezett halmaz és p?D,Us;P, akkor a
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(D,U) part gap-nek nevezziik a kovetkezo két feltétel

teljesilése esetén:
(1) DSU* és UsD™ ;
(ii) nincs olyan x€éP, melyre d¢xg§u teljesiilne min-

den déD és uéU esetén, azaz D*AU* = 0.

((i)-ben elegendt lett volna csak az egyik feltételt kikdt-
ni, mivel a két feltétel barmelyike maga utdn vonja 3
médsikat).

Jelolje G(P) a P-beli gap-ek halmazat. Q(P) rendezett

halmazzd tehetd a kovetkezd definicidval:

(D1 ’Ul) < (DZ,UZ)@ valamely u€U,-re és dé€D,-re ugd.

6.7. Segédtétel. L(G(Px)) = L(G(P)) + L(G(EII+1.
Bizonyitds. Legyen I(Q(PXQ))=R, f(%(P))=m, 2(%(0))=n.
(a) kgm+n+l. A feltételek szerint P-ben megadhatdk a

(B ,U3¢(D,,U )< ... (0 1,0 )

gap-ek, és hasonldan Q-ban megadhatdk az

(El,v1)<(E2,v2>< ..o <L (E )

n+1’Vn+l
gap-ek. Legyen eéE1 és U(Um+1' Konnyd ellengrizni, hogy
(Dlee}fulx583)
(Dm+lxie§ium+lxie})
( $udx El,?u}x Vl)

( §u} x En+i,§u§x Vi)
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PxQ-beli gap-eknek egy novd sorozata, azaz k2(m+l)+(n+l)-1=
m+n+1.

(b) kgm+n+l. Legyenek

(Fl,wl)<(F2,w2)<. ..<(Fk+1,wk+1)

PxQ-beli gap-ek. XePx(Q esetén X vetilete P-re és Q-ra az

Xp =Z peP[ (p,q) € X valamely Q£Q—ra.} és az

Xq = iqéQ I(p,q)é X valamely p(P—re}

halmazok. Legyen Di és Ui Fi illetve Wi vetiilete P-re,

és legyen Ei es Vi Fi illetve W.l vetillete Q-ra. Ekkor
(Di,Ui) gap P-ben, vagy (Ei,vi) gap Q-ban. Valdéban, egy-
részt konnyd 14tni, hogy Df5<ui)x és Eisg(vi)x . Masrészt

ha sem (Di’Ui)’ sem (Ei,vi) nem gap-ek P-ben illetve Q-ban,
akkor van olyan x€éP 1illetve yé€Q, hogy dgx£u minden
déDi-re és uQUi—re illetve egygv minden eéEi—re €s
v€Vi-re. Ekkor azonban bdrmely féFi—re és wéwi—re
f<(x,y)gw, ami ellentmond (F,W) gap voltdnak.

Ha i<j és -példdul- (D;,U;) valamint (D,,U;) gap-ek
P-ben, akkor (Di’Ui)<(Dj’Uj) is teljesiil. Valdban, (Fi,wi)<
<(Fj,wj) miatt valamely (u,v)(Wi—re és valamely (d,e)éFj-re
(u,v)g(d,e). Ekkor u€U; és deDj tovdbbd ugd, azaz (Di’Ui)<

<(Dj,Uj).

A fentiek szerint a
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legil(Di,Ui) gap P-ben}
€s a

szng(Ej,Vj) gap Q—ban}

halmazokra H1UH2=§1,2,...,|<+1§ illetve [H|gm+1, [H | < n+l

1!
teljesil, amibdl kgm+n+l adédik.[Od

6.8. Segedtétel. Tegyik fel, hogy a P rendezett halmaznak

.van legkisebb eleme, és P-ben minden maximdlis ldncnak van
legnagyobb eleme. Ekkor g(P){l(g(P)MZ.
Bizonyités. e(&(P)) szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.
Legyen 2(%(P))=—l, ha g(P)fﬁ. Ekkor azt kell dgtni? hogy‘gﬂﬂ=1,
azaz ha f:P9P rendezéstartd, akkor f—nek'van fixpontja. Mivel
most P ldncteljes (kilénben Q(P)fﬂx és f(Op);Op, alkalmaz-
hatjuk az 5.3. Allit&st.

Legyen most f(g(P))=n;O, és tegyiik fel, hogy az 4llités

n+%a-P

igaz minden olyan P-re, melyre [(Q(P))<n. Legyen f:P
rendezéstartd leképezés és definidljuk a g:P»P leképezést a
kovetkezdképpen:

g(x)=f(0p,...,0 ,X) .

p
Legyen HzixeP]xsg(x)g. Mivel OpeH, H#@. Legyen C maximdlis ldanc
H-ban. Ha c=sup C létezik, akkor g(c)=c, azaz (Up,...,Op,c)

fixpontja f-nek. Valéban, tetszdleges x€C-re g(c)rg(x)zx, igy
g(clpc. g(cl)>c esetén g(glc))>g(c) miatt g(c)éH 1is teljesiilne.
Ez ellentmond annak, hogy C maximdlis lanc H-ban.

Tegyik fel, hogy sup C nem létezik, és legyen c felsd

korldtja C-nek (a maximdlis ldncokra vonatkozd feltétel

miatt ilyen c¢ létezik). Ha wu=g(c), akkor u 1is felsd
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korldtja C-nek. Mivel sup C nem létezik, (C,C*)GQ(P).

u€C® miatt f(g([u)))<n, masrészt [u) zart a

h(xl,... X ) = f(xl,. c)

*n+1 1 Xpel

léképezésre. Az indukcids hipotézis értelmében g([U))é
f(g( [u)))+2g n+l, ezért h-nak (és f-nek) van fixpontja.[d

6.9. Allitds. Ha a P és a Q rendezett halmazoknak van

legkisebb elemiik, tovdbbd Q(P)=L(G(P))+2 és 3(0)=I(g(0))+2,
akkor PkQ—ra igaz a (%) osszefiiggés.
Bizonyitds. Foltehetjik, hogy P-ben és Q-ban minden maxi-
mdlis lédncnak van legnagyocbb eleme (kiilonben 3(P)=oo vagy'
S(Q)=oo lenne}. Konnyd ellendrizni, hogy ekkor PxQ-ban
is minden maximdlis ldncnak van maximdlis eleme. PxQ-nak
(Op,OO) legkisebb eleme, igy alkalmazhatjuk a 6.8. Segéd-
tételt:

g(PxQ>g.£(g<Pxo)>+z.

A 6.7. Segédtétel szerint
SPx LGP +E(§())+1+2=8(PI+Q(Q)-1,

amit bizonyitani kellett.O
A 6.9. Allitds feltételeinek eleget tevé P-k és Q-k vald-
ban léteznek; ilyen pl. P=(w®up)m, 0= woH™ (vi.10. fejezet).

6.10. Segédtétel. Tegyik fel, hogy a P rendezett halmazra

0 (P)¢es, tovébba valamely a,éP-re és minden b € max(P)-re

a &b teljesil. Ekkor S(P)g L(P)+1.
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Bizonyitds. Legyen 4£(P)=n. A bizonyitdst n szerinti
teljes indukcidval végezziik.

Ha n=0, akkor P egyelemd és ekkor Q(P)=1.

n+l>P tetszo-

Tegyik fel, hogy n>0 és legyen f:P
leges rendezéstartd leképezés. Definidljuk a g:Pq-P

leképezést igy:

g(xi,...,xn)zf(xl,...,xn,ao).
Ha K(Q(Pn))=n, akkor valamely (al,...,arﬂ €PM-re és
valamely b€ max(P)-re g(al,...,an)=b. Igy

f(al,...,an,b) ?f(al,...,an,ao) = g(al,...,an)zb,
és mivel b maximdlis volt, f(al,...,an,b)zb, azaz
(a;,...,a ,b) fixpontja f-nek.

Tegyiik fel, hogy {(g(P"))<n. Most -g rendezéstarté
volta miatt- tetszdleges b € max g(Pn)—re g(aO, - >ao)< b.
Valéban, ha b¢max g(P"), akkor b=g(al,...,an) valamely
(ay,...,a )¢P"-re, és a,,...,a_€max(P) is feltehets. Igy

n l) ) n
g(ao,...,ao)égﬂal,...,an)zb.

Alkalmazhatjuk tehat g(P")-re az indukciés hipotézist: a
glg(P") 1leképezésnek van egy (ay,...,a ) fixpontja, de
akkor (al,...,an,ao) f-nek fixpontja.l

6.11. Allitds. Tegyiik fel, hogy aj€P-re apga minden

a € max(P) esetén, és byéQ-ra bg{b minden béemax(Q) ese-

tén. Tegyiik fel tovabba, hogy S(P)=€(P)+1 és.3(0)=2(0)+1.
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Ekkor PxQ-ra igaz a (x) osszefliggés.

Bizonyités. Q(P),Q(Q)o feltenets. (ay,by)g (a,b) bar-
mely (a,b)€ max(PxQ) esetén, igy alkalmazhats a 6.10.
Segédtétel. £(PxQ)=f(P)+0(Q) miatt irhatjuk:

.S(PXQXIKPXO)H.= l(P)+€(Q)+l=g(P)ﬁg(Q)—l,

és ezt kellett bizonyitani.[Qd
A P=(§<pm, Q=(2Xif1vélasztés mutatja, hogy a 6.11.
Allitds feltételeinek eleget tevd rendezett halmazok vald-

ban léteznek (vg.10. fejezet).
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7. Haldk és a 2-fixpont tulajdonsag

A. Tarski és A.C.Davis nevéhez fiz6dik a kovetkezb
jo6l ismert

7.1. Tétel ([3], ﬁé]). Egy h4ld akkor és csak akkor ren-

delkezik a fixpont tulajdonsdggal, ha teljes.

(Az L hd&lo definicid szerint akkor és csak akkor teljes,

ha tetszdleges X<L-re 1létezik X szuprémuma és X infimuma.)
A.C. Davis azt mutatta meg, hogy ha az L hdld nem tel-

jes, akkor megadhatd egy XsL ¢€s egy Y<L 1lanc dgy, hogy

(i) X jélrendezett, Y dudlisan jélrendezett;
(ii) minden xéX-re és minden y€Y-Ta XLy;
(iii) nincs olyan z¢L, melyre minden x€X és y€Y esetén

x£zgy teljesiil.

(X=@ wvagy Y=@ el6fordulhat, ha L nem korldtos.)
Mivel XUY retraktuma L-nek (r:L=XUY;

ming x(X]x{uE ha gxexlx{ugf d,

r(u)=

max § yeY|y}ul ha 2x€X{xku§= g

retrakcio, lasd pl.U3]), a 7.1. Tétel igy is megfogalmaz-
hato: |

Az L korldtos hdlo akkor és csak akkor rendelkezik
a fixpont tulajdonsdaggal, ha L-nek nincs Se"zd -alaklj

retraktuma . ahol 5 és " limeszrendszéamok.
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; . -y N

Nem korldtos esetben .y(L)—oo(f.S-+S,f(yl,...,@n)-max
(Tl,...,Xh)+l tetsz6leges n-re fixpontmentes), igy csak
korlatos hdldkkal foglalkozunk. A Tarski-Davis-tétel ma-
sodik alakjaval analdg a kovetkezd

7.2. Tétel. Tegyik fel, hogy a korldtos L hédldban min-

den antildnc véges. L akkor és csak akkor rendelkezik a

2-fixpont tulajdonséggal, ha L-nek nincs olyan C ret-

raktuma, hogy C vagy Cd
(@ B85
pe ST ¥

alakban 411 eld, ahol & llmeszrendszam,§T)7%(31M) 85,5 1§~
meszrendszdmok. (Az & rendszdmra Ugy gondolunk, mint a néla
kisebb rendszamok halmazdra, 1igy a pek és <K feltételek ek-
vivalensek).

V3

Bizonyitds. Sziikségesség. Definidljuk az f:C°»C leképezést

a kovetkezoképpen: legyen f(x,y)=f(y,x) és xgy-ra legyen

[ 0o h ol
San ; x,yeja‘s(;’fr !
y+1 ha xégz_@"lr, V€_§,0,.” )
f(x,y) = 'i y-1 ha X‘Sa.e"la?, Ye"ﬂrﬁi
Lyd ha xesr&)’ld, y>L 4 ;
(A d "lpf
L x-1 ha x€ 5 .

(y+1 ¢és y-1 Jjelentése: y-1<y{y+1.)
Konny(G ellenfirizni, hogy f rendezéstarto és fixpontmentes.

Elegendtség. Tegyik fel, hogy f:L%+L fixpontmentes

)
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rendezéstartd leképezés. Vezessik be az xy=f(x,y) je-

lolést, és definidljuk az 85187589, - elemeket az
aO=OL1L, a;,1°°

osszefiiggéssel.

Mivel L-ben nincs végtelen antildnc, valamely kxjp0-ra
aj és 3.1 osszehasonlithatdk; példaul aj‘;ak+1’ Legyenek

az u,v elemek a kovetkezok:

K J
u= \Va, ; v= A a, (1d.6.4bra)

6. abra

Vildgos, hogy v<€u, és mivel f rendezéstarto,

2. .2 2 3 IR S
u ;;aj,...,ak, azaz u ;uaj,...,ak, azaz u‘2u. Mdsrészt



- 45 -

2 2
OLvé ULlL’ aU""’aj—l’ azaz DLV<’aO,al,...,a.

30 vagyis
ULvé V.

k=0 esetben legyen uzag, hogy wu>v teljesiiljon.
Az u"2u és a 0 vgv feltétel most is 3ll.

Mivel f fixpontmentes és [OL,v] zart a g(X)=f(OL,x)
rendezéstartd leképezésre, a Tarski-Davis-tétel szerint van
olyan X és Y Jjdlrendezett illetve dudlisan jdélrendezett
ldnc [UL,V] -ben, hogy x£y barmely xéX-re eés y€Y-ra,
valamint nincs olyan z¢L, melyre xg£zgy teljesilne minden
x€X ¢s y€Y esetén. Tovébbd u’pu miatt [u,1,] zért f-re,
azaz [u,lL] 2-fixpontmentes. Legyen CfXUY és legyen
ILz[u,lL]. Most 1 €1 teljesiil. Ha 333,15 akkor a konsF—
rukcidé a fentiek dudlisa lesz, és ekkor OLGIL fog teljesilni.

Transzfinit fekurziéval definidljuk az L, hdldkat a ko-

)

vetkezd mdédon:

ha J=J+l és L; korlatos, akkor LF:ILg’
ha 5=J+1 és L; nem korldtos, akkor LTZLJ’

ha % limeszrendszam, akkor L _=/N\L,.
} UJ«@*‘S

L -k jéldefinaltak, mert minden L_ zart f-re nézve, igy IL

¥

is értelmes.

Legyen o az els6 olyan rendszam, melyre L& nem korldatos.

(Ilyen & létezik, mert I~W*JFL ) L{—k definicidéja alapjén

()
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vilagos, hogy & limeszrendszdm. Legyen tovabbd minden
¢x-ra C _=C, , ahol ¢C, (I, -val egyitt) dgy adédik

() 5 L LqL

L _-bél, ahogy CL—et kaptuk L-bdl. Legyen

”0220“‘“(0L6L3~+1§ és H1={5€«11L6L3+1§'
Vildgos, hogy HyUH =& és HoﬂHl=ﬂ.

1. eset: H*%ﬂ és L alulrél nem korlatos.

X

Most H1 kofinalis x-ban. Valdban, ha van olyan pé«,
hogy minden B<A<X-ra €H , akkor 0, =0, minden PKF< & -ra,
F<y 1€Hg Lp Ly pP<y
fgy 0, ¢ N L =/"N1L = Ly Ez azt jelentené, hogy 0, L,

Lo pegen T pex 0
legkisebb eleme. Legyen Z egy dudlisan jolrendezett ldanc

L“—ban agy, hogy Z-nek nincs LM—ban alsdo korlatja. Legyen
tovdbbsd C=(UCW)UZ. Mivel Cx-k és Z péaronként diszjunktak
#

és C C
g

xa@‘Y alakban 411 eld, C felirhaté
C=( @ (xDv_ ))§z

pef, T 1
alakban. Mivel Hl kofindlis «-ban, Hl izomorf egy limesz-
rendszammal, ezért csak azt kell beldtni, hogy C retraktuma
L-nek. Tekintsink egy C-t tartalmazé C' maximdlis ldncot L-ben.
Mivel C' retraktuma L-nek (1d.[6]), elég megmutatni, hogy C
retraktuma C'-nek. Ez utdbbi azon milik, hogy nincs olyan
z€L, melyre xgzgy teljesilne minden Xéaeu{{‘cﬁ és ye€Z esetén.
Ha volna ilyen z, akkor minden géHl—re OLs z 1is teljesilne, és

mivel Hl kofindlis « -ban, minden géx-ra 0 z adddnék,

<
LN
)
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amib6l z€ /A L =L -t kapnank. Ez azt jelentené, hogy Lx-nak
18
van legkisebb eleme.
Folhasznalva még, hogy X@ es Xr is ugy volt definidlva,

hogy z¢éL esetén x£zgy minden x€éX ,y€Y -ra nem teljesul-

het, az alabb megadott r:C'sC joldefinidlt retrakcid C-re:

[ min{y]yéx8 és xgy} ha valamely ye¢H)-re

x;lctr minden JZz,JéHl esetén és x<£ z
minden z€Y_ esetén,
r(x)= max{y[yéYv és x;y% ha valamely Iclil-re
Xélc €s x»z minden z€X_ esetén,
r
max{ y| y€Z és x;y} ha x)lct minden Jéfﬁ_esetén.

2. eset: kaﬂ és L&\ felilrsl nem korlatos.
Ez az eset az 1. eset dudlisa.
3. eset: L=6.
Ekkor H0 is és Hl
Z:Elwl@eiﬁlg és definidljuk C-t ugyandgy, mint az 1. esetben.ld

is kofindlis ¥-ban. Legyen

Megjegyezziik, hogy a most bizonyitott tételben lényeges az a
feltevés, hogy az L hdldban minden antildnc véges. A

) . . . d d
6.9. A11it4s alapjan ugyanis, ha L—(_gl@"(l)X(_gz@“lz)(gl,52,71,72
limeszrendszamok), akkor g(L)=3, azaz L 2-fixpontmentes

L-nek azonban nincs a 7.2.Tételben megadott alakud retraktuma.
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8. 'n-fixpont tulajdonsdg lancokra

Az eltzd fejezet eredménye specidlis hdldkra és a
2-fixpont tulajdonsdgra vonatkozik. Sikeridlt dltaldno-
sitani a 7.2. Tételt, igaz, azon az 3aron, hogy a szerep-
16 hdaldk osztdlyat tovdbb szlkitettiik: most mar minden
antilanc nemcsak véges, hanem l-elemi, azaz a vizsgdalt
rendezett halmazok ldncok. Mivel egy nem-korldtos C lanc-

S(C):oo, csak korlatos ldncokkal foglalkozunk. Szik--
séglink lesz a kovetkezodre:

8.1. Allitds. Tegyik fel, hogy C 1ldnc és C n-fixpont-

mentes, azaz van olyan £:C™C rendezéstarts leképezés,
melynek nincs fixpontja. Ekkor van olyan szimmetrikus

g:CQ9C rendezéstartd leképezés is, melynek nincs fixpontja.
(g szimmetrikus, ha minden (xy,...,%x,)-re és minden T € S _-re
g(xl""’Xn)=g(xﬁ(1)"'"XT(n))‘)

Bizonyitds. Definidljuk a g:CQ§C leképezést a kovetkezo-
képpen:

VS f(x

g(xl,...,xn) = .n.é . ,(r(l),...,x,n_(n)).

Kodnnyld ellendrizni, hogy g eleget tesz a kivanalmaknak.[d

8.2. Allitids. Legyenek k és £ természetes szamok. Tegyik

fel, hogy & és (® limeszrendszamok és minden Xe&—ra C

r
olyan lénc, melyre ES#FPP(k) tovabbd minden Jéﬂp-re DJ
olyan lanc, melyre D&FPP({). Ekkor

(@D c )P (—B 0, )= FPP (ke d).
TEX ¢ Jéﬁ
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Bizonyitds. Legyen L=(@ C_ )@ GB és legyen
f:L ~» L rendezéstartd leképezés. Legyen tovabba
u-f(UL,...,OL, lL,...,lL).
gt O )
{-szer k-szor

k
Ha UECG valamely yéx—ra, akkor g(L )s[OL,lC],

ahol g-t a

g(xl,...,xk) = f(OL,...,DL,xl,...,xk)

egyenldség definidlja. g nyilvanvaldan rendezéstartd.
Mivel [OL, ] EBCJ és _§(§+l) 1, az 5.6.A11it4s szerint
g( Lo C]) =k, azaz g-nek -és igy f-nek is- van fixpontja.

Ugyanlgy adddik f-nek egy fixpontja az uGD(J€p
esetben.

8.3. Allitss. Legyenek k és { nem-negativ egész szdamok.

Tegylik fel, hogy o és S limeszrendszamok és minden 3(0(—ra
C korldtos k-fixpontmentes 1ldnc tovdbbd minden Jé[%—re

DJ korldtos {-fixpontmentes lanc. Ekkor a

(PcH &P o)
ﬁa (SJJ

ldnc (k+f+1)-fixpontmentes.

oizony{tés. Legyen U=( @ OB B o). Megacunic egy gL,
e o
fixpontmentes rendezéstarté lekepezest A 8.1. Allltés szerint

minden 6*60(-1‘3 (€ (bd-re) megadhatd egy f(’f C;->C (QJ -)l})

szimmetrikus, fixpontmentes, rendezéstarto lekepezes.(kﬂ]ﬁfﬂp
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esetén fx(gJ) legyen C (q;) régzitett eleme). Legyen

k+4 « .
x:(xl,...,xk+£+1)€L L tetszdleges és legyen

1(><)={i[xieczy
J(x)=§j[xjéDJ valamely Jé@#—re}.

valamely ﬁeu-rag;

Ekkor |I(x)|g 4 ¢és JIAx)gk kozil pontosan az egyik

teljesil. [I(x)| € k esetén legyen

Po(x)=min gﬂ | [xizﬂcajlé kg.

Jeloljik r_ -lal L-nek C, ~-ra torténd retrakcicjat, és
yo fo
legyen

H(x)={i [ xi>UC50%=éil, . ,isi.

Végil definidljuk f-et igy:
f(xy,...,x Y=fop (Car(x. ), ... bpa(x: ),0. ,...,0. ).
1 k0417718080 i F0°71. ey’
Ha |I(x)]<& & teljesiil, akkor f-et a fentiek szerint, dudlis
médon definidljuk.
Vildgos, hogy f fixpontmentes. Megmutatjuk, hogy f

k+£+15. Ha [J(x)<k és

rendezéstartsé is. Legyen xgy (x,yé€L
1 (y)[¢ &, akkor f(x)€ CX és f(y)€ DJ valamely péX-ra és
Jécp—re, igy az f(x)g f(y) feltétel trividlisan teljesiil.
Ha. |J(y)lgk, akkor sziikségképpen |J(x){{k is fenndll, és
ugyancsak fenndll a Xb(x)sgb(y) reldcid. Ha jo(x)<ﬁb(y),

akkor f(x)€ Cy (x) és f(y)€%5(y) miatt f(x)£f(y) 1ismét
8]
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trividlisan teljesiil. Feltehetjik tehat, hogy aﬂo(x)=2fo(y)=a‘o.

Most H(x)& H(y), azaz

Iﬂx)=&l,..qisigﬁl,”.,%50§n,.“,ké = 33y, 03 =HY).

Mivel fb. szimmetrikus és rendezéstartd, irhatjuk, hogy
0

f(xl""’xk+i+1):f80<rlg(xi‘)"'"§X0<Xis)’053;""’chb) 'Y
£ (c (y. )yt (ys 0,E. (v )yennsbn (yp 0,00 4o 0. ) =
Bo & 4 Jo ' o Ky o ke Cb‘a Jo
=f (v, (y. ),...,r. (y. ),0~ ,...,0~ )=f(y,,...,y ).
%, T d Yo 3t Cﬁb Cab 1 k+€+1

Ha [I(x)|g £, akkor [I(y)[< ¢ is teljesiil, és a fentiekhez képest du-
dlis médon érvelhetink.

B.4. Kovetkezmény. Legyenek & és p limeszrendszdmok, és

tegyuk fel, hogy minden 3(0(—ra CJ olyan 1ldnc, melyre
g(Cx)=k, valamint minden Jéﬂére DJ olyan lédnc, melyre
S(DJ)=2. Ekkor

QUBCHDB( B, 0)) = K+l

pea 8 J €
. , u ‘

Bizonyités.gg“a 8.2. Allitas kovetkezménye, > a 8.3. A11i-

4 [}
tas kovetkezménye.[d

Az elozo fejezet 7.2. Tételét dltaldnositja léncokra a

8.5. Tétel. Egy korldtos C 1ldnc akkor és csak akkor n-fixpont-

mentes, ha vannak olyan k ¢€s 2 nem-negativ egész szamok,

melyekre k+f=n-1, és C-nek van egy
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(@C)C—B(@
e T

alakd retraktuma, ahol ®& esp limeszrendszamok és minden
aea\—ra CF korlatos k-fixpontmentes lanc, valamint
minden Eeqyd-re Dy korldtos {-fixpontmentes lanc.
Bizonyitds. Az elégségesség a 8.3. Allitasbél kdvetkezik.
Tegyuk most fel, hogy £:C'%C fixpontmentes rende-

zestartd leképezés. Legyen

=%I(I =[u,v1 valamely u,vé€C-re ésI zart f-re nézve}.
Minden [u,v] =Ie:§1nterva11umra definidljuk az S(I) hal-
mazt a kovetkezGképpen:
S(I)={O$i<n—113 G,ve 1, melyre U<V, Ip,U] i-fixpontmentes
és [V, v]e 3}
Mivel 0€S(I) mindig teljesil (az T=u és a V=f(u,...,u)

védlasztédssal), S(1)#@. Legyen

k=min max S(I), és legyen {=n-1-k.

1ed

Rogzitsiink egy [a,b]=363 intervallumot, ﬁelyre max S(J)=k.

Ekkor minden olyan [u,v]=I€X intervallum esetén, melyre

IcJ is teljesiil, fenndll a max S(I)=k egyenldség. Valdban,

max S(I)2k vildgos, mdsrészt ha [u,G] i-fixpontmentes ¢és
E/',v]e‘:; (G<V), akkor [a,0] is i-fixpontmentes és [V,bkj

is fennall, azaz wmax S(I)gmax S(J)=k. Minden olyan [u,v]=1€J-re,
melyre I1<£J 1is teljesil, rogzitsiik az G(I)XV(I)¢I elemeket
dgy, hogy [U,U(I)] k-fixpontmentes legyen és [V(I),v](

¢€J is teljesiiljon. :



Minden J rendszamra definidljuk az If intervallumot

a kovetkezoképpen:

ha 1 =d+1 @és Iy korlatos, akkor legyen I;[V(IJ),D];
ha 5~:J+1 és Ig nem korldtos, akkor legyen IT=IJ;
ha ¢ limeszrendszam és valamely VENT . -ra [v,ble 3,

d<
akkor legyen IT:[V,bl; 4

ha 3’1imeszrendszém és minden véAnl =ra [v,bl¢j,
<y J
akkor 1legyen I -N IJ
J<y

Legyen & az els6 olyan rendszdm, melyre I“\(alulrél) nem

korldtos. Vildgos, hogy « limeszrendszdm, tovdbbd minden

¢ -ra I1,¢Jés I=NI, . Minden 4¢&-ra legyen a I leg-
b 7 mgeﬂi Uy 0T
kisebb eleme, azaz I_=[a ,b] (peX).
1. eset: O0Lk=max S(J)g n-2.
I& definiciéja alapjdn f£(u,...,u) {u bdrmely ué¢ Lx—ra, mas-
részt minden ué Id—ra
f(a,...,a,u,...,u)
L ahsmed
L-szer (k+1)-szer
Valdban, ha U=f(a,...,a,u,...,u){ I, akkor valamely yeix -ra
U <a =V. Vildgos, hogy ekkor [a,ﬁ] zart a g(xl,...,xk+l) =

i
f(a,....,a,xl,.

.. %, ,1) leképezésre, tovdbba [V,b]€1, azaz

max S(J)2k+1, ami ellentmondds (itt haszndltuk ki.a kgn-2

feltételt).
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Minden X rendszdmra definidljuk w -t a kovetkezd-

[)
képpen:

w0=b ;

ha p=4+1 ¢és w;#a, akkor legyen

Wf =f(a,...,a,u ,...,W5) ;

{-szer  (k+l)-szer

hay =d+1 és Wp=a, akkor legyen w,=a;

¥

ha xlimeszrendszdm és EWJIJ<”§ nem

koinicidlis Ix-ban, akkor legyen w a

J
§w5\§<33 egy alsé korlétja ]&—ban;

ha y limeszrendszém és EW;[5<53 koini-

cidlis quban, akkor legyen wU:a.

Legyen [ az els6 olyan rendszéam, melyre wﬁza. Vilagos, hogy

P limeszrendszam.
Minden Jed-ra legyen
C =la_ ,a(I)) és
p=1 0]

minden Jéﬁ—ra legyen

D&z[WJ+l’ QJ(WJ R )],

ahol ga(xl,...,xL)=f(xl,...,xz,wJ,...,wJ). CT—k definicig

szerint k-fixpontmentesek. 0.-k {-fixpontmentesek, mert

d

DJ zart gj-re nezve, €s 9y nyilvanvaléan fixpontmentes.

G(IU)<V(IT):86+1 és QJ(WJ,...,%;)<\% miatt
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L=(U cHUCU,py) = (B cCc @@, D,).
pea 87 gepd ° pel, & depd 7

CW—k és q;—k illetve « és f definicidéja szerint nincs

olyan x€ C, melyre x€( C.)" és xe( Dy) egyszerre
Y Y ;%k [} JEPA d’x °9Y

teljestilnek, igy L retraktuma C-nek. Valdban, ha az

r:C>L leképezést a kovetkezoképpen definidljuk:

X ha x €L;

a. ha x€(@ D.)\L és
r(x)= g J‘(}d d ' x

y=min§xﬂx533§;

1. ha  xe(@ CHL és Jd=minsd’|x2l. 3,
05 a.&o( 2 I z Dd"g

akkor r retrakcié L-re.
2. eset: k=max S(J)=n-1.
Definidljuk a Cg—kat ugyanugy, mint az 1l.esetnél és legyen
EWJW Jg(si egy dudlisan jélrendezett koinicialis lénc I&-ban.
= ! -
Ha DJ Ev%%(ékﬁ), akkor (;%;CW)GXngJDJ) retraktuma lesz C-nek.[
A most bizonyitott tétel jelentdsége abban van, hagy
az n-fixpont tulajdonsdgot visszavezeti k-fixpont tulajdon-
sagra, ahol k<n.
Ha a lexikografikus osszegben minden tag korlédtos, és az

indexhalmaz lanc, akkor természetes mdédon vetddik fel a lexi-
kografikus ©sszegzésnek egy olyan médositott vdltozata, amikor
P; legnagyobb elemét és Py legkisebb elemét azonositjuk i<
estén. Célszerl azonban ettdl az azonositdstdl eltekinteni, ha

Pi vagy Pj egyelem@.
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Legyen I linedrisan rendezett indéxhalmaz, és legyen
minden 1€1I -re Pi korlatos rendezett halmaz. Pi—ket
"majdnem diszjunktaknak" képzeljik -ha nem ilyenek, akkor
helyettik alkalmas, velik izomorf példdnyokat tekintink-,

azaz iLj-re

ha i<j és lPil,le[>1,
P.AP.=
v p kiilonben.

Ekkor

@P-<UP i Ugp el pixpo)

€1 ie [ iel i ik]

definidlja a P, -k 1 szerinti ij tipusu dsszegét.

Konny(d ellendrizni, hogy a 8.4. Kévetkezmény (a 8.2. és
a B8.3. Allitasokkal egyiitt) érvényben marad, ha benne @ he-
lyett @-t irunk. Ha tehat a 8.4. Kovetkezmény alapjén a
@E jellel olyan XU illetve % ldncokat "ragasztunk oOssze"
melyekre S(XS):k és g(ﬁi)=2, akkor olyan C 1ldancot kapunk,
melyre Q(C)=n=k+Z. A kivetkezs tétel azt mondja ki, hogy 1é-
nyegében minden olyan C 1lanc igy 41l eld, melyre g(C)=n.
B.6. Tetel. Ha a C korldtos ldncra 2g g(C)=n , akkor van

olyan u,v€C és van olyan k,ﬁelN, melyekre u<v, k+f=n és
[u,v] el6a11
[v:v] =@ x )8 @ vy
yed Jep
alakban, ahol y és p alkalmas limeszrendszamok, Xw(yed) és

YJ (Je(sd) pedig olyan korldtos lancok,melyekre S(XK,)=I< és



3(Y6)=f tel jesiil.
Bizonyitds. A 8.5. Tétel szerint C-nek van egy

(ebv >@<®
g 0 (5 s
alakd retraktuma, ahol ¥ ( limeszrendszdamok és valamely
k+{=n-2 nem-negativ egészekre Vﬁ(dfx) k-fixpontmentes
és WJ(JGpd) l—fixpontmentés.
Tegyik fel, hogy valamely ae& ra supzl a‘<'f§ nem

létezik (ekkor g limeszrendszam). Legyen D ~lJ (1y 1 és

legyen UU:C\DK((X] illetve [x) jeloli az «x altal gene-
ralt idedlt illetve dudlis idedlt). D_-nak nincs szupré-

J
muma, Uy-nak nincs infimuma. Tetsz6leges d&€ %\ €s UGUF
esetén [d,u] (k+1)-fixpontmentes. Valdban, legyenagyolyan,
hogy 1V >-d és legyen W dudlisan jélrendezett koini-
o

cidlis lanc U_nN (ul-ban. Ekkor ( BB v )@Y retraktuma

§ <pex T
[d,u]—nak, és a 8.3. Allit4s szerlnt (k+1)-fixpontmentes.

Legyen

%36&{5up§1 K<:T 2 nem 18t€21kg

Tegyuk fel, hogy H kofindlis -ban. aéH—ra jelol je f

§ H-beli rakovetkez6jét, és minden aéH—ra definidljuk a

da,ua elemeket a kdvetkezoképpen: legyenek 6 Q?\D

olyanok, hogy u<d .séH-ra legyen I :Lj, b (ld.7.abra).
’ 7ol Yfzfr]

L od. Dﬁ“
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A fentiek szerint Iﬁ_k (k+1)-fixpontmentesek, tovabbd

C0=( %{IK)@(J?%CJNJ) retraktuma C-nek. A 8.3. Allitds sze-
rinta CO— és 1gy C is - n-fixpontmentes, ez ellentmondds.
Tehdt H nem kofindlis «-ban, azaz van alyan Wo‘« , mely-
re minden ab<5exesetén az Elv Jvkyghalmaznak van szupre-
muma. Minden a‘o<5*éb(-ra legyen XW=[sup§lv ‘['5'<a’“3, lva‘]
Vila h X DV, é X Vv k+1. T ik fel, h

ildgos, hogy X2V €s QX )>QVI>ks1. Tegyik fel, hogy

Ho=$2 < 1€&[Q(Xg)>K+1% kofinalis X-ban. y€Hy-ra legyen
k+1 X

fW:XT —» X fixpontmentes rendezéstarté leképezés. X =
= fl&(OX , .,OXT),IX;)is (k+1)-fixpontmentes, és ¥1:0, €Hp-ra
'X—a-lf\ygfﬁ, vagyis UX. =& X.. fgy (P X ) P WJ) a

£y ¢ a\eHC‘U gt 4 redo ¢ Jéf-"a
8.3. Allitds szerint n-fixpontmentes é&s mivel retraktuma

C-nek, C is n-fixpontmentes, ami ellentmondds. Van tehat
olyan 3‘053‘160(, melyre S(Xb‘):k+1 teljesil minden f1<ﬁ*€(x
esetén., Legyen u:1X~ és definidljuk dudlis mddon J—t,

01 0
Jl—et, Yy-kat és v-t. Vildgos, hogy

[uv]=C @ x08 @ vy,
F < 6K § J1>Je(5°( I

ami a tétel dllitasdt bizonyitja. 1

Eléfordulhat, hogy a C lancnak van olyan C=Cf@Cz
felbontdsa, melyre S(C)=§(Cl)=g(cz)=n. Nevezziink egy ilyen
felbontdst n-felbontasnak, és nevezzik a C 1lancot n-fel-
bonthatatlannak, ha ilyen felbontdsa nincs, és Q(C)<n.

A kovetkezd tétel bizonyitdsdhoz sziikséglink lesz a

szelet fogalmdra. J6l ismertek a Dedekind-szeletek, melyeket
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Dedekind a valds szdamok pontos bevezetéséhez haszndlt.
Lényegében Dedekind gondolatmenetét dltaldnositotta.
MacNeilleIlol: amikor tetszOleges rendezett halmazon de-
finidlta a szeleteket, és segitségikkel megadta a rende-
zett halmazok egy kanonikus teljessé tételét. Ha F egy
rendezett halmaz és A,B<P, akkor az (A,B) pdr szelet,

ha teljesiil a kovetkezd hdarom feitétel:

(i) minden a€A-ra és minden béB-re agb;
(ii) ha minden a¢A-ra x2a, akkor x€B;

(iii) ha minden béB-re ygb, akkor Vy€A.

A szeletek halmaza természetes mddon rendezett halmazzd
tehetd: (A,B)S(A',B')&DAgA’'; és ezzel a rendezéssel a
szeletek halmaza teljes hdlé. Tovdbbd P-nek természetes
bedgyazdsat adja a szeletek halmazdba az x»((x1,[x)) meg-
feleltetés.

8.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy a C 1léancra _S(C)=n< Q.

Ekkor megadhaté egy I teljes lanc, és minden iél-re egy
C. lanc dgy, hogy C=@&c. és C. n-felbonthatatlan.

1 i€l 1 1
Bizonyitds. Feltehetjik, hogy n22. Tekintsik C azon D
idedljainak (d¢D és d'¢d, akkor d'¢ D) halmazat, melyekre
0 szuprémuma (és igy C\D infimuma) nem létezik valamint
D és C\D el6dllnak

D- @ x_ illetve C\D-@ Y
pex ¥ Jepd d
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alakban, ahol ® és B limeszrendszémok és valamely k+¢=n-re
S(XB);k (Téo() és g(Yé“ > ((fé(}d). Legyen ezen D idedlok
halmaza o). A 8.6. Tétel szerint oD 40, tovabba £ a tar-
talmazdsra nézve léanc.
1. észrevétel. Ha Deii akkor tetszéleges déD-re és u€ C\D-
-re g([d,u]‘=n.
Valéban, mint a 8.6. Tétel bizonyitadsdaban, Xv-k és
Y -k helyett tekinthetink olyan Yy-okat és VJ ~okat, melyek-
re S(Xx)zg( >%) illetve 3( \?J)=g< Y;), tovdbbd
(D p& D V)
Fo<y e Jp«f&{s
retraktuma (d,u]-nak.
2. észrevétel. Ha Eg@ és & maximuma nem létezik, akkor
sup(UE) 1létezik.
Valdban, legyen D=Y&, és tegyik fel, hogy D szuprémuma
nem létezik. Ekkor C\D infimuma sem létezik. Legyen Uo C\D-
-ben dudlisan jdlrendezett koinicidlis ldnc. Legyen (DaITGM)
novekvé kofindlis lanc &-ben és Jed—ra rogzitsik a d,u, €D N\ D

§0 M

e z s = u .
elemeket Ggy, hogy da>u tovabba legyen IW [dt’uﬁﬂ] (yew)

‘6,
Az 1. észrevétel szerint .8(15):“; a 8.4. Kdvetkezmény alap-
jén QUE @ 1)8U,)=n+1. Mivel (D 1)@U, retraktuma C-nek,
ped get T
ellentmonddshoz jutottunk,
Hasonldan 1dthatd be a
3. észrevétel. Ha £EsD és & -nek nincs legkisebb eleme, akkor

sup(NE) létezik.
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Legyen
I =§i=(Ai,Bi)l i szelet‘@—ben% .

Mivel I a&ldanc MacNeille-féle teljessé tétele, I teljes
lanc. Minden i¢[-re definidljunk egy a;€ C-t a kovet-

kezoképpen:

[ D\E egy eleme ha i=((D],[D)) és E=
max%D'éo‘b[Dth,
sup(UiD'é@lD'CDg) ha i=((Dl,ID)) és

97 ﬁ éD%fH[)t[%-nek nincs legnagyobb
eleme,
k sup(UAi) ha Ai szuprémuma nem létezik.

Minden i€I-re definidljunk egy biEC-t is az alabbiak

szerint:
a, ha i=((0l ,[D)) és E=minfD'€D|D'>0}
és j=((e1,[EN),
b, = sup(n§D'eD|D'>03) ha 1=((D1,[D)) ¢és §D'¢D| D'>DF-nek

nincs legkisebb eleme,

sup(ﬂBi) ha Ai szupremuma nem létezik.

A 2. és 3. észrevetel alapjan ai—k és bi—k jéldefinidltak.
KonnyG ellendrizni, hogy minden 1ié€I-re a; < bi(C—ben), és
ha i<j (I-ben), akkor b

ig’aj. a;-k és bj—k definicidia
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alapjadn az is vildgos, hogy ha i«j (I-ben), akkor bi=aj'

Legyen Ci:[ai,bi} (i€I). Elegendd most mar megmutatni,

hogy .UICi:C és C; n-felbonthatatlan (i€1).

Lt»gyen x€C tetszbleges és legyen £X=ED€8\X¢D}.
Ha &x—nek van legnagyobb eleme és ez D, valamint &)\fx—nek
van legkisebb eleme és ez E, akkor xéCi vagy x(Cj, ahol
i=((n],[D)), 3=CCE],LE)). Ha sem Ex—nek, sem @\Ex—nek nincs
legnagyobb eleme, akkor i=(€'x,®\£x)€ I és sup(Uéx)Qx\<
sup(ﬂ(oﬁ\fx)) miatt x€C,. Tegyiik fel, hogy D=max£x és
(D\Ex—nek nincs legkisebb eleme. Most i:(é'x,ZDgu(@\Ex)) € 1
€s aisx.{,bi, azaz xéCi. Hasonldan targyalhatd az az eset,
amikor &'X-nek nincs legnagyobb eleme,®\fx—nek van legkisebb
eleme.

S(Ci)sn vildgos. Ha Ai—nek nincs legnagyobb eleme (és
ekkor B;-nek sincs legkisebb eleme), akkor 8= sup(UAi) és
b, = sup(l\Bi). Mivel nincs olyan D€&) ,melyre D' DED" telje-

i

silne minden D'€éA, és D"éB, esetén, ezért [ai,bi]=Ci

nem lehet (n-1)-fixpontmentes (8.6.Tétel),azaz S(Ci)é n-1.
Tegyiik most fel, hogy i=((D],[D)) alaki. Mivel ai€D és
b, € C\D, Q(C,)=n. Tovabbd tetszoleges D'<D-re ai¢0 és
tetszdleges D"DD-re bi¢C\D". Ha Cé[ai,bi], akkor c€D
vagy céC\D. Az elsd esetben S( [ai,cl Xn (kidlonben a; €D’
lenne valamely D'cD-re), a mdsodik esetben Q( [C,bi] n
(kildnben b.é C\D" 1lenne valamely D'SD-re), azaz C; n-fel-

bonthatatlan. [I
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A most bizonyitott tételben szerepld felbontds nem
egyertelmd, de minimdlis abban az értelemben, hogy ha
C= @§2CJ egy masik felbontas, akkor I bedgyazhats J-be.
A 8€7 Tétel jelent6sége abban 411, hogy adttekinthetdveé
és kezelhet6bbé teszi a lancokat az 4ltaldnositott fix-
pont tulajdonsédg szempontjabdl. Megjegyezzik még, hogy a
3(C)=l eset trividlisnak tekinthetd: C akkor és csak akkor

l1-felbonthatatlsan, ha l-elemd, igy fc% a tri-

CGC{ g ceC

vidlis (és egyetlen) felbontss.

8.8. Tétel. Az I (korldtos) lanc minden i elemére legyen

Ci (korldtos) lénc, és 1egyen.g(1)=m,‘g(ci)=n (i€I). Ekkor

(D c;r=mn.
1€
Bizonyitds. (a) m-szerinti indukcidval beldtjuk a kivetkezdt:
ha S(I)g.m és S(Ci)m (i€I), akkor g(@ C.)zm.n.

m=1-re az 4l1itas trivialis. Legyen m>l és tekintsik
I-nek egy a 8.5. Tételbsl adéds (@ X X Y ) alskd ret-

¢ ¥ de

raktumat, ahol valamely k,1€IN-re k+l=m és 3(x5);k (yex),
Q21 (dep.

A lexikografikus osszegzés alapvetd tulajdonsdga, az &l1-

taldnos asszociativitds miatt

C= @ C, = (BUP coxD (B,
16D X D ) pe €% ;e(s 3y

geod T Jéb
tovdbba C retraktuma g)ic -nek. Mivel k,lXm, az indukcids
{
hipotézis értelmében S(@c Y2k n (feR), és 3(6{9 C.)21'n
IGXT JéY

(J(@F). A B8.3. Allitdsbdl pedig S(C);kn+1n=mon adédik,
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(b) m szerinti indukcidval beldtjuk, hogy ha Q(I)=m és
A\

g(C-)=n (i€1), akkor~g(€9 C.)Xm-n.
. 1€l
Ha m=1, akkor az 41litds az 5.6. All1itads kiovetkezménye.

Legyen m>l1 és legyen I= é@ ia 8.7. Tételbdl addédd fel-
teT
bontds. Mivel I retraktuma J=@B It—nek, [43) Ci retraktuma
i€]

Q} C.-nek (itt C , ahol r a természetes retrakcio
j€3 3 “r(i)
J-r6l I-re). Tovabba 3(3)=m is teljesiil, igy elegendd be-

l4tni, hogy.g(€9(3)<m n. Az asszociativitds szerint
J€J

dDec. =€B<€Bc),

5€3 3 terT jel,

igy az 5.6. Allitdst felhasznalva elegendd megmutatni, hogy

minden té€T-re g( @I C.)Xm-n.
je I,

Ha g(It)<m, akkor az 4ll1itads azonnal adédik az indukcids

feltevésbodl. Ha.S(It)=m, akkor I,-nek van egy

t

[- 8@ x)BB  v58v
e T g

alaki elddllitdsa, ahol valamely k+l=m-re g(Xz)zk (pex)  és
S(YJ)=1 (FeB) (8.6.Tétel). Mivel I, m-felbonthatatlan, Q(U),

S(V)(m. MivelIt retraktuma a

1, =U( D XG)@( & 4
AL Jé(’o
ldncnak, elég beldtni, hogy .8( & CJ)sm n. Ismét az asszo-
Jed
ciativitdst felhaszndlva irhatjuk: t

@ec = (DB DBcHED (DcoBBce.)

jeJt J J€U J rex JGXWJ Jép ;KY J JGVJ
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és~S(U),S(V),k,l<m miatt alkalmazhatjuk az indukcids

hipotézist.
A 8.2. Allitss szerint §((® (& ¢ \)&)(es @ c. )))gkmln =men
6“‘* Jexx JGYJ
és az 5.6. Allitas alapjan ekkor S( GB Cj)gm.n is teljesUl.[J

JéJt
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9. l-magassdgu rendezett halmazok

A fixpont probléma kielégitd megolddasa - a rendezett
halmazok magassdga szempont]dbdl - csak l-magassdagu rende-
zett halmazokra ismeretes. Az erre vonatkozd R.Nowakowski-
-t81 és I. Rival-t6l szdrmazo tételt a 3. fejezetben mér
emlitettik (3.6.Tétel):

Egy 1l-magassdgu rendezett halmaz akkor és csak akkor
rendelkezik a fixpont tulajdonsdggal, ha nem retraktuma 2,
a kételeml antilanc; C2n’ a 2n-korona és ﬁu, a végtelen
kerités.

Latni fogjuk, hogy oOsszefiiggd, l-magassdagl rendezett
halmazokra a 2-fixpont tulajdonsdg és az n-fixpont tulaj-

donsag (n>2) teljesilése ekvivalens.

9.1. Tétel. Legyen P (©sszefiggd, l-magassdgu rendezett

halmaz. P akkor és csak akkor rendelkezik a 2-fixpont tu-
lajdonsdggal, ha P-nek nem retraktuma ﬂ), a végtelen ke-
rités.

Bizonyitds. Rendezett halmazokon a d:PxP—»lNU{oof tdvolsag figg-

vényt a kovetkezoképpen szokads definidlni:
d(x,y)=inf {{Fl-1[x,y€F s F kerités P-benf.
(&=) Tegyiik fel, hogy £.p%sp fixpontmentes rendezéstarté le-

képezés. Legyen xOGP rogzitett, és definidljuk az fx :PaP
0



- 67 -

rendezéstarté leképezést az f (y)=f(xo,y) egyenliséggel.
0
Mivel f fixpontmentes, fx is az. Tetsz6leges vy€P-re P
o
osszefliggbsége miatt d(y,fX (y))< o0 teljesiil. Tegylik fel,
0

hogy 1y € P-re do=d(yo,f (yo)) minimdlis, és legyen

X

8] .

XO(yo)—t

osszekotd kerités. Mivel £ fixpontmentes, d022; (Az 5.3.
0

Allitss miatt dozl nem teljesiilhet.) Az is vildgos, hogy do

yo,yl,---,yd0=fxo(yo> egy minimdlis y_-t és f

paros szam. Ha ugyanis d, paratlan, akkor y_¢€ min(P) és

£ (yo)é max(P) wvagy yoélnax(P) es £ (y,)€ min(P) (2(pP)=1).

0 0

Mindkét esetben az f (yl)=fx (yo) egyenldség adddnék, ami
o 0

ellentmond dO minimalitadsdnak.

Minden t>d, egész szdmra legyen yt=fxo(yt_q2. Ujra

d, minimalitdsa miatt, minden t>0-ra d(yt’yt+d0)=do és
YioYia1r Y tag yi-t és y, 4 -t Osszekotd kerités.

0 0
1. eset: Van olyan s és t, hogy s<t ¢és Y=Yy

Ekkor van olyan s, ¢€s to’ nogy 50<t0, ySO:yto €s
to-so minimdlis. Most yso,yso+l,...,yto_1 paronként kiilon-

bozo elemek.
Legyen
C

Yo Y SRS F

E S, so+1’ to 1;

to—so minimalitdasa miatt fx PC injektiv. Taovabbad minden
o

yémin(C)-hez van legalabb két olyan y',y"€max(C), melyekre

yegy ',y és minden yémax(C)-hez van legaldbh két olyan

y',y"¢min(C), melyekre vy>y',y". f. e injektivitdsa
0



miatt wugyanez érvényes fx (C)-re is. Ezt, valamint azt
(o]

a tényt felhaszndlva, hogy 4(P)=1, kidnny(d belatni, hogy

ahol x_,xy,...,x =u egy x_ -t és f (C) egy rogzitett
u elemét Gsszekotd kerités (fX -t fX mintdajdra defini-
i 0
dltuk). Most wu=f (y) wvalamilyen y€C-re, és igy
0

u:fxo(y)=fu(y):f(U,y),

azaz (u,y) fixpontja f-nek, ami ellentmondds.
2, pgEtL: Yo s Yg s e paronkeént kilonbozok.
El6szor beldtjuk, hogy minden Ogsgt-re d(ys,yt)=t—s.

Tegyiik fel ugyanis, hogy nem igy van, és legyen
do=min{d(ys,yt) d(ys,yt)<t—33.
Legyenek s <to olyanok, hogy
0

d' =d(y
0 %

Y ><t -S

tO 0 0
Legyen ysozzo’zl""’zdé = Yy ¥ -t és Yy -t Osszekotd
minimdlis kerités (8.4bra)
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Mivel d) minimdlis, gyso,...,ytoen{zo,...,zdo.g:%ys‘),ytog,
tovdbbd ismét db minimalitdsa miatt fer injekiv,
o

C:Eyso""’ytgkﬁ}o""’zdéz'

Az 1. esethez hasonldan ismét teljesiil az fo‘C=f TC

y
0 So+do

ahol

osszefiggés.

Innen

y =f (y_)=1f (y. ) = fly RV
So+do Xy~ Sg ySo+d0 Sp So+do Se

adédik, ami ellentmondiés.

Legyen F:§%Yy1,...§ . Az eldbb bizonyitott tény azt
is jelenti, hogy ha y. és Y5 osszhasonlithatdék, akkor

L o d

li-3141, azaz Fa f, vagy FEFL

Belatjuk, hogy F retraktuma P-nek. Valdban, legyen
r:PaF az r(x)zyd( ) egyenldséggel definidlva. A fentebb

Yo » X

bizonyitott tény éppen azt jelenti, hogy rPF=idF. Azt kell
csak beldatni, hogy r rendezéstartdé. Legyen x<x', és te-
gyiik fel, hogy yoemin(P), azaz F&f,(a dudlis eset hason-

16an targyalhats). Most x €min(P), x'émax(P) ¢és d(%>,x)

péros, d(y,,x') pératlan, igy }d(yo,x)-d(yo,x‘)lzl, ezért

r(X):yd(YQ’X)égyd(yoax') = olx").

d

« -nek. Mivel

Végil vegyik eszre, hogy F, retraktuma F

retraktum retraktuma retraktum, F,retraktuma P-nek.

(=») Elég beldtni, hogy F HFPP(2). Ha I-;jzéxl,xz,...i ,



mint a 3. &dbran, akkor az

f(x.,x.)

i**37 xmax(i,j)+2

egyenloséggel definidlt f:ﬂf—aﬁd leképezés rendezéstartd

és fixpontmentes. 3

9.2. Kovetkezmény. Az Osszefiggd, l-magassdgd P rendezett

halmazra ekvivalens a kovetkezd harom feltétel:

(1) P-nek nem retraktuma F_;
(ii) P&=FPP(2);

(iii) PEFPP(n) valamely n>2-re.

Bizonyitds. Elegendd beldatni, hogy g(ﬂu)=oo. Ha né€ IN tet-
sz6leges, akkor az

f (xi s, X. ) =

X . .
. +
1 i max(ll,.. ,1n) 2

egyenloséggel definidlt fnzia'*Fd leképezés rendezéstarto

és fixpontmentes.O

9.3. Kovetkezmény. Ha P (©Osszefiiggd, l-magassdgu rendezett

halmaz, akkor g(P)=l,2 vagy oo . [



10. Példék

A 4. fejezetben beldttuk, hogy minden n természetes
szamra van olyan Pn osszefliggd rendezett halmaz, melyre
S(Pn)zn teljesiil, tényleges példdk azonban még nem &llnak
rendelkezésiinkre. Ebben a fejezetben ilyen tipusd példdkat
fogunk megadni.

10.1. Példa. Legyen Qi fixpontmentes 1-magassdgu rendezett

halmaz, ¢és tegyiuk fel, hogy valamely aiéanin(Qi)—re e€s

minden biCmax(Qi)—re a; by . Ekkor §(Q;x...xQ _;)=n.

i .
Bizonyitds. Az 411itas teljes indukcidéval bizonyithats 6.10.
és 6.11. felhasznalasaval.[]J

10.2. Példa. Legyenek_gl,sz,.. es 71,72,... limeszrend-

szémok. Ekkor g((;l@"(f)x...x(§n_1@Z‘&_l)) = n.

Bizonyitds. Teljes indukcidval, 6.7., 6.8. és 6.9. felhasz-
nédlésdval.[d

10.3. Példa. Definidljuk rekurziv mdédon a Cn léancokat:

C1 = l-elemG lanc;
_ d
Cn+1 - (.éBcn)@w )
1w
Ekkor S(Cn) = n.
Bizonyitds. Indukcidval azonnal kdvetkezik 8.4.-b51.1
Mivel a korondk sok helyen fontos szerepet jdtszanak,

kiilon foglalkozunk korondk szorzatival. Be fogjuk bizonyi-

)

tani, hogy - vérakozasunknak megfelelden - S(CZn X...xCoho
k

1



=k+1. Tgy tovabbi példakat kapunk a 3(Px0)=g(P)+g(0)-l
egyenldség teljesiilésére is (legyen P is és Q0 is ko-
ronidk szorzata).

Szikségink lesz a rendezett halmazok atméréjének fo-
galmara. Tegyik fel, hogy a P rendezett halmazban min-
den maximdlis lancnak van legkisebb és legnagyocbb eleme.

Ekkor P &tmérdjet a
diam(P):sup{d(x,y)lx,yémin(P)L}max(P)}

egyenldség definidl ja IS]. Konnyld ellenérizni, hogy ha
f:P»Q rendezéstartd, akkor diam(f(P))< diam(P), tovabb3a
/
tetszdleges indexhalmaz esetén diam('ITIPi)zsupidiam(Pi)]iGIg(v.'d.[ﬂ).
i€

10.4. Segédtétel. Legyenek anl,...,nk,Bén természetes sza-

mok, és tegyuk fel, hogy f:C2n x...xC2n—>CZn szurjektiv
1 k
rendezéstarté leképezés. Ekkor van olyan {€(1<0gk), hogy

nczn, és van egy ?:CZH-->CZn izomorfizmus, hogy minden
(xl,...,xk)€C2nlx...xC2nk-ra f(xl,...,xk)=?(xl) teljesil.
Bizonyitads. k szerinti indukcidval bizonyitunk. k=l-re nincs

mit bizonyitani. Legyen k»1 és legyen C=Cop X...xCyhp .

2 k
Legyen C2nl elemeinek egy felsoroldsa CO,Cl,...,Cznl_l,
ahol ¢, és c, osszehasonlithaték (i=0,...,2n,-1 ¢és +
i i+1 1

modulo 2n grtend6). Minden i-re definidljuk az X.,Y.€C
1 i’ 1 2nl

halmazokat a kovetkezdképpen:

f.

X.:%. . . E 5 Y.=g. . ....C. =C.
i Cl’cl+l’ ’C1+nl es i Cl’cl—l’ ’Cl—nltﬁﬁnl
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Legyen tovabbi Ui:f(XiXC) és Vi=f(YiXC).

1. eset. Minden i-re Ui,Vi#CZn.

Most Ui €s Vi legfeljebb (n+l)-elemi keritések C2n-ben
(diam(Ui), diam(ViL<n), f(§013xC),bei+n}xC)5UinVi és U,UV, =

=C Megmutatjuk, hogy U, és V, olyan (n+1)-elemi keritések,

2n
melyekre Uinvi=§zj,zj+n§ és f(icizxC)=§zj§,f(§ci+q§xC) =
:§Zj+n§’ ahol 20121592941 C2n elemeinek egy felsorolédsa

dagy, hogy Zy es Zi1 osszehasonlithatdk. Tegyiik fel, hogy
nem igy van. A fenti feltételek miatt ekkor U;AV,  egy leg-
feljebb kételem( kerités C,,-ben. Vegyiik észre, hogy tetsz6-

n
leges céCan-re d(c,ci)$7 vagy d(c,ci+
szBleges zéf(C2 xC)-re és valamely teéU.NV.-re d(z,tKEL

ny 171 2
Felhaszndlva, hogy n23, az adddik, hogy f nem szUrjektiv,\

n .
nl)siu Ezért tet-

ami ellentmondds. fgy f értéke csak xl-tél figg; £=l—gyel
és ?:Ciezj—vel igaz az allités.
2. eset. Valamely i-re pl. Ui:CZn'
Megmutatjuk, hogy f(icing)=C2n. Tegyiik fel, hogy nem 1gy

van, ekkor f(ici§xC) egy legfeljebb (n+l)-elem( kerités
C,,-ben. Legyen Gj=§ci,ci+1,...,ci+jg (j=U,...,n1). Egyrészt
vildgos, hogy diam(ijC)én és ezeért diam(f(ijC))sn. Mdsrészt
kdnnyd ellendrizni, hogy \f(Gj+GC)\I(ijC)hg2 (és csak abban
az esetben fordulhat el6é egyenléség, ha lf(ijC),Dératlan).

Ez azt jelenti, hogy egy j-re sem teljesilhet az f(ijC)=C2n

egyenlBség, azaz Ui#C2n , ami ellentmondas.

Tehdt f£(§c,ixC)=C, , és alkalmazhatjuk az indukcids



hipotézist a g(yl,...,yk_l)=f(ci,yl,...,yk_l) leképezésre:

valamely 2<0¢k-ra és egy ?‘C2n~’C2n izomorfizmusra

g(yl,...,yk_l)=?(y2). Konnyd ezek utdn beldtni, hogy tetsz6-
leges ceCZHl—re f(c,yl,...,yk_l):g(yl,...,yk_l)=?(ye)
(v.05.9.1. Tétel bizonyitédsa), azaz tetszOleges (xl;...,xk) €
anlx ...xCan-ra f(xl,...,xk)=T(x¢).D
10.5. Példa. Legyenek C ,-.-,C tetsz6leges korondk.

2nl an
Ekkor g(C2n1x...gCan)=k+l.

Bizonyitds. k szerinti teljes indukcidval bizonyitunk. k=1l-re
az 411itédst beldattuk a 2. fejezetben a 2.1. Definicid utén,
de kovetkezik a 9.1. Tételbdl is. Legyen k>»l. Ha m1=.“=nk=2,
akkor a 10.1. Példa egy specidlis esetével dllunk szemben.
Tegyik fel, hogy van olyan N, amelyikre ni#Z. Felteheto,

hogy nk>2 es e maximalis az ni—k kozott. Azt kell megmu-

tatni, hogy tetszdéleges f:(C2n x...xC2n )k+l>C?n x...xC2n
1 K Bt k
rendezéstartdé leképezésnek van fixpontja. Legyen fz(fl,...,fk).
1. eset. f, nem sziirjektiv.
- k+1 /. ,
Ekkor F-fk((C2nlx...x62nk) ) kerités CZn&ban, ezért F
lebonthatd. Az indukcids hipotézis-értelmében g(C2 x...xC )=k,
nl 2nk_1
a 6.2. Allitds szerint pedig Q(C,, x...xC, ~ xF)=k adddik.
1 k-1
Igy f-nek van egy fixpont]jas CZn x...xC2n xF-ben.
1 k-1
2. eset. £, sziirjektiv.
i=1,...,k+l-re legyen (Xil""’xik):xiGCanx"'XCan‘ A 10.4.

Segedtétel szerint van olyan 1<€i<k+1l, van olyan 1gjigk ¢és

van egy ?izomorfizmus, hogy fk(xl,...,xk+1)=r(xij) minden



(xl,...,xk+l)—re. Egy rogzitett wéCanx...xCan—ra le-
i aa k

gyen u=@(w.). Definidljuk a g:(C X...xC ) »C X...xC
¢¥y 2n, 20, 4 2n, M

leképezést a kovetkezoképpen:
g(Y17"'>yk) =

(£ ypud sy Cyg oW w, Cyg w0, (),

""fk_l((ylau>)°'-)(Yi_lau))w)(yi+lau))-")(YK)U)))'
Az indukcids hipotézis értelmében g-nek van egy (Vl, . ,Vk) fix-
pontja, de akkor ((71’“)’---’(71-1’“)’W>(71+1’“)"“’(Z«“))

fixpontja f-nek. [

Felhaszndlva J.W.Walker rendezés homotdpidval kapcsolatos
eredményeit [17], ismert példakbsél tovabbi P példékat kapha-
tunk, melyekre S(Pn):n teljesil. A P és a Q rendezett hal-
mazokra fl,fzéPQ esetén ff!fz Jelentse azt, hogy van olyan
f1=go,...,gk=f2 PO—beli sorozat, hogy 9;_1 és 9; tsszeha-
sonlithaték (i=1,...k). Azt mondjuk, hogy a P ¢és a Q ren-
dezett halmazok homotdép ekvivalensek (P=Q), ha van olyan fepl
és van olyan géOP, hogy fogzidP és gofxidQ. A rendezés homo-
tépia 4ltal meghaférozott ekvivalencia osztdlyokra a fixpont
tulajdonsdg invariéns[l]]; hasonldan FPP(n). és Q is homotdpia
invaridnsok. fgy ha pelddul P és (Q véges rendezett halmazok
é€s Q@ lebonthatdé P-re, akkor 3(P)=g(0). Ismert példdkbdl
tovdbbi példdk nyerhettk a g(PxQ):g(P)+gﬂj)-1 egyenldoség tel-

jesiilésére is, mivel ha PxP' ¢és QeQ', akkor PxQe=P'xQ'.



[1]

- 76 -

Irodalom

S. Abian and A.B.Brown (1961) A theorem on parti-
ally ordered sets with applications to fixed point

theorems, Canad. J. Math. 13, 78-82.

K. Baclawski and A. Bjorner (1979) Fixed points in

partially ordered sets, Adv. Math. 31, 263-287.

A.C.Davis (1955) A characterization of complete lattices,

Pacific J. Math. 5, 311-319.

D.Duffus, W.Poguntke, and I.Rival (1980) Retracts and
the fixed point problem for finite partially ordered

sets, Canad. Math. Bull. 23,231-236.

D. Duffus and-I.Rival (1981) A structure theory for

ordered sets, Discrete Math. 35,53-118.

D.Duffus, I.Rival, and M.Simonovits (1980) Spanning
retracts of a partially ordered set, Discrete Math.

32, 1-7.

H.HGft and M.Hoft (1976) Some fixed point theorems for

partially ordered sets, Canad. J.Math. 28,992-997.

H.Hoft and M.Hoft (1985) Contracting sets in partial
orders and the fixed point property for lexicographic

sums, preprint.

B.J6nsson (1982) Arithmetic of ordered sets, in Ordered

Sets (ed. I.Rival), D.Reidel, Dordrecht, pp. 3-41.



[10]

H.M.MacNeille (1937) Partially ordered sets, Trans.

Amer. Math. Soc. 42,416-460.

R.J. Nowakowski and I.Rival (1979) Fixed edge theorem

for graphs with loops, J.Graph Theory 3,339-350.

I.Rival (1976) A fixed point theorem for finite
partially ordered sets, J.Combinatorical Theory (A)
21,309-318.

I.Rival (1982) The retract construction, in Ordered

Sets (ed.I.Rival), D.Reidel, Dordrecht, pp. 97-122.

‘A.Rutkowski (1985) Multifunctions and the Fixed Point

Property for Products of Ordered Sets, Order 2, 61-67.

A.Rutkowski (1985) Cores, cutsets and the fixed point

property, preprint.

A.Tarski (1955) A lattice theoretical fixpont theorem

and its applications, Pacific J.Math.5, 285-309.

J.W.Walker (1984) Isotone relations and the fixed

point property for posets, Discrete Math. 48, 275-288.



Koszonetnyilvdnitds

Koszonetemet szeretném kifejezni dr.Czédli Gabor-
nak a JATE Algebra és Szamelmélet tanszéke adjunktusa-
nak, aki kezdettdl fogva figyelemmel kisérte az n-fix-
pont tulajdonsdg sorsat. A dolgozatban szerepldé tobb
eredménynek is kiinduldpontja lett az egyszerl de fon-
tos 4.3. Allitsds, melynek felfedezése Czédli Gabor ne-
vehez fdzddik.

Megkoszonom dr.(Csakany Béldnak a JATE Algebra és
Szamelmeélet tanszéke tanszékvezetd egyetemi tandrdnak a
biztatdst és tamogatdst, amely nélkil ez a dolgozat nem

készilhetett volna el.





