
 

 

 

 

 

Forschungsbericht 2022-10 
 
 
 
 
 

 
Eine Familie 
stabilitätsbasierter 
Transitionstransport-
gleichungsmodelle für die 
numerische Strömungs-
simulation 

Philip Ströer 
 

Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt   

Institut für Aerodynamik und 

Strömungstechnik  

Göttingen 

 



Forschungsbericht 2022-10 
 
 

 
Eine Familie stabilitätsbasierter 
Transitionstransportgleichungsmodelle 
für die numerische Strömungssimulation 

 

 
Philip Ströer 

 

Deutsches Zentrum für Luft- und Raumfahrt 
Institut für Aerodynamik und 
Strömungstechnik 
Göttingen 

 
 
 

       
        
          
       

 
 
 
 
 
 
 
 

 

177  Seiten
65 Bilder
5 Tabellen

140  Literaturstellen



 
 
 
 
 

 
 
 

 

Herausgeber: 
 

Deutsches Zentrum 
für Luft- und Raumfahrt e. V. 
Wissenschaftliche Information 
Linder Höhe 
D-51147 Köln 

 
 
 

ISSN 1434-8454 
ISRN DLR-FB-2022-10 

 
DOI: https://doi.org/10.57676/cja2-8m10  

 
 

Erklärung des Herausgebers 
Dieses Werk ist unter einer Creative Commons Lizenz vom Typ Namensnennung – Nicht 
kommerziell 3.0 Deutschland      zugänglich.   Um eine Kopie dieser Lizenz einzusehen, 
konsultieren Sie bitte https://https://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/. oder wenden Sie 
sich brieflich an Creative Commons, Postfach 1866, Mountain View, California, 94042, USA. 

 

Lizenz 

   Creative Commons Lizenz vom Typ Namensnennung- Nicht kommerziell 3.0 
Deutschland 

https://doi.org/10.57676/cja2-8m10
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0/


Stabilitätsbasierte Transitionstransportgleichungsmodellierung, 
Transitionsmodellierung,Transportdifferentialgleichungen, laminar-turbulente Transition, 
physikalische Modellierung, RANS 

 

Philip Ströer 
DLR, Institut für Aerodynamik und Strömungstechnik, Göttingen 

 

Eine Familie stabilitätsbasierter Transitionstransportgleichungsmodelle für die 
numerische Strömungssimulation 
Technische Universität Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig  
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine aus drei Transitionstransportgleichungsmodellen 
unterschiedlicher Komplexität bestehende neuartige, semi-empirische Modellfamilie zur 
Transitionsvorhersage für die Außenaerodynamik vor, die auf einer approximierten Form 
lokaler, linearer Stabilitätstheorie basiert. Durch diese neuen Modelle werden Defizite 
vorhandener Ansätze bei Tollmien-Schlichting-Transition, die mit positiven und negativen 
Druckgradienten assoziiert sind, kompensiert und im Verlauf der vorliegenden Arbeit detailliert 
dokumentiert. 
Ein 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Transitionskriterium möglichst 
genau gitterpunktlokal abzubilden. So werden drei neuartige, zusätzliche partielle 
Transportdifferentialgleichungen eingeführt, wovon zwei eine Integration entlang einer neu 
definierten spezifischen Transportgeschwindigkeit ausführen, um einen mittleren 
Druckgradientenparameter lokal bereitzustellen, über den Konvektionseffekte berücksichtigt 
werden können. Eine weitere Gleichung wird verwendet, um eine Grenzschichtgröße des 
kritischen Punktes konstant zu transportieren. Es kann gezeigt werden, dass diese 
Gleichungen die beschriebenen Operationen sehr genau abbilden und die Strömungsgrößen 
damit gitterpunktlokal verfügbar machen. Das 4-Gleichungsmodell wird zusätzlich um 
Kompressibilitätseffekte erweitert und für laminar abgelöste Strömungen detailliert untersucht. 
Auf Basis dieser umfangreichen Arbeiten werden darüber hinaus ein eigenständiges 3-
Gleichungsmodell und ein 1-Gleichungsmodell hergeleitet, die unter Beibehaltung der 
Genauigkeit Galilei-invariant entwickelt wurden und zusätzlich numerisch günstiger sind. Ein 
weiterer Vorteil dieser Modelle ist, dass das 3-Gleichungsmodell und das 1-Gleichungsmodell, 
abgesehen von zwei zusätzlichen Gleichungen des 3-Gleichungsmodells, in ihrer Form 
identisch sind. 
Es kann gezeigt werden, dass die Galilei-invarianten Modelle die Qualität des 4-
Gleichungsmodells erhalten. Ferner liefern alle Modelle für die gezeigten Verifikations- und 
Validierungstestfälle gute bis sehr gute Ergebnisse. Das 3-Gleichungsmodell und das 1-
Gleichungsmodell werden im Rahmen dieser Validierung erfolgreich auf einen komplexen 
Helikopter-Testfall im axialen Flug angewendet. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Stability-based transition transport modeling, transport- 
type differential equations, laminar-turbulent transition, 
physical modeling, RANS 

 
Philip Ströer 
DLR, Institute of Aerodynamics and Flow Technology, 
Göttingen 

 
 
(Published in German) 

 
 

A Stability-based Transition Transport Modelling Framework for Computational Fluid 
Dynamics 
Technische Universität Carolo-Wilhelmina zu Braunschweig 

The present work deals with the physical modeling of laminar-to-turbulent transition. For that 
purpose, a new semi-empirical stability-based transition transport modeling framework for 
external aerodynamics is presented. These new models aim at compensating deficiencies of 
present state-of-the-art models for streamwise transition mechanisms focusing Tollmien- 
Schlichting transition, associated with adverse and favorable pressure gradients. 
A 4-equation model aims at accurately reproducing the underlying transition criterion in a grid- 
point-local manner. In this way, three new transport equations are introduced. Two of them 
perform an integration along a new specific transport velocity in order to provide an averaged 
pressure-gradient parameter that covers convection effects in streamwise direction. Another 
equation is used to transport an integral boundary-layer quantity downstream. It can be shown 
that the new transport equations and the solution procedure applied yield a very accurate 
numerical representation of all quantities that are needed to evaluate the transition criterion in 
a grid-point-local manner and, thus, a very good match of the predicted transition onset 
locations with experimental findings could be demonstrated. In addition, the 4-equation model 
is extended to account for compressibility effects and is investigated in detail for laminar 
separated flows. Based on this work independent 3-equation and 1-equation models are 
derived that are Galilean-invariant and computationally cheaper while maintaining the accuracy 
of the 4-equation model. All model versions show very good or good agreement with 
experimental data for the presented verification and validation test cases. In addition, the 3- 
and 1-equation models are applied to a helicopter validation test case in axial flight. 
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine aus drei Transitionstransportgleichungsmodellen
unterschiedlicher Komplexität bestehende neuartige, semi-empirische Modellfamilie zur
Transitionsvorhersage für die Auÿenaerodynamik vor, die auf einer approximierten Form
lokaler, linearer Stabilitätstheorie basiert. Durch diese neuen Modelle werden De�zite
vorhandener Ansätze bei Tollmien-Schlichting-Transition, die mit positiven und negati-
ven Druckgradienten assoziiert sind, kompensiert und im Verlauf der vorliegenden Arbeit
detailliert dokumentiert.
Ein 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Transitionskriterium mög-
lichst genau gitterpunktlokal abzubilden. So werden drei neuartige, zusätzliche partielle
Transportdi�erentialgleichungen eingeführt, wovon zwei eine Integration entlang einer
neu de�nierten spezi�schen Transportgeschwindigkeit ausführen, um einen mittleren
Druckgradientenparameter lokal bereitzustellen, über den Konvektionse�ekte berück-
sichtigt werden können. Eine weitere Gleichung wird verwendet, um eine Grenzschicht-
gröÿe des kritischen Punktes konstant zu transportieren. Es kann gezeigt werden, dass
diese Gleichungen die beschriebenen Operationen sehr genau abbilden und die Strö-
mungsgröÿen damit gitterpunktlokal verfügbar machen. Das 4-Gleichungsmodell wird
zusätzlich um Kompressibilitätse�ekte erweitert und für laminar abgelöste Strömungen
detailliert untersucht.
Auf Basis dieser umfangreichen Arbeiten werden darüber hinaus ein eigenständig-
es 3-Gleichungsmodell und ein 1-Gleichungsmodell hergeleitet, die unter Beibehal-
tung der Genauigkeit Galilei-invariant entwickelt wurden und zusätzlich numerisch
günstiger sind. Ein weiterer Vorteil dieser Modelle ist, dass das 3-Gleichungsmodell
und das 1-Gleichungsmodell, abgesehen von zwei zusätzlichen Gleichungen des 3-
Gleichungsmodells, in ihrer Form identisch sind.
Es kann gezeigt werden, dass die Galilei-invarianten Modelle die Qualität des 4-
Gleichungsmodells erhalten. Ferner liefern alle Modelle für die gezeigten Veri�kations-
und Validierungstestfälle gute bis sehr gute Ergebnisse. Das 3-Gleichungsmodell und das
1-Gleichungsmodell werden im Rahmen dieser Validierung erfolgreich auf einen komplex-
en Helikopter-Testfall im axialen Flug angewendet.



Abstract

The present work deals with the physical modeling of laminar-to-turbulent transition.
For that purpose, a new semi-empirical stability-based transition transport modeling
framework for external aerodynamics is presented. These new models aim at compensa-
ting de�ciencies of present state-of-the-art models for streamwise transition mechanisms
focusing Tollmien-Schlichting transition, associated with adverse and favorable pressure
gradients.
A 4-equation model aims at accurately reproducing the underlying transition criterion
in a grid-point-local manner. In this way, three new transport equations are introduced.
Two of them perform an integration along a new speci�c transport velocity in order
to provide an averaged pressure-gradient parameter that covers convection e�ects in
streamwise direction. Another equation is used to transport an integral boundary-layer
quantity downstream. It can be shown that the new transport equations and the solution
procedure applied yield a very accurate numerical representation of all quantities that
are needed to evaluate the transition criterion in a grid-point-local manner and, thus, a
very good match of the predicted transition onset locations with experimental �ndings
could be demonstrated. In addition, the 4-equation model is extended to account for
compressibility e�ects and is investigated in detail for laminar separated �ows.
Based on this work independent 3-equation and 1-equation models are derived that are
Galilean-invariant and computationally cheaper while maintaining the accuracy of the 4-
equation model. All model versions show very good or good agreement with experimental
data for the presented veri�cation and validation test cases. In addition, the 3- and 1-
equation models are applied to a helicopter validation test case in axial �ight.
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1 Einleitung

Die laminar-turbulente Transition beschreibt den Übergang von der laminaren in die
turbulente Strömungsform. Beide Zustände weisen signi�kant unterschiedliche Eigen-
schaften auf. Entsprechend ist dieser Übergang sowohl aus physikalischer als auch aus
ingenieurwissenschaftlicher Sicht von besonderem Interesse und Gegenstand aktueller
Forschung.
So beein�usst die Lage des Transitionsbereiches eines Laminar�ügels die gesamte Ober-
�ächenreibung und ist damit inhärent an den Kerosinverbrauch eines Transport�ugzeu-
ges sowie an Umweltein�üsse gekoppelt. Zusätzlich ist seit einiger Zeit eine verstärkte
Wiederaufnahme der Forschungsaktivitäten im Bereich der Laminartechnologien zu ver-
zeichnen (z.B. Crouch 2015 und Green 2008), wodurch dieses Argument an Wichtigkeit
gewinnt. Auch für Helikopterrotoren kann gezeigt werden, dass eine vollturbulente Aus-
legung den Leistungsbedarf in vielen Fällen deutlich überschätzt (z.B. Dietz und Die-
terich 2009). Zusätzlich werden wichtige Stabilitätsparameter von Fluggeräten, wie das
Ablöseverhalten der Strömung, davon beein�usst, ob eine Strömung noch laminar oder
bereits turbulent ist. Neben einem Verständnis des Phänomens ist daher für industrielle
Luftfahrtanwendungen besonders relevant, wo bzw. in welchem Bereich die Transition
auftritt und inwiefern sich dieser Bereich automatisiert, aber dennoch theoretisch fun-
diert und zuverlässig vorhersagen lässt.

1.1 Physikalische Modellierung der
laminar-turbulenten Transition

Mit steigenden Rechenressourcen wurde es möglich, komplexe Di�erentialgleichungs-
systeme wie die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS-Gleichungen)
in Verbindung mit Modellen, die den Ein�uss der Turbulenz modellieren, diskret zu lö-
sen. Diese sogenannte numerische Strömungssimulation (Computational Fluid Dynamics,
CFD) ermöglicht eine umfassende Analyse von Strömungen durch Feldlösungen. Das ty-
pische Standardvorgehen bei einer solchen Simulation ist, eine vollturbulente Strömung
anzunehmen und die laminar-turbulente Transition gänzlich zu vernachlässigen. Wie die
einleitenden Beispiele andeuten, kann dieser Ansatz gerade für Laminaranwendungen
zu groÿen Fehlern in der Widerstandsberechnung führen. Da die praktischen Auswir-
kungen der laminar-turbulenten Transition insgesamt komplex und weitreichend sein
können, besteht somit der Bedarf, Vorhersagetheorien und -methoden mit moderatem
Expertenwissen möglichst automatisiert im Rahmen einer CFD-Simulation anwenden zu
können.
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1.1 Physikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition

Dass die laminare Strömungsform nicht uneingeschränkt stabil ist, wurde bereits früh von
Reynolds (1883) in experimentellen Arbeiten an Rohrströmungen beobachtet. Reynolds
(1883) postuliert, dass die geordnete Schichtströmung ab einer bestimmten, später nach
ihm benannten, dimensionslosen Kennzahl (Reynolds-Zahl), die das Verhältnis von Träg-
heitskräften zu Zähigkeitskräften bildet, in einen chaotischen Zustand übergeht, der
durch eine starke Durchmischung und eine überlagerte Bewegung quer zur Strömungs-
richtung gekennzeichnet ist. Spätere Arbeiten beschreiben diesen Übergang als ein Sta-
bilitätsproblem, bei dem Störungen der Auÿenströmung in die Grenzschicht eindringen
und hier gegebenenfalls angefacht werden, was dazu führen kann, dass die gesamte Grenz-
schichtströmung instabil und infolge turbulent wird. Theoretische Arbeiten beschreiben
diese Störungen als Überlagerung der laminaren Strömung und versuchen zu berech-
nen, ob diese Störungen gedämpft oder angefacht werden. Frühe Arbeiten gehen auf
Lord Rayleigh (z.B. Lord Rayleigh 1880) zurück. W. Tollmien und H. Schlichting (z.B.
Schlichting 1949) gelingt die erste umfassende theoretische Beschreibung der Stabilität
laminarer Strömungen, bei der Partialstörungen im Rahmen eines Eigenwertproblems
analysiert werden. Diese Arbeiten führen auf die Stabilitätstheorie, die in unterschiedli-
chen Formen auch heutzutage noch Gegenstand der Forschung ist. Basierend auf theo-
retischen und experimentellen Erkenntnissen entwickelten sich zusätzlich Ansätze, die
eine einfachere Berechnung der Stabilitätseigenschaften laminarer Pro�le auf Kosten ei-
nes höheren Approximationsgrades ermöglichen.
Obwohl die Transition bereits als stabilitätstheoretisches Phänomen verstanden ist und
auch approximative Kriterien existieren, ist es schwierig, diese Methoden so verfügbar
zu machen, dass sie robust, anwenderfreundlich und für groÿe Parameterbereiche zuver-
lässig funktionieren. Ein Nachteil bestehender Methoden ist daher, dass oft ein groÿes
Expertenwissen und viel Aufwand für eine Anwendung im Rahmen von CFD-Lösern
erforderlich ist. In den letzten Jahrzehnten sind daher Ansätze entwickelt worden, die
eine stark automatisierte Vorhersage auf Basis von partiellen Transportdi�erentialglei-
chungen ermöglichen.1

Insbesondere die Entwicklungen von Menter et al. (2002), Menter et al. (2006a), Men-
ter et al. (2006b) und Langtry und Menter (2009) scha�en mit dem γ-Reθ-Modell in
diesem Zusammenhang eine neue Klasse von Modellen, die sich durch ein besonderes
Maÿ an Automatisierbarkeit, Anwenderfreundlichkeit und Parallelisierbarkeit auszeich-
nen. In Ähnlichkeit zu Turbulenzmodellen basieren die Modelle auf partiellen Transport-
di�erentialgleichungen und verwenden nur lokal am jeweiligen Gitterpunkt verfügbare
Gröÿen, können somit ohne zusätzliche Algorithmen in einen bestehenden CFD-Löser
integriert werden und erfordern, abgesehen von einer Wahl des Modells, keine Eingabe
des Anwenders. Insbesondere die Anwendung partieller Transportdi�erentialgleichun-
gen kombiniert so Vorteile und bietet Potential für künftige Entwicklungen: Zum einen
ermöglichen diese Gleichungen, bestimmte Operationen entlang von Stromlinien auszu-
führen und Lösungen gitterpunktlokal verfügbar zu machen, zum anderen ist ein solcher

1Eine Literaturübersicht zu diesen sogenannten Transportgleichungsansätzen ist in Abschnitt 2.6.3
gegeben.
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1.1 Physikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition

Ansatz in besonders einfacher Weise in einen bestehenden Strömungslöser integrierbar
und parallelisierbar. Das γ-Reθ-Modell zeigt zusätzlich für eine Vielzahl von Testfällen
eine sehr gute Übereinstimmung mit experimentellen Daten.

Durch sich ständig wandelnde Anforderungen aus Forschung und Industrie sind die For-
derungen an Transitionsmodelle, was den Bereich an Strömungsbedingungen, die Genau-
igkeit und die Anwendbarkeit betri�t, groÿ. Das Modell von Langtry und Menter (2009)
basiert auf einer modi�zierten Form des Kriteriums von Abu-Ghannam und Shaw (1980)
und wurde mit besonderem Fokus auf der Anwendung in Strömungsmaschinen und damit
verbundenen hohen Turbulenzgraden entwickelt. Perraud et al. (2014) konnten zeigen,
dass das Kriterium von Langtry und Menter (2009) im Vergleich zu Lösungen der lo-
kalen, linearen Stabilitätstheorie für laminare, selbstähnliche Falkner-Skan-Pro�le bei
auÿenaerodynamisch relevanten kleinen Turbulenzgraden groÿe Unterschiede im Bereich
verzögerter und beschleunigter Strömungen aufweist (vgl. Abb. 1.2). In Ströer et al.
(2020b) werden diese Unterschiede in den Kriterien im Zusammenhang mit Beobach-
tungen bei Testfällen mit hohen und niedrigen Reynolds-Zahlen gedeutet: So kann im
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Abbildung 1.1: Ergebnisse des RTG-Rotors (links) und des NACA622A015-Pro�ls
(rechts) bei niedrigen bzw. hohen Reynolds-Zahlen im verzögerten bzw.
beschleunigten Bereich

Vergleich zu experimentellen Daten oftmals die Beobachtung stromau�iegender Transi-
tionspositionen bei hohen Reynolds-Zahlen und stromabliegender Transitionspositionen
bei niedrigen Reynolds-Zahlen begründet werden. Verstärkt wird dieses Verhalten durch
die Art, wie Transition im Rahmen des CFD-Lösers durch die γ-Gleichung in Verbin-
dung mit dem k-ω SST Wirbelviskositätsmodell gesetzt wird.
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1.2 Zielsetzung und Aufbau

Im Folgenden sind zwei beispielhafte Lösungen gezeigt. In Abb. 1.1 (links) sind γ-Reθ-
Ergebnisse des Lösers TAU (DLR) und des Lösers elsA (ONERA) gezeigt, die aus in
Kaufmann et al. (2019) verö�entlichten Voruntersuchungen stammen. In diesem Testfall
wird ein Zweiblattrotor bei einer niedrigen Blattspitzen-Reynolds-Zahl, die zur Nabe
hin niedriger wird, untersucht. Transition �ndet im Experiment im verzögerten Bereich
über Tollmien-Schlichting-Instabilitäten statt. Für beide Löser ist zu erkennen, dass die
berechnete Transitionsposition stromab der Experimente liegt und über eine Ablöseblase
statt�ndet. In Abb. 1.1 (rechts) sind Ergebnisse bei hohen Reynolds-Zahlen zu sehen,
bei denen im Experiment Transition im beschleunigten Bereich statt�ndet2. Hier ist
gegenteiliges zu beobachten: Die γ-Reθ-Ergebnisse liegen stromauf der experimentellen
Daten.

1.2 Zielsetzung und Aufbau

Basierend auf diesen Beobachtungen hat die vorliegende Arbeit das Ziel, einen neuen
und unabhängigen Transportgleichungsansatz zur Transitionsvorhersage in unstruktu-
rierten, parallelisierten CFD-Lösern zu entwickeln, der unter Beibehaltung industrieller
Anwendbarkeit auf einer approximierten Form lokaler, linearer Stabilitätstheorie in Ver-
bindung mit der eN -Methode basiert und Transitionsmechanismen in Strömungsrichtung
berücksichtigt.

Wie in Abb. 1.2 gezeigt, existieren für den Bereich starker Beschleunigung und Verzö-
gerung groÿe Unterschiede zwischen den Kriterien von Abu-Ghannam und Shaw (1980)
bzw. Langtry und Menter (2009) und einem Kriterium, das die experimentelle Daten-
basis dieser empirischen Kriterien theoretisch abbildet. D.h. der in Abb. 1.2 mit AHD
gekennzeichnete Verlauf basiert auf Ergebnissen der lokalen, linearen Stabilitätstheorie
(in Verbindung mit der eN -Methode) von laminaren Grenzschichtpro�len ebener Platten-
strömungen, die unter dem Ein�uss von konstanten Druckgradienten stehen (analytische
Falkner-Skan-Lösungen). Eine solche semi-empirische Methode wurde von Arnal et al.
(1984) und Habiballah (1981) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD) entwickelt und
basiert auf der Idee, die Enveloppe der Anfachungsraten über eine lineare Funktion zu
approximieren. Hier nicht gezeigte Voruntersuchungen zu diesem Kriterium bestätigen
die anhand von Abb. 1.2 aufgestellte Vermutung, dass für Testfälle, bei denen Transi-
tion im beschleunigten oder verzögerten Bereich auftritt, unter Verwendung des AHD-
Kriteriums eine deutlich bessere Übereinstimmung mit experimentellen Daten erreicht
werden kann.
Ein weiterer Vorteil dieser Familie von Kriterien ist, dass unter Beibehaltung der gene-
rellen Form des originalen Kriteriums Kompressibilitätserweiterungen bis in den hyper-
sonischen Mach-Zahl-Bereich existieren. Auf diese Weise können die Erweiterungen ohne
tiefgreifende Modi�kationen des Transportgleichungsmodells verfügbar gemacht werden.
Ferner basieren die Kriterien weiterhin auf Reθt, wodurch eine Kompatibilität zu dem

2Transition wurde im Experiment so gemessen, dass Exp. lam. eine Position andeutet, an der die
Strömung noch laminar war und Exp. turb. eine Stelle, an der die Strömung bereits turbulent ist.
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1.2 Zielsetzung und Aufbau
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Abbildung 1.2: Vergleich der Transitionskriterien nach Arnal et al. (1984) und Habibal-
lah (1981) (AHD), Langtry und Menter (2009) (LM) und Abu-Ghannam
und Shaw (1980) (AGS) in Abhängihkeit des Druckgradientenparameters
λθ für zwei Turbulenzgrade

AGS-Kriterium und weiteren Reθt-basierten Kriterien, die ggf. bei höheren Turbulenz-
graden angewendet werden könnten, erhalten bleibt. Zusätzlich werden Konvektionsef-
fekte/Geschichtse�ekte (history e�ects) der Grenzschicht durch einen räumlich gemit-
telten Druckgradientenparameter berücksichtigt, der über zwei partielle Transportglei-
chungen abgebildet werden kann. Das bringt inhärent den Vorteil, dass ein kostengüns-
tigeres, identisches Modell, das zwei partielle Transportgleichungen weniger verwendet,
entsteht.3

Die Modellierung des neuen Ansatzes soll in zwei Teilbereiche untergliedert werden:

� Zunächst wird ein neues Modell hergeleitet, das das Ziel hat, das zugrundeliegende
Kriterium möglichst genau gitterpunktlokal abzubilden. Das reine Setzen der sich
ergebenden Transitionsposition (d.h. das Steuern des Turbulenzmodells) sei hier
bewusst ausgenommen. Die Kernfrage ist, wie und mit welchen Methoden ein solch
komplexes stabilitätsbasiertes Kriterium gitterpunktlokal abgebildet werden kann.

� Ein weiteres wichtiges Ziel ist in diesem Zusammenhang, die �nale Formulierung
so allgemeingültig wie möglich zu halten. Eine Kernforderung an physikalische
Modelle ist daher die nach Galilei-Invarianz. D.h. die Formulierung muss in allen
Inertialsystemen dieselbe Form haben. Für Fälle, bei denen eine direkte Trans-
formation der Geschwindigkeiten in ein relatives System möglich ist, erscheint die
Forderung nach Galilei-Invarianz aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht redundant.
Sobald sich mehrere Wände relativ zueinander bewegen (also keine klare Zuweisung
mehr erfolgen kann), führt eine Verletzung der Galilei-Invarianz jedoch unweiger-
lich zu Problemen. In einem zusätzlichen Schritt zielt die Arbeit daher auf eine
Galilei-invariante Modellformulierung ab.

3D.h. ein 1-Gleichungsmodell, das statt eines räumlich gemittelten einen lokalen Druckgradientenpa-
rameter verwendet.

5



1.2 Zielsetzung und Aufbau

Zusätzlich sollen grundlegende Eigenschaften dieser Klasse von Transitionsmodellen er-
örtert werden: Ein Transitionsmodell ist ein komplexes mathematisches Gebilde, das
eine Reihe von Approximationen beinhaltet, die teilweise physikalischer aber teilweise
auch pragmatischer Natur sind. Daher ist es besonders wichtig, E�ekte zu trennen und
präzise zu analysieren, um ausschlieÿen zu können, dass sich z.B. Fehler kompensieren.
Die Arbeit hat daher zusätzlich das Ziel, transparent darzulegen, wie diese Klasse von
Modellen funktioniert. Dabei liegt ein besonderer Fokus auf der Art, wie die berechnete
Position beginnender Transition im Löser gesetzt wird, d.h. in welcher Form das Turbu-
lenzmodell auf Basis dieser Berechnungen aktiviert und deaktiviert wird (γ-Gleichung).

Die vorliegende Arbeit ist in fünf Kapitel untergliedert: Kap. 2 gibt einen zusammenfas-
senden Überblick über Grundlagen der laminar-turbulenten Transition und den Stand
der Forschung hinsichtlich der Transitionsvorhersage sowie der Transitionstransport-
gleichungsmodellierung. Im Folgekapitel 3 werden die entwickelten Transitionsmodelle
hergeleitet und in Kap. 4 veri�ziert und validiert. Abschlieÿend erfolgt in Kap. 5 eine
Einordnung der Arbeiten in einen Gesamtkontext und es wird ein Ausblick gegeben.
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2 Laminar-turbulente

Grenzschichttransition

Das nachfolgende Kapitel gibt einen zusammenfassenden Überblick zu den Grundlagen
der laminar-turbulenten Transition. Zusätzlich sollen theoretische Berechnungsansätze
beschrieben und der aktuelle Stand der Transitionsmodellierung mittels Transportdi�e-
rentialgleichugen dargelegt werden.

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Zur physikalischen Modellierung Newton'scher Fluide werden nachfolgend die Bilanzglei-
chungen für Masse, Impuls und Energie aufgestellt. Das System nichtlinearer, partieller
Di�erentialgleichungen wird gemeinhin als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Da-
bei wird vorausgesetzt, dass eine entsprechende charakteristische Länge eines betrachte-
ten Volumenelementes dV groÿ gegenüber der mittleren freien Weglänge der Moleküle
ist (niedrige Knudsen-Zahl). Unter dieser Voraussetzung ist die Kontinuumshypothese
erfüllt und es ist zulässig, das Fluid als Kontinuum zu modellieren. Die nachfolgen-
de Darstellung erfolgt in Anlehnung an Moukalled et al. (2016) und Blazek (2015). Die
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bestehen aus der Kontinuitätsgleichung (Mas-
senbilanz):

Dρ

Dt
= −ρ∇ · u, (2.1)

der Impulsgleichung (Impulsbilanz):

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρu⊗ u) = −∇p+∇ ·

(
µ
(
∇u+ (∇u)T

))
+∇(λ∗∇ · u) (2.2)

sowie dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiebilanz):

∂(ρh∗)

∂t
+∇ · (ρuh∗) = −∇ · qs − p∇ · u+ τ : ∇u+ qv (2.3)

mit der Dichte ρ, dem Geschwindigkeitsvektor u, dem statischen Druck p, der dynami-
schen Viskosität µ, der spezi�schen Gesamtenergie e = h∗+1/2 u·u = h−p/ρ+1/2 u·u
und dem viskosen Spannungstensor τ = µ(∇u+ (∇u)T) + (λ∗∇ ·u)I, wobei I die Ein-
heitsmatrix darstellt. Zusätzlich sei angenommen, dass λ∗ = −2/3µ gilt (Stokes'sche
Hypothese).
Für die Schlieÿung des Gleichungssystems sind weitere thermodynamische Zusammen-
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2.2 Das Konzept der Grenzschicht und Strömungszustände

hänge erforderlich. Das als thermodynamisch ideal angenommene Fluid kann über die
Zustandsgleichung idealer Gase modelliert werden:

p = ρRiT, (2.4)

wobei T die Temperatur und Ri die spezi�sche Gaskonstante beschreiben. Die dyna-
mische Viskosität wird mittels des Ansatzes von Sutherland approximiert, das deren
Temperaturabhängigkeit über folgende Gleichung berücksichtigt:

µ = µ0
T0 + TS
T + TS

(
T

T0

) 3
2

, (2.5)

wobei µ0 die Referenzviskosität, T0 die Referenztemperatur und TS die Sutherlandkon-
stante darstellen (Sutherland 1893). Der Wärmestrom ergibt sich aus dem Fourier'schen
Gesetz:

qs = −λ′∇T (2.6)

mit der Wärmeleitfähigkeit λ′.

2.2 Das Konzept der Grenzschicht und
Strömungszustände

Der Begri� der Grenzschicht de�niert nach Ludwig Prandtl einen Bereich in Wandnähe
innerhalb einer Strömung, in dem Reibungse�ekte zwingend zu berücksichtigen sind.
Auÿerhalb dieser Grenzschicht kann die Viskosität in gute Annäherung vernachlässigt
werden. Das Strömungsfeld wird somit in zwei Bereiche unterteilt (Schlichting und Gers-
ten 2006).
Innerhalb der �uiddynamischen Grenzschicht kann die Strömung in zwei Zuständen auf-
treten. Die laminare Strömung ist eine geordnete Schichtenströmung, ohne Durchmi-
schung quer zur Strömungsrichtung. Durch verschiedene, im weiteren Verlauf der vorlie-
genden Arbeit diskutierte, Rezeptivitätsmechanismen können Störungen in die Grenz-
schicht eingebracht werden, wodurch die laminare Strömung instabil wird und es zum
Übergang (Transition) vom laminaren in den turbulenten Zustand kommen kann. Erst-
mals beobachtet wurde dieses Phänomen von Osborne Reynolds im Jahre 1883, der für
eine Rohrströmung feststellte, dass ab einer bestimmten, später nach ihm benannten,
dimensionslosen Kennzahl (Reynolds-Zahl), die geordnete Schichtenströmung instabil
und turbulent wird. Die Reynolds-Zahl Re beschreibt dabei einen mechanischen Ähn-
lichkeitsparameter, der Trägheits- und Zähigkeitskräfte ins Verhältnis setzt (Schlichting
und Gersten 2006):

ρu ∂u/∂x

µ ∂2u/∂y2
∝ ρu2

∞/L
µu∞/L2

=
u∞L
ν

=: Re, (2.7)

mit einer Geschwindigkeit (auÿenaerodynamisch oft die Geschwindigkeit am Fernfeld-
rand) u∞, einer charakteristischen Länge L sowie der kinematischen Viskosität ν. Die
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2.3 Laminare Grenzschichten

Relevanz der laminar-turbulenten Transition für technische Anwendungen liegt in der
Tatsache begründet, dass laminare und turbulente Strömungen unterschiedliche Eigen-
schaften aufweisen. So ist bspw. die Reibung oder der Wärmeübergang für laminare und
turbulente Strömungen signi�kant unterschiedlich. Auch innerhalb freier Scherschichten
tritt Transition aufgrund von Kelvin-Helmholtz-Instabilitäten auf. Auf diesen Aspekt
wird im Rahmen ablösungsinduzierter Transition im weiteren Verlauf des Kapitels ein-
gegangen.

2.3 Laminare Grenzschichten

Nachfolgend sollen elementare Eigenschaften laminarer Grenzschichten in Anlehnung an
Schlichting und Gersten (2006) und Scholz et al. (2009) zusammenfassend beschrieben
werden. Dabei wird eine ebene Strömung angenommen, bei der x die Strömungsrichtung,
y die wandnormale Richtung und z die spannweitige Richtung beschreiben.

Parameter

Obwohl die Grenzschicht nicht scharf gegenüber der Auÿenströmung abgegrenzt werden
kann, ist es sinnvoll, einen wandnormalen Abstand zu de�nieren, der eine Einteilung
ermöglicht. Eine weit verbreitete De�nition für die Grenzschichtdicke δ ist der wandnor-
male Abstand, ab der die Geschwindigkeit in x-Richtung u 99% der Geschwindigkeit der
Auÿenströmung u∞ entspricht:

u(x, y =: δ) = 0, 99u∞. (2.8)

Eine Grenzschicht hat gegenüber der Auÿenströmung eine verdrängende Wirkung, d.h.
eine hypothetische reibungsfreie Stromlinie wird abgelenkt. Mathematisch kann dies
durch die Verdrängungsdicke δ∗ beschrieben werden:

δ∗k(x) := lim
ζ→∞

∫ ζ

0

(
1− ρ(x, y)u(x, y)

ρ∞u∞

)
dy. (2.9)

Eine weitere wichtige Gröÿe ist die Impulsverlustdicke θ:

θk(x) := lim
ζ→∞

∫ ζ

0

ρ(x, y)u(x, y)

ρ∞u∞

(
1− u(x, y)

u∞

)
dy. (2.10)

Physikalisch beschreibt diese Gröÿe den durch die Grenzschicht verminderten Impuls-
strom. Unter der Annahme von Inkompressibilität können die Ausdrücke für δ∗k und θk
unter Vernachlässigung der Dichte in den Gleichungen 2.9 und 2.10 vereinfacht werden
und es ergeben sich die Gröÿen δ∗ sowie θ.
Der Quotient aus Verdrängungs- und Impulsverlustdicke wird als Formfaktor H12 be-
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2.4 Stabilität und Transitionsmechanismen

zeichnet und ist ein Maÿ für die Form des Geschwindigkeitspro�ls:

H12(x) :=
δ∗

θ
. (2.11)

Für zwei Formfaktoren H12,1 < H12,2 bedeutet das, dass das durch H12,1 charakterisierte
Pro�l voller erscheint. Die Bezeichnung H12 leitet sich aus den Gröÿen δ∗ und θ ab, die
oftmals auch als δ1 = δ∗ und δ2 = θ bezeichnet werden.
Ein Parameter, der die an der Wand auftretende Reibungskraft charakterisiert, ist der
Reibungsbeiwert (dimensionslose Form der Wandschubspannung τw):

cf :=
τw

1
2
ρu2
∞

mit τw = µ
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

. (2.12)

Da sich die Geschwindigkeitspro�le im laminaren und turbulenten Strömungszustand
stark unterscheiden, verzeichnet dieser Beiwert einen charakteristischen Anstieg beim
Übergang.

Grenzschichtgleichungen und selbstähnliche Lösungen

Für Grenzschichten lassen sich aus den Navier-Stokes-Gleichungen vereinfachte Glei-
chungen herleiten (Prandtl'sche Grenzschichtgleichungen), indem unter der Kernannah-
me hoher Reynolds-Zahlen (Re → ∞ ⇒ δ � L) ein Vergleich der Gröÿenordnung
einzelner Terme durchgeführt wird. Für einfache Fälle laminarer Plattengrenzschichten
und Keilströmungen existieren theoretische Lösungen dieser Grenzschichtgleichungen.
Die Einfachste ist die Blasius-Lösung (Blasius 1908) für eine ebene Plattenströmung
ohne Druckgradienten dp/dx. Die resultierenden Pro�le der Lösung der vereinfachten
Grenzschichtgleichungen sind selbstähnlich zueinander. Diese wichtige Eigenschaft wird
im weiteren Verlauf der Arbeit eine zentrale Rolle spielen. Eine unmittelbare Folge der
Selbstähnlichkeit ist, dass der Formfaktor H12 für alle x konstant H12 ≈ 2, 59 ist.
Eine weitere analytische Lösung existiert für ebene Plattenströmungen mit konstantem
Druckgradienten. Die Blasiuslösung (kein Druckgradient) stellt hierbei einen Spezialfall
dieser sogenannten Falkner-Skan-Lösungen (Falkner und Skan 1931) dar. Für Details zur
Herleitung der Grenzschichtgleichungen und deren theoretischen Ähnlichkeitslösungen
sei auf Schlichting und Gersten (2006) verwiesen.

2.4 Stabilität und Transitionsmechanismen

Der Prozess des Übergangs von der laminaren in die turbulente Strömungsform hängt
von vielen Parametern ab und verläuft in Abhängigkeit der Strömungsbedingungen un-
terschiedlich. Nachfolgend ist eine Übersicht über die für die Auÿenaerodynamik relevan-
ten Mechanismen gegeben. Dabei gilt es zu beachten, dass eine solche klare Einteilung
und Abgrenzung der Mechanismen in der Praxis nicht immer möglich ist.

10



2.4 Stabilität und Transitionsmechanismen

2.4.1 Tollmien-Schlichting-Transition und Bypass-Modus

Die mathematische Beschreibung des Phänomens der Transition basiert auf einem Störan-
satz. Dabei wird angenommen, dass die laminare Grenzschicht unter dem Ein�uss von
Störungen der Auÿenströmung steht, die in diese eindringen und die Grundströmung
überlagern. Die Theorie versucht mathematisch abzubilden bzw. vorherzusagen, ob Stö-
rungen angefacht oder gedämpft werden, um so eine Aussage über die Stabilität der
laminaren Strömung zu tre�en. Die Grundidee der Stabilitätstheorie soll in Anlehnung
an Schlichting und Gersten (2006) anhand der lokalen, linearen Theorie verdeutlicht
werden. Ausgangspunkt sind die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen, wodurch der
vorgestellte Ansatz nur die Analyse der Anfachung im Bereich primärer Instabilitäten er-
möglicht ("kleine Störungen"). Die primäre Theorie macht einige Annahmen: Sowohl die
inkompressible Grundströmung, als auch die überlagerte Störbewegung seien als zwei-
dimensional angenommen. Ferner wird für die Grundströmung angenommen, dass die
Geschwindigkeitskomponenten in Strömungsrichtung nur von der wandnormalen Koor-
dinate abhängt (Parallelströmungsannahme).

externe Störung

Rezeptivität

transientes Wachstum

primäre Moden Bypass-Transition

sekundäre Mechanismen

Zusammenbruch

Turbulenz

VI

III

II IV

Amplitude d. Störung

Abbildung 2.1: Transitionspfade nach Morkovin et al. (1994) und Saric et al. (2002)

Die Basis der Stabilitätstheorie ist die Zerlegung der instantanen Strömungsvariablen in
ihre stationären Φ und �uktuierenden Anteile φ′, sodass für φ ∈ {ρ, u, v, w, p}

φ = Φ + φ′ (2.13)

gilt. Die Störung φ′ kann nach Fourier in ihre Elementarwellen (Moden) zerlegt werden,
sodass unter Verwendung der Stromfunktion ψ(x, y, t) gilt:

ψ(x, y, t) = ϕ(y)ei(αx−ωt), (2.14)

11



2.4 Stabilität und Transitionsmechanismen

wobei u′ = ∂ψ/∂y, v′ = −∂ψ/∂x, i2 = −1, i ∈ C und ϕ(y) die Amplitudenfunkti-
on sind. Die Gröÿe α ∈ R de�niert über λ = 2π/α die Wellenlänge der Partialstö-
rung. Die Gröÿe ω ∈ C kann in Real- und Imaginärteil zerlegt werden, wobei <(ω) die
Kreisfrequenz beschreibt und =(ω) über Anfachung und Dämpfung der eingebrachten
Störung entscheidet. Die Wellenfortp�anzungsgeschwindigkeit c ergibt sich aus α und
ω zu c = ω/α und ist dementsprechend ebenfalls komplex. Dieser Wellenansatz kann
nun in die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt werden, wodurch sich die
Orr-Sommerfeld-Gleichung ergibt:

(U − c)(ϕ′′ − α2ϕ)− U ′′ϕ = − i

αRe

(
ϕ′′′′ − 2α2ϕ′′ + α4φ

)
. (2.15)

Die Stabilitätsanalyse ist nun zu einem Eigenwertproblem geworden, das für eine be-
kannte Grundströmung U(y), Reynolds-Zahl Re und Wellenzahl λ = 2π/α eine Eigen-
funktion φ(y) und einen Eigenwert c = cr + i ci ergibt. Für ci < 0 wird die Störung mit
der Wellenlänge λ angefacht, für ci > 0 gedämpft. Abb. 2.5 (links) zeigt das Ergebnis
einer Stabilitätsuntersuchung in Form einer Indi�erenzkurve (d.h. eine Kurve für ci = 0
bzw. im Falle räumlicher Theorie αi = 04), die stabile und instabile Bereiche de�niert.
Die kleinste Reynolds-Zahl, ab der erstmals Störungen angefacht werden (also erstmals
αi < 0), wird als Indi�erenz-Reynolds-Zahl Reind bezeichnet.

Der Prozess, in dem Störungen der Auÿenströmung in die laminare Grenzschicht ein-
treten und somit die Anfangsbedingungen de�nieren, wird als Rezeptivität bezeichnet
(Morkovin et al. 1994). Während mathematische Modelle für die Anfachung von Störun-

1 2

u∞

3 4 5 6

Abbildung 2.2: Schematische Zeichnung der natürlichen laminar-turbulenten Transition
auf einer ebenen Platte nach Schlichting und Gersten (2006)

gen (in Form der Stabilitätstheorie) existieren, gibt es für den Prozess der Rezeptivität
nur Korrelationen (auf diesen Aspekt wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels näher
eingegangen). In Abhängigkeit der initialen Störamplitude sind verschiedene in Abb.

4Die zeitliche Theorie kann unter Verwendung der Gaster-Transformation in die räumliche Theorie
überführt werden (Gaster 1962).

12



2.4 Stabilität und Transitionsmechanismen

2.1 visualisierte (vereinfachte) Szenarien des Transitionsprozesses denkbar. Bei kleinen
Störamplituden (Pfad I ) kann die lineare Theorie angewandt werden. Bei gröÿer wer-
denden Amplituden sind die E�ekte zunehmend dreidimensional und von nichtlinearen
Ereignissen geprägt (sekundäre Instabilitäten).
Im Bereich der Auÿenaerodynamik ist die natürliche Transition, die in Abb. 2.2 schema-
tisch skizziert ist, von besonderem Interesse. Die natürliche Transition, auch als Tollmien-
Schlichting-Transition bezeichnet, tritt bei kleinen Turbulenzgraden auf (Pfad I , Abb.
2.1). Ausgangspunkt ist die stabile, laminare Grundströmung 1 , die unter dem Ein�uss
einer gestörten Auÿenströmung steht. Während Störungen im stabilen Bereich der lami-
naren Strömung gedämpft werden, bilden sich ab der sogenannten Indi�erenz-Reynolds-
Zahl erstmals instabile sogenannte Tollmien-Schlichting-Wellen aus 2 , die angefacht
werden. Diese Anfachung kann mittels primärer Stabilitätstheorie beschrieben werden.
Durch weitere Anfachung kommt es ab einer bestimmten Amplitude zur Ausbildung
sekundärer Instabilitäten, aus denen sich weiter stromab dreidimensionale Λ-Strukturen
bilden 3 . In den nächsten Schritten zerfallen diese Λ-Strukturen 4 und es bilden sich

Turbulenz�ecken 5 , die abschlieÿend in eine vollturbulente Strömung münden 6 .

Bei entsprechenden Initialbedingungen (Störamplitude) kann es zu sogenanntem transi-
enten Wachstum kommen. Die Interaktion zweier stabiler Moden kann hierbei für kleine
Zeiten algebraisch anwachsen und danach exponentiell abklingen (Saric et al. 2002, Res-

hotko 2001). Transientes Wachstum kann zu verschiedenen Szenarien führen (Pfade II ,

III oder IV ).
Sehr hohe Amplituden/hohe Turbulenzgrade können dazu führen, dass der gesamte
Transitionsprozess über das Anwachsen instabiler primärer Moden überbrückt wird und
die Transition sehr schnell vonstatten geht (Bypass-Transition, Pfad V ). Der Tran-
sitionsprozess ist hierbei signi�kant verkürzt, da die Anfachung von Störungen durch
die hohen Turbulenzgrade beschleunigt ist, oder es direkt zum Zusammenbruch und der
Ausbildung von Turbulenz�ecken kommt. Es ist bekannt, dass die linearen Theorien
diesen Transitionsmechanismus nicht beschreiben können (Saric et al. 2002).

2.4.2 Ablösungsinduzierte Transition

Ein hoher Gegendruck kann dazu führen, dass Grenzschichten ablösen. Passiert dies für
laminare Grenzschichten, die durch die Form ihres Geschwindigkeitspro�ls eine höhere
Ablöseneigung haben, muss betrachtet werden, wie sich die Stabilität des laminaren
Pro�ls gegenüber einer anliegenden Strömung verändert. Üblicherweise kommt es nach
der laminaren Ablösung zur Transition in den turbulenten Strömungszustand, wodurch
sich die Strömung nach kurzer Lau�änge wieder anlegt und sich die typische in Abb.
2.3 (rechts) schematisch dargestellte Form ergibt. Daraus folgen die charakteristischen
Verläufe für cp und cf , die in Abb. 2.3 (links) gezeigt sind. Der Druckverlauf ist im
laminaren Bereich konstant (constant pressure region) und steigt im Turbulenten stark
an (pressure recovery region). Laut Lee et al. (2015) zirkuliert das Fluid im laminaren
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−cp

cf

x

Ablösung Wiederanlegen

cf = 0

u∞

Ablöseblase

δ(x)
xt

xs xr
Ablösung

laminar turb.

turbulentes
Wiederanlegen

u(y) = 0

u(y)

x

y

Abbildung 2.3: Exemplarische cp- und cf -Verläufe der Transition über einer laminaren
Ablöseblase (cp- und cf -Daten aus Bernardos et al. 2019) (links) und
schematisch Darstellung einer Ablöseblase nach Carmichael (1982) und
Lee et al. (2015) (rechts)

Bereich unterhalb der Scherschicht sehr langsam und näherungsweise stationär, wodurch
in Strömungsrichtung kaum Gradienten existieren und der Bereich konstanten Druckes
erklärt werden kann. Sobald die Strömung turbulent wird, kommt es zu einer stärkeren
Vermischung und einem höheren Impulstransport in Wandnähe, wodurch die Strömung
schnell wiederanlegt und es zu einer Rückgewinnung des Druckes kommt.
Der zugrundeliegende Transitionsmechanismus ist hierbei laut Hain et al. (2009) der
Folgende: In der noch anliegenden Grenzschicht werden instabile Tollmien-Schlichting-
Wellen angefacht. Sobald die Grenzschicht ablöst, kann die Anfachung von Kelvin-
Helmholtz-Instabilitäten in der Scherschicht beobachtet werden, die dann zu einer Aus-
bildung dreidimensionaler Wirbel und letztendlich zu einem Zusammenbruch der Strö-
mung führen.

2.4.3 Querströmungsinduzierte Transition

Für gepfeilte Flügel bei entsprechender Mach-Zahl muss zusätzlich die Dreidimensio-
nalität der Strömung und ein dadurch auftretender weiterer Instabilitätsmechanismus
betrachtet werden (Schlichting und Gersten 2006). Durch die Pfeilung entsteht ein zu-
sätzlicher Druckgradient in spannweitiger Richtung, der zu einer der in Abb. 2.4 (links)
dargestellten ähnlichen Potentialstromlinie führt. Während sich im Bereich auÿerhalb
der Grenzschicht Druck- und Zentrifugalkräfte (durch die Stromlinienkrümmung) das
Gleichgewicht halten, entsteht in der Grenzschicht, der der Druck gemäÿ Grenzschicht-
theorie aufgeprägt wird, eine Querströmung (vgl. Abb. 2.4, rechts). Querströmungspro-
�le weisen für dp/ds < 0 (Abb. 2.4, links) inhärent einen Wendepunkt auf und sind
daher nach dem im Folgenden diskutierten Rayleigh- bzw. Wendepunktkriterium (Ab-
schn. 2.5, Druckgradient) nicht-viskos instabil. Entsprechend müssen in besagten Fällen
auch sogenannte querströmungsinduzierte Instabilitäten beachtet werden. Laut Arnal
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Abbildung 2.4: Potentialstromlinie für einen generischen, gepfeilten Flügel (links) und
exemplarische Geschwindigkeitspro�le der tangentialen und der Quer-
strömungskomponente (rechts) nach Dagenhart und Saric (1999)

(1993) sind die Frequenzen querströmungsinduzierter Instabilitäten tiefer als die von
Instabilitäten in Strömungsrichtung, was dazu führt, dass sogar sehr tiefe Frequenzen
angefacht werden, wodurch sich stationäre gegenläu�g rotierende Wirbel, deren Achsen
in Strömungsrichtung liegen, ausbilden können. Stromab des Druckminimums zerfallen
diese Querströmungsinstabilitäten und es bilden sich direkt Instabilitäten in Strömungs-
richtung. Gerade für transsonische Mach-Zahlen ist eine Interaktion sehr wahrscheinlich,
da hier schräglaufende Wellen eine wichtige Rolle spielen (Arnal 1993).

2.4.4 Anlegelinien Transition

An einem gepfeilten Flügel bildet sich in Abhängigkeit der Pfeilung an der Anlegelinie
eine Grenzschicht in spannweitige Richtung aus. Durch einen Mechanismus, der den
Tollmien-Schlichting-Wellen ähnlich ist, kann es in dieser Anlegelinienströmung durch
Anfachung instabiler Wellen zur Transition kommen (Hall et al. 1984), wodurch der
Laminar�ügel ab dieser spannweitigen Position bis zur Flügelhinterkante kontaminiert
wird. Zusätzlich kann es dazu kommen, dass die ggf. turbulente Strömung des Rumpfes
die Strömung der Anlegelinie kontaminiert und dazu führt, dass diese ebenfalls turbulent
wird. Für einen Laminar�ügel ist es wichtig, beide Arten von Instabilitäten zu vermeiden.

2.5 Ein�ussfaktoren auf die Transition

Die Transition wird von einer Vielzahl von Parametern beein�usst, die die Strömung
stabilisieren oder auch destabilisieren können. Nachfolgend sollen einige Ein�ussfaktoren
auf die Transition vom laminaren in den turbulenten Strömungszustand mit Blick auf
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2.5 Ein�ussfaktoren auf die Transition

auÿenaerodynamische Probleme diskutiert werden:

� Die Reynolds-Zahl charakterisiert als mechanischer Ähnlichkeitsparameter die
Strömung. Grundsätzlich ist es so, dass bei tiefen Reynolds-Zahlen per De�niti-
on die Zähigkeitskräfte dominieren, wodurch Störungen in der Grenzschicht einer
stärkeren Dämpfung ausgesetzt sind. Die kleinste Reynolds-Zahl, ab der erstmals
instabile Elementarwellen existieren, ist die sogenannte Indi�erenz-Reynolds-Zahl.

� Der Turbulenzgrad beschreibt die der Grundströmung überlagerte Störung in
entdimensionierter Form:

Tu :=

√
1

3

√
u′

2
+ v′

2
+ w′

2

u∞
. (2.16)

Es ist bekannt, dass Störungen über den Rezeptivitätsmechanismus vom Rand in
die Grenzschicht eingebracht werden, so den Anfangszustand angefachter Wellen
de�nieren und somit einen direkten Ein�uss auf den Transitionsprozess haben (vgl.
Abschn. 2.4.1).

� Der Druckgradient (in Strömungsrichtung) hat einen unmittelbaren Ein�uss auf
die Form des Geschwindigkeitspro�ls. Aus den Grenzschichtgleichungen kann für
die Wand (y = 0) der folgende wichtige Zusammenhang hergeleitet werden:

µ
∂2u

∂y2

∣∣∣∣
y=0

=
dp

dx
. (2.17)

Aus Gl. 2.17 folgt, dass das Geschwindigkeitspro�l für verzögerte Strömungen
(dp/dx > 0) einen Wendepunkt haben muss (Schlichting und Gersten 2006). Wie

u uRe

y yω

αi = 0

αi = 0

I

II

I II

Reind

∂2u/∂y2 = 0

Abbildung 2.5: Beispielhafte Indi�erenzkurven für viskose II und nicht-viskose I
Instabilitäten (links) und entsprechende Grenzschichtpro�le (rechts)
(Schlichting und Gersten 2006)

Tollmien (1935) zeigen konnte, ist ein Wendepunkt im Geschwindigkeitspro�l ein
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2.5 Ein�ussfaktoren auf die Transition

hinreichendes (und notwendiges) Kriterium für die Existenz reibungsloser Instabili-
täten. Es besteht somit ein direkter Zusammenhang zwischen dem Druckgradienten
und den Stabilitätseigenschaften laminarer Strömungen. Obwohl diese Aussagen
aus der reibungslosen Stabilitätstheorie resultieren, kann allgemein gesagt werden,
dass beschleunigte Strömungen deutlich stabiler sind, da diese keinen Wendepunkt
aufweisen. Laut Schlichting und Gersten (2006) ist es daher so, dass Instabilitäten
unter Gegendruck durch das Vorhandensein eines Wendepunktes oft nicht-viskose
Instabilitäten und in beschleunigter Strömung oft viskose Instabilitäten sind. Abb.
2.5 zeigt Indi�erenzkurven und Grenzschichtpro�le für viskose und nicht-viskose
Instabilitäten.

Um den Druckgradienten zu entdimensionieren, existieren verschiedene Druckgra-
dientenparameter, wobei der folgende Parameter für den weiteren Verlauf dieser
Arbeit eine wichtige Grundlage bildet:

λθ :=
θ2

ν

due
ds

. (2.18)

� Kompressibilität: Aus der linearen Stabilitätstheorie ist bekannt, dass für tiefe
Mach-Zahlen im quasi-inkompressiblen Bereich die instabilste Mode zweidimensio-
nal ist. Für höhere Mach-Zahlen nimmt der Ein�uss von schräglaufenden Wellen

Ma∞1 3 5 7 9

−αi,max

2. Partialstörung

1. Partialstörung
2D

3D

ψmax = 0◦
ψmax 6= 0◦

Re

ω

Mack-Moden

TS-Wellen

Ma∞

Ma∞

Ma∞

Ma∞

2D, 3D

2D

2, 2 < Ma∞ < 4, 5

Abbildung 2.6: Mach-Zahlein�uss auf die maximalen, räumlichen Anfachungsfaktoren
(links) und exemplarische Indi�erenzkurven für hohe Mach-Zahlen im
Bereich 2, 2 < Ma∞ < 4, 5 (rechts) für adiabate ebene Plattenströmun-
gen nach Mack (1975), Schlichting und Gersten (2006) und Oertel Jr.
und Delfs (1996)

zu. Für noch höhere Mach-Zahlen kann gezeigt werden, dass zweidimensionale so-
genannte Mack-Moden (2. Partialstörung) die höchsten Anfachungsraten aufwei-
sen und daher dominant sind (Mack 1975). Beschriebenes ist in Abb. 2.6 (links)
dargestellt. Abb. 2.6 (rechts) zeigt zusätzlich exemplarische Indi�erenzkurven für
eine adiabate, ebene Plattenströmung und wie sich diese Kurven mit steigender
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Mach-Zahl ändern. Zusammengefasst bedeutet das, dass der Kompressibilitäts-
ein�uss im transsonischen Bereich als stabilisierend eingestuft werden kann. Im
Bereich 2 < Ma∞ < 4 ist eine Destabilisierung zu beobachten und für hypersoni-
sche Strömungen wieder eine Stabilisierung (Arnal 1993). Eine Übersicht über die
physikalischen Grundlagen der laminar-turbulenten Transition für Strömungen bei
hohen Mach-Zahlen ist in Mack (1975), Arnal (1989) und Arnal (1993) gegeben.

� Konvektionse�ekte (auch Grenzschichtgeschichte) beschreiben den Ein�uss strom-
au�iegender Ereignisse auf die Transition. Aus stabilitätstheoretischer Sicht scheint
es sinnvoll, dass sich bspw. Ein�üsse durch den Druck kumulieren und einen Ein-
�uss auf den Zustand der stromabliegenden Grenzschicht haben (vgl. z.B. Abu-
Ghannam und Shaw 1980).

� Wärmeübergang an der Ober�äche: Das Kühlen einer Wand hat einen stabili-
sierenden, das Heizen einen destabilisierenden E�ekt auf die laminare Grenzschicht
(Arnal 1993).

Für die im Folgenden genannten Ein�ussfaktoren, die nicht unmittelbar für das Ver-
ständnis der vorliegenden Arbeit relevant sind, sei auf die Literatur verwiesen (vgl. Arnal
1993, Schlichting und Gersten 2006, Abu-Ghannam und Shaw 1980 und Koºulovi¢ 2007):
Stromlinienkrümmung, Ober�ächenbescha�enheit, Akustik, Absaugung/Ausblasung, In-
stationarität der Grundströmung, Realgase�ekte, Schwerkraft im Falle natürlicher Kon-
vektion.

2.6 Vorhersage der Transition

In Abb. 2.7 ist eine Übersicht zu verschiedenen Vorhersagemethoden bestimmter Kenn-
gröÿen der laminar-turbulenten Transition gegeben. Die Indi�erenz-Reynolds-Zahl Reind

analytisch empirisch

DNS

analytisch

Stabilitäts-
theorie

analytisch

LES

semi-
empirisch

eN -
Theorie
semi-

empirisch

Transitions-
kriterien
(semi-)
empirisch

Reind Ret Reend

Abbildung 2.7: Vorhersagemethoden der laminar-turbulenten Transition nach Scholz
et al. (2009) und Herbst (2013)
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(auch kritische Reynolds-Zahl genannt) bezieht sich auf die Stelle, ab der instabile Mo-
den erstmals angefacht werden. Ret kennzeichnet den Beginn der Transition (transition
onset) und Reend das Ende der Transition (transition end). Aus anwendungsorientierter
Sicht ist es besonders wichtig, die Stelle beginnender Transition zu kennen, da sich hier
die Wandschubspannung erstmals nennenswert vom laminaren Wert unterscheidet. Ein
Ansatz, der die laminar-turbulente Transition inklusive aller Mechanismen abbildet, ist
die Direkte Numerische Simulation (DNS), bei der die Navier-Stokes-Gleichungen ohne
vereinfachende Modellierungen numerisch simuliert werden (z.B. Fasel 1976). Auch die
Grobskalensimulation (LES, Large Eddy Simulation) ist in der Lage, Teile der natür-
lichen Transition abzubilden. Schlatter (2005) zeigt, dass hierzu die Verwendung eines
Feinstrukturmodells erforderlich ist, das die Güte der Lösung beein�usst. Diese Metho-
de ist daher als semi-empirisch einzustufen. Beide Methoden sind aufgrund ihres groÿen
Rechenaufwandes für die industrielle Anwendung zurzeit nicht praktikabel. Nachfolgend
soll näher auf die für den weiteren Verlauf der Arbeit relevanten Methoden eingegangen
werden.

2.6.1 Stabilitätstheorie

Wie in Abschnitt 2.4.1 beschrieben, basiert die mathematische Modellierung der laminar-
turbulenten Transition auf einem Störansatz, der in Kombination mit den Erhaltungs-
gleichungen eine Analyse des Stabilitätsverhaltens laminarer Grenzschichten ermöglicht.
Die in Abschnitt 2.4.1 beschriebene lineare Theorie beschränkt sich auf die Analyse der
Anfachung zweidimensionaler Störungen im linearen Bereich (primäre Instabilitäten). Da
die klassische, lokale, lineare Theorie durch Annahmen (z.B. die Parallelströmungsan-
nahme) in bestimmten Fällen deutliche Einschränkungen bzgl. der Vorhersage aufweist,
gibt es verschiedene Erweiterungen, wie die nicht-lokale, parabolisierte Theorie sowie
globale Theorien (Bi-Globale Theorie, die drei-dimensionale, parabolisierte Theorie und
die Tri-Globale Theorie). Eine Übersicht über die verschiedenen Methoden ist in Herbert
(1997), Theo�lis (2011) und Paredes (2014) gegeben.

2.6.2 Transitionskriterien

eN -Methode

Die Stabilitätstheorie tri�t eine Aussage über die Anfachung instabiler Frequenzen bezo-
gen auf eine initiale Störung. Die initiale Amplitude selber kann dabei jedoch nicht an-
gegeben werden, da keine Vorhersage zur Entstehung von Störungen in der Grenzschicht
und dem Zusammenhang zum Störfeld der Auÿenströmung (Rezeptivität) gemacht wer-
den können. D.h. der Punkt beginnender und abgeschlossener Transition können nicht
direkt angegeben werden. Folglich sind vereinfachende Annahmen vonnöten, die eine
korrelationsbasierte Abschätzung ermöglichen.
Ein empirischer Lösungsansatz dieses Problems wurde von Smith und Gamberoni (1956)
sowie van Ingen (1956) unabhängig voneinander präsentiert. Gemäÿ der e9-Theorie
(später eN -Theorie) ist der Punkt beginnender Transition dort, wo das Verhältnis von
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Abbildung 2.8: Schematische Darstellung von Anfachungsraten für verschiedene Fre-
quenzen inklusive der Einhüllenden (rot, links) und Indi�erenzkurve
(rechts) nach Arnal (1993)

Störamplitude A zur initialen Amplitude A0 der instabilsten Mode (Einhüllende) den
Wert e9 überschreitet, d.h.

N = max
fj

[Nj(fj)] = max
fj

[
ln

(
A

A0

)]
> 9 ∀ j ∈ N, (2.19)

wobei

Nj(fj) = ln

(
A

A0

)
=

∫ x

x0

−αidχ. (2.20)

So wird vermieden, einen Wert für die initiale Störung direkt angeben zu müssen und eine
Transitionsvorhersage auf Basis des Verhältnisses der Amplituden durchgeführt. Abb.
2.8 (links) zeigt exemplarische Anfachungsraten für verschiedene instabile Frequenzen
und die zugehörige Einhüllende (Abb. 2.8, links, rot). Zusätzlich ist der Zusammenhang
zur Indi�erenzkurve dargestellt (Abb. 2.8, rechts).
Experimente zeigen, dass es sinnvoll ist, diesen festen Wert (von 9) durch einen varia-
blen Parameter auszutauschen, der in Abhängigkeit des Turbulenzgrades experimentell
korreliert wurde. Für diesen sogenannten kritischen N -Faktor existieren verschiedene
Korrelationen, von denen die Beziehung von Mack (1977) weite Verbreitung �ndet:

Nt = −8, 43− 2, 4 ln(Tu) ∀ Tu < 2, 7%. (2.21)

So wird jedem Turbulenzgrad ein Schwellwert (eNt) zugeordnet, ab dem Transition gemäÿ
der Theorie beginnt.

Empirische und semi-empirische Transitionskriterien

Da die Anwendung der reinen Stabilitätstheorie in Kombination mit der eN -Methode für
industrielle Zwecke oft mit groÿem Rechenaufwand und hoher Komplexität verbunden
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ist, wurden verschiedenste Kriterien entwickelt, die eine kostengünstige Berechnung des
Transitionsbeginns (des kritischen Punktes und des Transitionsendes) unter Verwendung
zusätzlicher Approximationen und Annahmen ermöglichen. Diese Kriterien basieren z.T.
rein auf empirischen Korrelationen oder sind theoretisch abgeleitet. Die nachfolgende
Darstellung soll sich auf einige, für den weiteren Verlauf der Arbeit relevante, Methoden
für Transitionsmechanismen in Strömungsrichtung beschränken.
Das empirische Kriterium nach Abu-Ghannam und Shaw (1980) basiert rein auf
experimentellen Daten und berechnet in Abhängigkeit des lokalen Druckgradientenpa-
rameters λθ und des Turbulenzgrades Tu eine Transition-Onset Impulsverlustdicken-
Reynolds-Zahl Reθt:

Reθt = 163 + eF (λθ)(1−100Tu/6,91) (2.22)

mit

F (λθ) =

{
6, 91 + 12, 75λθ + 63, 64λ2

θ; λθ < 0
6, 91 + 2, 48λθ − 12, 27λ2

θ; λθ ≥ 0
. (2.23)

Aus einem Vergleich zwischen der tatsächlichen Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ
und dem berechneten lokalen Schwellwert Reθt ergibt sich an derjenigen Stelle, an der
erstmals Reθ > Reθt gilt, der Transitionsbeginn. Die Datenbasis dieser Korrelation be-
steht aus experimentellen Daten von Abu-Ghannam und Shaw (1980) selber, die an
bedruckten ebenen Platten durchgeführt wurden, ergänzt durch zu damaliger Zeit in
der Literatur verfügbarer Daten von Transitionsmessungen. Der überwiegende Teil die-
ser Daten besteht jedoch aus Ergebnissen bei (aus auÿenaerodynamischer Sicht) hohen
Turbulenzgraden (vgl. Abu-Ghannam und Shaw 1980, S. 218, Abb. 6).
Im Gegensatz zu empirischen Methoden haben stabilitätsbasierte Kriterien das Ziel,
aus stabilitätstheoretischen Betrachtungen vereinfachte Zusammenhänge abzuleiten, da
die Anwendung der reinen Stabilitätstheorie die aufwendige Lösung eines Eigenwertpro-
blems für diverse Frequenzen erfordert (vgl. Abschn. 2.4.1). Weil diese Kriterien eine
theoretische Abschätzung des N -Faktors ermöglichen, jedoch (wie auch die reine Sta-
bilitätstheorie) keine Aussage über die initialen Störungen oder den Ort beginnender
Transition machen können, werden zusätzlich experimentelle Korrelationen benötigt,
wodurch die im Folgenden vorgestellten Kriterien als semi-empirisch einzustufen sind.
Prominente Vertreter dieser Klasse sind die Kriterien von Gleyzes et al. (1985), Arnal
et al. (1984) und Drela und Giles (1987), die alle auf Daten aus der linearen Stabili-
täsanalyse selbstähnlicher inkompressibler Falkner-Skan-Pro�le basieren. Den besagten
Kriterien liegt die folgende Idee zugrunde: Wie in Abb. 2.9 (links, exemplarisch für
zwei Formfaktoren) gezeigt, kann die exakte, aus der Stabilitätsanalyse selbstähnlicher
Falkner-Skan-Geschwindigkeitspro�le resultierende, Enveloppe durch eine lineare Funk-
tion approximiert werden, wodurch jedem Formfaktor ein Zahlenpaar dN/dReθ(H12),
Reθ0(H12) und damit eine lineare Funktion zugeordnet werden kann:

N =
dN

dReθ
(Reθ −Reθ0). (2.24)

Da die Bestimmung der exakten Enveloppe eine Stabilitätsanalyse erfordert, ermöglicht

21



2.6 Vorhersage der Transition

2000 4000 6000 8000

5

10

15

20
N

Reθ

H12 = 2, 41 H12 = 2, 3 N

dN

dReθ

ReθReθ0Reθc

Abbildung 2.9: Darstellung der Lösung der Orr-Sommerfeld-Gleichung der laminaren
Falkner-Skan-Pro�le für zwei exemplarische Formfaktoren inklusive li-
nearer Approximation der Einhüllenden (links) (Drela und Giles 1987)
und schematische Darstellung der linearen Approximation der Einhül-
lenden (rechts) (Habiballah 1981)

die Approximation der Einhüllenden über eine lineare Funktion eine einfache Berechnung
des N -Faktors, da sich das Problem auf die Bestimmung der Steigung dN/dReθ sowie
der Nullstelle Reθ0 der linearen Funktion bzw. des tatsächlichen Indi�erenzpunktes Reθc
reduziert (siehe Abb. 2.9, rechts). In Abb. 2.9 (rechts) ist ferner der Zusammenhang
zwischen Reθc und Reθ0 schematisch skizziert: Reθ0 beschreibt den sich aus der linearen
Approximation ergebenden Indi�erenzpunkt, Reθc den tatsächlichen Indi�erenzpunkt
der laminaren Falkner-Skan-Pro�le. Die Information über einzelne Frequenzen geht bei
diesem Ansatz allerdings inhärent (da nur die Einhüllende approximiert wird) verloren.
Im weiteren Verlauf soll zunächst das Kriterium nach Arnal et al. (1984) und Habiballah
(1981) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD) näher beschrieben werden.
Während es mit Hilfe der Stabilitätstheorie möglich ist, die Anfachung instabiler Fre-
quenzen zu bestimmen, kann, wie einleitend beschrieben, keine Aussage über den tat-
sächlichen Ort der Transition getro�en werden (Arnal et al. 1984). Daher wird der Ort
beginnender Transition als der Punkt de�niert, an dem erstmalig N = Nt gilt, d.h. der
aktuelle N -Faktor gemäÿ der eN -Methode den Schwellwert Nt überschreitet, sodass aus
Gl. 2.24 folgt:

Nt =
dN

dReθ
(Reθt −Reθ0). (2.25)

Die weitere Herleitung beinhaltet elementare Rechenoperationen und Approximationen:
Der Schwellwert Nt kann nach Mack (1977) mit dem Turbulenzgrad der Auÿenströmung
korreliert werden: Nt = f(Tu) (siehe Gl. 2.21). Gleichsetzen der Gleichungen 2.25 und
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2.21 sowie Subtraktion der Gröÿe Reθc ergibt:

Reθt −Reθc = Reθ0 −Reθc −
8, 43

dN/dReθ︸ ︷︷ ︸
a(λθ)

− 2, 4

dN/dReθ︸ ︷︷ ︸
b(λθ)

ln(Tu). (2.26)

Die Unbekannten in Gl. 2.26 a(λθ) sowie b(λθ) können unter Verwendung selbstähnlicher
Falkner-Skan-Lösungen mit dem Druckgradientenparameter korreliert werden, womit
sich Gl. 2.26 zur �nalen Form des Kriteriums ergibt:

Reθt −Re∗θc = −206e25,7λθt
(
ln(16, 8Tu)− 2, 77λθt

)
. (2.27)

Um Konvektionse�ekte zu berücksichtigen, wird λθ durch den räumlich gemittelten
Druckgradientenparameter λθ ersetzt, der folgendermaÿen de�niert ist:

λθ(s) :=
1

s− sc

∫ s

sc

θ2

ν

due
dS

dS =
1

s− sc

∫ s

sc

λθ(S)dS. (2.28)

∀s 6= sc. Die Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl am Indi�erenzpunkt Reθc kann aus
einer Korrelation mit dem Formfaktor H12 berechnet werden:

Reθc = e52/H12−14,8. (2.29)

Der kritische Punkt ist an der Stelle in Strömungsrichtung de�niert, wo erstmals Reθ =
Reθc = Re∗θc gilt. Die Wahl der Parameter (d.h. Reθt − Re∗θc = f(λθt)) orientiert sich
nach Arnal et al. (1984) an Granville (1953).
Für das AHD-Kriterium existieren eine Reihe von Erweiterungen, die insbesondere des-
sen Anwendung für kompressible Strömungen bei hohen Mach-Zahlen sowie die Be-
rücksichtigung von Wandheizung ermöglichen: Arnal et al. (2011) erweitern das AHD-
Kriterium für Machzahlen bis 1, 6 unter Verwendung kompressibler Falkner-Skan-Lösun-
gen und kompressibler Stabilitätsgleichungen:

Reθt −Re∗θc = A eBλθ
[
ln(C Tu)−Dλθ

]
∀ Tu < 2, 7%, (2.30)

Reθc = eE/H12−F (2.31)

Die Werte für A, B, C, D, E und F hängen von der lokalen Mach-Zahl ab:

A = 98, 6Ma3
e − 356, 44Ma2

e + 117, 13Mae − 236, 69 (2.32a)

B = −13, 04Ma4
e + 38, 5Ma3

e − 30, 07Ma2
e + 10, 89Mae + 22, 7 (2.32b)

C = 0, 21Ma3
e + 4, 79Ma2

e − 1, 76Mae + 22, 56 (2.32c)

D = −3, 48Ma4
e + 6, 26Ma3

e − 3, 45Ma2
e + 0, 23Mae + 12 (2.32d)

E = 0, 6711Ma3
e − 0, 7379Ma2

e + 0, 167Mae + 51, 904 (2.32e)
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F = 0, 3016Ma5
e−0, 7061Ma4

e+0, 3232Ma3
e+0, 0083Ma2

e−0, 1745Mae+14, 6. (2.32f)

Zusätzlich wurde das Kriterium von Perraud und Durant (2016) für den gesamten Be-
reich der 1. Partialstörung bis Mach 4 und in der näheren Vergangenheit von Perraud und
Brazier (2019) für hypersonische Strömungen unter Berücksichtigung von Mack-Moden
bis Mach 8 erweitert. Da die erweiterten Kriterien nach wie vor, unter Beibehaltung der
generellen Struktur des Kriteriums, einen lokalen Schwellwert Reθt berechnen, bieten
sie den Vorteil, dass zu deren Anwendung keine grundsätzliche neue Programmierung
notwendig ist. Arnal et al. (2011) und Perraud und Durant (2016) berücksichtigen zu-
sätzlich Wandtemperature�ekte. Details zu kompressiblen AHD-Kriterien werden im
Rahmen der Modellentwicklung diskutiert (Abschn. 3.3.8).
Im Bereich starken Gegendrucks, der bis zur Ablösung führt, verspricht die Verwendung
des Kriteriums nach Gleyzes et al. (1985) und Habiballah (1981) (GH) zusätzliche Ge-
nauigkeit. Die Datenbasis für das GH-Kriterium bilden exakte Stabilitätsuntersuchungen
von selbstähnlichen abgelösten Grenzschichtpro�len (vgl. Christian et al. 1970). Dazu
wird der folgende Ansatz verwendet, der, sobald der Formfaktor den Wert 2, 7 über-
schreitet, aktiviert wird:

N(Reθ) = N(Reθ = ReθG) +

∫ Reθ

ReθG

dN

dReθ
dReθ = NG +

∫ Reθ

ReθG

−2, 4

BG(H12)
dReθ. (2.33)

BG kann dabei in Abhängigkeit des inkompressiblen Formfaktors gemäÿ Gleyzes et al.
(1985) folgendermaÿen berechnet werden:

BG = −2, 4

(
dN

dReθ

)−1

=


162, 11093

H1,1
12

; H12 > 3, 36

73e−1,56486(H12−3,02); 2, 8 < H12 < 3, 36
−103e−4,12633(H12−2,8); H12 < 2, 8

. (2.34)

NG bezeichnet den N -Faktor, der den aktuellen Strömungszustand an der Stelle charak-
terisiert, an der zwischen dem AHD-Kriterium und dem Kriterium nach Gleyzes geschal-
tet wird, d.h. s = sG. Entsprechend kann N(sG) aus dem invertierten AHD-Kriterium
bestimmt werden (siehe Cliquet et al. 2008). Das dazu verwendete ReθG entspricht dem
Wert von Reθ an der Stelle s = sG. Gemäÿ Gl. 2.21 kann aus dem resultierenden Tut
dann der gesuchte N -Faktor NG berechnet werden.
Die Methode von Drela und Giles (1987) setzt direkt bei den Arbeiten von Gleyzes et al.
(1985) an, die die approximierte Steigung der Enveloppe direkt über dReθ integrieren.
Im Gegensatz zu Gleyzes et al. (1985) versuchen Drela und Giles (1987), die Integration
über dReθ durch eine Integration über ds zu ersetzen, wodurch aus der ursprünglichen
Variante der folgende über ds integrierende Ausdruck wird:

N(s) =

∫ s

s0

dN

dReθ

dReθ
dS

dS. (2.35)

Dazu verwenden Drela und Giles (1987), neben der erläuterten Approximation für dN/dReθ,
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eine weitere Näherung für den Ausdruck dReθ/ds. Für weitere Details sei auf Drela und
Giles (1987) verwiesen.

Würz (1995) berichtet für Transition im verzögerten Bereich von einer schlechteren Über-
einstimmung der Ergebnisse mit experimentellen Daten für die Methode von Drela und
Giles (1987), falls über ds anstelle von dReθ integriert wird. Für die von Würz (1995)
betrachteten Fälle werden die N -Faktoren im Vergleich zu experimentellen Transiti-
onspositionen auf diese Art und Weise unterschätzt. Ähnliches beobachten Weiss et al.
(2019), die mit der Methode von Drela und Giles (1987) für Transition im verzögerten
Bereich deutlich tiefere N -Faktoren als unter Verwendung lokaler, linearer Stabilitäs-
theorie und der eN -Methode erhalten.

Eine Analyse dieser Methoden von Dini et al. (1992) und Dini (1990) konnte zusätzlich
zeigen, dass strenggenommen eine Abhängigkeit der Steigung vom Formfaktor innerhalb
des Ansatzes berücksichtigt werden müsste: Angenommen, es würde statt einer linearen
Approximation der Enveloppe die tatsächliche Einhüllende integriert, wird dennoch im
Falle nicht-selbstähnliche Strömungen für alle Kriterien, die diesen Ansatz verwenden,
ein Fehler eingebracht. Wie von Dini et al. (1992) und Dini (1990) für die Methode von
Drela und Giles (1987) gezeigt, muss korrekterweise auch die Änderung des N -Faktors
in Abhängigkeit des Formfaktors berücksichtigt werden, sodass:

N(Reθ, H12) =

∫ Reθ

Reθ0

(
∂N

∂Reθ
+

∂N

∂H12

dH12

dReθ

)
dReθ (2.36)

Für die Geradengleichung 2.24 heiÿt das, dass, wenn auf Basis der korrekten Steigung
linear approximiert werden soll, auch hier die Abhängigkeit der Änderung des N -Faktors
vom Formfaktor berücksichtigt werden müsste, sodass

N =

(
∂N

∂Reθ
+

∂N

∂H12

dH12

dReθ

)
(Reθ −Reθ0) (2.37)

gelten müsste. Die ursprüngliche Formulierung (Gl. 2.24) ergibt sich für den Grenzfall
der Selbstähnlichkeit, d.h. dH12/dReθ = 0. Am Beispiel eines sprunghaft ansteigenden
Formfaktors kann man sich vergegenwärtigen, dass eine Vernachlässigung der Abhän-
gigkeit des Formfaktors zu einer Unterschätzung des N -Faktors führen muss. Da die
Komplexität der Ansätze unter Berücksichtigung der Zusatzterme deutlich erhöht wür-
de und ohnehin an vielen Stellen Approximationen, die auf selbstähnlichen Lösungen
basieren, verwendet werden, scheint eine Erweiterung der Methoden wenig zielführend.

2.6.3 Transportgleichungsansätze

Transportgleichungsmodelle sind Ansätze, die partielle Transportdi�erentialgleichungen
verwenden, um die laminar-turbulente Transition innerhalb eines Strömungslösers zu
berücksichtigen. Der folgende Abschnitt soll eine Übersicht über den aktuellen Stand
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der Forschung bzgl. dieser Methoden mit Schwerpunkt auf korrelationsbasierten (empi-
rischen und semi-empirischen) Modellen für Transitionsmechanismen in Strömungsrich-
tung geben.

Low-Reynolds-Turbulenzmodelle

Frühe Ansätze zur Berücksichtigung der Transition mittels Transportgleichungen inner-
halb von Strömungslösern bestanden in der Anwendung von Low-Reynolds-Turbulenz-
modellen. Der ursprüngliche Zweck dieser Modelle war es, das Verhalten in der visko-
sen Unterschicht korrekt abzubilden. Als Alternative zu Wandfunktionen wurden dazu
Dämpfungsfunktionen eingeführt, wodurch turbulente Gröÿen in Wandnähe gedämpft
werden.
Eine Untersuchung des Transitionsverhaltens für das SA- sowie das k-ω-SST Modell
von Rumsey und Spalart (2009) konnte zeigen, dass beide Modelle für vollturbulente
Rechnungen entworfen wurden und nicht dazu geeignet sind, sie konsistent für die Vor-
hersage natürlicher Transition zu verwenden. Ähnliches berichten Wilcox (2006) für das
Wilcox k-ω-Modell und Schmidt und Patankar (1991a) für k-ε-Modelle. Einige Erwei-
terungen versuchen, die Vorhersagequalität zu verbessern, scheinen aber allenfalls für
Bypass-Transition geeignet (z.B. Schmidt und Patankar 1991b, Wilcox 1994).

Korrelationsbasierte Modelle

Das physikalische Konzept der Intermittenz geht auf Emmons (1951) zurück, der einen
statistischen Ansatz zum Auftreten turbulenter Flecken innerhalb transitioneller Grenz-
schichten verwendet. Darauf aufbauend gibt es verschiedene Aktivitäten, die dieses Kon-
zept aufgreifen. Nennenswert sind Arbeiten von Dhawan und Narasimha (1958), die eine
algebraische γ-Funktion entwickeln.
Die Idee, eine Transportgleichung für die Intermittenz zu verwenden, kam wesentlich spä-
ter auf, da diese Herangehensweise inhärent an Computational Fluid Dynamics-Software
(CFD-Software) gekoppelt ist. Frühe Arbeiten, die eine solche Gleichung einführen, sind
die von Steelant und Dick (2001) und Menter et al. (2002). Menter et al. (2002) begrün-
den damit eine Klasse von korrelationsbasierten Transitionsmodellen, die im Gegensatz
zu Steelant und Dick (2001) nur gitterpunktlokale Informationen verwenden. In Folge-
arbeiten von Menter et al. (2006a), Menter et al. (2006b) sowie Langtry und Menter
(2009) wird so ein vollständig lokales Framework, bestehend aus Transportgleichungen
in Kombination mit empirischen Kriterien, zur Modellierung der laminar-turbulenten
Transition vorgestellt. Die Autoren nennen diese Klasse von Modellen lokale, korrelati-
onsbasierte Transitionsmodelle (Local Correlation-Based Transition Models, LCTM). Ein
Vorteil dieser Modelle ist, dass sie in besonderer Art und Weise CFD-kompatibel sind.
Es wird keine spezielle Code-Infrastruktur5 benötigt. Das ermöglicht eine leichte bzw.
zu vorhandenen Turbulenzmodellen identische Implementierung und Parallelisierung.
Die Verwendung von Transportgleichungen hat den Vorteil, dass nicht-lokale (stromauf

5Wie z.B. die Integration entlang wandnormaler Strahlen zur Berechnung integraler Grenzschichtgrö-
ÿen über Domain-Grenzen hinweg.
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liegende) Informationen lokal verfügbar gemacht werden können. Ferner kommt die-
se Klasse von Modellen mit wenig Nutzerinteraktion aus, wodurch die Anwendung oft
besonders einfach und praktikabel ist. Zusätzlich sind LCTM oft deutlich robuster als
stromlinienbasierte Verfahren, was die Berechnung komplexer, industriell relevanter Fäl-
le vereinfacht. Weitere Vorteile dieser Modelle sind in Abschn. 3.2 beschrieben.
Ein weit verbreitetes Modell dieser Klasse ist das γ-Reθ-Modell von Langtry und Men-
ter (2009), das zwei Transportgleichungen verwendet, um ein zu Abu-Ghannam und
Shaw (1980) ähnliches Kriterium vollständig gitterpunktlokal auszuwerten. Die R̃eθt-
Gleichung wird dabei verwendet, um Werte des Kriteriums am Grenzschichtrand in
die Grenzschicht zu di�undieren. Zusätzlich können über diese Transportgleichung laut
Langtry und Menter (2009) Konvektionse�ekte berücksichtigt werden. Die γ-Gleichung
produziert in Abhängigkeit des Kriteriums eine Intermittenzvariable, die für eine Steue-
rung des Turbulenzmodells verwendet wird, um laminare und turbulente Regionen im
Strömungsfeld festzulegen. Ein Nachteil dieses Modells ist, dass an verschiedenen Stellen
der Grundsatz der Galilei-Invarianz verletzt wird.
Menter et al. (2015) formulieren das Modell daher vollständig Galilei-invariant um. Zu-
sätzlich wird auf die R̃eθt-Gleichung verzichtet und das Modell vereinfacht. Das zugrunde-
liegende Kriterium entspricht weiterhin einer modi�zierten Variante des Kriteriums von
Abu-Ghannam und Shaw (1980) und es wird eine der ursprünglichen Formulierung ähn-
liche γ-Gleichung verwendet.
Neuere Modelle nutzen Transportgleichungen, um die Integration entlang einer Stromli-
nie abzubilden. Das ist bspw. nützlich, um die Integration eines N -Faktors in Strömungs-
richtung gitterpunktlokal durchzuführen. Laut Uranga (2011) stammt die ursprüngliche
Idee der Verwendung einer integrierenden Transportdi�erentialgleichung im Kontext ei-
nes Transitionsmodells von Mark Drela. So ist in Uranga (2011) die Methode von Drela
und Giles (1987) vollständig in einer integrierenden Transportgleichung beschrieben.
Laut Uranga (2011) gilt:

DN

Dt
= ν∇2N +

‖u‖2

θ

dN

dReθ

m+ 1

2
l = ν∇2N + ‖u‖2ψ, (2.38)

was sich auf die generische Form einer integrierenden Transportgleichung mit dem Inte-
granden ψ zurückführen lässt und die folgende Integration abbildet:

N(s) =

∫ s

s0

ψ(S) dS. (2.39)

Eine detaillierte Herleitung und Erklärung des Zusammenhangs zwischen Integration
und partiellen Transportdi�erentialgleichungen ist in Abschnitt 3.3.4 gegeben. Integrale
Grenzschichtgröÿen werden im Ansatz von Uranga (2011) allerdings nicht-lokal berech-
net, d.h. sie werden aus einer Integration entlang wandnormaler Strahlen gewonnen.
Dem Modell von Coder und Maughmer (2014) und Coder (2014) (AFT-Modell, Ampli-
�cation Factor Transport) liegt ebenfalls das Kriterium von Drela und Giles (1987) zu-
grunde, wodurch die verwendete Transportgleichung sehr ähnlich zu Gl. 2.38 ist. Im Ge-
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2.6 Vorhersage der Transition

gensatz zu Uranga (2011) werden Grenzschichtgröÿen durch Falkner-Skan-Korrelationen
approximiert, wodurch das Modell vollständig lokal ist. In verschiedenen Erweiterungen
wurde das Modell (ähnlich Menter et al. 2015) modi�ziert, um invariant unter Galilei-
Transformation zu werden (Coder 2017). Ferner wurde das Modell mit einer γ-Gleichung
ähnlich Langtry und Menter (2009) bzw. Menter et al. (2015) gekoppelt, wodurch nun
eine weitere Transportgleichung verwendet wird (Coder 2019).
Weitere stabilitätsbasierte Modelle wurden von Ströer et al. (2020b) und Pascal et al.
(2020) entwickelt, die beide auf dem AHD-Kriterium basieren. Das Modell von Pascal
et al. (2020) verwendet jedoch nicht-lokale wandnormale Kommunikation zur Bereitstel-
lung integraler Grenzschichtgröÿen. In Ströer et al. (2022) werden auf Basis von Ströer
et al. (2020b) zwei neue Galilei-invariante Modelle vorgestellt, die nun zusätzlich an eine
zu Langtry und Menter (2009) ähnlichen γ-Gleichung gekoppelt sind. Die Modelle von
Ströer et al. (2020b), Ströer et al. (2022) und Ströer et al. (2021) sind Gegenstand der
vorliegenden Arbeit und in Kap. 3 detailliert beschrieben.
Ein Modell, das die sogenannte Parabolas-Methode mittels integrierender Transportglei-
chungen anwendet, wurde von Bégou et al. (2017) entwickelt. Die Parabolas-Methode
nach Arnal (1989) approximiert entdimensionierte Anfachungsraten aus Stabilitätslö-
sungen selbstähnlicher Pro�le über Parabeln und nutzt diese in Form einer Datenbank
in Kombination mit der eN -Methode für die Transitionsvorhersage (siehe auch Perraud
et al. 2009). Das Modell von Bégou et al. (2017) verwendet für jede Frequenz, für die
in Strömungsrichtung die approximierten Anfachungsraten integriert werden sollen, eine
eigene Transportgleichung. Für das Setzen der berechneten Position beginnender Tran-
sition, die mittels der eN -Methode in Verbindung mit einem kritischen N -Faktor nach
Mack (1977) berechnet wird, werden zwei weitere Transportgleichungen verwendet (sie-
he auch Bégou 2018). Ein Nachteil dieser Methode ist daher der groÿe Rechen- und
Speicheraufwand. Benötigte Grenzschichtgröÿen werden nicht-lokal über eine Integrati-
on entlang wandnormaler Strahlen aus der RANS-Lösung bescha�t.

Laminare kinetische Energie

Ein Ansatz von Walters und Leylek (2004) beschreibt das Anwachsen der kinetischen
Energie von Störungen in laminaren Grenzschichten mittels einer zusätzlichen partiel-
len Di�erentialgleichung. Das ursprüngliche Konzept der Verwendung einer Gleichung
für die sogenannte laminare kinetische Energie geht auf Mayle und Schulz (1997) zu-
rück. Während Mayle und Schulz (1997) nicht-lokale Gröÿen verwenden, formulieren
Walters und Leylek (2004) das Modell vollständig lokal um. Auch wenn der Mecha-
nismus noch nicht vollständig verstanden ist, wird angenommen, dass das Anwachsen
der laminaren kinetischen Energie durch den sogenannten Splat-Mechanismus ausgelöst
wird (Volino 1998). Durch den Wandein�uss werden normale Fluktuationen in Strö-
mungsrichtung umgelenkt. Gleichzeitig bilden sich lokal Druckgradienten aus, die die
Störungen anfachen. Da der Splat-Mechanismus nur für groÿskalige Wirbel (bezogen auf
den Wandabstand) statt�nden kann, unterteilen Walters und Leylek (2004) das turbu-
lente Energiespektrum in zwei Bereiche. Dabei wird angenommen, dass niederfrequente
Anteile zum Wachstum der laminaren kinetischen Energie beitragen, was eine Kernan-
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2.6 Vorhersage der Transition

nahme des Modells darstellt. Das Modell von Walters und Leylek (2004) basiert auf k-ε
Wirbelviskositätsmodellen und wurde von Walters und Cokljat (2008) für k-ω-Modelle
erweitert. Die Modelle wurden hauptsächlich für die Anwendung von Bypass-Transition
entwickelt, berücksichtigen aber auch natürliche Transition. Ein Nachteil dieser Modelle
ist, dass laut Sanz et al. (2007) eine hohe Netzau�ösung in der Grenzschicht erforderlich
ist.

Modelle für höhere Mach-Zahlen

Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, ändert sich ab einer bestimmten Mach-Zahl durch
Kompressibilitätse�ekte laut Stabilitätstheorie der Transitionsmechanismus. So müssen
für die erste Partialstörung schräglaufende Wellen und im höheren Mach-Zahlenbereich
die zweite Partialstörung (sogenannte Mack-Moden) berücksichtigt werden (vgl. Abb.
2.6). In Abhängigkeit der Mach-Zahl ergibt sich eine stabilisierende oder destabilisierende
Wirkung auf die laminare Strömung. Folglich können die meisten Transitionsmodelle im
hohen Mach-Zahlbereich nicht ohne eine explizite Erweiterung angewendet werden.
Nachfolgend soll eine zusammenfassende Übersicht über Transportgleichungsmodelle ge-
geben werden, die für den Einsatz bei hohen Mach-Zahlen entworfen oder erweitert wur-
den: Ein frühes Modell stammt von Warren et al. (1995) und Warren und Hassan (1997,
1998), die in ihrem Ansatz das Modell von Young et al. (1993), das auf der Methode von
Dhawan und Narasimha (1958) für die Intermittenzfunktion basiert, um den Ein�uss
von Mack-Moden erweitern. Kernelement der Modelle ist die Verwendung einer charak-
teristischen Zeitskala innerhalb eines Ansatzes für die laminare kinetische Energie. In
Abhängigkeit des betrachteten Mechanismus ergeben sich unterschiedliche Funktionen
für diese Zeitskala. McDaniel et al. (2000) erweitern das Modell von Warren und Hassan
(1997, 1998) für den hypersonischen Bereich und Berücksichtigen Mack-Moden.
Um eine gitterpunktlokale Formulierung zu erhalten, kombinieren Wang und Fu (2009,
2011) und Wang et al. (2012, 2016) Elemente des Modells von Langtry und Menter
(2009) mit der Methode von Warren et al. (1995) und Warren und Hassan (1997, 1998).
In Zhou et al. (2016) wurde die Zeitskala der 2. Partialstörung um die Berücksichtigung
von Nose Bluntness-E�ekten erweitert. In einem weiteren Schritt wurde eine zusätzliche
Transportgleichung entwickelt, die einen Rauhigkeitsanfachungsfaktor transportiert und
so Rauhigkeitse�ekte berücksichtigt (Yang und Xiao 2019). Eine zusätzliche Anpassung
dieses Modells wurde unter Verwendung von Feld Invertierung und maschinellem Lernen
(Field Inversion Machine Learning-Ansatz) vorgenommen (Yang und Xiao 2020).
Ein weiterer Ansatz für Strömungen hoher Mach-Zahl für Bypass-Transition wurde von
Steelant und Dick (1996) vorgeschlagen. Basierend auf diesem Ansatz entwickeln van der
Eynde et al. (2017) ein Modell, das auf Weiterentwicklungen des Modells von Steelant
und Dick (1996) basiert (Steelant und Dick 1999b, 1999a, 2001). Transition-Onset wird
in diesen Modellen über empirische Kriterien detektiert.
Die Methode von Drela und Giles (1987) wurde von Kroo und Sturdza (2003) und
Sturdza (2004) für den Bereich höherer Mach-Zahlen (Ma < 2, 4) erweitert. Xu et al.
(2020) verwenden dieses Kriterium innerhalb einer zu Coder und Maughmer (2014)
analogen AFT-Gleichung. Mack-Moden werden in diesem Ansatz nicht berücksichtigt.
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2.6 Vorhersage der Transition

Stabilitätsbasierte Transportgleichungsmodelle auf Basis von Reθt, die Kompressibili-
tätserweiterungen verwenden, sind von Ströer et al. (2020a) bzw. Ströer et al. (2021)
und Pascal et al. (2020) entwickelt worden, wobei Pascal et al. (2020) Grenzschichtgrö-
ÿen nicht-lokal aus einer wandnormalen Integration verwenden. Beide Modelle basieren
auf dem bereits vorgestellten AHD-Kriterium bzw. dessen kompressiblen Erweiterung
(bis Mach 1, 6). Für das AHD-Kriterium existieren Erweiterungen bis Mach 8 (Perraud
und Durant 2016 und Perraud und Brazier 2019). Ein Vorteil dieser Kriterien ist, dass
die Struktur des ursprünglichen Kriteriums beibehalten wird, was die Implementierung
in ein bestehendes AHD-basiertes Transitionsmodell erleichtert.
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3 Physikalische Modellierung der

laminar-turbulenten Transition

Das vorliegende Kapitel beschäftigt sich mit der Herleitung von drei neuartigen, stabili-
tätsbasierten Ansätzen zur Transitionsmodellierung mittels skalarer partieller Transport-
di�erentialgleichungen für allgemeine, unstrukturierte, kompressible, numerische Strö-
mungslöser.

3.1 Motivation

Wie einleitend (Abschn. 1.1) und in Ströer et al. (2020a) gezeigt, ergeben sich unter Ver-
wendung des γ-Reθ-Modells für Fälle, bei denen Tollmien-Schlichting-Transition im ver-
zögerten Bereich auftritt (oft bei tiefen Reynolds-Zahlen), verglichen mit experimentellen
Daten sehr weit stromab liegende Transitionspositionen und für Fälle mit Transition im
beschleunigten Bereich (oft bei hohen Reynolds-Zahlen) stromauf liegende Punkte begin-
nender Transition. Eine Analyse der zugrundeliegenden Kriterien nach Abu-Ghannam
und Shaw (1980) sowie Langtry und Menter (2009), die beide primär für eine Anwendung
bei hohen Turbulenzgraden entwickelt wurden, o�enbart für auÿenaerodynamisch rele-
vante Turbulenzgrade unter positiven sowie negativen Druckgradienten im Vergleich zu
Kriterien, die auf linearer Stabilitätstheorie basieren, eine groÿe Di�erenz. Abb. 1.2 zeigt
einen Vergleich dieser Kriterien mit dem stabilitätsbasierten Kriterium nach Arnal et al.
(1984) und Habiballah (1981) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD), das in Abschn.
2.6.2 und auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels näher beschrieben ist. So ist ersicht-
lich, dass das AHD-Kriterium im verzögerten Bereich (λθ < 0) deutlich tiefere Werte für
Reθt und im beschleunigten Bereich (λθ > 0) deutlich höhere Werte für Reθt postuliert.
Ein qualitativer Vergleich deutet darauf hin, dass der oben beschriebenen Diskrepanz für
Fälle bei sehr hohen und sehr tiefen Reynolds-Zahlen in Verbindung mit entsprechen-
den Druckgradienten unter Verwendung des AHD-Kriteriums entgegengewirkt werden
könnte. In Ströer et al. (2020a) verö�entlichte Ergebnisse bestätigen dies.

3.2 Einordnung, Anforderungen und Übersicht

Die im Folgenden vorgestellten Modelle lassen sich einer Klasse von Transitionsmodellen
zuordnen, die versuchen, Transitionskriterien in einer CFD-kompatiblen (Computational
Fluid Dynamics, CFD) Weise abzubilden. Das erste Modell dieser Art geht auf Menter
et al. (2002) zurück. In den Folgejahren wurde dieses Modell zum weit verbreiteten
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3.2 Einordnung, Anforderungen und Übersicht

γ-Reθ-Modell (Langtry und Menter 2009) erweitert, das auf einem modi�zierten em-
pirischen Kriterium nach Abu-Ghannam und Shaw (1980) basiert. Im Zusammenhang
dieser Arbeiten de�nieren die Autoren diese Klasse von Modellen als lokale, korrela-
tionsbasierte Transitionsmodelle (Local Correlation-Based Transition Models, LCTM).
Im Gegensatz zu den LCTM-Modellen, die rein empirische Kriterien verwenden, basie-
ren die neuen Ansätze auf höherwertigen semi-empirischen Kriterien, die selbstähnliche
Falkner-Skan-Lösungen und lineare, lokale Stabilitätstheorie (analytisch) in Verbindung
mit der eN -Methode (empirisch) nutzen. Daher soll nachfolgend statt LCTM von lokalen
Transitionsmodellen (LTM) gesprochen werden.
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uf
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Approximationsgrad

4-Gleichungsmodell

theoretische Basis

3-Gleichungsmodell

Galilei-invariant

1-Gleichungsmodell

Galilei-invariant

Abbildung 3.1: Einordnung der neuen, stabilitätsbasierten Modelle in ein Gesamtkon-
zept zur Transitionstransportgleichungsmodellierung

Die Vorteile dieser Modelle liegen in ihrer Anwendbarkeit und Implementierbarkeit in
generelle, unstrukturierte CFD-Löser. Nachfolgend sollen die Charakteristika dieser Mo-
delle zusammenfassend beschrieben werden:

� Es ist wenig Interaktion mit dem Anwender nötig. Damit grenzen sich die besagten
Modelle von stromlinienbasierten Verfahren ab, die oftmals viel Input und damit
verbundenen Aufwand sowie Expertenwissen vom Nutzer erfordern.

� Durch ihre De�nition und die Verwendung von Transportgleichungen sind LTM
oft robuster als stromlinienbasierte Verfahren und können einfacher und schneller
auf komplexe, industriell relevante Kon�gurationen angewandt werden.

� LTM fordern in der Regel Gitterpunktlokalität. D.h. es dürfen/sollen nach Mög-
lichkeit nur am jeweiligen Gitterpunkt verfügbare Informationen verwendet wer-
den. Dadurch wird Code-Infrastruktur vermieden, die nicht in generellen Lösern
als gegeben vorausgesetzt werden kann (wie bspw. die Integration entlang wand-
normaler Strahlen zur Bereitstellung integraler Grenzschichtgröÿen). Die Modelle
können so ohne Arbeiten an der generellen Infrastruktur des Codes in beliebige
CFD-Software ähnlich zu vorhandenen Turbulenzmodellen implementiert werden.
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3.2 Einordnung, Anforderungen und Übersicht

� Die Modelle basieren oft auf Transportgleichungen, da diese ein mächtiges Werk-
zeug sind, komplexe Operationen, die die Kommunikation über Gebietsgrenzen
(Domaingrenzen) erfordern6, durch das Lösen einer partiellen Di�erentialgleichung
zu vermeiden. Ferner können so Informationen von stromauf nach stromab trans-
portiert werden, ohne den Grundsatz der Lokalität zu verletzen. Das bedeutet
auch, dass die Parallelisierbarkeit dieser Methoden analog zu Turbulenzmodellen
inhärent gegeben ist.

� Verschiedene Modi (z.B. Tollmien-Schlichting-Transition, querströmungsinduzierte
Transition, Bypass-Transition, ablösungsinduzierte Transition, etc.) können inner-
halb eines Transitionsmodells abgebildet werden. Dieser Vorteil kommt insbeson-
dere bei Modellen zum Tragen, die auf Basis von Reθt formuliert sind.

Tab. 3.1 gibt eine Übersicht über die vorgestellten neuen Transitionsmodelle und soll zu-
sammen mit Abb 3.1 als Orientierung für die folgenden Abschnitte dienen. Enthaltene
Details werden daher im Verlauf der vorliegenden Arbeit erläutert. Eine Zusammenfas-

1-Gl.-Modell 3-Gl.-Modell 4-Gl.-Modell

Abschn. 3.4 3.4 3.3
Galilei-invariant 3 3 7

gitterpunktlokal 3 3 (7)
Druckgradienten- λθ λθ λθ

parameter

Reθc Reθc(λθ) Reθc(λθ) R̃e
∗
θc

Transport- γ γ l̃γ o. γ
gleichungen - λ̃θΣ GI λ̃θΣ

- l̃cΣ GI l̃cΣ

- - R̃e
∗
θc

Notation 1 Gl. GI 3 Gl. GI l̃γ: 4 Gl. k,
γ: 4 Gl. k γ;
G: Gleyzes,

k: kompressibel
Referenz Ströer et al. (2022) Ströer et al. (2022) Ströer et al. (2020b)

vorliegende Arbeit vorliegende Arbeit Ströer et al. (2020a)
Ströer et al. (2021)
vorliegende Arbeit

Tabelle 3.1: Übersicht über die Modelle des neuen Modellierungsframeworks, GI steht
für Galilei-invariant

6Beispiele sind die Integration entlang von Stromlinien, die De�nition von Bereichen im Lösungsfeld
und der Transport von Strömungsgröÿen.
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

sung der Modellgleichungen und Details bzgl. der Implementierung sowie des numeri-
schen Verhaltens sind dem Anhang A und B zu entnehmen.
Abb. 3.1 ordnet die Modelle in ein Gesamtkonzept zur Transitionstransportgleichungs-
modellierung ein. Das 4-Gleichungsmodell hat den Anspruch, das zugrundeliegende Kri-
terium möglichst genau in einem Transitionsmodell abzubilden und stellt eine fundierte
theoretische Basis bereit, die detailliert zeigt, inwiefern es möglich ist, das Kriterium
bzw. einen damit assoziierten Schwellwert lokal im Strömungsfeld verfügbar zu machen.
Für das 3- und das 1-Gleichungsmodell wurde, ausgehend vom 4-Gleichungsmodell, der
Approximationsgrad erhöht und dadurch ein geringerer Rechenaufwand ermöglicht. Ein
besonderer Fokus des 3- und des 1-Gleichungsmodells liegt darin, eine Galilei-invariante
Formulierung unter Beibehaltung der Vorhersagegüte bereitzustellen.

3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

3.3.1 Transitionskriterium

Der vorgestellte Ansatz verwendet das semi-empirische auf linearer Stabilitätstheorie ba-
sierende Kriterium für TS-Instabilitäten nach Arnal et al. (1984) und Habiballah (1981)
(Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD). Eine detaillierte Beschreibung und Herleitung
des Kriteriums ist in Abschn. 2.6.2 gegeben:

Reθt −Re∗θc = −206e25,7λθt
(
ln(16, 8Tu)− 2, 77λθt

)
(3.1a)

Reθc = e52/H12−14,8. (3.1b)

Statt eines lokalen Parameters, der den Druckgradienten beschreibt, wird hier ein räum-
lich gemittelter Parameter λθt verwendet (Gl. 2.28). Auf diese Weise sollen Konvektion-
/Geschichtse�ekte (History) der Grenzschicht berücksichtigt werden.

3.3.2 Integrale Grenzschichtgröÿen

Für die Vorhersagequalität eines Transitionsmodells ist eine hinreichend genau gitter-
punktlokale Approximation integraler Grenzschichtgröÿen unabdingbar. Neben der Tat-
sache, dass Approximationen in den meisten Fällen Selbstähnlichkeit annehmen, wird
die Güte maÿgeblich vom verwendeten lokalen Parameter bestimmt, der den integralen
Parameter über eine Korrelation abbilden soll. Von zentraler Bedeutung ist somit, inwie-
fern dieser Parameter die grundsätzliche Physik der Zielgröÿe wiedergibt. Nachfolgend
sollen die für das neue Modell verwendeten Ansätze vorgestellt und hergeleitet werden.

Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

Zur analytischen Berechnung der auf der Impulsverlustdicke θ basierenden Reynolds-
Zahl Reθ := θu∞/ν wird die nicht-netzlokale Grenzschichtgröÿe θ benötigt, die aus einer
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Integration über das Geschwindigkeitspro�l entlang der wandnormalen Koordinate be-
rechnet wird. Da diese Operation eine Kommunikation mit benachbarten wandnormalen
Gitterpunkten erfordert, ist dies im Rahmen einer lokalen Auswertung von Reθt unzu-
lässig. Daher wird die sogenannte Wirbelstärken (Vorticity)-Reynolds-Zahl Rev für eine
lokale Approximation der Gröÿe Reθ verwendet. Das Konzept von Rev geht auf van
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Abbildung 3.2: Darstellung der selbstähnlichen laminaren Falkner-Skan-Lösung (FS-
Lösung) für das Verhältnis aus Rev,max/Reθ in Abhängigkeit des Form-
faktors H12 sowie Polynom Gl. 3.5 (links) und exemplarische Darstellung
von Rev,max und Reθ sowie deren Verhältnis über der mit der Lau�änge x
gebildeten Reynolds-Zahl Rex für einen konstanten Formfaktor (rechts)

Driest und Blumer (1963) zurück. Die Vorticity-Reynolds-Zahl wird aus dem Verhältnis
von Trägheits- und Zähigkeitsspannungen gebildet, stellt somit, wie auch die globale
Reynolds-Zahl Re, einen mechanischen Ähnlichkeitsparameter dar (vgl. Gl. 2.7):

Rev :=
ρ yw (du/dyw)2

µ du/dyw
=
y2
w

ν

du

dyw
≈ y2

w

ν
‖Ω‖ ≈ y2

w

ν
‖S‖ (3.2)

∀yw ≤ δ. Nach Menter et al. (2006a) und Langtry und Menter (2009) kann Reθ lokal über
Rev bzw. über dessen wandnormales Maximum innerhalb der Grenzschicht approximiert
werden. Dabei macht man sich zunutze, dass für die laminar überströmte ebene Platte
ohne und mit konstantem Druckgradienten das Maximum von Rev in wandnormaler
Richtung max(Rev) und Reθ proportional zueinander sind (vgl. Abb. 3.2, rechts):

Rev,max := max
yw

(Rev) ∝ Reθ ⇔
Rev,max

Reθ
= πH12 . (3.3)

Die Stelle in wandnormaler Richtung yw, an der Rev maximal wird, soll als ywR de�niert
werden:

ywR := arg max
yw

(Rev) ⇔ Rev,max = Rev(yw =: ywR). (3.4)
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Der Proportionalitätsfaktor πH12 variiert mit dem aufgeprägten (für selbstähnliche Lö-
sungen konstanten) Druckgradienten. Für Falkner-Skan-Lösungen kann so für jeden
Formfaktor ein πH12 gefunden werden, das über Rev,max eine Berechnung von Reθ er-
möglicht. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 3.2 (links) graphisch visualisiert. Unter Zu-
hilfenahme eines Polynoms kann hieraus eine Funktion πH12 = f(H12) gebildet werden
(Abb. 3.2, links, Ströer et al. 2020b):

πH12 = 0, 071665 H3
12 − 0, 73186 H2

12 + 4, 2563 H12 − 5, 1743. (3.5)

Für die laminare Strömung über eine ebene Platte ohne Druckgradient H12 ≈ 2, 59
(Blasius-Lösung) ergibt eine Plausibilitätskontrolle den bekannten Wert von πH12 ≈
2, 193 (Abb. 3.2, links).
Im Falle einer allgemeinen, nicht-selbstähnlichen Lösung wird Reθ lokal in Abhängigkeit
des am jeweiligen Gitterpunkt vorliegenden Wertes von Rev und H12 (wird im weiteren
Verlauf eingeführt) approximiert:

Rev
Reθ

= πH12 . (3.6)

So wird gemäÿ Gl. 3.6 an allen Netzpunkten ein Wert für Reθ berechnet. Sinnvoll im
Sinne der Approximation ist dieser jedoch nur an derjenigen wandnormalen Position
innerhalb der Grenzschicht ywR, an der Rev maximal wird.

Inkompressibler Formfaktor

Der inkompressible Formfaktor H12 wird zur Auswertung der approximierten Impuls-
verlustdicken-Reynolds-Zahl am Indi�erenzpunkt Reθc (Gl. 2.29) und des Reynolds-
Zahlenverhältnisses πH12 benötigt. Üblicherweise ergibt sich dieser aus dem Quotienten
von Verdrängungs- und Impulsverlustdicke, die beide, wie oben beschrieben, aus einer
Integration über das Geschwindigkeitspro�l entlang der wandnormalen Koordinate resul-
tieren. Für eine lokale Approximation werden wie auch im vorangegangenen Abschnitt
selbstähnliche Falkner-Skan-Lösungen verwendet, für die ein de�nierter lokal verfügba-
rer Parameter mit dem Formfaktor korreliert wird. Obwohl diese Korrelationen inhärent
nur für selbstähnliche Pro�le exakt gelten, ist die Approximation oftmals hinreichend
genau. In diesem Fall wird dazu ein neuer Druckgradientenparameter de�niert, der im
Gegensatz zu λθ = Re2

θK auf der Vorticity-Reynolds-Zahl Rev basiert (Ströer et al.
2020b):

λv := Re2
vK = Re2

v

ν

u2
e

due
ds

. (3.7)

Neben der Approximationsgüte ist im Kontext industrieller Anwendbarkeit die Robust-
heit von entscheidender Bedeutung. So liegt der Vorteil von Gl. 3.7 darin, dass die Form
des Grenzschichtpro�ls von Rev erhalten bleibt, die Maxima der Funktion Rev(yw = ywR)
und λv(yw) somit an derselben wandnormalen Position ywR liegen. Da die Auswertung al-
ler Gröÿen bei ywR erfolgt, ist es von groÿem Vorteil, wenn die Gradienten einer Variablen
an dieser Stelle in wandnormaler Richtung verschwinden oder zumindest klein werden.
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Bei hohen Gradienten würde die Gröÿe sehr sensitiv gegenüber kleinen Änderungen in
yw. D.h. die Abhängigkeit des Parameters λv von Variationen in wandnormaler Richtung
ist geringer, was potentiell zu einer geringen Netzsensitivität dieser Gröÿe führt.
Die weiteren Unbekannten, die für die Auswertung von Gl. 3.7 benötigt werden, können
über die kompressible Bernoulli-Gleichung

ue =

√√√√u2
∞ +

2κ

κ− 1

[
1−

(
p

p∞

)1− 1
κ

]
p∞
ρ∞

(3.8)

und die folgenden Isentropenbeziehungen

due
ds

=
u

‖u‖2

· ∇ue, wobei ∇ue = − 1

ueρ∞

(
p

p∞

)− 1
κ

∇p, (3.9)

berechnet werden.
Abschlieÿend kann der approximierte, inkompressible Formfaktor H12 unter Verwen-
dung der besagten auf selbstähnlichen Falkner-Skan-Lösungen basierenden Korrelation
berechnet werden, die über das folgende Polynom 4. Grades analytisch repräsentiert
wird:

H12 = −1, 2433 λ4
v − 2, 9805 λ3

v − 2, 2245 λ2
v − 1, 5196 λv + 2, 5979. (3.10)

Auch hier wird unter Verwendung von Gl. 3.10 an jedem Gitterpunkt auf Basis des
Parameters λv ein H12 berechnet, das im Sinne der Approximation nur an der Stelle ywR
korrekt ist.

Abschirmung der Grenzschicht

Im Folgenden wird es an verschiedenen Stellen sinnvoll sein, eine Funktion zu verwenden,
die eine näherungsweise binäre Einteilung in Bereiche auÿerhalb (≈ 0) und innerhalb
(≈ 1) der Grenzschicht ermöglicht. Eine Funktion, die eine solche Abschirmung oder
Blending des Grenzschichtbereiches realisiert, ist durch Γδ gegeben:

Γδ = e−( ywδ )
4

e
−
(
‖S‖y2

w
ν105

)4

. (3.11)

Im ersten Teil der Gleichung wird die wandnormale Position yw mit einer Gröÿe δ ver-
glichen, die eine Art lokale Grenzschichtdicke darstellt und wie folgt de�niert ist:

δ = 375 θ‖Ω‖ yw
‖u‖2

. (3.12)

Hierbei kann die Impulsverlustdicke θ entsprechend der De�nitionsgleichung für die
Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ, die über Rev lokal berechnet wird, approximiert
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werden:

θ =
Reθν

ue
. (3.13)

Der zweite Teil von Gl. 3.11 verhindert, dass Γδ im Nachlauf aktiv wird. Sowohl δ als
auch Γδ orientieren sich in ihrer Struktur an Langtry und Menter (2009).

Druckgradientenparameter

Um eine lokale Approximation des Druckgradientenparameters

λθ :=
θ2

ν

due
ds

(3.14)

zu realisieren, werden die bereits eingeführten Approximationen von θ (Gl. 3.13) so-
wie Gl. 3.9 verwendet. Obwohl in Gl. 3.7 ein neuer lokaler Druckgradientenparameter
eingeführt wurde, wird für die Auswertung des Kriteriums weiterhin der mittlere Druck-
gradientenparameter λθ benötigt, um eine zu starke Modi�kation des auf λθ basierten
Kriteriums zu vermeiden. Wie nachfolgend gezeigt, ist λθ über eine Integration des lo-
kalen Druckgradientenparameters λθ in Strömungsrichtung de�niert.

Turbulenzgrad

Wie für diese Klasse auÿenaerodynamischer Transitionsmodelle üblich, wird der Turbu-
lenzgrad global vorgegeben. Sofern die untersuchte Geometrie nicht im Nachlauf einer
anderen Strömung steht (vgl. Ströer et al. 2019), stellt dieses Vorgehen für auÿenaerody-
namische Testfälle keine Einschränkung dar. Für künftige Anwendungen kann alternativ
in Anlehnung an Menter et al. (2015) ein approximativer Turbulenzgrad auf Basis der
lokalen Werte der spezi�schen kinetischen Energie k und des Geschwindigkeitsbetrags
‖u‖2 bestimmt werden: Tu =

√
2k/3/‖u‖2, wobei ‖u‖2 zusätzlich durch einen Galilei-

invarianten Ausdruck ersetzt werden kann (vgl. Abschn. 3.4). Da diese Herangehensweise
insbesondere in ihrer Galilei-invarianten Form einige Annahmen und Approximationen
verwendet, müsste die Güte und das numerische Verhalten in Verbindung mit dem neuen
Modellierungsansatz gezielt untersucht werden.

3.3.3 Spezi�sche Transportgeschwindigkeit und Anwendung in
einer Transportdi�erentialgleichung

Im nachfolgenden Abschnitt wird eine spezi�sche Transportgeschwindigkeit hergeleitet,
die im Konvektionsterm einer skalaren Transportgleichung ∇ · (ρφu) die Geschwindig-
keit u ersetzt. Zunächst soll dieser Eingri� in die Mathematik der Transportgleichung
motiviert und begründet werden:
Die Approximation der auf der Impulsverlustdicke basierenden Reynolds-Zahl Reθ er-
folgt, wie im vorangegangen Abschnitt 3.3.2 beschrieben, über Gl. 3.3 bzw. 3.6. Ent-
sprechend werden alle Gröÿen an der wandnormalen Position ywR innerhalb der Grenz-
schicht benötigt, an der Rev maximal wird. Der Transport einer Gröÿe mittels einer
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Transportdi�erentialgleichung, die den Konvektionsterm ∇ · (ρφu) verwendet, erfolgt
jedoch inhärent entlang einer Stromlinie s. Anders als eine Stromlinie skaliert die Stel-
le ywR mit der Grenzschichtdicke δ. Werden Positionen stromab des kritischen Punk-
tes betrachtet, ist ersichtlich, dass die Stromlinie und eine gedachte Linie, die alle ywR
stromab verbindet, divergieren. D.h. es existiert ein Versatz zwischen dem wandnorma-
len Maximum der transportierten Gröÿe und der Position ywR. Dieser Versatz ist in
Abb. 3.3 mit d∗ gekennzeichnet und in Abhängigkeit der Strömungsbedingungen un-
terschiedlich stark ausgeprägt. Beschriebenes ist in Abb. 3.3 schematisch anhand einer
ebenen Plattenströmung dargestellt. In Abb. 3.4 (links) ist zusätzlich eine Stromlinie
einer 2D-Pro�lumströmung gezeigt, die sich leicht stromauf des linken Bildrandes auf
der wandnormalen Höhe ywR be�ndet und stromab dieser gedachten Position in Strö-
mungsrichtung bereits einen deutlichen Versatz (in Richtung Wand) bzgl. der Positionen
ywR(x) aufweist.

y

xxc

u∞
δ(x)

ywR(x)

d∗(x)
s

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Di�erenz d∗(x) zwischen einer gedachten
Linie, die die Maxima des wandnormalen Rev-Verlaufes innerhalb der
Grenzschicht δ(x) verbinden ywR(x) (gestrichelte Linie), und einer ab
dem kritischen Punkt xc verfolgten Stromlinie s (strichpunktierte Linie)
anhand einer ebenen Plattenströmung

Aus diesen Betrachtungen kann geschlussfolgert werden, dass jedes Modell, das Strö-
mungsgröÿen lokal an der wandnormalen Position ywR approximiert und Transportdif-
ferentialgleichungen verwendet, inhärent einen Approximationsfehler durch den wand-
normalen Versatz zwischen diesen beiden Gröÿen beinhaltet. Folglich scheint es sinnvoll,
die mittels einer Transportgleichung konvektierten Gröÿen auf der wandnormalen Po-
sition ywR zu transportieren, um diesen Fehler zu vermeiden. Im Folgenden soll daher
eine spezi�sche Geschwindigkeit hergeleitet werden, die einen Transport einer skalaren
Gröÿe entlang ywR ermöglicht. Dazu wird ein lineares Gleichungssystem aufgestellt, das
aus drei Gleichungen besteht, die drei Bedingungen repräsentieren (Ströer et al. 2020b):

� Die erste Bedingung postuliert, dass die Änderungen der wandnormalen Gradien-
ten von Rev, d.h. ∇(∇Rev · n), in der gesuchten Richtung verschwinden:

y2
w∇(n · ∇Rev) · s ∗

Rev

!
= 0, (3.15)

wobei s ∗
Rev
∈ R3 das gesuchte Vektorfeld darstellt und ‖∇(n · ∇Rev)‖2 6= 0.
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Die Gröÿe (∇Rev ·n) beschreibt die Änderung von Rev in wandnormaler Richtung
(d.h. ∂Rev/∂yw). Wird nun ein Vektor gesucht, in dessen Richtung sich die Gröÿe
(∇Rev · n) nicht ändert bzw. die Änderung der Gröÿe (∇Rev · n) Null ist, muss
dieser Vektor Gl. 3.15 erfüllen. Die Richtung, in der sich die Gröÿe (∇Rev ·n) nicht
ändert, ist nun genau diejenige Richtung, die u.a. alle Positionen ywR verbindet.
Die Gröÿe y2

w wird aus Dimensionsgründen multipliziert, beein�usst das Ergebnis
jedoch nicht, da der Vektor ∇(n ·∇Rev) nur lokal skaliert wird, die Richtung aber
beibehält.

� Die zweite Bedingung zwingt den gesuchten Vektor in eine Ebene, die durch den
wandnormalen Vektor n und den Vektor der lokalen Geschwindigkeit aufgespannt
wird:

s ∗
Rev
·
(

u

‖u‖2

× n
)

!
= 0. (3.16)

Für einen 2D-Fall ist diese Bedingung trivial und die gesuchte Ebene entspricht
der Strömungsebene.

� Um das Gleichungssystem zu schlieÿen, wird in einer weiteren Bedingung gefordert,
dass das Skalarprodukt aus u/‖u‖2 und s ∗

Rev
− u/‖u‖2 Null ist:(

s ∗
Rev
− u

‖u‖2

)
· u

‖u‖2

!
= 0. (3.17)

D.h. Gl. 3.17 wird hier als eine Art räumliche Limitierung verwendet und gibt
zusätzlich die Orientierung (das Vorzeichen) des resultierenden Vektors vor (d.h.
ein zum gesuchten Vektor um 180◦ rotierter Vektor ist keine zulässige Lösung).
Eine einfache Normierungsbedingung (z.B. die L2-Norm des gesuchten Vektors)
würde diese Richtungsabhängigkeit nicht zulassen, da diese durch beide Richtungen
(gesuchter Vektor und dazu gespiegelter Vektor) erfüllt werden könnte.

Das lineare Gleichungssystem 3.15 - 3.17 kann analytisch mit Hilfe des Gauÿ'schen Ele-
minationsverfahrens gelöst werden (hier nicht gezeigt), sodass sich das System auf drei
simple, algebraisch auswertbare Beziehungen reduziert. So ergibt sich nach Normierung
das gesuchte Vektorfeld sRev = s ∗

Rev
/‖s ∗

Rev
‖2.

Um die numerische Robustheit zu steigern, werden zwei Korrekturfunktionen auf sRev
angewendet. Die erste Funktion stellt eine Richtungskorrektur dar (Bogenmaÿ):

χα =

{
−1; α > π/2
1; sonst

(3.18a)

α = cos−1

(
sRev · u
‖u‖2

)
. (3.18b)

Trotz der Normierungs-/Richtungsbedingung Gl. 3.17 kann es in Einzelfällen dazu kom-
men, dass eine falsche Richtung vorhergesagt wird. Solche Fehler lassen sich durch einen
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u-Stromlinie uRev -Transportl. Rev

Abbildung 3.4: Auf u basierende Stromlinie (links) im Vergleich zur spezi�schen uRev -
Transportlinie (rechts) für eine exemplarische 2D-Pro�lumströmung; die
Rev-Kontur visualisiert das wandnormale Maximum von Rev innerhalb
der Grenzschicht (aus Ströer et al. 2020b)

Vergleich mit dem lokalen Geschwindigkeitsvektor identi�zieren, der die ungefähre Rich-
tung vorgibt. D.h. für zu groÿe Abweichungen vom lokalen Geschwindigkeitsvektor wird
der resultierende Vektor gespiegelt.
Durch numerische Fehler kann es zusätzlich in Einzelfällen dazu kommen, dass das Glei-
chungssystem keine sinnvolle Lösung ergibt. Über einen Vergleich des Winkels zum ak-
tuellen Geschwindigkeitsvektor werden solche Lösungen identi�ziert und korrigiert:

ξb =
1

2

(
1 + tanh

[
100 cos−1

(
χα sRev ·

u

‖u‖2

)
− 2000

])
. (3.19)

Diese Gleichung ermöglicht es, falls ein bestimmter Winkel-Schwellenwert erreicht ist,
statt der spezi�schen Geschwindigkeit die tatsächliche Geschwindigkeit zu verwenden.
Das Vorgehen basiert auf der Annahme, dass sich die spezi�sche und die lokale Geschwin-
digkeit nicht stark unterscheiden. Ist der Winkel zwischen beiden Vektoren zu groÿ, kann
davon ausgegangen werden, dass es sich um einen numerischen Fehler handelt. In diesen
Fällen wird statt der spezi�schen die lokale Geschwindigkeit verwendet. Die Korrektur-
funktion ist zusätzlich an Stellen wichtig, an denen Rev innerhalb der Grenzschicht bzgl.
der wandnormalen Koordinate Wendepunkte hat. Hier ist die Determinante des Glei-
chungssystems Null und es existiert keine Lösung. Durch die Korrekturfunktion ergibt
sich jedoch ein sinnvolles und stabiles Ergebnis.
Neben den Korrekturfunktionen wird die Funktion zur Abschirmung der Grenzschicht
verwendet, sodass innerhalb der Grenzschicht die spezi�sche und auÿerhalb der Grenz-
schicht die tatsächliche Geschwindigkeit verwendet werden:

uRev := [(1− Γδ)u+ Γδ(χα sRev‖u‖2)] ξb + (1− ξb)u. (3.20)

Gl. 3.20 ergibt sich aus der Anwendung von Gleichungen 3.18 und 3.19 in Verbindung
mit Γδ (Gl. 3.11). Für den Fall, dass ξb = 0 wird in jedem Fall der lokale Geschwindig-
keitsvektor u verwendet. Ist ξb = 1, ist der linke Term der Gleichung aktiviert. Sofern
sich der betrachtete Punkt innerhalb der Grenzschicht be�ndet, wird die spezi�sche Ge-
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schwindigkeit verwendet, die ggf. vorab durch χα gespiegelt wurde.

Abb. 3.4 verdeutlicht den Ein�uss der neuen spezi�schen Geschwindigkeit uRev anhand
einer exemplarischen Pro�lumströmung. Die Rev-Kontur visualisiert die Positionen der
maximalen Rev-Werte innerhalb der Grenzschicht. Es ist ersichtlich, dass zwischen einer
gedachten Linie, die die Maxima der Rev-Kontur von stromauf nach stromab verbindet,
und der auf u basierenden Stromlinie ein Versatz entsteht, der für Positionen stromab
des Schnittpunktes zwischen der Stromlinie und max(Rev) (bspw. der kritische Punkt)
in Strömungsrichtung gröÿer wird (Abb. 3.4, links). Bei Verwendung der spezi�schen
Geschwindigkeit verläuft die aus uRev berechnete Stromlinie nahezu ideal durch ywR
(Abb. 3.4, rechts).

3.3.4 Partielle Transportdi�erentialgleichungen

Wird eine nicht-lokale Information an stromab liegenden Stellen im Strömungsfeld benö-
tigt, bieten sich Transportdi�erentialgleichungen an, um diese lokal Verfügbar zu machen
und Kommunikationsroutinen über Gebietsgrenzen (Domaingrenzen) hinweg zu vermei-
den. Nachfolgend sollen die für das neue Modell erforderlichen Transportgleichungen
hergeleitet werden.

Konservative Form von Transportgleichungen mit modi�zierter
Transportgeschwindigkeit

Im vorangegangenen Abschnitt wurde eine spezi�sche Transportgeschwindigkeit herge-
leitet. Um den Transport einer reellen, skalaren Variablen φ entlang dieser neuen Trans-
portlinien zu realisieren, muss die entsprechende partielle Di�erentialgleichung bzw. de-
ren Konvektionsterm genauer betrachtet werden. So kann gezeigt werden, dass bei Ver-
wendung einer von u abweichenden Geschwindigkeit innerhalb einer konservativ formu-
lierten Transportgleichung ein zusätzlicher Term berücksichtigt werden muss (vgl. z.B.
Bégou 2018), der nachfolgend Kφ genannt werden soll:

ρ

(
∂φ

∂t
+∇ · (φuRev)

)
=
∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφuRev) + φ∇ · (ρ (uRev − u))︸ ︷︷ ︸

=Kφ

. (3.21)

Unter Zuhilfenahme der Kontinuitätsgleichung (Dρ/Dt = −ρ∇ · u) kann Gl. 3.21 be-
wiesen werden:

Beweis. Gl. 3.21

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφuRev)

= φ
∂ρ

∂t
+ ρ

∂φ

∂t
+ ρ∇ · (uRevφ) + φ∇ · (uRevρ)−φ∂ρ

∂t
− φ∇ · (uρ)︸ ︷︷ ︸

=0
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= ρ
∂φ

∂t
+ ρ∇ · (uRevφ) + φ∇ · (ρ(uRev − u))

Die Diskretisierung des Konvektionsterms wird analog zu den Turbulenzgleichungen mit
einem Roe-ähnlichen numerischen Schema realisiert. Der Zusatzterm Kφ wird als Quell-
term behandelt.

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθc

Als kritische Reynolds-Zahl oder Indi�erenz-Reynolds-Zahl wird in der Stabilitätstheo-
rie diejenige Reynolds-Zahl bezeichnet, ab der Störungen erstmals angefacht werden7.
Innerhalb des AHD-Transitionskriteriums wird Reθc über die auf selbstähnlichen Lösun-
gen basierende Beziehung in Gl. 2.29 abgeschätzt. Dabei wird angenommen, dass, wenn
die lokale Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ innerhalb der Grenzschicht erstmals
gröÿer als das lokale Reθc(H12) wird, Störungen angefacht werden. Das an dieser Stelle
vorliegende Reθ = Reθc soll, in Abgrenzung vom lokal ausgewerteten Reθc, mit einem
Stern gekennzeichnet werden: Re∗θc(s > sc) := Reθc(s = sc) = Reθ(s = sc). Stromab
des kritischen Punktes wird diese nicht-lokale Information zur Auswertung des Tran-
sitionskriteriums benötigt. Eine Transportgleichung ermöglicht eine vollständig lokale
Bereitstellung dieses Wertes. Die linke Seite der verwendeten partiellen Di�erentialglei-
chung orientiert sich in ihrer Form an Gl. 3.21, wobei sich der Term K

R̃e
∗
θc
auf der rechen

Seite der Gleichung be�ndet. Die rechte Seite beinhaltet zusätzlich einen Di�usionsterm
und einen Produktions-/Destruktionsterm:

∂(ρR̃e
∗
θc)

∂t
+∇ · (ρR̃e

∗
θcuRev) = (P −D)

R̃e
∗
θc

+∇ ·
(

(µ+ µt)σθc∇R̃e
∗
θc

)
−K

R̃e
∗
θc
. (3.22)

Um oben beschriebenes zu erreichen, wird der folgende Produktions-/Destruktionsterm
verwendet:

(P −D)
R̃e
∗
θc

= ρ‖Ω‖F
R̃e
∗
θc

Γδ

(
R̃e
∗
θc −Reθc

)
. (3.23)

Zur Steuerung des Produktions-/Destruktionsterms wird die Funktion F
R̃e
∗
θc
verwendet:

F
R̃e
∗
θc

=
1

4

[
1− tanh

(
90− 100

Reθ
Reθc

)] [
tanh

(
110− 100

Reθ
Reθc

)
+ 1

]
. (3.24)

Sobald Reθ/Reθc im de�nierten Intervall liegt, schaltet die Funktion auf 1 (siehe Abb.
3.5, links) und aktiviert damit den Quellterm (Gl. 3.23). D.h. die Funktion schaltet nur,
wenn Reθ ≈ Reθc. Sobald Reθ > Reθc gilt, wird die Funktion wieder deaktiviert. Auf
diese Weise wird die transportierte Gröÿe an nur einem Punkt8 produziert. Dass die
transportierte Variable bei Aktivierung des Quellterms auf das lokale Niveau von Reθc
produziert wird, stellt der Term (R̃e

∗
θc − Reθc) in Gl. 3.23 sicher. Solange R̃e

∗
θc < Reθc

7D.h. also dort, wo erstmals unter der Annahme räumlicher Theorie αi < 0 gilt.
8Bzw. aus technischen Gründen in einem durch die Funktion F

R̃e
∗
θc
de�nierten Intervall von 0, 9Reθc <

Reθ < 1, 1Reθc, vgl. Abb. 3.5 (links).
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ist der Term aktiv und produziert. Falls in der pseudo-transienten Phase R̃e
∗
θc > Reθc,

kehrt sich das Vorzeichen des Term um, wodurch dieser zu einem Destruktionsterm wird.
So stellt sich in der Anfangsphase9 am kritischen Punkt ein R̃e

∗
θc-Niveau ein, das dem
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0
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0,4

0,6

0,8

1

0,6 0,8 1 1,2 1,4
0

0,2
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1
FλF

R̃e
∗
θc

Reθ/Reθc Reθ/Reθc

Abbildung 3.5: Sensorfunktionen F
R̃e
∗
θc
(links, im Quellterm der R̃e

∗
θc-Gleichung verwen-

det) und Fλ ohne Zusatzterme (rechts, im Quellterm der λ̃θΣ- und l̃cΣ-
Gleichungen verwendet)

lokalen Niveau entspricht. Stromab dieses Intervalls ist der Quellterm deaktiviert und es
gilt ∂(ρR̃e

∗
θc)/∂t+∇ · (ρR̃e

∗
θcuRev) + K

R̃e
∗
θc

= 0 (unter der Annahme kleiner Di�usion),

womit das produzierte R̃e
∗
θc konstant nach stromab transportiert wird.

Di�usion ist in Gl. 3.22 grundsätzlich unerwünscht, da, nachdem R̃e
∗
θc am kritischen

Punkt produziert wurde, dieser Wert konstant transportiert werden soll. Um die Sta-
bilität des Verfahrens zu erhöhen, wird dennoch ein kleiner Di�usionsterm verwendet
(σθc = 0, 0001).
Neben den Sensorfunktionen wird in Gl. 3.23 die Funktion Γδ (Gl. 3.11) zur Abschirmung
der Grenzschicht verwendet, um zu verhindern, dass Artefakte auÿerhalb der Grenz-
schicht in ebendiese transportiert werden und die Lösung für R̃e

∗
θc beein�ussen. So wird

(P −D)
R̃e
∗
θc
auÿerhalb der Grenzschicht Null.

Herleitung integrierender partieller Di�erentialgleichungen

Der Terminus integrierende partielle Di�erentialgleichung wird in diesem Kontext ver-
wendet, um auszudrücken, dass eine Di�erentialgleichung gelöst wird und diese Lösung
den Wert des bestimmten Integrals einer Gröÿe entlang eines de�nierten Pfades gitter-
punktlokal bereitstellt. Die ursprüngliche Idee zur Anwendung integrierender Gleichun-
gen in Transitionsmodellen stammt von Mark Drela (Uranga 2011) (vgl. Abschn. 2.6.3).
Nachfolgend soll die zugrundeliegende Mathematik in Orientierung an Bégou (2018) zu-

9Bzw. der transienten Phase, oft pseudo-transiente Phase genannt, in der die stationäre Simulation
noch nicht konvergiert ist und Anfangsstörungen abgebaut werden müssen.
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sammenfassend hergeleitet werden.

Es kann gezeigt werden, dass sich die Integration einer skalaren Funktion entlang einer
Stromlinie in eine partielle Transportdi�erentialgleichung überführen lässt. Dazu soll ψ
auf dem Intervall [s, s+ ∆s] integriert werden:

φ(s) =

∫ s+∆s

s

ψ(S)dS. (3.25)

Gemäÿ des Hauptsatzes der Integral- und Di�erentialrechnung ergibt die Ableitung der
Stammfunktion φ wieder ψ (stetige Di�erenzierbarkeit von φ vorausgesetzt), sodass

dφ(s)

ds
= ψ(s) ⇔ lim

∆s→0

∆φ(s)

∆s
= ψ(s) (3.26)

gilt. Folglich können die Gleichungen 3.25 und 3.26 in eine Finite-Di�erenzen-Approx-
imation mit entsprechendem Abbruchfehler überführt werden:

φ(x(t) + ∆x(t), t+ ∆t) = ψ(x(t), t)‖u‖2∆t+ φ(x(t), t)

+O(‖∆x‖2
2) +O(∆t2).

(3.27)

Unabhängig davon kann φ als Taylorreihe dargestellt werden:

φ(x(t) + ∆x(t), t+ ∆t) = φ(x(t), t) + ∆x · ∇φ(x(t), t) + ∆t
∂φ

∂t

+O(‖∆x‖2
2) +O(∆t2).

(3.28)

Gleichsetzen der Gleichungen 3.27 und 3.28 ergibt die gesuchte integrierende Transport-
gleichung:

ρ
Dφ

Dt
= ρψ(x, t)‖u‖2. (3.29)

Die konservative Form folgt unter Forderung von Dρ/Dt = −ρ∇ · u:

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφu) = ρψ(x, t)‖u‖2. (3.30)

Wird eine modi�zierte Konvektionsgeschwindigkeit innerhalb des Konvektionsterms ∇ ·
(ρφu) verwendet, muss, wie in Gl. 3.21 gezeigt, der ZusatztermKφ berücksichtigt werden:

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρφuRev) = ρψ(x, t)‖u‖2 −Kφ. (3.31)

Die Integration wurde damit in eine generische integrierende partielle Transportdi�eren-
tialgleichung Gl. 3.31 überführt.
Für eine abschlieÿende Plausibilitätsbetrachtung soll eine stationäre Transportgleichung
ohne Di�usion unter Verwendung der Geschwindigkeit u für den eindimensionalen Fall
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betrachtet werden. D.h. aus u · ∇φ = ψ‖u‖2 folgt unmittelbar:

u
dφ

dx
= ψu ⇔ dφ

dx
= ψ ⇔ φ =

∫
ψdx. (3.32)

Mittlerer Druckgradientenparameter

Entsprechend Gl. 3.31 können nun die Transportgleichungen zur Berechnung des in Gl.
2.28 eingeführten mittleren Druckgradientenparameters λθ(s) formuliert werden, der sich
aus einer Integration des lokalen Druckgradientenparameters λθ stromab des kritischen
Punktes und einer räumlichen Mittelung ergibt: λθ(s) := 1

s−sc

∫ s
sc
λθ(S)dS. Das erste zu

berechnende Integral ist somit das Folgende:

λθΣ(s) =

∫ s

sc

λθ(S)dS. (3.33)

Gl. 3.33 kann durch Lösen der folgenden Transportgleichung gitterpunktlokal berechnet
werden:

∂(ρλ̃θΣ)

∂t
+∇ · (ρλ̃θΣuRev) = Pλ̃θΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σθc∇λ̃θΣ

)
−Kλ̃θΣ

. (3.34)

Der Produktionsterm ergibt sich mit ψ(x, t) = λθ zu:

Pλ̃θΣ = ρ FλΓδ‖u‖2λθ. (3.35)

Als Zweites wird eine Di�erentialgleichung benötigt, die eine Länge ∆s bereitstellt:

∆s = s− sc = lcΣ(s) =

∫ s

sc

dS. (3.36)

Das Vorgehen ist analog zu Gl. 3.34, wobei hier ψ(x, t) = 1 gilt, sodass sich die folgende
Transportgleichung ergibt:

∂(ρl̃cΣ)

∂t
+∇ · (ρl̃cΣuRev) = Pl̃cΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σθc∇l̃cΣ

)
−Kl̃cΣ

(3.37)

mit
Pl̃cΣ = ρ FλΓδ‖u‖2. (3.38)

Die Produktionsterme beider Gleichungen 3.35 und 3.38 werden über die Funktion Fλ
gesteuert:

Fλ =
1

2

[
1− tanh

(
90− 100

(
Reθ
Reθc

+ 10
µt
µ

ΓδFH12Fl

))]
(3.39a)

FH12 =
1

2

[
1− tanh

(
104 − 104H12(λ̃θΣ/l̃cΣ)/2, 65

)]
(3.39b)
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Fl =
1

2

[
1 + tanh

(
104 − 104l̃cΣ/yw

)]
. (3.39c)

Der Sensor schaltet, sobald der kritische Punkt detektiert wurde, von 0 auf 1 und ak-
tiviert so die Produktionsterme. Im Gegensatz zu Gl. 3.24 bleibt Fλ stromab des kri-
tischen Punktes aktiv (siehe Abb. 3.5, rechts), um eine Integration über den gesamten
Bereich abzubilden. Um an der Position beginnender Transition unter Gegendruck zu
gewährleisten, dass Fλ = 1 bleibt, werden zusätzliche Funktionen FH12 und Fl verwen-
det. Diese Funktionen werden in der ursprünglichen Modellversion Ströer et al. (2020b)
nicht verwendet, erhöhen aber die numerische Stabilität des Verfahrens. Zusätzlich wird
in beiden Produktionstermen 3.35 und 3.38 die Funktion Γδ (Gl. 3.11) verwendet, um
zu verhindern, dass Werte auÿerhalb der Grenzschicht die Integration verfälschen.
Der lokal berechnete, mittlere Druckgradientenparameter wird nun entsprechend seiner
De�nition aus dem Quotienten von λ̃θΣ und l̃cΣ gebildet:

λθ =
λ̃θΣ

l̃cΣ
Fλ + (1−Fλ)λθ (3.40)

∀ l̃cΣ ∈ R\{0}. Hierbei gilt es zu beachten, dass die Gröÿen λ̃θΣ und l̃cΣ per De�nition
(der Transportgleichungen) nur dort gröÿer 0 sind, wo Fλ > 0 ist. Da auch stromab des
kritischen Punktes in Wandnähe Bereiche mit Fλ ≈ 0 existieren, kann λθ dort nicht aus
dem Quotienten λ̃θΣ/l̃cΣ gebildet werden. Die praktikabelste und stabilste Lösung ist es,
falls Fλ ≈ 0, λθ = λθ zu fordern. Da Transition zuerst an der Stelle ywR innerhalb der
Grenzschicht ausgelöst wird, entstehen durch dieses Vorgehen keine Einschränkungen.

3.3.5 Berechnung eines Intermittenzfeldes

Die vorangegangenen Abschnitte beschreiben alle erforderlichen Operationen, die not-
wendig sind, um die Transition-Onset-Position gitterpunktlokal zu bestimmen. Um diese
Position beginnender Transition nun innerhalb der Lösung zu setzen, wird eine Inter-
mittenzvariable γ de�niert. Das Intermittenzfeld bestimmt laminare und turbulente Be-
reiche (γ ≈ 0: laminar, γ ≈ 1: turbulent). Dieses γ stellt somit eine Hilfsvariable dar, die
das Turbulenzmodell bzw. dessen Produktions- und Destruktionsterme steuert. Sie ist
daher nicht mit der physikalischen Intermittenz nach Emmons (1951) zu verwechseln.
Zur Berechnung dieses Feldes werden zwei Ansätze vorgeschlagen:

� Die erste Variante basiert auf der Intermittenzgleichung nach Langtry und Men-
ter (2009) sowie Menter et al. (2015). Vorteil dieser Version ist ihre Stabilität in
turbulenten Bereichen.

� Die in Ströer et al. (2020a) und Ströer et al. (2020b) eingeführte zweite Variante
verwendet eine integrierende Transportgleichung, die ab dem Punkt beginnender
Transition (ähnlich Gl. 3.37) eine Längenvariable au�ntegriert. Vorteil dieser Va-
riante ist, dass unter Verwendung weiterer Korrelationen mit Hilfe dieser Länge
ein Transitionsbereich abgebildet werden kann (z.B. unter Verwendung einer Kor-
relation für den kritischen N -Faktor an der Stelle abgeschlossener Transition nach
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van Ingen 1977 oder Abschätzungen der Länge des Transitionsbereiches, vgl. Stock
und Haase 2000).

Beide Ansätze können auf zwei unterschiedliche Weisen angewendet werden:

� Zum einen besteht die Möglichkeit, die Werte einer Onset-Funktion Fo, die die
Quellterme der entsprechenden Gleichung (d.h. γ- oder l̃γ-Gleichung) steuert, in
wandnormaler Richtung zu kommunizieren. Dadurch wird das Setzen einer Art
Punkttransition10 ermöglicht. Das führt dazu, dass die detektierte Transitionspo-
sition ohne weitere Ungenauigkeiten direkt übertragen werden kann. Technisch
wird dazu der lokale Wert der Onset-Funktion an der Stelle ywR gesucht und an
den zugehörigen Wandpunkt kommuniziert. Von der Wand aus wird dieser Wert
an alle zugehörigen Punkte im Feld zurückkommuniziert. So haben die Punkte
entlang eines gedachten wandnormalen Strahls den Wert der Onset-Funktion an
der Stelle ywR. Diese Vorgehensweise ist als nicht-lokal einzustufen.

� Die zweite Möglichkeit ist, die Gleichung, wie von Langtry und Menter (2009)
vorgeschlagen, lokal anzuwenden. Hierbei werden in Abhängigkeit des Strömungs-
zustandes jedoch weitere Ungenauigkeiten durch die Intermittenzgleichung einge-
bracht: Da die Transition an der Stelle ywR ausgelöst wird, beginnt auch hier die
Produktion von γ, die sich ab diesem Punkt stromab keilförmig ausbreitet. D.h.
es wird in Abhängigkeit des Strömungszustandes ein Versatz zwischen berechneter
Transitionsposition und gesetzter Transitionsposition eingebracht. Diese Beobach-
tung wird in Abschn. 3.4.4 detailliert diskutiert und ist in Abb. 3.8 visualisiert.

Da das Basismodell das Ziel hat, das zugrundeliegende Kriterium (d.h. die Berechnung
von Reθt) möglichst genau gitterpunktlokal abzubilden, ist es zur Validierung sinnvoll,
Fehler, die durch das reine Setzen der berechneten Transitionslage eingebracht werden,
zunächst auszuschlieÿen. Daher soll für die Validierung des Basismodells Punkttransi-
tion und damit Wandkommunikation verwendet werden. Einem Anwender steht jedoch
zusätzlich die vollständig lokale Variante zur Verfügung.

Für die erste Variante wird die folgende Intermittenzgleichung nach Langtry und Men-
ter (2009) sowie Menter et al. (2015) verwendet:

∂(ργ)

∂t
+∇ · (ργu) = Pγ −Dγ +∇ · ((µ+ µt/σγ)∇γ) , (3.41)

wobei σγ = 2. Der Produktions- und der Destruktionsterm sind dabei wie folgt de�niert:

Pγ = ρFlFo‖S‖(1− γ) (3.42)

und
Dγ = c1ρFt‖Ω‖γ(c2γ − 1) (3.43)

10D.h. ein näherungsweise binäres, sprunghaftes Umschalten von laminar zu turbulent über die gesamte
Grenzschicht.
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mit c1 = 3/50 und c2 = 50. Die Funktion Ft schaltet den Destruktionsterm ab, sobald
ein bestimmtes Niveau an Wirbelviskosität produziert wurde:

Ft = e−(
µt/µ

3
)4

. (3.44)

Die Transition-Onset-Funktion Fo steuert die γ-Produktion und ist hier ähnlich zu Lang-
try und Menter (2009) formuliert. Abweichend wird in Gl. 3.45a der zusätzliche Term
min(1;Fλ + 1 − Ft) verwendet, der dazu führt, dass Transition nur dort ausgelöst wer-
den kann, wo Fλ = 1, d.h. stromab des kritischen Punktes. Um sicherzustellen, dass
in vollturbulenten Bereichen auch auÿerhalb von Fλ = 1 Fo = 1 möglich ist, wird zu-
sätzlich die Funktion Ft verwendet. Insgesamt ergibt sich so die folgende De�nition der
Transition-Onset-Funktion:

Fo = max(Fo2 − Fo3; 0) min(1;Fλ + 1− Ft) (3.45a)

Fo1 =
Reθ
Reθt

(3.45b)

Fo2 = min
(
max

(
Fo1;F 4

o1

)
; 2
)

(3.45c)

Fo3 = max

(
1−

(
µt/µ

3, 5

)3

; 0

)
. (3.45d)

Gl. 3.45b entspricht in Gl. 3.45 dem eigentlichen Transitionskriterium und de�niert
die Transition-Onset-Position. Die Funktion Fl ermöglicht eine Gewichtung des Produk-
tionsterms der γ-Gleichung in Abhängigkeit der lokalen Impulsverlustdicken-Reynolds-
Zahl Reθ:

Fl = 6 + 24FRTFλ
1

2

[
1 + tanh

(
10− 10

Reθ
400

)]
. (3.46)

Da diese Funktion für die nicht-lokale Variante nicht zwingend erforderlich ist, soll sie erst
bei der Herleitung der Galilei-invarianten Modelle in Abschn. 3.4.4 genauer beschrieben
und diskutiert werden. Da das vorliegende Modell auch vollständig lokal angewendet
werden kann, wird die Funktion hier dennoch verwendet.
Die zweite Variante basiert auf einer integrierenden Di�erentialgleichung, die stromab
der Transition-Onset-Position die Gröÿe l̃γ produziert (Ströer et al. 2020a und Ströer
et al. 2020b):

∂(ρl̃γ)

∂t
+∇ · (ρul̃γ) = Pl̃γ −Dl̃γ . (3.47)

Die Produktions- und Destruktionsterme sind wie folgt de�niert:

Pl̃γ = ρΓδ‖u‖2Fo (3.48)

Dl̃γ = ρΓδ‖u‖2(1− Fo). (3.49)

Eine Onset-Funktion, die den Integrationsprozess startet, wird in Abhängigkeit des Ver-
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hältnisses von Reθ and Reθt de�niert:

Fo =
1

2
min

[
2;

(
1 + tanh

(
105 Reθ

Reθt
− 105

))
+

(
1 + tanh

(
105 µt

15µ
− 105

))]
.

(3.50)
Zusätzlich wird hier eine Funktion verwendet, die, sobald genug Wirbelviskosität pro-
duziert wurde, verhindert, dass der Wert von Fo stromab der Position beginnender
Transition wieder abfällt. Punkttransition kann dazu führen, dass durch eine Strom-
aufwirkung der produzierten Wirbelviskosität die Transitionslinie nach stromauf ver-
schoben wird (ähnlich dem von Drela 1998 and Stock 2005 beschriebenen Phänomen der
viskosen/nicht-viskosen Interaktion). Um das zu verhindern, wird die Transition-Onset-
Position und diejenige Position, ab der die Produktion des Turbulenzmodells aktiv wird,
räumlich geringfügig voneinander getrennt. Dazu wird die folgende γ-De�nition verwen-
det, die das Setzen der Transition um eine vorde�nierte Länge L verzögert:

γ =
1

2

(
1 + tanh

(
105 l̃γ

L
− 105

))
. (3.51)

Im Gegensatz zur γ-Gleichung, die im transitionellen Bereich stark produziert, sodass
schnell Werte von γ ≈ 1 erreicht werden, hat diese Gleichung den Nachteil, dass die
Werte von l̃γ demWert s−st entsprechen, also im transitionellen Bereich deutlich kleiner
sind. Damit steigt die Anfälligkeit gegenüber einer unerwünschten Destruktion durch
F0 = 0 (was bei Strömungen nahe der Selbstähnlichkeit häu�g vorkommt) in turbulenten
Bereichen nahe dem Punkt beginnender Transition. Vorteil dieser Gleichung ist, dass die
Information s − st lokal verfügbar ist. So bietet sich zusätzlich die Möglichkeit, einen
Transitionsbereich auf Basis von Korrelationen für den Punkt abgeschlossener Transition
zu de�nieren (z.B. lokale Berechnung oder Abschätzung von L, s. oben).

3.3.6 Kopplung an Wirbelviskositätsturbulenzmodelle

In als turbulent identi�zierten Bereichen wird das Menter et al. (2003) k − ω shear
stress transport (SST) Turbulenzmodell aktiviert. Analog zu Langtry und Menter (2009)
steuert dazu das γ-Feld die k-Gleichung:

∂(ρk)

∂t
+∇ · (ρku) = γ Pk −max(γ; 0, 1) Dk +∇ · ((µ+ σkµt)∇k) . (3.52)

Der Produktions- und der Destruktionsterm der ω-Gleichung wird jeweils ohne Modi�-
kationen angewendet:

∂(ρω)

∂t
+∇ · (ρωu) = Pω −Dω +∇ · ((µ+ σωµt)∇ω) + 2(1− F1)

ρσω2

ω
∇k · ∇ω. (3.53)
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Um zu verhindern, dass die F1-Funktion des SST-Modells in der laminaren Grenzschicht
auf Null schaltet, wird die folgende Modi�kation verwendet (Langtry und Menter 2009):

F1 = max (F1orig;F1lam) mit F1lam = e−(yw
√
k/(120ν))

8

. (3.54)

Unter Verwendung des γ-Feldes kann das Modell auch mit anderen Turbulenzmodellen
gekoppelt werden, wie z.B. dem Spalart-Allmaras-Wirbelviskositätsmodell (vgl. bspw.
Medida und Baeder 2011) oder mit Reynoldsspannungsmodellen (vgl. bswp. für das
SSG/LRR-ω-Modell Nie et al. 2018). Für die SST-Modellvariante Menter (1994) ist die
Kopplung identisch.

3.3.7 Initial- und Randbedingungen

Zur Lösung der zusätzlichen partiellen Di�erentialgleichungen (φ ∈ {R̃e
∗
θc, λ̃θΣ, l̃cΣ, l̃γ})

werden auf dem Rand (des De�nitionsgebietes Ω ⊂ R3) ∂Ω Randbedingungen vor-
gegeben. Für auÿenaerodynamische Strömungen sind dabei insbesondere Wände und
Fernfeldränder relevant. An der Wand gilt:

(∇φ · n)|w = 0. (3.55)

Am Fernfeldrand wird
φ∞ = 0 (3.56)

vorgegeben. Als Initialbedingung wird

φ(x, t∗ = 0) = 0 ∀ x ∈ Ω (3.57)

de�niert. Für die, in Abschn. 3.3.5 vorgestellte, γ-Gleichung ändern sich die Initial- und
Randbedingungen folgendermaÿen:

γ∞ = 1 (3.58)

γ(x, t∗ = 0) = 1 ∀ x ∈ Ω. (3.59)

An der Wand gilt auch für die γ-Gleichung:

(∇γ · n)|w = 0. (3.60)

3.3.8 Kompressibilität

Wie in Kap. 2 gezeigt, ist die Berücksichtigung von Kompressibilitätse�ekten auf die
laminar-turbulente Transition von groÿer Bedeutung, da sich in Abhängigkeit der Mach-
Zahl die Stabilitätseigenschaften der laminaren Strömung ändern. Da Transitionsmodelle
und -kriterien oftmals unter der Annahme einer inkompressiblen Strömung hergeleitet
sind, müssen für Strömungen hoher Mach-Zahl Anpassungen vorgenommen werden. Im
Folgenden wird das vorgestellte Transitionsmodell für die Anwendung im transsonischen
Bereich erweitert.
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Modi�ziertes Transitionskriterium

Die Herleitung des originalen AHD-Kriteriums basiert an verschiedenen Stellen auf An-
nahmen, die Inkompressibilität voraussetzen. Entsprechend ist die Anwendung streng
genommen auf schwach-kompressible Strömungen limitiert. Im Transsonischen ist der
Ein�uss der Mach-Zahl der Auÿenströmung auf die Anfachung von Störungen nach Ar-
nal (1993) als stabilisierend einzustufen (siehe Abschn. 2.5 und Abb. 3.6, links). Die
Verwendung des inkompressiblen Kriteriums unterschätzt folglich die Stabilität der la-
minaren Strömung. Abb. 3.6 (links) zeigt für die beschleunigte, verzögerte und unbe-
schleunigte Plattenströmungen die Abhängigkeit der Gröÿe Reθt (angenommen Nt = 9)
von der Mach-Zahl am GrenzschichtrandMae. Erwartungsgemäÿ ist der Ein�uss für be-
schleunigte Strömungen auf Reθt am gröÿten. Im Gegensatz zur inkompressiblen AHD-
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Abbildung 3.6: Auftragung der kompressiblen Form des AHD-Kriteriums in Abhängig-
keit der Mach-Zahl am GrenzschichtrandMae für verschiedene Werte des
Druckgradientenparameters λθ (links) und Darstellung für Mae = 0 in
Abhängigkeit von λθ und Nt im Vergleich zur inkompressiblen/originalen
Form des Kriteriums (rechts)

Formulierung verwenden Arnal et al. (2011) zur Herleitung des Kriteriums die kompres-
siblen Falkner-Skan-Gleichungen und kompressible Stabilitätsgleichungen, wodurch der
stabilisierende Ein�uss im transsonischen Bereich in Abhängigkeit der lokalen Mach-Zahl
berücksichtigt wird:

Reθt −Re∗θc = A eBλθ
[
ln(C Tu)−Dλθ

]
∀ Tu < 2, 7%, (3.61a)

Reθc = eE/H12−F . (3.61b)

Die Werte für A(Mae), B(Mae), C(Mae), D(Mae), E(Mae) und F(Mae) hängen von
der lokalen Mach-Zahl ab und sind in Abschn. 2.6.2 explizit aufgeführt. Für Ma → 0
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ergibt sich eine der ursprünglichen Formulierung ähnliche Form des Kriteriums (siehe
Abb. 3.6, rechts). Die Mach-Zahl am Grenzschichtrand wird mit Hilfe von Gl. 3.8 für ue
und der folgenden Gleichung für ae berechnet:

ae =
√
κRiTe mit Te =

(
p

p∞

)(κ−1)/κ

T∞, (3.62)

wobei T∞ und p∞ den Referenzzustand am Fernfeldrand beschreiben. Te, ae und ue
sind die aus Isentropenbeziehungen und der kompressiblen Bernoulli-Gleichung berech-
neten Werte für die Temperatur, die Schallgeschwindigkeit und die Geschwindigkeit am
Grenzschichtrand. Insgesamt ergibt sich so für die Mach-Zahl:

Mae =
ue
ae
. (3.63)

Die Anwendung des erweiterten Modells sei auf den transsonischen Bereich (Ma∞ < 1)
beschränkt, da hier noch approximativ davon ausgegangen werden kann, dass Zustands-
änderungen (inklusive schwacher Stöÿe) isentrop sind (Lee 2016). Ferner muss in diesem
Zusammenhang beachtet werden, dass eine Zuström-Mach-Zahl von Ma∞ ≈ 1 bereits
eine höhere lokale Mach-Zahl am Grenzschichtrand bedeuten kann.

Modi�zierte Sensorfunktionen für Transportgleichungen

Für superkritische Pro�le kann es, wie in Ströer et al. (2020a) und Ströer et al. (2021)
gezeigt, notwendig sein, zusätzliche Sensorfunktionen zu verwenden, um zu verhindern,
dass F

R̃e
∗
θc

und Fλ unerwünscht schalten. Dieses Verhalten tritt durch die für diese
Art von Pro�len typische Druckverteilung (Abb. 3.7, links, blau) auf, wodurch unter
Umständen ein zweiter (stromab des ersten liegender) Bereich existiert, in dem die Strö-
mung einem negativen Druckgradienten ausgesetzt ist.11 Hier steigt der lokale Wert
von Reθc wieder an und führt ggf. zu einer unerwünschten Aktivierung/Deaktivierung
der Sensoren (Abb. 3.7, links, rot). Es ist zu erwarten, dass dieses Verhalten bei allen
Transitionsmodellen auftritt, die den kritischen Punkt durch den Quotienten Reθ/Reθc
approximieren und Reθc gleichzeitig über einen an den Ober�ächendruck gekoppelten
Parameter abbilden. Die zusätzlichen Sensorfunktionen basieren auf der Idee, das Schal-
ten der Sensoren an die Produktion anderer Transportgleichungen zu koppeln. Für F

R̃e
∗
θc

wird dazu die folgende Funktion verwendet:

FL =
1

2

[
1 + tanh

(
10− 100

l̃cΣ
L

)]
. (3.64)

11Eine eventuelle Relaminarisierung der Strömung durch starke Beschleunigung müsste getrennt berück-
sichtigt und modelliert werden. Das Verhalten der Sensoren wird daher als unerwünscht eingestuft.
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Die ursprüngliche Sensorfunktion ändert sich unter Verwendung von FL zu:

F∗
R̃e
∗
θc

= FL
1

4

[
1− tanh

(
90− 100

Reθ
Reθc

)] [
tanh

(
110− 100

Reθ
Reθc

)
+ 1

]
. (3.65)

Die Zusatzfunktion verhindert, dass F
R̃e
∗
θc
stromab des kritischen Punktes unabhängig

des Verhältnisses von Reθ/Reθc auf 1 schalten kann. Für eine Neude�nition von Fλ wird
eine zusätzliche Funktion FR entwickelt, die, falls der kritische Punkt detektiert wurde,
dafür sorgt, dass das Argument in Fλ entsprechend groÿ bleibt:

FR =
1

2

[
1 + tanh(1000− 100 R̃e

∗
θc)
]

(3.66)

F∗λ =
1

2

[
1− tanh

(
90− 100

(
Reθ
Reθc

+ 10
µt
µ

ΓδFH12Fl + FR

))]
. (3.67)

Auch hier erscheint es sinnvoll, den in Abschn. 3.3.4 diskutierten Zusatzterm (s. Gl.
3.39a, Term: 10µt/µΓδFH12Fl) zu berücksichtigen, der verhindert, dass F∗λ in transitio-
nellen Bereichen abfällt.
In vielen Fällen liefert eine alleinige Verwendung des Arguments Reθ/Reθc in den Glei-
chungen für F

R̃e
∗
θc
und Fλ eine hinreichend gute Steuerung der Transportgleichungen.

Dass die erneut erhöhte Komplexität der Sensorfunktionen in Abhängigkeit von Strö-
mungsbedingungen und Geometrie dennoch notwendig ist, soll nachfolgend an einem
Beispiel veranschaulicht werden:
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Abbildung 3.7: Ein�uss der modi�zierten Sensoren (Gleichungen 3.65 mit 3.64 und 3.67

mit 3.66) auf die transportierten Gröÿen R̃e
∗
θc und l̃cΣ und schlieÿlich

Reθt am Beispiel einer CAST10-2-Pro�lumströmung (aus Ströer et al.
2020a)

Abb. 3.7 zeigt den Ein�uss der rede�nierten Sensorfunktionen. Unter Verwendung der
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

ursprünglichen Formulierung kann beobachtet werden, dass der Sensor Fλ nach initialer
Aktivierung am kritischen Punkt erneut auf Null schaltet (vgl. cp-Verlauf). Analoges
gilt für den Sensor F

R̃e
∗
θc
, der dort auf Eins schaltet (hier nicht gezeigt; an der Gröÿe

R̃e
∗
θc in Abb. 3.7, rechts erkennbar). Der Ein�uss auf die transportierten Gröÿen und

Reθt ist in Abb. 3.7 (rechts) dargestellt. Unter Verwendung der zusätzlichen Sensoren
ist ersichtlich, dass l̃cΣ wieder linear steigt und R̃e

∗
θc konstant bleibt, womit auch die

Unregelmäÿigkeiten im Reθt-Verlauf korrigiert sind.

Integrale Grenzschichtgröÿen

Die gitterpunktlokale Bestimmung integraler Grenzschichtgröÿen erfolgt für die ursprüng-
liche Modellvariante an vielen Stellen unter der Annahme von Inkompressibilität (z.B.
inkompressible Falkner-Skan-Gleichungen, siehe Abschn. 3.3.2). D.h. für eine Anwendung
bei hohen Mach-Zahlen ist eine Betrachtung und Diskussion des Kompressibilitätsein-
�usses auf diese Gröÿen nötig.
Der Ein�uss auf die Reθ-Approximation unter Verwendung von Rev scheint im betrach-
teten Mach-Zahlbereich gering. Selbstähnliche Lösungen für Strömungen ohne Druckgra-
dienten von Fehrs (2017) zeigen, dass der Proportionalitätsfaktor erst ab Mach-Zahlen,
die deutlich gröÿer als 1 sind, so stark variiert, dass die inkompressible Approximation
unzulässig wird. Auch wenn für negative Druckgradienten ein stärkerer Ein�uss erwartet
werden kann, soll hier zunächst weiter mit der bereits eingeführten Reθ-Approximation
gearbeitet werden.
Für die Approximation des Formfaktors wurden ebenfalls inkompressible Falkner-Skan-
Lösungen verwendet. In der Literatur vorhandene Korrekturfunktionen zeigen durchaus
einen Ein�uss dieser Funktionen (z.B. Korrekturfunktionen nach Walz 1966 oder Cebeci
und Cousteix 2005). Da die erweiterten AHD-Kriterien alle auf Basis des inkompressiblen
Formfaktors hergeleitet wurden (Arnal et al. 2011, Perraud und Durant 2016, Perraud
und Brazier 2019), muss jedoch auch hier das inkompressible H12 verwendet werden.
Die Approximation des Druckgradientenparameters λθ basiert auf der aus Reθ berech-
neten Impulsverlustdicke θ. Da für Reθ auf eine Korrektur verzichtet wird, gilt dies auch
für θ. Unter Zuhilfenahme der Korrektur nach Cebeci und Cousteix (2005) scheint im
betrachteten Mach-Zahlbereich eine inkompressible Approximation der Gröÿe θ nähe-
rungsweise zulässig.
Die Abschirmung der Grenzschicht basiert ebenfalls auf der lokal approximierten Impuls-
verlustdicke θ und wird daher, wie oben beschrieben, ohne Kompressibilitätskorrekturen
verwendet. Da der Zweck eines solchen Shieldings nicht ist, den Grenzschichtrand mög-
lichst genau zu approximieren, sondern zu gewährleisten, dass keine Werte aus dem
Fernfeld die Lösung der (integrierenden) Transportgleichungen kontaminieren, ist die
Approximationstoleranz groÿ und daher eine Korrektur hinsichtlich Kompressibilitäts-
ein�üssen nicht nötig.
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3.3.9 Ablösungsinduzierte Transition

Für die Vorhersage in Bereichen starken Gegendrucks, der bis zur laminaren Ablösung
führt, soll das in Abschn. 2.6 eingeführte Kriterium nach Gleyzes et al. (1985) und
Habiballah (1981) (GH) an den vorgestellten Modellierungsansatz gekoppelt werden:

N = NG +

∫ Reθ

ReθG

−2, 4

BG(H12)
dReθ. (3.68)

Sobald der Formfaktor einen Wert von 2, 7 überschreitet, wird das GH-Kriterium ak-
tiviert. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass, um eine Integration des N−Faktors zu
realisieren, die Verwendung einer weiteren Transportgleichung nötig wäre. Daher scheint
es naheliegend, das Kriterium in eine bereits vorhandene Gleichung zu integrieren. So
kann der Ein�uss des GH-Kriteriums als Anteil von Reθc aufgefasst werden, womit sich
ReGθc ergibt (Pascal et al. 2020):

ReGθc = Reθc +

∫ s

sG

(
2, 4

a(λθtG)BG(H12)
+ 1

)
dReθ
dS

dS (3.69a)

a(λθtG) = 2, 4/206e25,7λθtG (3.69b)

dReθ
ds

=
1

2θ

(
0, 058(H12 − 4)2

(H12 − 1)
+

6, 54H12 − 14, 07

H2
12

− 0, 068

)
, (3.69c)

dReθ/ds wird hier unter Verwendung des Falkner-Skan-Fits von Drela und Giles (1987)
approximiert. Für λθtG wird gefordert: λθtG = konst. ∀ s > sG. Das wird realisiert,
indem die Produktionsterme der Gleichungen l̃cΣ und λ̃θΣ ausgeschaltet werden, sobald
der Formfaktor einen Schwellwert überschreitet (d.h. Multiplikation der Quellterme mit
dem Term 1−FG). Dazu wird eine neue Sensorfunktion verwendet:

FG =
1

2

[
1− tanh

(
103 − 103H12/2, 7

)]
. (3.70)

Das Integral in Gl. 3.69a kann nun unter Verwendung der Gleichung für R̃e
∗
θc durch

Hinzufügen eines weiteren Produktionsterms abgebildet werden:

PG = ρ‖u‖2

(
2, 4

a(λθtG)BG(H12)
+ 1

)
dReθ
ds
FG. (3.71)

Die Herleitung dieses Produktionsterms erfolgt analog zu den bisher hergeleiteten inte-
grierenden Transportgleichungen (vgl. Abschn. 3.3.4).
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und
1-Gleichungsmodell

Galilei-Invarianz bezeichnet im Rahmen der Newton'schen Mechanik12 die Invarianz phy-
sikalischer Gesetze gegenüber Galilei-Transformationen. Dabei werden Transformationen
zwischen Inertialsystemen, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen, als Galilei-Transformationen bezeichnet (vgl. auch Abschn. 4.4.1). Ein physi-
kalisches Gesetz oder Modell ist also genau dann Galilei-invariant, wenn es in jedem Iner-
tialsystem dieselbe Form hat. Ein Inertialsystem bezeichnet ein Koordinatensystem, das
sich gleichförmig translatorisch (unbeschleunigt) bewegt oder (relativ zur Erde) in Ruhe
be�ndet. Letzteres soll nachfolgend als Absolutsystem bezeichnet werden. Gleichungen,
wie bspw. die Navier-Stokes Gleichungen sind Galilei-invariant, allerdings nicht invari-
ant gegenüber gradliniger Beschleunigung oder unter Rotation. Im rotierenden System
müssen Scheinkräfte berücksichtigt werden.
In dem vorgestellten Modellansatz wird der Grundsatz der Galilei-Invarianz verletzt. Im
Kern betri�t dies Stellen, an denen explizit der Geschwindigkeitsvektor, dessen Richtung
oder Betrag verwendet wird. In Fällen, in denen eine Relativgeschwindigkeit eindeutig
angegeben werden kann, stellt die Verletzung des Grundsatzes der Galilei-Invarianz aus
praktischer Sicht keine Einschränkung dar. Falls mehrere Wände relativ zueinander be-
wegt werden, kann dies jedoch nicht mehr vorausgesetzt werden. Vor dem Hintergrund,
dass Transportgleichungsansätze insbesondere für komplexe Testfälle ihren Kernanwen-
dungsbereich �nden, ist es sinnvoll, die Formulierung so allgemeingültig wie möglich
zu halten. Zusätzlich beschreibt die Galilei-Invarianz ein fundamentales physikalisches
Prinzip, das alle physikalischen Modelle und Gesetze erfüllen sollten.
In diesem Abschnitt werden daher Ansätze vorgestellt, die eine neue, Galilei-invariante
Formulierung des vorgestellten Modells erlauben. Da das Basismodell das zugrundelie-
gende Kriterium mit groÿer Genauigkeit abbildet, ist die Komplexität der Modellfor-
mulierung recht groÿ. Die neue Formulierung hat daher gleichzeitig den Anspruch, die
Komplexität und den Rechenaufwand zu reduzieren.

3.4.1 Integrale Grenzschichtgröÿen

Um eine konsistente und vollständige Darstellung der zwei neuen, eigenständigen Galilei-
invarianten Modelle zu bekommen, wiederholen sich im Folgenden einige wenige Glei-
chungen. Ausdrücke, die im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell unverändert übernommen
wurden, sind nicht erneut aufgeführt.

12D.h. für Geschwindigkeiten, die als nicht-relativistisch betrachtet werden können.
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Impulsverslustdicken-Reynolds-Zahl

Die Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ wird analog zu Abschn. 3.3.2 über die Vor-
ticity-Reynolds-Zahl Rev approximiert, d.h.:

Reθ =
Rev
πH12

, (3.72)

wobei πH12 = min(5; max(2, 193; 0, 0717H3
12 − 0, 7319H2

12 + 4, 2563H12 − 5, 1743)). Die
Herleitung dieser Gleichungen ist Abschn. 3.3.2 zu entnehmen.

Lokaler Druckgradientenparameter und Formfaktor

Für den neuen in Abschn. 3.3.2 eingeführten auf Rev basierenden Druckgradientenpa-
rameter λv soll nachfolgend eine Galilei-invariante Reformulierung hergeleitet werden.
Dazu wird neben einem Substitut für ‖u‖2 ein Ersatz für due/ds verwendet, der auf der
zweidimensionalen inkompressiblen Kontinuitätsgleichung basiert (Menter et al. 2015):

∇ · u = 0 ⇔ due
dx

= −dve
dy

(3.73)

∀ u ∈ R2, wobei x die Strömungsrichtung und y die wandnormale Koordinate für den
simplen Fall einer ebenen Plattenströmung beschreiben. Dieser Ausdruck kann unter
Verwendung des Wandnormalenvektors n verallgemeinert werden:

due
ds
≈ d‖u‖2

ds

∣∣∣∣
ywR

Gl. 3.73

≈ − dve
dyw
≈ − d(u · n)

dyw

∣∣∣∣
ywR

= −∇(u|ywR · n) · n (3.74)

∀u ∈ R3. Bei diesem, auf stark vereinfachenden Annahmen basierenden, Ausdruck geht
es weniger darum due/ds möglichst exakt abzubilden, als vielmehr einen Parameter zu
�nden, der das grundsätzliche physikalische Verhalten von due/ds wiedergibt.
Neben der Approximation für due/ds ist zusätzlich ein Substitut für den Betrag der
Geschwindigkeit ‖u‖2 erforderlich. Nach Menter et al. (2015) kann dieser Geschwindig-
keitsbetrag innerhalb der Grenzschicht über den Betrag der strain rate und den wandnor-
malen Abstand approximiert werden. Die zugrundeliegende Annahme entspricht einer
linearen Approximation der Geschwindigkeit:

‖u‖2 ≈ yw
d‖u‖2

dyw
≈ ‖S‖

kS
yw ≈

‖Ω‖
kΩ

yw. (3.75)

In Menter et al. (2015) wird für kS = 0, 3 eine gute Approximation erreicht. Nachfolgend
soll die Näherung verwendet werden, die den Betrag der strain rate ‖S‖ verwendet. Ein
Vorteil im Gegensatz zur Vorticity ist, dass erstere rotationsinvariant ist (Speziale 1989).
Ansonsten ergeben beide Gröÿen in der Grenzschicht eine sehr ähnliche Approximation.
Ferner sei darauf hingewiesen, dass die Auswertung an der wandnormalen Position ywR
erfolgt, die Approximation im engeren Sinne auch nur an dieser Stelle gilt. In Fällen, in
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denen die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand ue benötigt wird, soll daher zusätzlich
angenommen werden, dass ‖u‖2|ywR ≈ ue. Darüber hinaus kann kS so kalibriert werden,
dass der Wert des lokalen ‖u‖2 überschätzt und eher ue abgebildet wird.
Generell gilt jedoch auch hier, dass weniger eine exakte Approximation der Gröÿe ue
gesucht ist, als vielmehr das physikalische Verhalten dieser Gröÿe wiedergegeben werden
soll. Der Grund hierfür ist, dass keine möglichst exakte quantitative Annäherung an die
Gröÿe benötigt wird, sondern eine Zielgröÿe gesucht ist, die innerhalb einer Korrelation
mit selbstähnlichen Lösungen verwendet werden kann. Gibt der Parameter das grund-
sätzliche physikalische Verhalten wieder, liefert in der Regel auch die Korrelation eine
hinreichend gute lokale Approximation des abzubildenden integralen Grenzschichtpara-
meters.
Werden diese Substitute nun in die ursprüngliche λv-Formulierung (Gl. 3.7) eingesetzt,
ergibt sich die folgende Gleichung:

λv := Re2
v

ν

u2
e

due
ds
≈ −

(
‖S‖y2

w

ν

)2
νk2

S

(‖S‖yw)2∇(u · n) · n = −y
2
wk

2
S

ν
∇(u · n) · n. (3.76)

Ein zusätzlicher Vorteil dieser Reformulierung ist, dass sich der Ausdruck deutlich ver-
einfacht. Dieser neue Parameter ist bei unterschiedlichen Herleitungen dem von Men-
ter et al. (2015) verwendeten sehr ähnlich. Ferner wird zwecks weiterer Vereinfachung
auf das negative Vorzeichen des Parameters verzichtet, da dies nur eine Spiegelung des
Falkner-Skan-Korrelation an der vertikalen Achse zufolge hätte. Zusätzlich kann ohne
Einschränkung auf den konstanten Faktor kS verzichtet werden, sodass sich �nal ergibt:

λvG =
y2
w

ν
∇(u · n) · n. (3.77)

Wie oben beschrieben, hat der modi�zierte Ausdruck nicht den expliziten Anspruch, den
originalen Parameter exakt quantitativ wiederzugeben, sondern vielmehr das physika-
lische Verhalten abzubilden. Daher ist es sinnvoll, neue Falkner-Skan-Korrelationen zu
nutzen. So können eventuelle Fehler durch die Verwendung von für das 4-Gleichungs-
modell hergeleiteten Approximationen a priori ausgeschlossen werden. Der neue Falkner-
Skan-Fit, der den neuen Parameter λvG mit dem inkompressiblen Formfaktor H12 kor-
reliert, lautet:

H12 = 0, 0031 λ2
vG + 0, 1037 λvG + 2, 3551. (3.78)

Zur Approximation des lokalen Druckgradientenparameters λθ wird analog verfahren und
es werden auch hier Falkner-Skan-Lösungen für λvG und λθ an der Stelle ywR verwendet,
sodass

λθ = 0, 0015204 λ2
vG − 0, 0250572 λvG + 0, 0469616, (3.79)

wobei λvG auf einen sinnvollen Bereich an Formfaktoren H12 limitiert wird: −1, 5 ≤
λvG ≤ 7.
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Abschirmung der Grenzschicht

Die Funktion zur Abschirmung der Grenzschicht vereinfacht sich zu:

Γδ = e−(‖S‖y2
w/(ν 104))8

. (3.80)

Das Ziel dieser Abschirmung ist es nicht, den Grenzschichtrand möglichst präzise zu
detektieren, sondern auch hier zu verhindern, dass numerische Störungen im Fernfeld
au�ntegriert werden und die Lösung in der Grenzschicht kontaminieren.

3.4.2 Partielle Transportdi�erentialgleichungen

Konvektionsterme zusätzlicher Transportgleichungen

Neben der im vorangegangenen Abschnitt gezeigten Verletzung der Galilei-Invarianz
für verschiedene lokal approximierte, integrale Grenzschichtgröÿen sind zusätzlich die
Konvektionsterme der partiellen Transportdi�erentialgleichungen, die die spezi�sche Ge-
schwindigkeit uRev verwenden, nicht Galilei-invariant. Da eine Galilei-invariante Formu-
lierung von uRev weitere Komplexität in das Modell einbrächte, soll hier geprüft werden,
unter welchen Bedingungen auf eine Korrektur verzichtet werden kann.
Die spezi�sche Geschwindigkeit ermöglicht einen Integrationspfad, der die wandnormalen
Maxima von Rev verbindet (siehe Abb. 3.3). Da alle Approximationen nur an der wand-
normalen Position ywR korrekt sind und in Entfernung dieser Position ihre Gültigkeit
verlieren, muss untersucht werden, wann auf die spezi�sche Geschwindigkeit verzichtet
werden kann. Ob das der Fall ist, hängt von folgenden Punkten ab:

� Ist die Verteilung des Integranden ψ in wandnormaler Richtung konstant, führt
jeder mögliche Integrationspfad entlang paralleler Stromlinien zu einem ähnlichen
Ergebnis. D.h. es muss für den Integranden ψ gefordert werden, dass näherungs-
weise

∇ψ · n ≈ 0 ∀ yw : (ywR −∆yw < yw < ywR + ∆yw) (3.81)

in einem möglichst groÿen Bereich ∆yw um ywR gilt. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass die Ergebnisse bei unterschiedlichen Integrationspfaden aber er-
füllter Bedingung gemäÿ Gl. 3.81 nicht identisch sind, da sich Längen unterschied-
licher Stromlinien und der uRev -Transportlinie geringfügig unterscheiden. Dieser
Ein�uss kann jedoch vernachlässigt werden.

� Der Sensor, der den Produktionsterm kontrolliert (d.h. ab dem kritischen Punkt
aktiviert), muss über die Grenzschicht in wandnormaler Richtung an derselben
Position starten, sodass (krummlinig) parallele Stromlinien (falls die erste Forde-
rung erfüllt ist) tatsächlich identische Ergebnisse liefern. Andernfalls würde die
Integration zu weit stromauf bzw. stromab beginnen.

Für die Transportgleichungen λ̃θΣ und l̃cΣ sowie R̃e
∗
θc bedeutet das:
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� Für die l̃cΣ-Gleichung, gilt ψ(x) = 1 ∀ x ∈ D, wodurch Gl. 3.81 a priori erfüllt
wird. D.h. für l̃cΣ kann ohne nennenswerte Einschränkungen die folgende Gleichung
verwendet werden, sodass sich Gl. 3.37 zu

∂(ρl̃cΣ)

∂t
+∇ · (ρul̃cΣ) = Pl̃cΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σl̃cΣ∇l̃cΣ

)
(3.82)

vereinfacht, wobei σl̃cΣ = 0, 1. Mit den im Folgenden hergeleiteten Modi�kationen
für den Quellterm Pl̃cΣ ergibt sich so eine vollständig Galilei-invariante Transport-

gleichung für l̃cΣ.

� Für die λ̃θΣ-Gleichung muss analog gefordert werden, dass ∇λθ ·n ≈ 0 ∀ yw < δ,
also ψ(x) = λθ(x) in wandnormale Richtung innerhalb der Grenzschicht nähe-
rungsweise konstant bleibt. Im Gegensatz zu Gl. 3.82 kann dies hier jedoch nicht
a priori vorausgesetzt werden, sodass Approximationsfehler in das Modell einge-
bracht werden. Da es gängige Praxis ist, auf eine Geschwindigkeitskorrektur zu
verzichten, soll angenommen werden, dass in der Umgebung von ywR der Term
∇λθ · n ungefähr null bzw. hinreichend klein wird, sodass Gl. 3.34 analog zu Gl.
3.82 vereinfacht werden kann:

∂(ρλ̃θΣ)

∂t
+∇ · (ρuλ̃θΣ) = Pλ̃θΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σλ̃θΣ∇λ̃θΣ

)
(3.83)

mit σλ̃θΣ = 0. Auch hier ergibt sich mit dem neuen Produktionsterm eine vollstän-
dig Galilei-invariante Transportgleichung.

� Den gröÿten Ein�uss hat die Geschwindigkeitskorrektur auf die R̃e
∗
θc-Gleichung,

deren Lösung innerhalb der Grenzschicht ohne eine Korrektur nicht wie gefor-
dert konstant bleibt und signi�kant abfällt (vgl. Abb. 4.3). Abgesehen von einer
Reformulierung der spezi�schen Geschwindigkeit oder der R̃e

∗
θc-Gleichung, sollen

nachfolgend zwei Möglichkeiten der Umformulierung diskutiert werden, ein Galilei-
invariantes Substitut zu �nden, das zusätzlich Komplexität und den Rechenauf-
wand reduziert. Für eine Umformulierung soll Gl. 2.26 der Herleitung des AHD-
Kriteriums betrachtet werden:

Reθt −���Reθc = Reθ0 −���Reθc −
8, 43

dN/dReθ
− 2, 4

dN/dReθ
ln(Tu). (3.84)

Es ist ersichtlich, dass an dieser Stelle die Gröÿe Reθc nachträglich eingebracht
wurde und auf beiden Seiten auftaucht.

1) Die erste Möglichkeit bestünde daher darin, das Kriterium erneut herzuleiten
und auf eine Addition der Gröÿe −Reθc zu verzichten.

2) Im weiteren Verlauf der Herleitung des Kriteriums wird die rechte Seite der
Gleichung 3.84 in einem Falkner-Skan-Fit zusammengefasst, wodurch ein
funktionaler Zusammenhang zwischen der Zielgröÿe und dem Parameter λθ
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hergestellt wird. D.h. wenn Reθc auf der linken Seite der Gleichung eben-
falls unter Verwendung von λθ approximiert wird, hätte das einen ähnlichen
E�ekt. R̃e

∗
θc wird somit zu:

R̃e
∗
θc = Re∗θc = Reθc(H12(λθ)). (3.85)

Da Möglichkeit 1) das zugrundeliegende Kriterium verändert und eine erneute
Validierung erforderte, soll Lösung 2) verwendet werden. Ferner wäre unter Ver-
wendung von Herangehensweise 1) eine identische Modi�kation der kompressiblen
Kriterien nötig. Weg 2) lässt sich hingegen auf die kompressiblen Kriterien über-
tragen.

Der lokale Wert von Reθc soll zusätzlich mit limitiertem Formfaktor berechnet
werden, sodass abweichend von Gl. 2.29 der folgende Ausdruck verwendet wird:

Reθc = e
52

min(2,725;H12)
−14,8

. (3.86)

Diese Limitierung scheint sinnvoll, da der kritische Punkt gemäÿ Stabilitästheorie
nicht weit stromab der Saugspitze liegen kann: Laut des sogenannten Wendepunkt-
kriteriums ist ein laminares Geschwindigkeitspro�l, das einen Wendepunkt hat,
instabil, d.h. instabile Wellen werden angefacht (Schlichting und Gersten 2006).
Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend. Aus Gl. 2.17 lässt sich ableiten,
dass laminare Pro�le, die unter dem Ein�uss eines Gegendruckgradienten stehen,
einen Wendepunkt besitzen müssen (Schlichting und Gersten 2006).

Quellterme integrierender Transportgleichungen

Die Herleitung einer integrierenden Transportdi�erentialgleichung ergibt für den Pro-
duktionsterm der generischen Gleichung 3.30 einen Ausdruck, der inhärent den Betrag
der Geschwindigkeit ‖u‖2 enthält: Pφ = ρψ‖u‖2. Dadurch wird das Prinzip der Galilei-
Invarianz verletzt. Daher sollen die Quellterme der integrierenden Di�erentialgleichungen
für φ ∈ {λ̃θΣ; l̃θΣ} mit ψ ∈ {1;λθ}, in denen explizit der Betrag des lokalen Geschwin-
digkeitsvektors ‖u‖2 auftaucht, unter Verwendung von Gl. 3.75 durch die folgenden
rotationsinvarianten Produktionsterme ersetzt werden:

Pφ = ρψ(x)
‖S‖
kS

ywΓδFλ. (3.87)

Um sicherzustellen, dass die Integration nur innerhalb der Grenzschicht und erst ab dem
kritischen Punkt erfolgt, sind hier zusätzlich Γδ und Fλ multipliziert.
Der Vorteil für den speziellen Fall eines mittleren Druckgradientenparameters ist, dass
die Genauigkeitseinbuÿe für den Quotienten λθ besonders gering ist. Obwohl sich die Lö-
sungen bei Verwendung der unterschiedlichen Produktionsterme sowohl für λ̃θΣ als auch
für l̃θΣ unterscheiden, ist der Ein�uss im Endergebnis λθ im Vergleich zur nicht-Galilei-
invarianten Referenz sehr gering und scheint sich zu kompensieren (vgl. Veri�kation in
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Abschn. 4.1.1, z.B. Abb. 4.5).

3.4.3 Lokale Mach-Zahl

Auch wenn für die neuen Galilei-invarianten Modelle das inkompressible Kriterium ver-
wendet wird, soll nachfolgend ein möglicher Ansatz für die Bereitstellung der lokalen
Mach-Zahl diskutiert werden. Die in Abschnitt 3.3.8 vorgestellte Approximation der
lokalen Mach-Zahl am Grenzschichtrand Mae erfolgt über die kompressible Bernoulli-
Gleichung und Isentropenbeziehungen. Auch wenn dieses Vorgehen grundsätzlich Galilei-
invariant ist, schränkt es die Anwendbarkeit dennoch auf solche Fälle ein, für die ein
Fernfeldzustand klar de�niert ist. Für innenaerodynamische Anwendungen kann dies
z.B. nicht zwangsläu�g vorausgesetzt werden. Damit ist dieses Vorgehen nicht strikt
gitterpunktlokal. Zusätzlich ist die Bernoulli-Gleichung nur in Inertialsystemen gültig.
Im Falle eines rotierenden Systems müssen Scheinkräfte berücksichtigt werden. Insge-
samt scheint es daher für kompressible Anwendungsfälle wünschenswert, Alternativen
zu erarbeiten.
Eine Möglichkeit zur vollständig lokalen Bescha�ung der GröÿeMae bietet auch hier die
lineare Approximation von ue über die Norm des Scherspannungstensors an der Stelle
ywR. Unter der Annahme einer nicht beheizten Wand stellt sich für die Temperatur
ein Grenzschichtpro�l ein, das zur Wand hin steigt und am Grenzschichtrand ungefähr
seinen Fernfeldwert annimmt. In der laminaren Grenzschicht kann in erster Näherung
angenommen werden, dass die Aufheizung in Wandnähe so gering ist, dass postuliert
werden kann, dass die lokale Temperatur an der Stelle ywR ungefähr der Temperatur
am Grenzschichtrand entspricht, d.h. Te ≈ T , sodass ae ≈

√
κRT . Insgesamt ergibt sich

somit für die Mach-Zahl am Grenzschichtrand der folgende Zusammenhang:

Mae ≈
‖S‖yw

kS2

√
κRT

(3.88)

mit kS2 = 0, 4 (anhand des CAST10-2-Testfalls kalibriert).
In vorangegangenen Abschnitten wurde erörtert, dass oftmals keine quantitativ exakte
Approximation als vielmehr eine Abbildung des grundsätzlichen physikalischen Verhal-
tens hinreichend ist. Für die Approximation der Mach-Zahl ist jedoch eine möglichst
genaue quantitative Vorhersage der Geschwindigkeit am Grenzschichtrand wünschens-
wert, da diese unmittelbar den Wert des Kriteriums beein�usst. Die verwendete lineare
Approximation muss also getrennt und detailliert untersucht werden, um abzuschätzen
inwieweit die approximierte Mach-Zahl für eine Transitionsvorhersage unter kompressi-
blen Bedingungen hinreichend genau abgebildet wird.

3.4.4 Berechnung eines Intermittenzfeldes

Abschlieÿend muss die Position beginnender Transition innerhalb des Lösers so über-
setzt werden, dass mittels einer de�nierten Hilfsgröÿe die Steuerung des zugrundelie-
genden Turbulenzmodells numerisch stabil möglich wird. Abweichend von Abschnitt
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3.3.5 (4-Gleichungsmodell), soll, um eine vollständig gitterpunktlokale Formulierung zu
gewährleisten, zwingend auf wandnormale Kommunikation verzichtet werden, wodurch
zusätzliche Betrachtungen erforderlich sind.
Hierbei gilt es zu beachten, dass die Gleichung (γ-Gleichung), die laminare und turbulen-
te Bereiche de�nieren soll, selber wieder einen Ein�uss auf die tatsächlich gesetzte Tran-
sitionsposition haben kann. Grundsätzlich ist es dabei so, dass die betrachtete Klasse
von Modellen, wie auch das vorgestellte Modell, oftmals Transition-Onset-Positionen be-
rechnen. Um keinen Ein�uss durch die transitionssetzende Gleichung auf die tatsächlich
gesetzte Transitionsposition zu haben, müsste die berechnete Position ungefähr mit der
Position übereinstimmen, an der cf in Strömungsrichtung minimal wird. Dieser Zusam-
menhang zwischen berechneter und tatsächlich gesetzter Transitionsposition soll nach-
folgend diskutiert und in der Modellierung berücksichtigt werden.

Vorbetrachtungen zum Produktionsverhalten von γ-Gleichungen

Ausgangspunkt der folgenden Vorbetrachtungen ist die von Langtry und Menter (2009)
eingeführte γ-Gleichung in Verbindung mit dem SST-Turbulenzmodell (losgelöst vom
restlichen Teil des γ-Reθ-Modells). Sobald das Verhältnis Reθ/Reθt > 1, wird der Pro-
duktionsterm dieser Gleichung aktiv und es werden Werte von γ produziert. In Abhän-
gigkeit des Anwendungsbereiches sollen für den Fall niedriger Reynolds-Zahlen (ungefähr
Rec < O(106)) zunächst zwei Fälle unterschieden werden:

� Tritt bei Fällen mit niedrigen Reynolds-Zahlen Transition nur ablösungsinduziert
auf und nicht über TS-Instabilitäten, können die neuen Modelle ohne Einschrän-
kungen und Modi�kationen an die in Langtry und Menter (2009) oder in Menter
et al. (2015) verwendete γ-Gleichung gekoppelt werden. Ggf. ist es sinnvoll, einen
Zusatzterm zu verwenden, der eine schnelle Druckrückgewinnung ermöglicht. Die-
ser Aspekt wird später getrennt behandelt.

� Werden seltenere Fälle bei niedrigen Reynolds-Zahlen betrachtet, bei denen Tran-
sition über TS-Instabilitäten ausgelöst wird, muss das Verhalten der γ-Gleichung
di�erenzierter untersucht werden.

Unter besonderer Berücksichtigung des letzten Falles soll das Produktionsverhalten der
γ-Gleichung bei TS-Transition nachfolgend genauer analysiert werden. Abb. 3.8 zeigt
schematisch verschiedene Fälle der γ-Produktion (für TS-Transition bei auÿenaerody-
namisch relevanten Turbulenzgraden). Hierbei ist xtw die Position, an der in Wandnähe
erstmals γ ≈ 1 gilt und entspricht erfahrungsgemäÿ auch ungefähr der Position, an der
cf minimal wird; xt ist die Position beginnender Transition, die sich für eine vollständig
laminare Strömung einstellt13:

13D.h. eine Strömung, für die die Transitionsberechnung und Turbulenzproduktion ideal entkoppelt
sind. Das Transitionskriterium wurde also anhand der laminaren Strömung unbeein�usst ausgewer-
tet.
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Abbildung 3.8: Schematische Darstellung der γ-Produktion für TS-Transition unter un-
terschiedlichen Strömungsbedingungen; xt beschreibt die aus dem Tran-
sitionskriterium resultierend Position beginnender Transition; xtw die Po-
sition, an der erstmals in Wandnähe γ ≈ 1

� Bei niedrigen Reynolds-Zahlen (Fall 1O, Abb. 3.8, links) kann eine Art keilförmige
γ-Ausbreitung beobachtet werden. Die Gröÿe γ wird inhärent zuerst an derjeni-
gen Stelle ywR produziert, an der Rev innerhalb der Grenzschicht in wandnormaler
Richtung maximal wird (in erster Näherung oberhalb 0, 5δ), und breitet sich dann
normal zur (im allgemeinen Fall krummlinigen) x-Koordinate stromab in wandnor-
maler y-Richtung breiter werdend aus, bis auch in Wandnähe γ ≈ 1 gilt (Position
xtw). Für Fall 1O gilt folglich: xt < xtw, d.h. die berechnete Position beginnender
Transition liegt stromauf der Position xtw und dem Minimum von cf .

An dieser Stelle sei erwähnt, dass Transition bei sehr niedrigen Reynolds-Zahlen
in vielen Fällen über eine laminare Ablöseblase statt�ndet. Hier tritt das beschrie-
bene Verhalten eines sehr langen Transitionsbereiches nicht oder nur in geringem
Ausmaÿ auf (u.a. weil oftmals Zusatzfunktionen verwendet werden, die Werte von
γ > 1 erlauben, und die γ-Produktion in einer abgelösten Grenzschicht stärker
ist).

� Bei sehr hohen Reynolds-Zahlen (Fall 3O, Abb. 3.8, rechts) kann die Berechnung
von xt nicht mehr von der Turbulenzproduktion entkoppelt betrachtet werden, da
Reθ, der Destruktionsterm und Produktionsterm der γ-Gleichung auch stromauf
von xt durch die produzierte Wirbelviskosität beein�usst werden. Im äuÿersten
Fall 3O (abhängig von der Onset-Funktion, die die γ-Produktion steuert) kann
es dazu kommen, dass die Position xtw durch eine Stromaufwirkung während des
Lösungsprozesses nach stromauf verschoben wird, womit im konvergierten Zustand
xtw < xt gilt. D.h. die aus dem Kriterium und Reθ berechnete Transitionsposition
xt liegt stromab der tatsächlich gesetzten Position xtw.

Das bedeutet jedoch nicht, dass die Lösung oder auch nur die zusätzliche skalare
Transportgleichung divergieren oder numerisch instabil werden (vgl. auch Ströer
et al. 2019). In der Regel stellt sich ein konvergierter Zustand ein, für den dann
nur eine vollständig laminare Vergleichslösung o�enbart, dass xtw > xt, also die
eigentliche Transitionsposition stromab von xtw und des Minimums von cf liegen.
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� Fall 2O (Abb. 3.8, Mitte) beschreibt eine Situation, bei der sich weder ein Keil
ausbildet, noch eine Stromaufwirkung beobachtet werden kann und xt ≈ xtw gilt.
Dieser Fall entspricht näherungsweise dem Setzen von Punkttransition und ist ab-
gesehen von einer physikalisch korrekten Berücksichtigung des Transitionsbereiches
der Fall, der am wenigsten zusätzliche Unsicherheiten und Ungenauigkeiten in die
Modellierung einbringt.

� Bemerkung zur Modellierung eines Transitionsbereiches:
Da die Transition vom laminaren in den turbulenten Zustand naturgemäÿ kein
abrupter Umschlag, sondern ein kontinuierlicher Übergang ist, der von den Strö-
mungsbedingungen abhängt, ist die Frage nach einer Abbildung des Transitionsbe-
reiches zu diskutieren. Die in Fall 1O beschriebene keilförmige Ausbreitung scheint
eine gute Möglichkeit, einen solchen Bereich zu modellieren, da hier inhärent ein
kontinuierlicher Übergang für die Transition angenommen wird. Bei genauerer Be-
trachtung wird jedoch klar, dass eine quantitativ sinnvolle Modellierung ähnlich
der Beobachtung in Fall 1O (γ-Keil) insofern problematisch ist, als dass die keilför-
mige Ausbreitung schwer steuerbar ist, von einer Vielzahl von Parametern abhängt
(inklusive der Turbulenzgröÿen) und trotzdem von xt entkoppelt sein kann. Wollte
man einen Transitionsbereich abbilden, ist das nach Meinung des Autors der vor-
liegenden Arbeit konsistenteste Vorgehen, das Turbulenzmodell über die gesamte
Grenzschicht zu schalten und den Parameter γ im Intervall [0; 1] entsprechend
schnell oder langsam hochzufahren (Funktionen sind in der Literatur vorhanden).
Hierbei ist allerdings zusätzlich zu beachten, dass auch das Produktionsverhalten
des Turbulenzmodells nach Aktivierung wieder von den Strömungsbedingungen
abhängt.

Der beschriebene Ein�uss ist dabei nicht als explizite Reynolds-Zahlenabhängigkeit an-
zusehen, sondern vielmehr als ein sich selbst verstärkender E�ekt, der durch die im
tiefen Reynolds-Zahlenbereich (physikalisch durchaus sinnvolle) langsame Turbulenzpro-
duktion entsteht. Dadurch wird wiederum die Produktion der γ-Gleichung beein�usst,
wodurch letztendlich kein physikalisch sinnvoller Transitionsbereich abgebildet werden
kann.

Ansätze zur Modellierung

Um neben einer Galilei-invarianten Formulierung vollständig gitterpunktlokal zu sein,
soll im Rahmen der neuen Modelle für das Setzen der berechneten Transitionsposition
gänzlich auf Wandkommunikation verzichtet werden und unter Berücksichtigung der
oben beschriebenen Eigenschaften eine entsprechende γ-Gleichung hergeleitet werden.
Ausgangspunkt ist der Ansatz von Langtry und Menter (2009) sowie Menter et al. (2015):

∂(ργ)

∂t
+∇ · (ρuγ) = Pγ −Dγ +∇ · ((µ+ µt/σγ)∇γ) , (3.89)
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wobei σγ = 2. Die Produktions- und Destruktionsterme sind wie folgt de�niert:

Pγ = ρFlFo‖S‖(1− γ) (3.90)

Dγ = c1ρFt‖Ω‖γ(c2γ − 1) (3.91)

mit c1 = 3/50 und c2 = 50. Die Funktion Ft (Gl. 3.44) schaltet den Destruktionsterm
in Bereichen, in denen das Viskositätsverhältnis µt/µ einen Schwellwert (hier 3) über-
schritten hat, aus, um Stabilität in vollturbulenten Bereichen sicherzustellen.
Die Funktion Fo de�niert den Beginn der γ-Produktion und hat, wie die Vorbetrach-
tungen zeigen, maÿgeblichen Ein�uss auf das Produktionsverhalten der γ-Transportglei-
chung. Neben der ursprünglich von Langtry und Menter (2009) vorgeschlagenen De�niti-
on soll mit Blick auf die Modellierung bei tiefen Reynolds-Zahlen eine weitere Möglichkeit
vorgestellt werden. Im Gegensatz zur De�nition nach Langtry und Menter (2009) führt
diese neue Variante zu einer direkteren bzw. schnelleren γ- und in Folge Wirbelviskosi-
tätsproduktion14:

� Möglichkeit 1 - γ-Gleichung nach Langtry und Menter (2009): Für Test-
fälle in einem Reynolds-Zahlenbereich O(106) bis O(107), die üblicherweise in der
Literatur für die Validierung von Transitionsmodellen gerechnet werden, kann die
in Abschn. 3.3.5 (Gleichungen 3.45) vorgestellte Onset-Funktion (entsprechend oh-
ne wandnormale Kommunikation) nach Langtry und Menter (2009) und Menter
et al. (2015) ohne nennenswerte Einschränkungen verwendet werden. Für tiefe
Reynolds-Zahlen, bei denen Transition über TS-Instabilitäten statt�ndet, kann je-
doch beobachtet werden, dass diese De�nition in Verbindung mit dem SST-Modell
zu weit stromab liegenden Transitionspositionen führt, auch wenn das reine Krite-
rium eine sinnvolle Transition-Onset-Position ergibt (Fall 1O in Abb. 3.8, d.h. die
berechnete Transition-Onset-Position liegt deutlich stromauf der Position, ab der
das Turbulenzmodell tatsächlich aktiviert wird).

� Möglichkeit 2 - Modi�zierte Onset-Funktion: Für eine unmittelbare Pro-
duktion von Wirbelviskosität soll daher im Folgenden eine alternative De�nition
der Funktion Fo verwendet werden:

Fo = min(1;Fλ + 1− Ft) (1− tanh(105 − 105ξ))︸ ︷︷ ︸
=:F ∗0

. (3.92)

Neben dem Basisterm F ∗o sorgt die Funktion Fλ dafür, dass Transition nur in
Bereichen stromab des kritischen Punktes detektiert werden kann. Diese Trivial-
bedingung soll die Stabilität erhöhen und verhindern, dass (bspw. am Staupunkt)
unerwünscht der Produktionsterm aktiv wird. Die Funktion (1 − Ft) ist zusätz-
lich notwendig, um sicherzustellen, dass im Turbulenten auch in den Bereichen,

14Die folgenden De�nitionen setzen voraus, dass das SST-Modell nach Menter et al. (2003) mit der in
Abschn. 3.4.4 beschriebenen Kopplung an die Variable γ verwendet wird. Die Details der Kopplung
an das Turbulenzmodell sind hier nicht erneut dokumentiert.
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in denen Fλ ≈ 0, γ produziert wird. Die eigentliche Steuerung/Aktivierung der
γ-Gleichung erfolgt über den Term F ∗o bzw. dessen Argument ξ, das durch die
folgende Gleichung gegeben ist:

ξ =

(
Rev

πHReθt

)4

+

(
µt
µ

)2

︸ ︷︷ ︸
=:f(µt/µ)

+γ2. (3.93)

Falls das Verhältnis von Reθ zum Kriterium Reθt gröÿer als 1 wird, schaltet die
Funktion F ∗o aus Gl. 3.92 von 0 auf 2. Zusätzlich bleibt der Term aktiv, wenn
bereits genügend Wirbelviskosität oder Intermittenz γ produziert wurde. Diese
Bedingung gewährleistet, dass die Produktion in Bereichen, in denen das Verhält-
nis von Reθ zum Kriterium Reθt stromab der detektierten Onset-Position unter 1
fällt, nicht einbricht. Der Term f(µt/µ), der zunächst eine allgemeine Abhängigkeit
des Zusammenhangs ξ von µt/µ andeuten soll, hat dadurch maÿgeblichen Anteil
daran, in welcher Ausprägung die einleitend anhand von Abb. 3.8 beschriebenen
Fälle der γ-Produktion zu beobachten sind. D.h. falls erwünscht ist, dass stromab
der Transition-Onset-Position schnell Werte von γ und auch Wirbelviskosität pro-
duziert wird, ist eine starke Abhängigkeit von µt/µ erforderlich. Da im Rahmen
der vorliegenden Arbeit Fälle bei niedrigen Reynolds-Zahlen im Fokus stehen, soll
hier eine sehr direkte Variante verwendet werden: f(µt/µ) = (µt/µ)2.

Die Funktion Fl wird verwendet, um den Produktionsterm der γ-Gleichung in Abhängig-
keit der lokalen Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ zu gewichten. Die generelle Idee
ist, so eine implizite und lokale Abhängigkeit von der Reynolds-Zahl zu realisieren: Für
Fälle bei niedrigen Reynolds-Zahlen wächst Reθ in Strömungsrichtung recht langsam,
wohingegen der Anstieg bei hohen Reynolds-Zahlen gröÿer ist. Die folgende Funktion
gewichtet den Produktionsterm somit stärker, falls die lokalen Werte von Reθ klein sind:

Fl = 6 + 24FRTFλ
1

2

[
1 + tanh

(
10− 10

Reθ
400

)]
. (3.94)

So ist Fl mindestens 6 und kann in Abhängigkeit des lokalen Wertes von Reθ bis auf 30
ansteigen. Das ist der Fall, wenn Reθ klein wird. Um zu verhindern, dass Fl in Wandnähe
(wo Reθ per De�nition 0 wird) für alle Strömungen auf seinen Maximalwert ansteigt,
ist die Funktion mit Fλ multipliziert, wodurch in diesen Regionen Fl = 6 gilt. Darüber
hinaus gibt Fλ Stabilität, da Fl auf diese Weise am Staupunkt, wo Reθ klein wird,
grundsätzlich seinen Minimalwert annimmt. Zusätzlich wird ein Sensor FRT verwendet,
der den Zusatzterm im voll turbulenten Bereich abschaltet (d.h. sobald µt/µ < 5 wird
FRT = 0).
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3.4.5 Ablösungsinduzierte Transition, Transitionsbereich und
Kopplung an Wirbelviskositätsturbulenzmodelle

Neben der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen γ-Gleichung soll im Folgenden
ein (optional aktivierbarer) Zusatzterm hergeleitet werden, der bei starken Gegendruck-
gradienten eine schnellere Turbulenzproduktion gewährleisten und in Folge den transi-
tionellen Bereich (Druckrückgewinnung, schneller cf -Anstieg) bei niedrigen Reynolds-
Zahlen physikalischer abbilden soll. Das grundsätzliche Vorgehen, die Turbulenzproduk-
tion bei Gegendruck, der zu laminarer Ablösung und ablösungsinduzierter Transition
führt, zu erhöhen, ist bekannt (vgl. bspw. Langtry und Menter 2009 oder Bernardos
et al. 2019). Hier soll dieses Prinzip auch für schwächere Gegendruckgradienten nahe der
Ablösung angewendet und erweitert werden, um der für diesen Bereich im vorangegan-
gen Abschnitt 3.4.4 ausführlich diskutierten verzögerten Turbulenz- und γ-Produktion
bei niedrigen Reynolds-Zahlen entgegenzuwirken.
Zu diesem Zweck wird eine neue Funktion γ∇p eingeführt (in entfernter Anlehnung an
Menter et al. 2015), die in Abhängigkeit des lokalen Formfaktors Werte gröÿer als 1 (bis
2) für die e�ektive, das Turbulenzmodell steuernde Intermittenz (Gl. 3.100) erlaubt:

γ∇p = c1 F∇p FReθFγFµt FλΓδ (3.95)

mit der Konstanten c1 = 5. Das Produkt der bereits bekannten Funktionen FλΓδ wird
hier verwendet, um den Term γ∇p auÿerhalb der Grenzschicht zu deaktivieren und eine
Aktivierung stromauf des kritischen Punktes zu unterbinden.
Der grundsätzliche Mechanismus des Terms γ∇p basiert auf dem lokalen Formfaktor, um
die einleitend beschriebene Steuerung in Abhängigkeit des Druckgradienten zu realisie-
ren:

F∇p =
1

2
(1− tanh (20− 20H12/3, 25)) . (3.96)

Überschreitet H12 einen bestimmten Wert, schaltet F∇p von 0 auf 1. Da der in Gl. 3.96
verwendete approximierte Formfaktor durch die lokale Formulierung nicht über die ge-
samte Grenzschicht in wandnormaler Richtung konstant ist, sind weitere Annahmen und
Funktionen nötig, die ein unerwünschtes Schalten des Terms γ∇p verhindern sollen. Eine
weitere Forderung ist daher, dass der Term nur im transitionellen Bereich wirken soll.

Dazu wird die Funktion Fµt im Turbulenten (für Werte µt/µ > 3) durch den linken Teil
von Gl. 3.97 inaktiv und deaktiviert damit den gesamten Term γ∇p (Gl. 3.95):

Fµt = max(3− µt/µ; 0)
1

2

[
1− tanh

(
4− 4

(µt/µ+ Fsep1)

0, 15

)]
(3.97)

mit Fsep1 =
1

2
[1− tanh (104 − 104H12/3, 5)]. Im Falle laminarer Ablösung hat es sich

zusätzlich als wichtig erwiesen, dass, um die Region konstanten Druckes physikalisch
sinnvoll wiedergeben zu können (d.h. ein zu schnelles Schlieÿen der Ablöseblase zu ver-
hindern), das Einschalten von γ∇p leicht in Strömungsrichtung verzögert ist. So wird,
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und 1-Gleichungsmodell

falls der Formfaktor 3, 5 überschreitet, Fsep1 = 0 geschaltet, was dazu führt, dass der
rechte Term in Gl. 3.97 aktiviert und nun in Abhängigkeit von µt/µ gesteuert wird (ist
Fsep1 = 1, ist der rechte Term in Gl. 3.97 automatisch 1 und das Argument µt/µ hat
keinen Ein�uss). D.h. der rechte Term in Gl. 3.97 und damit Fµt werden 0, falls µt/µ
entsprechend klein ist. Auf diese Weise wird erreicht, dass γ∇p im Falle laminarer Ablö-
sung erst leicht stromab der Transition-Onset-Position aktiviert wird. Für Formfaktoren
unter 3, 5 ist der rechte Teil von Fµt immer 1, da Fsep1 = 1, womit die Funktion Fµt nur
durch den linken Term gesteuert wird.
Zusätzlich wird γ∇p erst dann aktiv, wenn bereits γ produziert wurde und damit Fγ > 0
gilt:

Fγ = max(γ − 0, 2; 0). (3.98)

So soll ein instabiles Verhalten in der transienten Phase vermieden werden.
Um zu verhindern, dass γ∇p für zu hohe Reynolds-Zahlen aktiv wird (vgl. Einleitung
Abschn. 3.4.4), wird die folgende Funktion verwendet:

FReθ = min

[
1;Fsep2 +

1

2

(
1 + tanh

(
103 − 103Reθ

350

))]
. (3.99)

Die Wirkungsweise der Funktion über das Argument Reθ ist analog zu Gl. 3.94. Eine
Ausnahme bilden auch hier wieder abgelöste Grenzschichten (bzw. Grenzschichten nahe

der Ablösung): Fsep2 =
1

2
(1− tanh (102 − 102H12/3, 3)), für die FReθ , unabhängig vom

lokalen Wert von Reθ, 1 bleibt.
Das Grundprinzip der in diesem Abschnitt vorgestellten Methodik basiert auf der Ak-
tivierung des Zusatzterms γ∇p im transitionellen Bereich bei Gegendruck für niedrige
Reynolds-Zahlen und einer leicht modi�zierten Funktionalität für laminar abgelöste Strö-
mungen. Die exakten Zahlenwerte für Schwellwerte innerhalb der verschiedenen Funktio-
nen und Konstanten der Gleichungen 3.95 - 3.99 wurden anhand des 2D-RTG-Testfalls
abgeschätzt bzw. kalibriert.
Der e�ektive Wert der Intermittenz, die das Turbulenzmodell steuert, berechnet sich
nun aus der Summe von γ (das sich aus der Lösung der γ-Gleichung ergibt) und dem
neuen Zusatzterm γ∇p:

γeff = min(2; γ + γ∇p). (3.100)

Die Kopplung an das k-ω SST-Turbulenzmodell (Menter et al. 2003) erfolgt identisch
zum 4-Gleichungsmodell (s. Abschn. 3.3.6). In Gl. 3.52 ist die Variable γ gegen die in den
Galilei-invarianten Modellversionen verwendeten e�ektive Intermittenz γeff zu tauschen.

Da integrale Gröÿen durch die lokale De�nition einen über die Grenzschicht nicht kon-
stanten Wert haben, kann für Fälle bei sehr hohen Reynolds-Zahlen trotz Gl.3.99 be-
obachtet werden, dass der Zusatzterm in kleinen Bereichen aktiv ist, wodurch für diese
Fälle ein leicht unerwünschter Ein�uss entsteht. Daher soll der Term zunächst manuell
für Fälle bei Re > 106 ausgeschaltet und getrennt untersucht werden.
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4 Validierung der Modelle

Im Folgenden werden die vorgestellten Transportgleichungsmodelle für verschiedene Va-
lidierungstestfälle verglichen und detailliert analysiert. Die Notation bzw. Bezeichnung
der verschiedenen Modelle ist Tab. 3.1 zu entnehmen.

4.1 Schwach-kompressible Testfälle

4.1.1 NLF(1)-0416-Pro�l und Netzstudie

Als Standardtestfall soll das NLF(1)-0416-Laminarpro�l inklusive einer Netzstudie un-
tersucht werden. Das von Somers (1981) vermessene Pro�l wird bei einer auf die Seh-
nenlänge des Pro�ls bezogenen Reynolds-Zahl Rec = 4 × 106 und einer Mach-Zahl
Ma∞ = 0, 1 sowie einem Turbulenzgrad Tu ≈ 0, 03% simuliert. Neben einer Veri�ka-
tion, die die grundlegende Funktionsweise wichtiger Modellgleichungen überprüfen soll,
wird das Modell gegenüber experimentellen Daten validiert und abschlieÿend anhand
systematisch verfeinerter Gitter Netzkonvergenz demonstriert.
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Abbildung 4.1: Lösung der zusätzlichen Transportgleichungen und integrale Grenz-
schichtgröÿen im Vergleich zur analytischen Referenzlösung für einen
Anstellwinkel α ≈ 0◦; Feldgröÿen an der wandnormalen Position ywR
extrahiert
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

Vorab sollen die Modelle für zwei Anstellwinkel gegenüber analytisch ausgewerteten Grö-
ÿen veri�ziert werden. Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen hierzu wichtige Feldlösungen
des kompressiblen 4-Gleichungsmodells, die an der Stelle ywR extrahiert wurden, im Ver-
gleich zum integral, analytisch ausgewerteten Kriterium15.
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Abbildung 4.2: Lösung der zusätzlichen Transportgleichungen und integrale Grenz-
schichtgröÿen im Vergleich zur analytischen Referenzlösung für einen
Anstellwinkel α ≈ 2◦; Feldgröÿen an der wandnormalen Position ywR
extrahiert

Für eine Bereitstellung des mittleren Druckgradientenparameters λθ müssen die Gröÿen
l̃cΣ/c als auch λ̃θΣ/c betrachtet werden. Die Abbildungen 4.1 und 4.2 (links) zeigen, dass
die Gröÿe l̃cΣ/c in sehr guter Übereinstimmung mit der analytischen Lösung bestimmt
werden kann. Die Steigung beider linearer Funktionen ist nahezu identisch. Die leichte
Abweichung liegt im Approximationsfehler des kritischen Punktes begründet, der den
Beginn der Integration über die Funktion Fλ de�niert. Insgesamt startet der Integrati-
onsprozess geringfügig zu weit stromauf. Die Gröÿe l̃cΣ/c eignet sich in besonderem Maÿe
für eine Beurteilung der Qualität der reinen Integration über eine Transportgleichung,
da der Integrand für alle Punkte des De�nitionsgebietes ψ = 1 ist, also keine Abhän-
gigkeiten des Integranden von weiteren Approximationen besteht. Zusätzlich kann die
korrekte Lösung leicht auf Plausibilität überprüft werden, da der Wert für l̃cΣ/c durch
die Krümmung des Pro�ls an einer betrachteten Stelle einen geringfügig gröÿeren Betrag
als den lokalen Wert von x/c ergeben sollte. Für die Gröÿe λ̃θΣ/c gilt Ähnliches. Hier
hängt die Lösung allerdings zusätzlich vom Integranden λθ ab. Insgesamt ist die Über-
einstimmung mit der analytischen Lösung unter Berücksichtigung, dass ein auf Basis
laminarer Falkner-Skan-Lösungen approximierter Wert von λθ verwendet wird, sehr gut.
Entsprechend kann auch der Quotient beider Gröÿen λθ für beide Winkel in sehr guter

15Der Terminus analytisch wird verwendet, wenn das Kriterium unter Verwendung von aus manuellen
Integrationen gewonnen Grenzschichtgröÿen ausgewertet wird.
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Abbildung 4.3: Ein�uss der spezi�schen Konvektionsgeschwindigkeit für verschiedene
Strömungsgröÿen entlang der x-Koordinate an der wandnormalen Po-
sition ywR (links) und Grenzschichtpro�le an verschiedenen x-Positionen
(schwarze wandnormale Linien im Konturplot, oben rechts, wobei blau:
laminar, rot: turbulent) stromauf der künstlich gesetzten Transition-
Onset-Position bei x/c = 0, 4 (rechts)

Übereinstimmung mit der Referenz wiedergegeben werden.

Eine weitere Transportgleichung wird für eine Bereitstellung der Impulsverlustdicken-
Reynolds-Zahl am kritischen Punkt benötigt. Die Transportgleichung für R̃e

∗
θc produziert

über den Produktionsterm Werte am kritischen Punkt, d.h. dort, wo erstmals Reθ ≈
Reθc =: Re∗θc. Die an dieser Stelle vorliegende Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl wird
in Abgrenzung zur lokalen Gröÿe Reθc mit einem ∗ gekennzeichnet als Re∗θc de�niert. Die
Produktion der transportierten Gröÿe R̃e

∗
θc ist aktiv, bis das lokale Niveau Reθc erreicht

ist. In den Abbildungen 4.1 und 4.2 (rechts) ist diese Produktion als nahezu sprunghafter
Anstieg von 0 auf das lokale Reθc erkennbar, sodass dort R̃e

∗
θc = Reθc gilt. Sobald

stromab des kritischen Punktes wieder Reθ 6= Reθc gilt, wird der Destruktionsterm über
den Sensor deaktiviert. D.h. abgesehen von einer vernachlässigbaren Di�usion und für
den stationären Fall lautet die Gleichung nun:

∇ · (ρR̃e
∗
θcuRev) + K

R̃e
∗
θc

= 0, (4.1)

was unter Vernachlässigung der spezi�schen Geschwindigkeit Folgendem entspricht: ∇ ·
(ρR̃e

∗
θcu) = 0. Die Feldgröÿe R̃e

∗
θc wird also konstant transportiert. Die Abbildungen 4.1

und 4.2 (rechts) bestätigen, dass die produzierte Gröÿe tatsächlich nahezu exakt konstant
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Abbildung 4.4: Einschub: Ein�uss der spezi�schen Konvektionsgeschwindigkeit bei einer
niedrigen Reynolds-Zahl anhand des 2D-RTG-Pro�ls für einen kollekti-
ven Nickwinkel von β = 13, 1◦ (Fall in Abschnitt 4.1.2 diskutiert); Verlauf
der transportierten Gröÿen (links) und Vergleich einer u-Stromlinie und
einer uRev -Transportlinie (rechts)

transportiert wird, womit das Verhalten der Transportgleichung veri�ziert ist. Der leichte
Unterschied im Betrag der transportierten Gröÿe ist auch hier in einer Ungenauigkeit
der Approximation des kritischen Punktes über den Formfaktor zu begründen.
Als Zwischenfazit kann bzgl. der zusätzlichen Transportgleichungen schlussgefolgert wer-
den, dass die Di�erentialgleichungen rein mathematisch exakt in der Lage sind, eine In-
tegration bzw. den konstanten Transport einer Gröÿe abzubilden. Approximationsfehler
werden durch die Näherung integraler Grenzschichtgröÿen eingebracht.
Insgesamt liegen die bereitgestellten Gröÿen l̃cΣ/c, λ̃θΣ/c und R̃e

∗
θc damit in so guter

Übereinstimmung mit der analytischen Referenzlösung, dass die �nale Gröÿe Reθt in
sehr guter Näherung gitterpunktlokal wiedergegeben werden kann. Die leichte Abwei-
chung in der Umgebung des Schnittpunktes Reθ = Reθt im verzögerten Bereich ist
durch eine Stromaufwirkung durch die produzierte Turbulenz begründbar.

Die letzte zu diskutierende Gröÿe ist die lokale Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ,
die unter Verwendung der Gröÿe Rev approximiert wird. Insgesamt ist die Approxima-
tion in sehr guter Übereinstimmung mit der Referenzlösung. In Abb. 4.2 (rechts) ist
zusätzlich die Lösung unter Verwendung eines konstanten Reynolds-Zahlenverhältnisses
(d.h. Wert auf Basis der Blasius-Lösung, vgl. Abschn. 3.3.2) geplottet, das eine leicht
bessere Übereinstimmung mit dem analytischen bzw. integralen Reθ-Verlauf zeigt. Aus
Konsistenzgründen wird dennoch ein variables, vom lokalen Formfaktor abhängiges Ver-
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Abbildung 4.5: Lösung der integrierenden Transportgleichungen des Galilei-invarianten
3-Gleichungsmodells im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell und zur ana-
lytischen Referenzlösung für die Anstellwinkel α ≈ 0◦ (links) und α ≈ 2◦

(rechts), Feldgröÿen an der wandnormalen Position ywR extrahiert

hältnis verwendet.

Zusätzlich soll nun auf Basis von Abb. 4.3 der Ein�uss der spezi�schen, modi�zier-
ten Transportgeschwindigkeit, die für die 4-Gleichungsmodelle verwendet wird, auf die
transportierten Gröÿen für den NLF(1)-0416-Testfall gezeigt werden.
Insbesondere für die R̃e

∗
θc-Gleichung kann ein sehr groÿer E�ekt beobachtet werden. Oh-

ne die angepasste Konvektionsgeschwindigkeit wird der Wert von R̃e
∗
θc nicht wie erforder-

lich konstant gehalten. Die Gröÿe fällt stark ab. Für die weiteren Transportgleichungen
hat die Geschwindigkeitskorrektur im mittleren bis hohen Reynolds-Zahlenbereich einen
geringeren Ein�uss (vgl. auch theoretische Betrachtung in Abschnitt 3.4.2). Für dicke
Grenzschichten wird der Ein�uss jedoch merklich gröÿer: In Abb. 4.4 ist dies vorgrei-
fend anhand des im folgenden Abschnitt diskutierten 2D-RTG-Pro�ls gezeigt, das eine
deutlich niedrigere Reynolds-Zahl aufweist. Während die Gröÿe R̃e

∗
θc in Abb. 4.4 (links)

ähnlich stark wie in Abb. 4.3 abfällt, zeigen λ̃θΣ/c und l̃cΣ/c für diesen Fall eine deutlich
gröÿere Abhängigkeit hinsichtlich der verwendeten Konvektionsgeschwindigkeit. In Abb.
4.4 (rechts) ist zusätzlich eine Stromlinie, die am kritischen Punkt eine gedachte horizon-
tale Linie auf der wandnormalen Position ywR schneidet (also genau die Position, an der
die Integration startet), im Vergleich zu einer uRev -Transportlinie, die sich ebenfalls am
kritischen Punkt bei ywR be�ndet, dargestellt. D.h. die Stromlinie und auch die Trans-
portlinie werden ab dem kritischen Punkt auf wandnormaler Höhe ywR nach stromab
beobachtet. Die Position bzw. Linie ywR(s) ist in Abb. 4.4 (rechts) genau diejenige ge-
dachte Kurve, die alle Maxima von Rev bzgl. yw von stromauf nach stromab verbindet.
Es ist zu erkennen, dass die Stromlinie (oben) im betrachteten Bereich bereits deutlich
unter die gedachte ywR-Linie abgefallen ist. Die uRev -Transportlinie (unten) hingegen
hält die Position ywR für alle stromab des kritischen Punktes betrachteten Stellen.
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

Die Galilei-invariante Neuformulierung des Modells erforderte auch eine Anpassung der
integrierenden Transportgleichungen. In den Galilei-invarianten Quelltermen dieser Glei-
chungen (Gl. 3.87) taucht nun ein Faktor 1/kS auf, der den Term ‖S‖yw so skaliert, dass
an der Stelle ywR approximativ der lokale Betrag des Geschwindigkeitsvektors ‖u‖2 wie-
dergegeben wird. Wie in Abb. 4.5 für zwei Anstellwinkel gezeigt, ist die Abweichung
unter Verwendung des gewählten Faktors sowohl für l̃cΣ/c als auch für λ̃θΣ/c recht groÿ.
Der �nale gemittelte Druckgradientenparameter λθ hingegen weist eine sehr gute Über-
einstimmung im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell (d.h. zur Lösung der Gleichungen, die
nicht Galilei-invariant formuliert sind) und der analytischen Lösung auf. Eine Variation
des Faktors o�enbart, dass der Ein�uss vernachlässigbar gering ist und sich im �nalen
Quotienten herauszuheben scheint: In allen Fällen ergibt sich nahezu derselbe Verlauf
für λθ (hier nicht gezeigt), sodass die Approximation nur vom lokalen λθ abhängt und
die Integration in ihrer Galilei-invarianten Form als nahezu äquivalent angesehen werden
kann. Die Lösung für Reθt wird hier nicht mit der analytischen Lösung verglichen, da
das Kriterium im Rahmen der Modellierung modi�ziert wurde, um auf eine Transport-
gleichung verzichten zu können. Insgesamt kann also keine exakte Übereinstimmung an
jedem Punkt mit dem ursprünglichen Kriterium erwartet werden. Die �nal bestimmte
Transitionsposition ist jedoch, wie im Folgenden gezeigt werden kann, in ähnlich guter
Übereinstimmung mit den experimentellen Daten.

Validierung
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Abbildung 4.6: Druckverteilungen und Wandschubspannungsbeiwerte für die Oberseite
bei Anstellwinkeln α = 2◦ (links) und α = −2◦ (rechts)

In Abb. 4.6 sind exemplarisch für zwei Winkel Druckverteilungen und Wandschubspan-
nungsbeiwerte geplottet. Es ist zu erkennen, dass in beiden Fällen eine sehr gute Überein-
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

stimmung mit den experimentellen cp-Daten nach Somers (1981) erreicht wird. Zusätzlich
ergibt sich für die gezeigten Winkel ein qualitativ physikalisch sinnvoller cf -Verlauf.
In Abb. 4.7 sind die Lösungen der Transitionsmodelle für verschiedene Anstellwinkel
und die dazugehörigen Polaren im Vergleich zum Experiment gezeigt. Die in Abb. 4.7
(links) dargestellte Position beginnender Transition wurde aus cf -Verläufen extrahiert
(lokales Minimum cf über x/c). Neben den Transitionsmodellen und experimentellen
Daten von Somers (1981) sind Ergebnisse aus Ströer et al. (2020b), die aus einer loka-
len linearen Stabilitätsanalyse in Verbindung mit der eN -Methode gewonnen wurden,
gezeigt. Für die experimentellen Daten sind in Abb. 4.7 (links) zwei Linien dargestellt,
wobei die stromaufliegende die noch laminare und die stromabliegende Linie die be-
reits turbulente Strömung kennzeichnet. Transition fand im Experiment also zwischen
diesen Linien statt. Für die Saugseite ist zu erkennen, dass alle Modelle weitgehend ei-
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Abbildung 4.7: Transition-Onset-Positionen für die Ober- und Unterseite in Abhängig-
keit des Anstellwinkels α (links) und cl-cd-Polaren inklusive Vergleichs-
ergebnissen für das k-ω SST-Modell aus Seyfert und Krumbein (2012)
(rechts)

ne sehr gute bis gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten und den LST
+ eN -Ergebnissen aufweisen: Die Ergebnisse des 1-Gleichungsmodells liegen geringfügig
stromauf, was daran liegt, dass durch die fehlende Mittelung ein stärkerer Gegendruck-
gradient angenommen wird, was den Wert von Reθt mindert und im Vergleich zu einer
gemittelten Gröÿe zu einer im Vergleich stromauf liegenden Transitionsposition führt.
Das 3-Gleichungsmodell liegt entsprechend weiter stromab und im Bereich α ∈ [−5◦; 2◦]
in sehr guter Übereinstimmung mit den experimentellen Daten. Ab α = 2◦ liegen auf
der Oberseite keine experimentellen Daten vor, sodass die LST + eN -Lösung als Re-
ferenz verwendet wird. Auch in diesem Bereich zeigt das 3-Gleichungsmodell eine sehr
gute Übereinstimmung mit den LST + eN -Daten. Diese Ergebnisse spiegeln sich auch
in den in Abb. 4.7 (rechts) gezeigten Polaren wieder. Sowohl das 1-Gleichungsmodell
als auch das 3-Gleichungsmodell ergeben eine sehr gute Übereinstimmung mit den ex-
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

perimentellen Daten. Bei genauem Hinsehen ist zu erkennen, dass für cl > 0, 7 das
3-Gleichungsmodell etwas näher an den experimentellen cd-Daten liegt.
Das an die γ-Gleichung gekoppelte kompressible 4-Gleichungsmodell zeigt, wie im voran-
gegangenen Abschnitt diskutiert, eine sehr gute Übereinstimmung mit den analytischen
Reθt-Werten. Die Approximation der Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ wird je-
doch unter Verwendung eines variablen, vom Formfaktor abhängigen Reynolds-Zahlen-
verhältnisses schlechter als unter Verwendung des konstanten Wertes (Blasius-Lösung)
und sagt leicht zu tiefe Reθ-Werte voraus, was zu einer an manchen Stellen (α ∈ [2◦; 6◦])
stromab liegenden Transitionslinie führt. Insgesamt liegen die Transitionslagen für das
4-Gleichungsmodell trotz einer sehr guten Wiedergabe des Kriteriums dadurch etwas
stromab der Experimente. Beschriebenes ist exemplarisch für den Winkel α ≈ 4◦, der
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Abbildung 4.8: Analyse des 4-Gleichungsmodells (links) und Betrachtung verschiedener
analytisch ausgewerteter Kriterien (rechts) für einen Anstellwinkel von
α ≈ 4◦

in Abb. 4.7 (links) die gröÿte Abweichung zwischen 4-Gleichungsmodell und LST +
eN zeigt, anhand von Abb. 4.8 visualisiert. Der Wert für Reθt wird nahezu exakt wie-
dergegeben. Reθ wird leicht unterschätzt, ist aber dennoch in guter Übereinstimmung.
Zusätzlich ist die γ-Produktion leicht verzögert, was zu einem leichten Versatz zwischen
dem initialen γ-Anstieg und dem Minimum von cf führt. Ferner ist zu erkennen, dass
auch das analytisch ausgewertete Kriterium stromab der mittels LST + eN -Methode
bestimmten Position beginnender Transition liegt.
In Abb. 4.8 (rechts) ist zusätzlich ein Vergleich zwischen dem originalen und dem kom-
pressiblen Kriterium gezeigt, da die kompressible Variante auch für Ma → 0 leicht
höhere Werte von Reθt liefert. Der Unterschied führt allerdings nur zu einem geringen
Versatz in der �nalen Position beginnender Transition. Zusätzlich sind weitere Kriterien
gezeigt, für die die Transitionsposition jedoch deutlich weiter stromauf und in schlech-
terer Übereinstimmung mit den LST + eN -Ergebnissen liegt.
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

Netzstudie

Für den bereits analysierten Fall des NLF(1)-0416-Pro�ls wurde eine Netzstudie auf drei
systematisch verfeinerten Netzen durchgeführt. Die Topologie der Netze ist in Abb. 4.9

Netz Strömungsrichtung: Nx Grenzschicht: NyGS Gesamt: Nges/103

M3 250 60 290
M2 375 90 620
M1 500 120 1100

Tabelle 4.1: Au�ösung der im Rahmen der Netzstudie verwendeten GitterM1,M2 und
M3

(oben) dargestellt. Alle Gitter sind hybrid vernetzt und bestehen aus einem strukturier-
ten Bereich um das Pro�l inklusive des Nachlaufs und einem unstrukturiert vernetzten
Fernfeld. Der strukturierte Nachlauf weitet sich stromab der Hinterkante normal zur
Strömungsrichtung auf (Abb. 4.9, oben), um Zellen mit sehr groÿem Seitenverhältnis im
Nachlauf zu verhindern und zusätzlich der Aufweitung der Nachlaufströmung Rechnung
zu tragen. Die Au�ösung der Netze ist Tab. 4.1 zu entnehmen. In Abb. 4.9 (unten)

NetzM3 NetzM2 NetzM1

Topologie des hybriden Netzes

Abbildung 4.9: Visualisierung der Topologie der Gitter am Beispiel von NetzM3 (oben)
und Darstellung der von links nach rechts feiner werdenden hybriden
GitterM1,M2 undM3 (unten)

sind die von links nach rechts feiner werdenden GitterM1,M2 undM3 dargestellt. Die
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Abbildung 4.10: cf - und cp-Verläufe für verschiedene systematisch verfeinerte Netze bei
einem Anstellwinkel α ≈ −2◦

Punkte in Strömungsrichtung beziehen sich hierbei auf jeweils eine Seite des Pro�ls (d.h.
Ober- und Unterseite enthalten jeweils Nx Knoten). Zur Bestimmung, der in der Grenz-
schicht liegenden Punkte, wurden Grenzschichtdicken aus Rechnungen auf vorläu�gen
Netzen verwendet.16

Für alle Modelle ist erkennbar, dass sich ein netzkonvergentes Verhalten einstellt. Die
Transitionsposition (Minimum in cf ) ist für alle betrachteten Netze nahezu identisch.
Leichte Unterschiede sind im cf -Anstieg und dementsprechend im Maximum von cf
zu erkennen. Insgesamt kann das zweitfeinste Netz M2 als hinreichend fein betrachtet
werden. Alle Modelle zeigen ein sehr ähnliches Verhalten, wobei die Lösung des kom-
pressiblen 4-Gleichungsmodells auf dem gröbste NetzM3 im Vergleich zu den anderen
Modellen bereits etwas näher am netzkonvergierten Zustand liegt. Die Druckverteilung
zeigt eine erwartungsgemäÿ sehr geringe Sensitivität gegenüber einer Variation des Re-
chengitters.

4.1.2 DSA-9A-Pro�l

Der zweite Testfall ist ein 2D-Pro�l im tiefen Reynolds-Zahlenbereich (an der Blattspitze
auf die Sehnenlänge bezogen: RecR = O(105)), das in Anlehnung an Weiss et al. (2019)
aus dem 3D-RTG-Rotorblatt extrahiert wurde. Der in Weiss et al. (2019) detailliert be-
schriebene Zweiblattrotor basiert auf dem DSA-9A-Pro�l und wurde in der in Schwermer
et al. (2016) entwickelten Rotor Testanlage Göttingen (RTG) aufwendig vermessen. Die
Messung der Transitionslagen erfolgte mit temperatursensitiver Farbe. Weitere Details
zum Versuchsaufbau sind Weiss et al. (2019) zu entnehmen. Die Experimente stellen
einen Testfall bereit, bei dem u.a. Tollmien-Schlichting-Transition (TS-Transition) im

16Der um das Blatt in Abb. 4.9 (unten) zu erkennende strukturierte Bereich ist breiter als die Grenz-
schichtdicke und enthält in wandnormaler Richtung mehr als NyGS Punkte.
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4.1 Schwach-kompressible Testfälle

verzögerten Bereich bei tiefen Reynolds-Zahlen O(105) und tiefen Turbulenzgraden auf-
tritt.
Die erste Analyse der Modelle und Voruntersuchungen werden im Folgenden anhand
zweidimensionaler Rechnungen durchgeführt. Im weiteren Verlauf der Arbeit (s. Abschn.
4.4.2) wird zusätzlich der volle Rotor im Steig�ug analysiert.

Äquivalente 2D-Strömungsbedingungen

u∗
2D

u2D

win
w∞

α2D
2πfr∗

x

z

0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

1
r∗/Rx/c

r/R

Abbildung 4.11: Rotorblatt des RTG-Rotors (links) und Schemazeichnung äquivalenter
2D-Anströmbedingungen am betrachteten radialen Schnitt (rechts)

Die verfügbaren Messdaten beziehen sich auf den vollen Rotor. Daher ist es im Zweidi-
mensionalen nicht unmittelbar möglich, äquivalente Anströmbedingungen zu de�nieren.
Neben der relativen Anströmung durch die Rotation mit der Frequenz f müssen aus
dem Wirbelsystem induzierte Geschwindigkeiten win und die sich aus der vertikalen
Zuströmung ergebende Geschwindigkeit (entspricht einem Steig�ug) w∞ berücksichtigt
werden. Abb. 4.11 (rechts) visualisiert Beschriebenes am Schnitt r∗/R. Der Betrag der
Anströmgeschwindigkeit ergibt sich unter der Annahme, dass die Komponenten ortho-
gonal aufeinander stehen, zu:

‖u2D‖2 = u2D =
√

(2πfr∗)2 + (w∞ + win)2. (4.2)

Der äquivalente Anstellwinkel α2D folgt, indem der kollektive Nickwinkel β entsprechend
verringert wird:

α2D = β − arctan

(
(w∞ + win)

2πfr∗

)
. (4.3)

Das in Abb. 4.11 (rechts) dargestellte Pro�l ist nicht in seiner neutralen Position ge-
zeigt, da Rotorblätter typischerweise verwunden sind, um die inhärente Variation des
Auftriebs entlang des Rotorradius auszugleichen. So zeigt Abb. 4.11 das DSA-9A-Pro�l
an seiner tatsächlichen Position r/R = r∗/R ≈ 0, 77. Die induzierte, am betrachteten
Schnitt vorliegende Geschwindigkeit win wurde hierbei mit Hilfe der 1D-Impulstheorie
abgeschätzt und anschlieÿend variiert, bis eine hinreichend gute Übereinstimmung mit
der experimentellen Druckverteilung vorlag. Die so berechneten Gröÿen werden dem
Fernfeldrand aufgeprägt. Die Referenzgröÿen (d.h. Reynolds-Zahl und Mach-Zahl), die
sich typischerweise auf die Geschwindigkeit an der Blattspitze beziehen, können entspre-
chend angepasst werden.
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Bestimmung des Turbulenzgrades

Für Transitionsberechnungen spielt neben dem Druckgradienten der Turbulenzgrad ei-
ne entscheidende Rolle. In Weiss et al. (2019) wird dieser invers aus den berechneten
Transitionslagen am 2D-Pro�l bestimmt. Hierzu wird die laminare 2D-Strömung mit
Hilfe lokaler, linearer Stabilitätstheorie (LST) analysiert. Anschlieÿend werden Anfa-
chungsraten und die Einhüllende dieser Anfachungsraten bestimmt. Weiss et al. (2019)
verwenden vollturbulente MSES-Lösungen für eine Bestimmung der Druckverteilung,
die variiert wird, bis eine gute Übereinstimmung mit experimentellen cp-Daten vorliegt.
Diese Druckverteilung wird als Eingabe für einen laminaren Grenzschichtcode (Coco)
verwendet, der durch Lösen der Grenzschichtgleichungen die laminaren Grenzschicht-
pro�le bestimmt, die abschlieÿend unter Verwendung des Stabilitätslösers Lilo die An-
fachungsraten und folglich die Enveloppe ergibt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit

Referenz Vorgehen Nkrit Tu (Mack)
vorl. Arbeit TAU → GS-Gl. → LST 8, 5 0, 086%
vorl. Arbeit TAU → LST 8, 1 0, 1%

Weiss et al. (2019) MSES → GS-Gl. → LST 8, 4± 0, 5 0, 09± 0, 02%

Tabelle 4.2: Bestimmung des kritischen N-Faktors/Turbulenzgrades, GS-Gl.: Grenz-
schichtgleichungen (Grenzschichtcode Coco), TAU: CFD-Löser, MSES:
CFD-Löser, LST: lokale, lineare Stabilitätstheorie (Stabilitätscode Lilo)

(vorläu�ge Ergebnisse in Kaufmann et al. 2019 verö�entlicht) wurde dieses Vorgehen
unter Verwendung verschiedener Methoden nachvollzogen und ergänzt. Zunächst wurde
die aus einer laminaren TAU-Lösung extrahierte Druckverteilung als Eingabe für den
Grenzschichtcode Coco verwendet, woraus sich ein zu Weiss et al. (2019) sehr ähnlicher
kritischer N -Faktor ergibt. Zusätzlich wurden ohne die Verwendung eines Grenzschicht-
codes direkt laminare TAU-Grenzschichtpro�le als Eingabe für den Stabilitätslöser Lilo
verwendet (TAU-Transitionsmodul, vgl. Krimmelbein und Radespiel 2009 und Krim-
melbein 2021). Der resultierende kritische N -Faktor ist etwas tiefer. Beide Ergebnisse
liegen in dem von Weiss et al. (2019) angegebenen Bereich und zeigen insgesamt eine
gute Übereinstimmung (s. Tab. 4.2). In Abb. 4.12 (links oben) ist eine exemplarische
Stabilitätslösung inkl. der Einhüllenden für beide Vorgehensweisen dargestellt. Unter
Verwendung der experimentellen Position beginnender Transition wird so anhand der
Enveloppe gemäÿ der eN -Theorie ein kritischer N -Faktor bestimmt, aus dem durch In-
vertieren der Beziehung von Mack (1977) ein entsprechender Turbulenzgrad berechnet
werden kann.

Veri�kation und Validierung

Dieser Abschnitt soll eine zum vorangegangenen Abschnitt ergänzende Veri�kation bie-
ten:
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Abbildung 4.12: Anfachungsraten aus der lokalen, linearen Stabilitätstheorie (LST)
(links oben), Vergleich verschiedener Transitionskriterien (rechts
oben und unten) und Vergleich des AHD-Kriteriums mit dem 4-
Gleichungsmodell (links unten) für das 2D-RTG-Pro�l; Abkürzungen
der Transitionskriterien: Drela: Drela und Giles (1987), AGS: Abu-
Ghannam und Shaw (1980), LM: Langtry und Menter (2009), AHD:
Arnal et al. (1984) und Habiballah (1981)

� Betrachtung und Vergleich verschiedener integral ausgewerteter zugrundeliegender
Tranisitionskriterien für diesen Testfall mit niedriger Reynolds-Zahl unabhängig
von Transitionsmodellen

� Vergleich des 4-Gleichungsmodells mit dem zugrundeliegenden Transitionskriteri-
um

� Untersuchung verschiedener Methoden des Setzens der Transitionsposition (γ-
Gleichung und l̃γ-Gleichung) für das 4-Gleichungsmodell

� Ergebnisse anhand von cf - und cp-Plots
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Abb. 4.12 (rechts unten, rechts oben) zeigt die analytische Auswertung verschiedener
Transitionskriterien unter Verwendung integraler Grenzschichtgröÿen. Ein Vergleich der
dem AHD-Kriterium sehr ähnlichen Methode von Drela und Giles (1987) mit der En-
veloppe aus den in Abb. 4.12 (links oben) gezeigten LST-Ergebnissen (basierend auf
den laminaren Pro�len der CFD-Lösung) zeigt eine Unterschätzung des N -Faktors im
verzögerten Bereich (vgl. cp-Verteilung 4.13, rechts) und eine damit verbundene Stromab-
verschiebung der Position beginnender Transition im Vergleich zum Experiment (unter
Annahme der kritischen N -Faktoren aus Tab. 4.2).
Für dieReθ basierten Kriterien ergibt sich die Transition-Onset-Position aus dem Schnitt-
punkt der Verläufe von Reθ und dem eigentlichen Kriterium Reθt (Abb. 4.12, rechts oben
und unten). Ein Vergleich dieser Kriterien mit der experimentellen Position beginnen-
der Transition zeigt, dass die auf der Methode von Abu-Ghannam und Shaw (1980)
basierenden Kriterien (AGS und LM, Langtry und Menter 2009) den Wert von Reθt
deutlich überschätzen und keine TS-Transition vorhersagen, da sich die Verläufe von
Reθ und Reθt erst weit stromab bei starkem Gegendruck schneiden (hier nicht zu se-
hen, stromab des rechten Bildrandes von Abb. 4.12, rechts oben). Das AHD-Kriterium
zeigt hingegen eine sehr gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten und tri�t
die experimentelle Transitionsposition für den gezeigten Winkel nahezu exakt. Da an-
stelle des 3-Gleichungsmodells auch ein vereinfachtes 1-Gleichungsmodell verfügbar ist,
soll zusätzlich analysiert werden, wie sich das reine AHD-Kriterium verhält, wenn statt
des räumlich, ab dem kritischen Punkt gemittelten Druckgradientenparameters λθ, der
lokale Druckgradientenparameter verwendet wird (Abb. 4.12, rechts unten). Zusätzlich
ist das AHD-simple-Kriterium gezeigt, das eine vereinfachte Variante des reinen AHD-
Kriteriums darstellt und auf den gemittelten Druckgradientenparameter verzichtet. Es
ist ersichtlich, dass sowohl AHD Reθt(λθ) als auch AHD Reθt(λθ) eine ähnliche Position
beginnender Transition vorhersagen. Der mit λθ berechnete Schwellwert Reθt(λθ) reagiert
jedoch in unmittelbarer Nähe der Saugspitze sehr sensitiv auf den starken Gegendruck-
anstieg, wodurch hier die Gefahr besteht, dass unmittelbar stromab des Druckminimums
Transition detektiert wird. Das simple AHD-Kriterium reagiert noch sensitiver auf den
starken Gegendruck und detektiert Transition kurz stromab an der Saugspitze.

Das 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Kriterium möglichst genau
im Rahmen eines Transitionsmodellierungsansatzes abzubilden und den Wert für Reθt
gitterpunktlokal bereitzustellen. Abb. 4.12 (links unten) zeigt einen Vergleich des 4-
Gleichungsmodells mit dem analytisch ausgewerteten kompressiblen AHD-Kriterium.
Es ist ersichtlich, dass sowohl Reθ als auch Reθt sehr gut mit der analytischen Lösung
übereinstimmen.
Wie in Abschnitt 3.3.5 beschrieben, stehen für das 4-Gleichungsmodell zwei Metho-
den für das Setzen der berechneten Transitionslage zur Verfügung: Die ursprüngliche
in Ströer et al. (2020b) eingeführte Variante verwendet die integrierende l̃γ-Gleichung
(Gl. 3.47), die, sobald Transition detektiert wurde, eine Integration entlang der krumm-
linigen Abszisse startet. Das ermöglicht eine quanti�zierbare räumliche Trennung der
Transitionsposition und des Ortes, an dem das Turbulenzmodell aktiviert wird, oder die
Modellierung eines Transitionsbereiches unter Verwendung dieser Länge. Eine weitere
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Möglichkeit bietet die γ-Gleichung von Langtry und Menter (2009) (Gl. 3.41). Beide
Ansätze werden inklusive wandnormaler Kommunikation verwendet. Auf diese Weise
kann ein Ein�uss des Produktionsverhaltens der verwendeten γ- bzw. l̃γ-Gleichung17

ausgeschlossen werden und das Turbulenzmodell wird direkt ab einer bestimmten Posi-
tion über die gesamte Grenzschicht aktiviert (vgl. Diskussion in den Abschnitten 3.3.5
und 3.4.4).
Für den vorliegenden Fall ist ersichtlich, dass beide Methoden erwartungsgemäÿ an der-
selben Position Transition detektieren (Reθ und Reθt für beide Methoden identisch und
daher in Abb. 4.12, links unten nur für ein Modell gezeigt). Ab dieser Position soll-
ten beide Methoden zu einem möglichst schnellen Anstieg der Variablen γ führen. Es
ist jedoch zu erkennen, dass die in Abb. 4.12 (links unten) mit 4 Gl. k γ bezeichnete
Variante (d.h. die Variante, die die γ-Transportgleichung verwendet) zu langsam γ pro-
duziert und weiter stromab wieder abfällt. Die γ-Gleichung entkoppelt in ihrer ursprüng-
lichen Variante die Gröÿe µt/µ, die ein Maÿ für die bereits produzierte Wirbelviskosität
darstellt, und die γ-Produktion stärker. Für Fälle bei tiefen Reynolds-Zahlen (bei au-
ÿenaerodynamisch tiefen Turbulenzgraden), bei denen ein verzögertes Anfahrverhalten
des SST-Turbulenzmodells bekannt ist, führt diese Entkopplung zu dem in Abb. 4.12
(links unten) gezeigten Verlauf: Für turbulente Grenzschichten kann es dazu kommen,
dass das Verhältnis aus Reθ und Reθt durch die produzierte Wirbelviskosität (und deren
Ein�uss auf integrale Grenzschichtgröÿen) in der Transitionszone wieder unter 1 abfällt
(hier aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht gezeigt). Ist unter diesen Umständen der
Wert µt/µ zu gering, wird der Destruktionsterm aktiv und zerstört bereits produziertes
γ. Die zweite Methode, die eine integrierende Gleichung verwendet (Gl. 3.47), wurde
im Hinblick auf Fälle mit tiefen Reynolds-Zahlen entworfen und enthält eine direkte
Kopplung der Produktion der transportierten Länge und µt/µ. Sobald ein bestimmtes
Maÿ an Wirbelviskosität produziert wurde, bleibt der Wert der integrierten Gröÿe und
damit γ hoch, womit das Turbulenzmodell weiterhin aktiv bleibt. Beschriebenes ist in
Abb. 4.12 (links unten) zu erkennen: Der mit 4 Gl. k gekennzeichnete γ-Verlauf steigt
am Transition-Onset-Punkt auf 1 und bleibt stromab konstant.

Im weiteren Verlauf soll das kompressible 4-Gleichungsmodell mit den Galilei-invarianten
3- und 1-Gleichungsmodellen mit besonderem Blick auf den Transitionsbereich verglichen
werden. Das 3- sowie 1-Gleichungsmodell verwenden eine vollständig lokale γ-Gleichung
und verzichten folglich auf wandnormale Kommunikation. In Kombination mit dem ver-
zögert produzierenden Turbulenzmodell ergibt sich trotz korrekt vorhergesagter Transi-
tionsposition kein sinnvoller Transitionsbereich. Deshalb wird für die Galilei-Invarianten
3- und 1-Gleichungsmodelle ein zusätzlicher Anfachungsterm verwendet, der eine stär-
kere Turbulenzproduktion ermöglicht.
Abb. 4.13 zeigt für das 4-Gleichungsmodell, dass (wie bereits anhand von Abb. 4.12,
links unten diskutiert) die berechnete Transitionsposition in sehr guter Übereinstim-

17D.h. ein nicht-quanti�zierbarer räumlicher Versatz zwischen der berechneten, aus dem Kriterium
resultierenden Transition-Onset-Position und der tatsächlich gesetzten Position, ab der das Turbu-
lenzmodell aktiv wird.
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mung mit der experimentellen Transition-Onset-Position vorhergesagt wird (vertikale
gestrichelte Linie in Abb. 4.13, links). Der in Abb. 4.12 (links unten) dargestellte Ver-
lauf der γ-Lösung, die aus der integrierten Länge l̃γ berechnet wurde, zeigt, dass ab
dieser Position das Turbulenzmodell über die gesamte Grenzschicht aktiv ist. Dennoch
ist die Turbulenzproduktion deutlich verzögert und der cf -Verlauf indiziert, dass insbe-
sondere die Position abgeschlossener Transition zu weit stromab im Vergleich zu den
experimentellen Daten liegt. Da die γ-Feldlösung in wandnormaler Richtung konstant
ist, hängt diese Beobachtung mit dem verzögerten Produktionsverhalten des Turbulenz-
modells zusammen und verdeutlicht, dass für Testfälle bei niedrigen Reynolds-Zahlen
eine gute Vorhersage der Transition-Onset-Position für eine physikalische Modellierung
des Transitionsbereiches nicht ausreichend ist (ähnlich wie bei laminarer Ablösung bzw.
ablösungsinduzierter Transition).
Das 3-Gleichungsmodell zeigt die beste Übereinstimmung mit den experimentellen Po-
sitionen beginnender und abgeschlossener Transition, da hier der Zusatzterm zu einer
starken Turbulenzproduktion führt. Das 1-Gleichungsmodell liegt deutlich stromab, da
das Kriterium durch die Verwendung des lokalen Druckgradientenparameters einen höhe-
ren Schwellwert Reθt ergibt: Der lokale Druckgradient im Transitionsbereich ist schwach
(siehe Abb. 4.13, rechts) und Konvektionse�ekte des stromauf liegenden Bereiches star-
ken Gegendruckes werden nur durch den gemittelten Parameter berücksichtigt. Eine
zusätzliche, detaillierte Analyse dieses Testfalls ist in Abschnitt 4.4.2 anhand des vollen
Rotors gegeben.

4.1.3 NACA642 A015-Pro�l

Das NACA642 A015-Pro�l stellt einen Testfall im hohen Reynolds-ZahlenbereichRec/107

∈ [1; 4] (im Folgenden nur als Re bezeichnet) bei Mach-Zahlen im Intervall Ma ∈
[0, 08; 0, 3] bereit. Der Turbulenzgrad variiert in Abhängigkeit der Mach-Zahl: Tu ∈
[0, 01%; 0, 04%]. Die Experimente fanden im Low-Turbulence Pressure Tunnel der NASA
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statt (Boltz et al. 1960b). Die Transition wurde unter Verwendung kleiner Mikrophone
bestimmt. Zusätzlich liegen Druckdaten vor.
Krimmelbein (2021) approximiert den Zusammenhang zwischen Mach-Zahl und kriti-
schem N -Faktor, basierend auf Daten aus Boltz et al. (1960a), mit folgender linearer
Gleichung:

Nt = −11 Ma+ 13, 5. (4.4)

Unter Verwendung der Korrelation von Mack (Gl. 2.21) ergibt sich der Turbulenzgrad.
Die Mach-Zahl kann bei gegebener Reynolds-Zahl folgendermaÿen berechnet werden
(Krimmelbein 2021): Da in Boltz et al. (1960b) keine Angaben zur Temperatur gemacht
sind, sei hier T = 300K angenommen. Die dynamische Viskosität ergibt sich so aus
dem Sutherland'schen Gesetz: µ = f(T ). Zur Bestimmung der Dichte ρ lässt sich unter
Verwendung von ptot = 515038, 35Pa (Boltz et al. 1960b) und dem idealen Gasgesetz
die folgende quadratische Gleichung umstellen und lösen: ptot = p + 1/2ρu2

∞. Die Ge-
schwindigkeit u∞ folgt nun aus der Reynolds-Zahl Re.
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Abbildung 4.14: Druckbeiwert cp für alle Transitionsmodelle im Vergleich zu experimen-
tellen Daten von Boltz et al. (1960b) für die Anstellwinkel α = 0◦

(mit Rec1/106 ≈ 40, Rec2/106 ≈ 25, Rec3/106 ≈ 16); α = 0, 5◦ (mit
Rec1/106 ≈ 32, Rec2/106 ≈ 20, 5, Rec3/106 ≈ 12, 7) sowie α = 1◦ (mit
Rec1/106 ≈ 27, Rec2/106 ≈ 17, 7, Rec3/106 ≈ 11, 6)

Für den Anstellwinkel wurde, um E�ekte durch Windkanalwände auszugleichen, die fol-
gende Anstellwinkelkorrektur angewendet: αkorr = α−0, 25◦+∆α, wobei ∆α leichte wei-
tere Anpassungen beinhaltet, sodass αkorr(α = 0◦) = −0, 25◦, αkorr(α = 0, 5◦) = 0, 245◦

und αkorr(α = 1◦) = 0, 69◦. So wird, wie in Abb. 4.14 gezeigt, eine sehr gute Über-
einstimmung mit experimentellen cp-Daten erreicht. Eine Variation der Reynolds-Zahl
(und damit der Grenzschichtdicke) hat im betrachteten Reynolds-Zahlenbereich einen
erwartungsgemäÿ geringen Ein�uss auf die Druckverteilung. Stromauf der Saugspitze
wird für alle Modelle und Winkel eine ähnlich gute Übereinstimmung erreicht. Stromab
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unterschätzt die Simulation die Werte von cp geringfügig. Dieser Versatz kann als ver-
nachlässigbar eingestuft werden, da Transition ohnehin im beschleunigten Bereich statt-
�ndet, womit die leichte Abweichung stromab der Saugspitze nahezu keinen Ein�uss auf
die Vorhersage der Position beginnender Transition hat.
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Abbildung 4.15: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten von Boltz
et al. (1960b) für verschiedene Anstellwinkel und Reynolds-Zahlen

In Abb. 4.15 sind die Ergebnisse für drei Anstellwinkel gezeigt. Für alle Winkel wird die
Reynolds-Zahl erhöht bis Transition nahe der Vorderkante auftritt. Neben der Reynolds-
Zahl variiert auch die Mach-Zahl, die mit gröÿer werdender Reynolds-Zahl ebenfalls
ansteigt, und der davon abhängige Turbulenzgrad (Zusammenhang einleitend beschrie-
ben). Die in Boltz et al. (1960b) verwendete Messmethode funktioniert derart, dass die,
in Abb. 4.15 zu sehenden, stromau�iegenden Linien jeweils Positionen angeben, an denen
die Strömung noch laminar ist. Die stromabliegenden Linien kennzeichnen eine bereits
turbulente Strömung. D.h. Transition vom laminaren in den turbulenten Zustand �ndet
zwischen diesen Linien statt.
Für den Anstellwinkel von α = 0◦ (Abb. 4.15, links oben) ist erkennbar, dass das Galilei-
invariante 3-Gleichungsmodell die beste Übereinstimmung mit den experimentellen Da-
ten aufweist und abgesehen von Re/106 ≈ 40 zwischen den besagten experimentellen
Positionen liegt. Zusätzlich wird der qualitative Verlauf inkl. Stromaufknick der expe-
rimentellen Transitionslinie zwischen Re/106 ∈ [22; 25] sehr gut wiedergegeben. Das
kompressible 4-Gleichungsmodell liegt näherungsweise auf den laminaren experimentel-
len Daten und damit mutmaÿlich geringfügig zu weit stromauf. Das 1-Gleichungsmodell
unterschätzt infolge der fehlenden Mittelung den Ein�uss des negativen Druckgradien-
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Abbildung 4.16: Vergleich der Transitionsmodelle mit Ergebnissen lokaler, linearer Sta-
bilitätstheorie und der eN -Methode aus Ströer et al. (2020b)

ten und liegt etwas weiter stromauf aber immer noch in guter Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten.
Für α = 0, 5◦ (Abb. 4.15, links unten) ergibt sich von stromab nach stromauf eine
ähnliche Verteilung, wobei das Galilei-invariante 3-Gleichungsmodell in einem kleinen
Reynolds-Zahlenbereich geringfügig stromab liegt. Das kompressible 4-Gleichungsmodell
liegt etwas weiter stromauf und damit in sehr guter Übereinstimmung mit dem Expe-
riment. Beide Modelle unterschätzen den Stromaufsprung der experimentellen Transiti-
onslinie bei Re/106 ≈ 17 und geben diesen als zu gering wieder. Das 1-Gleichungsmodell
gibt die Verschiebung in xtr bzw. xt nach stromauf am besten wieder, liegt aber insge-
samt leicht zu weit stromauf. In Abb. 4.16 sind zusätzlich Vergleiche mit Ergebnissen
der lokalen linearen Stabilitätstheorie und der eN -Methode (aus Ströer et al. 2020b)
gezeigt. Es ist für alle Fälle erkennbar, dass die Modelle in guter Übereinstimmung mit
diesen Ergebnissen liegen, aber auch die LST + eN -Lösung den besagten Sprung nicht
wiedergibt.
Für α = 1◦ (Abb. 4.15, rechts unten) wiederholt sich für α = 0, 5◦ Beschriebenes, wobei
das 1-Gleichungsmodell weiter stromauf der Experimente liegt. Die beste Übereinstim-
mung zeigt das Galilei-invariante 3-Gleichungsmodell. Der Stromaufknick der Transi-
tionslinie wird jedoch erst bei höheren Reynolds-Zahlen vorhergesagt, was dazu führt,
dass das Ergebnis für Re/106 ≈ 20 geringfügig zu weit stromab liegt.
Zusammenfassend ergibt sich für alle Modelle eine sehr gute Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Die Ergebnisse der Galilei-invarianten Modelle können die Qua-

89



4.1 Schwach-kompressible Testfälle

lität des vollen Modells erhalten und zeigen keine Einschränkungen in der Vorhersage.

4.1.4 Ablösungsinduzierte Transition - Eppler 387-Pro�l
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Abbildung 4.17: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten (McGhee
et al. 1988) anhand von cf - und cp-Verläufen für verschiedene Anstell-
winkel bei einer Reynolds-Zahl von Rec = 2× 105

Das Eppler 387-Pro�l stellt einen Testfall dar, der die Analyse der Transition bei la-
minar abgelösten Strömungen im tiefen Reynolds-Zahlenbereich Rec = O(105) ermög-
licht und zusätzlich Fälle bietet, bei denen der laminar-turbulente Übergang im besag-
ten Reynolds-Zahlenbereich über TS-Instabilitäten auftritt. Experimente wurden von
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McGhee et al. (1988) im Langly Low-Turbulence Pressure-Windkanal durchgeführt. Die
hier nachgerechneten Fälle sind bei Reynolds-Zahlen Rec/105 ∈ {2; 3} und Mach-Zahlen
Ma∞ ∈ {0, 06; 0, 09} vermessen worden. Als Turbulenzgrad wird Tu = 0, 04% verwendet
(cf. McGhee et al. 1988). Ablöse-, Wiederanlege- und (im TS-Fall) Transitionspositio-
nen wurden über einen auf die Ober�äche des Pro�ls aufgebrachten Öl�lm detektiert.
D.h. für anliegende Strömungen, bei denen natürliche Transition statt�ndet, ist nicht
unmittelbar eindeutig, ob es sich um eine Transition-Onset-, Transition-End -Position
oder etwas dazwischen handelt: Die Messtechnik basiert auf dem Prinzip, dass das Öl in
turbulenten Bereichen durch den Anstieg der Wandschubspannung schneller transpor-
tiert wird. Die Messung kann somit am wahrscheinlichsten als eine Position nahe dem
Ort abgeschlossener Transition (Transition-End -Position) aufgefasst werden. Für den
Fall, dass Transition über eine laminare Ablöseblase statt�ndet, sind die Ablöse- und
Wiederanlegepositionen gegeben und es kann folglich nur eine implizite Aussage über
eine Transitionsposition innerhalb der Blase gemacht werden.
Für eine korrekte Vorhersage des cf -Verlaufs im Falle ablösungsinduzierter Transiti-
on müssen in einem RANS-Verfahren, das mit einem Wirbelviskositätsturbulenzmodell
verwendet wird, zwei wichtige Ein�üsse unterschieden und in der Modellierung berück-
sichtigt werden:

� Transition �ndet statt, nachdem die Strömung laminar ablöst. D.h. die Transiti-
onsposition liegt in der Region konstanten Druckes. Ein elementarer Bestandteil
ist somit die korrekte Vorhersage der Position beginnender Transition innerhalb
der Ablöseblase, da ab diesem Ort Wirbelviskosität produziert wird.

� Da gemeinhin bekannt ist (vgl. bspw. Bernardos et al. 2019), dass das Produkti-
onsverhalten einiger Turbulenzmodelle für abgelöste Strömungen zu schwach ist,
ist eine verstärkte Gewichtung der Produktion notwendig, die zu einem direkten
Schlieÿen der Ablöseblase und einer schnellen Druckrückgewinnung führen. So er-
geben sich die, für solche Fälle typischen, cp- und cf -Verläufe (vgl. Abb. 2.3).

In den Abbildungen 4.17 und 4.18 sind cf - und cp-Ergebnisse für die Reynolds-Zahlen
Rec = 2× 105 und Rec = 3× 105 im Vergleich zu experimentellen Daten gezeigt. Neben,
in den Abbildungen durch vertikale Linien gekennzeichneten, experimentellen Ablöse-,
Wiederanlege- und (im TS-Fall) Transitionspositionen sind experimentelle cp-Daten ge-
geben. Zu dem kompressiblen 4-Gleichungsmodell mit und ohne Erweiterung um das
Gleyzes-Kriterium werden hier die Galilei-invarianten 3- und 1-Gleichungsmodelle ver-
glichen.

Analyse des 3- und 1-Gleichungsmodells

Für die Galilei-invarianten Modelle ist in den Abbildungen 4.17 und 4.18 zu erkennen,
dass im Falle einer abgelösten Strömung beide Modelle sehr ähnliche Ergebnisse liefern,
die sich mit steigendem Anstellwinkel leicht unterscheiden. Die cf -Verläufe für die Winkel
α ∈ {0◦; 2◦; 4◦; 5◦} bei Rec = 2 × 105 zeigen für beide Modelle eine sehr gute Überein-
stimmung mit der experimentellen Wiederanlegeposition. Auch die cp-Verläufe werden in
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Abbildung 4.18: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten (McGhee
et al. 1988) anhand von cf - und cp-Verläufen für verschiedene Anstell-
winkel bei einer Reynolds-Zahl von Rec = 3× 105

sehr guter Übereinstimmung wiedergegeben. Tendenziell ist anhand der experimentellen
cp-Daten zu erkennen, dass die Region konstanten Druckes räumlich etwas zu kurz ist,
also die Transitionsposition geringfügig zu weit stromauf zu liegen scheint. Bei einer wei-
ter stromab liegenden Transitionsposition wäre es dann in Folge erforderlich, eine noch
stärkere Turbulenzproduktion zu erzwingen, um ein schnelles Schlieÿen der Blase zu
gewährleisten. Das würde zusätzlich das cp-Level im Bereich konstanten Druckes leicht
absenken und zu einer noch besseren Übereinstimmung mit den experimentellen Daten
führen. Mit steigendem Anstellwinkel wird die Region konstanten Druckes immer besser
getro�en. Die über den Zusatzterm Gl. 3.95 verstärkte Turbulenzproduktion führt für die
Galilei-invarianten Modelle zu einer deutlich besseren Vorhersage der Wiederanlegeposi-
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tion, sodass die Ablöseblase in guter Übereinstimmung zum Experiment wiedergegeben
wird. Die experimentellen Daten deuten darauf hin, dass eine noch stärkere Turbulenz-
produktion für eine bessere Übereinstimmung nötig wäre. In diesem Fall würde die Blase
schneller schlieÿen, was zu einer sich nach stromauf verschiebenden Wiederanlegeposi-
tion und einer noch schnelleren Druckrückgewinnung führen würde. Bei einem Winkel
von α = 8◦ ist zu erkennen, dass es zu natürlicher Transition kommt. Alle betrachteten
Modelle sagen TS-Transition vorher und führen zu einer sinnvollen Transitionslage. Das
4-Gleichungsmodell liegt hier unter der Annahme, dass die Messungen einer Position na-
he der Position abgeschlossener Transition entsprechen, in bester Übereinstimmung. Das
3-Gleichungsmodell liegt leicht stromauf und das 1-Gleichungsmodell leicht stromab.
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Abbildung 4.19: Ein�uss des Zusatzterms γ∇p (Gl. 3.95) für ablösungsinduzierte Tran-
sition bei Anstellwinkeln α = 0◦ (links oben) und α = 2◦ (rechts oben)
inklusive des γeff -Verlaufes und Stromlinienplots für α = 0◦ (links und
rechts unten)

Für eine Reynolds-Zahl von Rec = 3 × 105 ist in Abb. 4.18 zu beobachten, dass die
Modelle für die Winkel α ∈ [0◦; 6◦] noch näher am Experiment liegen, da hier die Region
konstanten Druckes besser wiedergegeben wird. Das hängt vermutlich mit einer besse-
ren Vorhersage der Transitionsposition zusammen, die weiter stromab zu liegen scheint.
Die Druckrückgewinnung wirkt hingegen geringfügig zu schwach. Insgesamt werden die
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experimentelle Wiederanlegeposition und der cp-Verlauf dennoch in guter Übereinstim-
mung getro�en. Ab einem Winkel von α = 7◦ kommt es zu natürlicher Transition. Bei
α = 6, 5◦ ist die Ablöseblase laut Experiment sehr klein und auch im Druckverlauf nur
schwach ausgeprägt. Diesen Zustand zwischen natürlicher Transition und laminarer Ab-
lösung sagt keines der Modelle korrekt vorher: Das 3-Gleichungsmodell liegt stromauf
und detektiert TS-Transition nahe der Ablösung (minimaler cf -Wert nahe 0), wohin-
gegen das 1- und das 4-Gleichungsmodell deutlich zu groÿe Ablöseblasen vorhersagen.
D.h. für das 1-Gleichungsmodell, dass erstens die Position beginnender Transition zu
weit stromab detektiert wird und zweitens die Ablöseblase zu spät schlieÿt. Beschriebe-
nes kann auch anhand der experimentellen Druckverteilung analysiert werden, die auf
eine sehr kleine Ablöseblase hindeutet.
In Abb. 4.19 ist für Rec = 3 × 105 und zwei Anstellwinkel gezeigt, wie der Zusatzterm
γ∇p (Gl. 3.95) im Falle der Transition über eine laminare Ablöseblase funktioniert. Er-
wartungsgemäÿ liegen für beide Modelle die Wiederanlegepositionen der Rechnungen
ohne Zusatzterm stromab der Ergebnisse mit Zusatzterm, da die Ablöseblase erst wei-
ter stromab schlieÿt. Abb. 4.19 (links unten) zeigt zusätzlich den Verlauf der Variablen
γeff an der Stelle ywR. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass Werte von γeff ≈ 1 bei
y = ywR nicht bedeuten, dass auch in Wandnähe (d.h. y < ywR) γeff ≈ 1 gilt. D.h. die
e�ektive Transitionsposition liegt stromab des hier zu sehenden Sprungs auf ≈ 1. Bei
einem entsprechend starken Gegendruck ist zu erkennen, dass γeff > 1 wird, wodurch
über das übliche Maÿ hinaus Turbulenz produziert wird und cf deutlich stärker ansteigt.
Beschriebenes ist zusätzlich anhand von Stromlinien in Abb. 4.19 (rechts unten) für das
1-Gleichungsmodell bei einem Anstellwinkel von α = 0◦ visualisiert. Für α = 2◦ (Abb.
4.19, rechts oben) gilt ähnliches. Beide Winkel zeigen, dass durch die verstärkte Pro-
duktion die Wiederanlegeposition besser getro�en und die Übereinstimmung mit den
experimentellen cp-Daten durch die schnellere Druckrückgewinnung besser ist. Wie be-
reits erörtert, ist auch hier zu sehen, dass eine noch bessere Übereinstimmung durch eine
stromabliegende Transitionsposition und eine infolge noch stärkere Turbulenzproduktion
erreicht würde.

Analyse der 4-Gleichungsmodelle

Für die 4-Gleichungsmodelle ist für beide Reynolds-Zahlen zu erkennen, dass die Wieder-
anlegeposition relativ weit stromab der Experimente liegt. Das hängt damit zusammen,
dass keine zusätzliche Gewichtung der Produktionsterme des Turbulenzmodells verwen-
det wird. Die Produktion ist dadurch, wie bereits erörtert, zu schwach, um eine bessere
Übereinstimmung der Wiederanlegepunkte zu erreichen. Daher soll für die 4-Gleichungs-
modelle im Folgenden nur die reine Transitionsvorhersage beurteilt werden. Ein Nebenef-
fekt dieses Vorgehens ist, dass die Rechnungen aufgrund spät schlieÿender Ablöseblasen
insbesondere für das Modell inklusive Gleyzes-Kriterium numerisch oft weniger stabil
sind, weswegen für höhere Anstellwinkel keine Lösungen für das Gleyzes-Kriterium ge-
zeigt werden.
Die reine Transitionsposition ist schwer getrennt vom gesamten cf -Verlauf zu beurteilen,
scheint aber für alle Winkel etwas stromab der Galilei-invarianten Modelle zu liegen,
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wodurch in vielen Fällen der Bereich konstanten Druckes im cp-Verlauf leicht besser
getro�en wird. Zusätzlich ist zu beobachten, dass die Simulationen mit Anstellwinkeln,
bei denen TS-Transition auftritt, in guter Nähe zum Experiment wiedergeben werden.
Es ist anhand der Abbildungen 4.17 und 4.18 zu erkennen, dass die laminare Ablöse-
position für alle Fälle und alle betrachteten Modelle in ähnlich guter Übereinstimmung
vorhergesagt wird. Leichte Unterschiede und Abweichungen kommen durch die unter-
schiedlichen Längen der Ablöseblasen zustande, die die Druckverteilung auch stromauf
der laminaren Ablöseposition beein�ussen.

4-Gleichungsmodell inklusive Gleyzes-Kriterium
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Abbildung 4.20: Approximation des Formfaktors für abgelöste Strömungen (links) und
Ein�uss auf das Transitionskriterium inkl. des Gleyzes-Kriteriums
(rechts oben) sowie auf die Wiederanlegeposition (rechts unten)

Die Wirkungsweise des um das Gleyzes-Kriterium erweiterten 4-Gleichungsmodells ist in
Abb. 4.20 inklusive weiterer Details visualisiert. In Abb. 4.20 (rechts oben) ist zu erken-
nen, dass Reθt für das nicht-erweiterte 4-Gleichungsmodell im starken Gegendruckbe-
reich schnell abfällt. Bei Zuschalten des Gleyzes-Kriteriums wird ab einem bestimmten
Formfaktor (d.h. bei entsprechend starkem Gegendruck) ein Zusatzterm aktiviert, der
den Wert von Reθt in Abhängigkeit des approximierten Formfaktors erhöht (Abb. 4.20,
rechts oben, schwarze durchgezogene Linie). Zur Analyse dieses Verlaufes ist ein genaue-
rer Blick auf das Verhalten des approximierten Formfaktors für abgelöste Strömungen
erforderlich. Wie Abb. 4.20 (links) zeigt, steigt der analytische Formfaktor, sobald die
Strömung ablöst, stark an. Dieser Verlauf soll mit den lokal approximierten Formfaktoren
auf Basis des neuen Druckgradientenparameters λv und des auf der Impulsverlustdicke θ
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4.2 Kompressible Testfälle

basierenden Druckgradientenparameters λθ verglichen werden. Für beide Formfaktoren
ist im anliegenden Bereich eine sehr gute Übereinstimmung zu erkennen. Für die ab-
gelöste Strömung weichen beide stark ab, wobei H12(λθ) den tatsächlichen Formfaktor
über- und H12(λv) den Wert unterschätzt. Entsprechend verhalten sich auch die Verläufe
für Reθt, wobei die Unterschätzung (H12(λv)) zu einem unerwünschten plötzlichen Ab-
fall von Reθt und einem dem ursprünglichen Modell sehr ähnlichem cf - Verlauf (s. Abb.
4.20, rechts unten) führt. Eine Verwendung von H12(λθ) inklusive einer Limitierung des
überschätzten Formfaktors hält den Wert von Reθt wie gefordert konstant (Abb. 4.20,
rechts oben). Die Limitierung verhindert eine Destabilisierung durch eine zu weit stromab
liegende Transition-Onset-Position.
Obwohl das Grundprinzip funktioniert und der Wert von Reθt bei entsprechendem Ge-
gendruckgradienten deutlich erhöht wird, zeigen sich für alle Varianten in Summe nur
sehr geringe Unterschiede in der �nalen Transitionsposition bzw. im cf -Verlauf. Es kann
tendenziell beobachtet werden, dass bei Verwendung des Gleyzes-Kriteriums die Ablöse-
blase in den meisten Fällen aufgrund der nach stromab verschobenen Transitionsposition
etwas weiter stromab schlieÿt und die Region konstanten Druckes länger wird. Insgesamt
liegt für diesen Testfall aber bereits die Modellvariante ohne Gleyzes-Kriterium in gu-
ter Übereinstimmung mit den experimentellen Daten (vgl. Abbildungen 4.17 und 4.18),
sodass aus anwendungsorientierter Sicht keine weitere Anpassung notwendig scheint.
Da das Modell ohnehin sensitiv auf starke Gegendruckgradienten reagiert, ist der Ein-
�uss im �nalen Ergebnis so gering, dass die gesteigerte Komplexität nicht gerechtfer-
tigt werden kann. Ferner führt die Verwendung des Zusatzkriteriums zu einer weiteren
viskosen/nicht-viskosen Kopplung, die die Stabilität der Lösung negativ beein�usst. Da-
her soll das Gleyzes-Kriterium, obwohl die Anbindung an das 4-Gleichungsmodell als
erfolgreich eingestuft wird, im Folgenden nicht weiter verwendet und betrachtet werden.

4.2 Kompressible Testfälle

Das 4-Gleichungsmodell sieht in seiner ursprünglichen Form keine Berücksichtigung von
Kompressibilitätse�ekten vor und wurde entsprechend erweitert. Im Folgenden sollen
zwei Testfälle vorgestellt werden, die die kompressible Modellvariante mit dem ursprüng-
lichen inkompressiblen Modell vergleichen.
Die Physik der laminar-turbulenten Transition für Strömungen hoher Mach-Zahl mit
besonderem Fokus auf Ergebnissen der Stabilitätstheorie ist in Abschnitt 2.5 dargelegt.
In Abschnitt 2.6 sind Methoden der Transitionsvorhersage für kompressible Strömungen
zu �nden. Grundsätzlich gilt dabei, dass der Ein�uss einer Mach-Zahlerhöhung im be-
trachteten Bereich als stabilisierend eingestuft werden kann. In Abb. 4.21 (rechts) ist das
kompressible AHD-Kriterium für den Fall einer (konstant) verzögerten, unbeschleunigten
und einer beschleunigten Strömung zu sehen. D.h. die Abbildung zeigt Stabilitätsergeb-
nisse für laminare Falkner-Skan-Lösungen bei verschiedenen konstanten Druckgradienten
λθ = λθ: Für die verzögerte Falkner-Skan-Lösung (λθ < 0) ist zu sehen, dass ein Vergleich
von Reθt(Mae → 0) mit Reθt(Mae > 0, 3) zu einer verhältnismäÿig geringen Erhöhung
des Wertes von Reθt führt. Der Ein�uss steigt jedoch für beschleunigte Strömungen und
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Abbildung 4.21: Laminare Lösung des kompressiblen 4-Gleichungsmodells für die ebe-
ne Platte (links) und kompressibles AHD-Kriterium in Abhängigkeit
der Mach-Zahl am Grenzschichtrand für verschiedene Druckgradienten
(rechts); Abbildung aus Ströer et al. (2020a)

scheint dort selbst im niedrigen transsonischen Bereich nicht vernachlässigbar zu sein
(λθ > 0).
Für eine Veri�kation der kompressiblen Modi�kation sind in 4.21 (links) Ergebnisse für
die (laminare) ebene Platte gezeigt. Für alle Gröÿen ist zu erkennen, dass sich eine sehr
gute Übereinstimmung mit der analytischen Referenzlösung ergibt. Diese Beobachtung
ist erwartungsgemäÿ, da die im Rahmen der Modellierung verwendeten Approximatio-
nen integraler Grenzschichtgröÿen unter der Annahme von Selbstähnlichkeit entwickelt
wurden.

4.2.1 NLR 7301-Pro�l

Das NLR 7301-Pro�l ist ein superkritisches Pro�l, das von Zwaaneveld (1979) für einen
Mach-Zahlenbereich von Ma∞ ∈ [0, 3; 0, 825] und einem Reynolds-Zahlenbereich von
Rec/106 ∈ [1, 1; 2, 3] vermessen wurde. In Anlehnung an Fehrs (2017) wird eine Anstell-
winkelkorrektur verwendet, um eine gute Übereinstimmung mit experimentellen Druck-
daten zu erreichen. Die verwendeten Strömungsbedingungen inkl. des innerhalb der Si-

Rec/106 1, 1 1, 7 1, 9 2 2, 1 2, 2 2, 2 2, 2 2, 3 2, 3
Ma∞ 0, 299 0, 502 0, 599 0, 649 0, 699 0, 724 0, 747 0, 774 0, 8 0, 825
Tu [%] 0, 05 0, 095 0, 126 0, 138 0, 149 0, 153 0, 158 0, 159 0, 16 0, 155
α [◦] 0, 78 0, 58 0, 52 0, 48 0, 4 0, 3 0, 41 0, 75 1, 2 1, 2

Tabelle 4.3: Strömungsbedingungen für den NLR 7301-Testfall aus Fehrs (2017)
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4.2 Kompressible Testfälle

mulation verwendeten Anstellwinkels sind Tab. 4.3 zu entnehmen. Die Störumgebung im
Windkanal ist in Zwaaneveld (1979) durch Druckschwankungen gegeben. Fehrs (2017)
rechnet diese Schwankungen in Anlehnung an Michel und Froebel (1988) unter der An-
nahme ebener Schallwellen in Turbulenzgrade um, die in Tab. 4.3 gegeben sind.

In Abb. 4.22 sind Ergebnisse für die Druckseite (links) und die Saugseite (rechts) ge-
zeigt. Die stromau�iegende Transitionslinie ist dabei die auf dem cf -Verlauf basierende
Position beginnender Transition und die stromab liegende Linie die Position abgeschlos-
sener Transition. Für die experimentellen Daten ist nicht gegeben, um welche Position
innerhalb der Transition es sich handelt. Die Verwendung von Visualisierungsmetho-
den auf der Ober�äche deutet darauf hin, dass für eine Sichtbarmachung der Transition
ein entsprechender cf -Anstieg vorhanden gewesen sein muss. D.h. die experimentelle
Transitionslinie entspricht vermutlich einer Position stromab der Position beginnender
Transition.
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Abbildung 4.22: Vergleich der inkompressiblen mit der kompressiblen Modellvariante
des 4-Gleichungsmodells für eine Variation der Mach-Zahl; stromauf-
liegende Transitionslinien sind aus cf extrahierte Punkte beginnender,
stromabliegende abgeschlossener Transition

Insgesamt zeigt Abb. 4.22 (links), dass beide Modelle für die Saugseite eine sehr gute
Übereinstimmung mit den experimentellen Daten aufweisen und beide den Sprung der
Transitionsposition nach stromab zwischen 0, 7 < Ma∞ < 0, 8 vorhersagen. Insgesamt
wird der qualitative Verlauf der experimentellen Daten so sehr gut wiedergegeben. Für
die Druckseite liegt ebenfalls eine gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten
vor. Hier liegen einige Punkte des Experiments jedoch näher an den Positionen begin-
nender Transition, sodass die berechnete Transitionslinie vermutlich geringfügig zu weit
stromab liegt.
Zusätzlich wurde die Zuström-Mach-Zahl bis Ma∞ = 1, 4 erhöht. Auch wenn für diesen
Bereich keine experimentellen Daten vorliegen, kann geschlussfolgert werden, dass die
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4.2 Kompressible Testfälle

Stromabverschiebung der Transitionsposition für hohe Mach-Zahlen physikalisch sinnvoll
scheint und das Modell prinzipiell in der Lage ist, auch für diesen Mach-Zahlbereich eine
Transitionsposition zu berechnen. Da für das zugrundeliegende Kriterium eine maximale
Mach-Zahl von 1, 6 angegeben ist, wird die Einström-Mach-Zahl für das Transitionsmo-
dell auf 1 limitiert, da beachtet werden muss, dass die Mach-Zahl am Grenzschichtrand
Mae deutlich höhere Werte als Ma∞ annehmen kann.
Zwischen der inkompressiblen und der kompressiblen Modellvariante kann in allen Fällen
nahezu kein Unterschied in den Transitionslinien beobachtet werden. Obwohl die Werte
von Reθt gerade für die höheren Mach-Zahlen merkbar unterschiedlich sind (Abb. 4.23,
links), ergeben sich sehr ähnliche Positionen beginnender und infolge auch abgeschlosse-
ner Transition. Das hängt mit der einleitend beschriebenen Beobachtung zusammen, dass
Transition bei moderaten Reynolds-Zahlen oft stromab der Saugspitze statt�ndet. Be-
schriebenes ist in Abb. 4.23 (links, rote und schwarze durchgezogene Linien) visualisiert.
Obwohl die Werte für Reθt stark unterschiedlich sind, d.h. der Wert für die kompressible
Variante (rote Linie) deutlich höher liegt, �ndet Transition an bzw. leicht stromab des
Druckminimums statt. Stromauf der Saugspitze ist der Wert von Reθ (gestichelte Lini-
en) so tief, dass weder der kompressible noch der inkompressible Schwellwert Reθt zur
Transition führt. Erst ab der Saugspitze steigt Reθ und fällt Reθt so stark, dass sofort
Transition detektiert wird und der Wert von Reθt stromab dieser Position nahezu keinen
Ein�uss mehr hat. D.h. für diesen Fall dominieren die Drucke�ekte und bestimmen so,
an welcher Position Transition vorhergesagt wird.
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Abbildung 4.23: Vergleich der Transitionsvorhersage für zwei Reynolds-Zahlen Rec =
2, 3 × 106 (links) und Rec = 15 × 106 (rechts) unter Verwendung
der kompressiblen (4 Gl. k γ) und der inkompressilen (4 Gl. γ)
4-Gleichungsmodellvarianten (Reθt-Verlauf für das inkomp. Modell
stromab der Transitionsposition aus Übersichtlichkeitsgründen künst-
lich auf 0 gesetzt)

Diese wichtige Erkenntnis kann verwendet werden, um einen Fall zu konstruieren, für
den eine Kompressibilitätskorrektur unabdingbar wird. Dieser Fall ist bereits einleitend
beschrieben und hat besondere praktische Relevanz. Für hohe Reynolds-Zahlen, wie sie
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4.2 Kompressible Testfälle

bspw. für Transport�ugzeuge wichtig sind, �ndet Transition oft im beschleunigten Be-
reich statt. Der Wert von Reθ ist hier oftmals hoch genug, wodurch die Sensitivität der
Transition-Onset-Position bzgl. der Werte von Reθt deutlich gröÿer ist. Dieser Fall ist in
Abb. 4.23 (rechts) künstlich herbeigeführt. Die Reynolds-Zahl wurde auf Rec = 15×106

erhöht, was im Vergleich zu Abb. 4.23 (links) zu einem deutlich stärkeren Anstieg von
Reθ führt. Da sich durch die veränderte Reynolds-Zahl eine sehr ähnliche Druckvertei-
lung ergibt (Auswirkung der veränderten Grenzschichtdicke auf cp für diese Betrachtung
vernachlässigbar), sind bei unverändertem Turbulenzgrad auch die Verläufe von Reθt
sehr ähnlich. D.h. für den vorliegenden Fall tritt unter Verwendung des inkompressiblen
Modells nun Transition nahe der Vorderkante auf. Im Gegensatz dazu führt das erhöhte
Reθt des kompressiblen Modells dazu, dass Transition erst weit stromab statt�ndet.

Es konnte somit ein Fall konstruiert werden, für den die Kompressibilitätserweiterung
signi�kant andere Ergebnisse liefert und die inkompressible Variante die Stabilität der
Strömung deutlich unterschätzen könnte. Diese Fälle liegen typischerweise vor, wenn der
Wert von Reθ so hoch ist, dass das inkompressible Modell Transition im beschleunigten
Bereich detektiert. Insgesamt kann somit geschlussfolgert werden, dass eine Kompressibi-
litätserweiterung insbesondere für Fälle mit hohen Reynolds-Zahlen, bei denen (zumin-
dest durch das inkompressible Modell) Transition im beschleunigten Bereich detektiert
wird, von groÿer Wichtigkeit sein kann. Für moderate Reynolds-Zahlen, bei denen Tran-
sition stromab der Saugspitze statt�ndet, dominieren oftmals Druckgradientene�ekte
und beide Modellvarianten führen zu sehr ähnlichen Ergebnissen.

4.2.2 CAST10-2-Pro�l

Das von Stanewsky und Zimmer (1980) entworfene CAST10-2-Pro�l stellt einen weiteren
Testfall zur Untersuchung der Kompressibilitätserweiterung dar. Das Pro�l wurde bei
einer Reynolds-Zahl von Rec = 2×106 und einer transsonischen Mach-Zahl Ma∞ = 0, 7
vermessen. Die Experimente wurden von Hebler et al. (2013) und Hebler (2013) im trans-
sonischen Windkanal Göttingen (DNW-TWG) unter Verwendung von Heiÿ�lmfolien zur
Transitionsmessung durchgeführt. Fehrs (2017) schlägt auf Basis von Turbulenzgradmes-
sungen im DNW-TWG (Meyer et al. 2011) einen Turbulenzgrad Tu = 0, 35% vor.

Die CFD-Simulationen werden in Anlehnung an Hebler et al. (2013) mit einer Mach-Zahl
und Anstellwinkelkorrektur durchgeführt, sodass Ma∞ = 0, 69 und ∆α = −0, 3◦. Abb.
4.24 (links) zeigt einen Vergleich der inkompressiblen mit der kompressiblen Modell-
variante des 4-Gleichungsmodells gegenüber experimentellen Daten. In Hebler (2013)
ist für die Position beginnender Transition ein Bereich angegeben, der in Abb. 4.24
(links) durch zwei Linien dargestellt ist. Es ist zu erkennen, dass beide Modelle qua-
litativ den Verlauf der experimentellen Daten wiedergeben und ab einem bestimmten
Anstellwinkel von einer Transitionsposition nahe der Vorderkante hin zu einer Position
nahe der Hinterkante springen. Diese Beobachtung kann anhand der für superkritische
Pro�le typischen Druckverteilung erklärt werden. In Abb. 4.24 (rechts) ist der cp-Verlauf
inklusive verschiedener Reθt-Verläufe für unterschiedliche Turbulenzgrade bei einem kon-
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stanten Anstellwinkel gezeigt. Es ist von stromauf nach stromab zu erkennen, dass die
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Abbildung 4.24: Variation des Anstellwinkels (links) und Analyse des Kriteriums in Ab-
hängigkeit des Turbulenzgrades (rechts)

Strömung zunächst beschleunigt (nicht zu sehen), dann verzögert, anschlieÿend wieder
beschleunigt und dann wieder verzögert wird. Durch diese Druckverteilung zeigt auch
Reθt qualitativ einen wellenförmigen Verlauf. Für die vorliegende Strömung ist es so,
dass Reθ und Reθt bei x/c ≈ 0, 34 einen ähnlichen Wert haben. So kommt es in Abhän-
gigkeit des Turbulenzgrades (siehe Variation Tu) bereits an dieser Position zur Tran-
sition oder die Strömung wird erneut beschleunigt, Reθt steigt wieder und Transition
wird deutlich stromab detektiert. Da in diesem Bereich, wie am Turbulenzgrad gezeigt,
die Transitionsvorhersage besonders sensitiv ist, ist dort auch der gröÿte Unterschied
zwischen der kompressiblen und der inkompressiblen Modellvariante zu erkennen: Das
kompressible Modell sagt eine stabilere laminare Grenzschicht in Form eines höheren
Reθt voraus, wodurch die Transition schon bei kleineren Winkeln stromab des ersten lo-
kalen cp-Minimums vorhergesagt wird. In den Bereichen α > 0◦ und α < −0, 5◦ ergeben
beide Varianten ähnliche Ergebnisse, da die Vorhersage hier primär durch Druckgradien-
ten getrieben ist (vgl. Analyse des NLR 7301-Pro�ls, Abschn. 4.2.1). Insgesamt ergeben
beide Modelle eine gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten, wobei die
Modellvariante mit Kompressibilitätserweiterung für α > 0◦ näher am Experiment liegt
und den Sprung in deutlich besserer Übereinstimmung vorhersagt.

4.2.3 Schlussfolgerungen Kompressibilität

Abschlieÿend sollen Schlussfolgerungen formuliert werden, unter welchen Bedingungen
Kompressibilitätse�ekte im transsonischen Bereich von Transitionsmodellen zu berück-
sichtigen sind:

� Für Transition im verzögerten Bereich (bei moderaten Reynolds-Zahlen) domi-
nieren Druckgradientene�ekte und der Ein�uss einer Kompressibilitätskorrektur
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ist in den meisten Fällen gering. Oftmals ist für solche Fälle zu beobachten, dass
sich der Wert für Reθt im stromau�iegenden, beschleunigten Bereich stark unter-
scheidet, Reθ (bei tiefen Reynolds-Zahlen) aber so tief ist, dass Transition erst im
verzögerten Bereich statt�ndet. Hier wird der Unterschied zwischen kompressibler
und inkompressibler Modellvariante durch den plötzlichen Gegendruck für beide
Modelle deutlich kleiner und Transition �ndet nahezu unabhängig vom Ein�uss
der Mach-Zahl auf das Kriterium stromab des Druckminimums statt.

� Detektiert das inkompressible Kriterium Transition im beschleunigten Bereich, ist
eine Kompressibilitätskorrektur oftmals unabdingbar, da eine Änderung im Wert
des Kriteriums einen groÿen Ein�uss haben kann. Dieser Fall ist aus anwendungs-
orientierter Sicht besonders wichtig, da Transition im beschleunigten Bereich oft
bei Strömungsbedingungen eines Transport�ugzeugs auftritt (d.h. Flug-Reynolds-
Zahlen und transsonische Anströmbedingungen).

� Wie am CAST10-2-Testfall gezeigt, kann die Berücksichtigung von Kompressibi-
litätse�ekten auÿerdem bei moderaten Reynolds-Zahlen für superkritische Pro�le
durch ihre typische Form wichtig werden.

4.3 3D-Testfälle

4.3.1 Rotationsellipsoid

Der von Kreplin et al. (1985) vermessene angestellte Rotationsellipsoid ist ein generi-
scher Testfall, der einer Flugzeugrumpfkon�guration nachempfunden ist (Geometrie in
Abb. 4.25, links oben gezeigt). Experimentelle Daten liegen in Form von cf -Verläufen
vor. Die Wandschubspannung wurde unter Verwendung von Heiÿ�lmen gemessen. Der
Testfall eignet sich damit gut, um Modelle anhand dieser komplexen 3D-Strömung, für
die die Stromlinien stark nicht-parallel sind, zu untersuchen. Im Folgenden sind Test-
bedingungen nachgerechnet, bei denen bekannt ist, dass reine TS-Transition auftritt.
Das verwendete strukturierte Gitter enthält insgesamt 10, 5×106 Punkte. Innerhalb der
Grenzschicht liegen in wandnormaler Richtung 60 bis 90 Punkte. Der Wandabstand des
ersten Punktes in wandnormaler Richtung erfüllt die Bedingung y+(1) < 1. Die Ober-
�äche ist im Folgenden in Zylinderkoordinaten dargestellt. Die x-Koordinate beschreibt
die Strömungsrichtung und ϕ den Winkel. Es ist jedoch zu beachten, dass die Projek-
tion nicht �ächentreu ist und dazu führt, dass bestimmte Bereiche (d.h. x/L → 0 und
x/L→ 1) vergröÿert dargestellt sind.
Abb. 4.25 zeigt Ergebnisse für eine Reynolds-Zahl von ReL = 1, 5 × 106 bei einem
Anstellwinkel von α = 5◦. Für alle gezeigten Modell ist es so, dass Transition in Über-
einstimmung mit dem Experiment in der oberen Hälfte ϕ > 90◦ detektiert wird. Für
eine genaue Analyse der Transitionslinie (d.h. eine gedachte Linie der lokal minimalen
cf -Werte) wird diese stückweise betrachtet: Der untere (in Bezug auf ϕ) Teil der Li-
nie wird vom 4-Gleichungsmodell, vom 3-Gleichungsmodell und dem γ-Reθ-Modell in
guter Übereinstimmung wiedergegeben. Das 1-Gleichungsmodell sagt generell eine zu
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Abbildung 4.25: ‖cf‖2-Konturen für die drei neuen Modelle sowie für das γ-Reθ-Modell
im Vergleich zu experimentellen Daten von Kreplin et al. (1985) für
einen Winkel von α = 5◦

weit stromauf liegende Linie voraus. Das Minimum der experimentellen Transitionslinie
bzgl. x bei ϕ ≈ 140◦ wird vom 4-Gleichungsmodell, vom 3-Gleichungsmodell und vom
γ-Reθ-Modell gut getro�en. Die gröÿten Abweichungen ergeben sich für ϕ > 150◦. Die
Galilei-invarianten Modelle sagen hier eine turbulente Strömung voraus und auch das
4-Gleichungsmodell und das γ-Reθ-Modell zeigen in diesem Bereich zu hohe Werte des
Schubspannungsbeiwertes cf .
Für eine genauere Analyse dieser Beobachtung sollen die zugrundeliegenden Kriterien
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Abbildung 4.26: Untersuchung der analytisch entlang von Stromlinien am Grenzschicht-
rand ausgewerteten Transitionskriterien für α = 5◦: Transitionslinien
des AHD-Kriteriums für Tu = 0, 1% (schwarz) und kleinere Turbulenz-
grade (grau) im Vergleich zu Ergebnissen der linearen Stabilitätstheo-
rie + eN -Methode aus Krimmelbein (2021) (rot) und Darstellung der
Stromlinien am Grenzschichtrand sowie des Druckminimums (links);
Verläufe der Transitionskriterien anhand einer exemplarischen mit Sym-
bolen gekennzeichneten Stromlinie (rechts)

für einzelne Stromlinien ausgewertet werden. Als Basis dient eine laminare Rechnung,
für die aus Stabilitätsgründen ab einer festen Position x/L > 0, 9 das Turbulenzmodell
eingeschaltet wird. Abb. 4.26 (links) zeigt Ergebnisse, die aus der laminaren Stabilitäts-
theorie in Verbindung mit der eN -Methode gewonnen wurden (aus Krimmelbein 2021)
und Ergebnisse des AHD-Kriteriums für verschiedene Turbulenzgrade. Die in Abb. 4.26
(links) abgebildete schwarze durchgezogene Linie entspricht der Auswertung bei dem für
alle Rechnungen verwendeten Turbulenzgrad Tu = 0, 1%. Für die nicht-durchgezogenen
grauen Linien wurde der Turbulenzgrad bis Tu = 0, 01% reduziert. Ein Vergleich der
LST + eN -Ergebnisse mit dem Experiment zeigt, dass die, in Abb. 4.25 (rechts oben)
anhand der cf -Verteilung zu sehende, experimentelle Transitionslinie sehr gut getro�en
wird. Insbesondere wird für den Bereich ϕ > 150◦ eine laminare Strömung vorherge-
sagt. Für die analytisch ausgewerteten Kriterien ist hingegen (in Übereinstimmung mit
den Ergebnissen der Transitionsmodelle) unabhängig vom Turbulenzgrad zu erkennen,
dass für diesen Bereich Transition deutlich stromauf der Experimente und der LST +
eN -Ergebnisse detektiert wird. Für steigende Turbulenzgrade verlagert sich die gesamte
Transitionslinie und der turbulente Bereich für ϕ > 150◦ nach stromauf. D.h. der qua-
litative Verlauf kann bei einer Verringerung des Turbulenzgrades nicht wiedergegeben
werden und auch der turbulente Bereich bleibt bestehen. Die beste Übereinstimmung für
den restlichen Bereich ϕ < 150◦ zeigt das mit Tu = 0, 1% ausgewertete Kriterium. Für
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Abbildung 4.27: ‖cf‖2-Konturen für die drei neuen Modelle sowie für das γ-Reθ-Modell
im Vergleich zu experimentellen Daten von Kreplin et al. (1985) für
einen Winkel von α = 10◦

eine genauere Analyse des Bereiches ϕ > 150◦ sollen verschiedene analytisch ausgewer-
tete Transitionskriterien anhand einer Stromlinie 4.26 (links, mit Symbolen versehen)
betrachtet werden. Der leicht verrauschte Verlauf ist der Auswertemethode geschuldet.
Es ist zu erkennen, dass alle ausgewerteten Kriterien deutlich stromauf der Experi-
mente Transition detektieren. Diejenigen AHD-Kriterien, die basierend auf dem lokalen
Druckgradientenparamter ausgewertet wurden, liegen noch deutlich weiter stromauf. Es
scheint, als würde der lokale Druckgradientenparameter zu einer zusätzlichen Unter-
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schätzung der Stabilität der Strömung führen. Das Kriterium von Langtry und Menter
(2009) (mit LM abgekürzt), das vom Kriterium von Abu-Ghannam und Shaw (1980)
abgeleitet wurde, liegt näher am AHD-Kriterium, aber dennoch deutlich stromauf. Die
Transitionslinien dieser Kriterien, die aus Gründen der Übersichtlichkeit in Abb. 4.26
(links) nicht gezeigt sind, liegen im Vergleich zur AHD-Linie insgesamt für alle ausgewer-
teten Stromlinien weiter stromauf und damit auch für ϕ < 150◦ in deutlich schlechterer
Übereinstimmung mit dem Experiment. Die Untersuchungen der analytisch ausgewerte-
ten Kriterien zeigen somit, dass den Beobachtungen aus Abb. 4.25 keine modellierungs-
technischen Probleme zugrunde liegen, sondern die Kriterien die Strömungsphysik nicht
ausreichend gut wiederzugeben scheinen. Abb. 4.26 (links) zeigt zusätzlich Stromlinien
am Grenzschichtrand. Es ist unmittelbar zu erkennen, dass die Stromlinien nicht parallel
verlaufen, sondern in Strömungsrichtung bei φ = 0◦ divergieren und bei φ = 180◦ kon-
vergieren. Diese stark dreidimensionale Grundströmung ist laut Arnal (1986) Kern des
Problems. Arnal (1986) beschreibt, dass Kriterien, die auf integralen Grenzschichtgrö-
ÿen basieren, für Fälle, bei denen die Stromlinien stark nicht-parallel Verlaufen, oftmals
versagen. Hier sei es notwendig, die Anfachung einzelner Moden im Rahmen einer Stabi-
litätsanalyse zu betrachten. Auch wenn viele Transitionsmodelle versuchen, durch eine
starke Kalibrierung die Vorhersage zu verbessern, scheint es insbesondere für diese Art
von Fällen mit komplexer 3D-Strömung sinnvoller, eine stärker auf der Strömungsphysik
basierende Lösung zu �nden, die die Dreidimensionalität der Grundströmung berücksich-
tigt.

Für einen Winkel von α = 10◦ ergibt sich eine deutlich bessere Übereinstimmung mit
den experimentellen Daten (Abb. 4.27). Die Form der Transitionslinie wird von allen Mo-
dellen (vom γ-Reθ-Modell nur teilweise) getro�en. Das 1-Gleichungsmodell liegt wieder
leicht stromauf und der gesamte Keil wird etwas zu breit (in ϕ-Richtung) vorhergesagt.
Die qualitative Übereinstimmung des 4-Gleichungsmodells mit der experimentellen cf -
Verteilung scheint etwas besser als die der anderen Modelle. Insgesamt kann die Qualität
des 4-Gleichungsmodells unter Verwendung der Galilei-invarianten Modelle in guter Nä-
herung erhalten werden.

4.3.2 TU Braunschweig Sichel�ügel

Der TU Braunschweig Sichel�ügel wurde von Petzold und Radespiel (2015) vermessen
und stellt einen Flügeltestfall mit komplexer 3D-Strömung, die in spannweitiger Rich-
tung variiert, dar. Für die Simulation wird ein hybrides Netz mit 15 × 106 Punkten
verwendet. Die Grenzschicht ist in wandnormale Richtung fein mit 128 Punkten auf-
gelöst. Um korrekte Ober�ächendruckverteilungen zu erhalten, sind Windkanalwände
berücksichtigt, da die Abmessungen des Flügels im Vergleich zum Windkanal groÿ sind.
Das Rechengitter wurde vom Institut für Strömungsmechanik der TU Braunschweig be-
reitgestellt. Laut Petzold und Radespiel (2015) �ndet Transition bei einer Reynolds-Zahl
Rec = 2, 75 × 106, einer Mach-Zahl Ma∞ = 0, 16, einem Anstellwinkel α = −2, 6◦ und
Tu = 0, 17% auf der Unterseite des Flügels (überwiegend) über TS-Wellen statt, wo-
mit sich dieser Testfall für eine Validierung der neuen Transitionsmodelle eignet. Für
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Abbildung 4.28: Vergleich der ‖cf‖2-Konturen für die vorgestellten Transitionsmodelle
gegenüber experimentellen Daten von Petzold und Radespiel (2015) für
die Unterseite des Sichel�ügels

die experimentellen Daten gilt es zu beachten, dass diese keiner Position beginnender
Transition entsprechen, sondern weiter stromab liegen (Petzold und Radespiel 2015).
Somit ist zu erwarten, dass die aus ‖cf‖2 extrahierte Linie beginnender Transition leicht
stromauf der experimentellen Linie liegt.
In Abb. 4.28 sind Ergebnisse für diese Strömungsbedingungen im Vergleich zum Ex-
periment gezeigt. Es ist bekannt, dass die Transition in Bereichen, in denen sich der
stückweise konstante Pfeilwinkel ändert, durch Querströmungsinstabilitäten (CF) auf-
tritt. Dieser in der experimentellen Transitionslinie keilförmig sichtbare Ein�uss kann er-
wartungsgemäÿ nicht von den Transitionsmodellen wiedergegeben werden. Arbeiten von
Grabe et al. (2018) zeigten, dass unter Verwendung eines zusätzlichen CF-Transitions-
kriteriums auch die besagten Keile vorhergesagt werden können.
Abgesehen von diesen kleinen CF-dominierten Bereichen ist zu erkennen, dass alle Mo-
delle in sehr guter Übereinstimmung mit den experimentellen Daten liegen. Das 4-
Gleichungsmodell zeigt die beste Übereinstimmung. Für y/c > 1 liegt die Transitionslinie
unter Beachtung, dass es sich bei den gemessenen Daten um keine Positionen beginnen-
der Transition handelt, minimal stromab. Ab y/c < 0, 5 liegt das lokale Minimum von
‖cf‖2 leicht stromauf. Insgesamt kann die Übereinstimmung jedoch als sehr gut einge-
stuft werden. Für das 3-Gleichungsmodell ergibt sich ein dem 4-Gleichungsmodell sehr
ähnlicher Verlauf der Transitionslinie, wobei für den Bereich y/c < 0, 3 etwas weiter
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stromauf Transition detektiert wird. Das 1-Gleichungsmodell sagt eine ähnliche Tran-
sitionslinie vorher, liegt aber insgesamt ab y/c < 0, 85 stromauf der anderen Modelle
und ab y/c < 0, 5 stromauf der experimentellen Daten. Der modellierungstechnische
Hauptunterschied im Vergleich zum ähnlichen 3-Gleichungsmodell ist, dass aufgrund
der fehlenden Mittelung ein stärkerer Gegendruck angenommen wird. Zusätzlich gilt es
für die Galilei-invarianten Modelle zu beachten, dass eine im Vergleich zur originalen
Formulierung direktere De�nition der Onset-Funktion der γ-Gleichung verwendet wird,
was zu einer schnelleren Turbulenzproduktion führt.
Abschlieÿend kann geschlussfolgert werden, dass alle Modelle eine sehr gute bis gute
Übereinstimmung mit den experimentellen Daten aufweisen und die Galilei-invarianten
Versionen die Genauigkeit für diesen Testfall im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell sehr
gut erhalten.

4.4 Bewegte Gitter

Nachfolgend sind zwei Testfälle gezeigt, für die eine von der üblichen Simulationsmetho-
dik abweichende Vorgehensweise angewendet werden soll. Im Gegensatz zur typischen
Simulation, die einen feststehenden Flügel, der einer Anströmung ausgesetzt ist, an-
nimmt, sollen bewegte Gitter verwendet werden. Die Testfälle werden daher mit beson-
derem Blick auf das Thema Invarianz in Inertialsystemen betrachtet.

4.4.1 NLF(1)-0416-Pro�l

Das bereits detailliert analysierte NLF(1)-0416-Pro�l soll im Folgenden zur Veri�kation
der Galilei-invarianten Modelle, hinsichtlich deren inertialsystemunabhängigen Formu-
lierungen, verwendet werden. Ein Modell wird als Galilei-invariant bezeichnet, wenn es
in jedem Inertialsystem dieselbe Form hat. In Abschn. 3.4 wurde bereits theoretisch her-
geleitet, dass die Modelle den Grundsatz der Galilei-Invarianz erfüllen (d.h. das Modell
hat unter Transformation in jedem Inertialsystem dieselbe Form).
Ein klassisches Gedankenexperiment zur Veranschaulichung der Galilei-Transformation
ist, sich einen gleichförmig bewegten Körper vorzustellen: Ein Körper �iegt mit kon-
stanter Geschwindigkeit in eine de�nierte Richtung. Diese Bewegung kann nun in ver-
schiedenen Inertialsystemen beschrieben werden. Ein mitbewegter Beobachter (körper-
gebundenes Bezugssystem) nimmt das System als (relativ zur Erde) ruhend, ein stillste-
hender als bewegt wahr und ein anderweitig gleichförmig bewegter Beobachter nimmt
wiederum eine andere Geschwindigkeit wahr. D.h. sowohl die Koordinaten als auch die
Geschwindigkeiten unterscheiden sich in Abhängigkeit der gewählten Basisvektoren: Die
Geschwindigkeiten hängen somit vom Bewegungszustand des Inertialsystems ab. Bil-
det man jedoch die Gradienten (bspw. der Geschwindigkeit), sind diese unabhängig
vom Koordinatensystem. Führt man innerhalb dieser Inertialsysteme eine Koordinaten-
transformation durch (Galilei-Transformation), müssen physikalische Gesetze ihre Form
beibehalten, um den Grundsatz der Galilei-Invarianz zu erfüllen.
Nachfolgend soll nun ein Testfall konstruiert werden, der eine Veri�kation der Modelle

108



4.4 Bewegte Gitter

u∞,1

u∞,3

1O

2O

3O

ug,2

ug,3

ug,2

ug,1 = 0

u∞,2 = 0

ug,3

x

y

x′

y′

y′′

x′′

ug,3 = ug,2
2

u∞,3 = u∞,1
2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

0,005

0,01

0,015 -1

0

1

2

3

Fall 3O
Fall 2O
Fall 1O

x/c

cpcf

cf

cp

α = 5◦

Abbildung 4.29: Veri�kation der Galilei-invarianten Formulierung (3-Gleichungsmodell)
anhand des NLF(1)-0416-Pro�ls bei einem Anstellwinkel von α = 5◦:
Vergleich der cf - und cp-Verläufe für die Ober- und Unterseite (rechts)
zwischen Fall 1O mit am Fernfeldrand aufgeprägter Geschwindigkeit,
Fall 2O mit bewegtem Gitter und einem Mischfall 3O (schematische
Darstellung der Fälle links)

hinsichtlich Galilei-Invarianz ermöglicht. Dazu wird ein, das Fluid repräsentierende, Flui-
delement (FE) betrachtet. Im Rechengebiet be�ndet sich eine stillstehende Geometrie,
auf die sich ein FE zubewegt: Das FE bewegt sich relativ zur Erde mit der Geschwin-
digkeit u∞ in x-Richtung auf die Geometrie zu und wird an irgendeiner Stelle von der
besagten Geometrie beein�usst. D.h. die Geschwindigkeit des FE ändert sich derart,
dass sich für einen unbewegten Beobachter die Geschwindigkeiten uabs = u und vabs = v
ergeben. Für ein mit u′ translativ bewegtes System kann diese Bewegung ebenfalls gleich-
wertig beschrieben werden und es gilt urel = u + u′ und vrel = v. Für die Gradienten
muss sich ∇urel = ∇uabs ergeben, da bspw. ∂urel/∂x = ∂u/∂x und ∂uabs/∂x = ∂u/∂x,
da u′ = konst. per Annahme. D.h. die Gradienten sind in beiden Fällen dieselben, da
sich der konstante Geschwindigkeitsanteil heraushebt. Nun sei angenommen, dass sich
die Geometrie zusätzlich gleichförmig bewegt. Es können zwei Fälle unterschieden wer-
den: Das FE bewegt sich auf die Geometrie zu oder das FE steht relativ zur Erde still
und die Geometrie bewegt sich. Es wird klar, dass auch diese Bewegung in beliebigen In-
ertialsystemen gleichwertig beschrieben werden kann (sofern Reynolds- und Mach-Zahl
identisch sind).

Der verwendete Strömungslöser TAU löst die Navier-Stokes-Gleichungen, das Turbulenz-
modell und alle weiteren Transportdi�erentialgleichungen in einem relativen System, das

109



4.4 Bewegte Gitter

mit dem Gitter bewegt wird. Die Navier-Stokes-Gleichungen und das Turbulenzmodell
sind bereits Galilei-invariant. Für die neuen als Galilei-invariant deklarierten Transiti-
onsmodelle gilt es, dies anhand von Testrechnungen zu veri�zieren. Ein übliches Gedan-
kenexperiment wäre es, den Fall (wie einleitend beschrieben) unverändert zu lassen und
nur das für die Beschreibung verwendete Koordinatensystem (die Basisvektoren) zu ver-
ändern. D.h. man könnte ein absolutes System und ein bewegtes System für denselben
Fall verwenden, bei dem sich das Fluid auf eine unbewegte Geometrie zubewegt. In bei-
den Fällen müsste das Modell, für das Galilei-Invarianz postuliert wird, dieselbe Lösung
ergeben. Da es für den verwendeten Strömungslöser nicht möglich ist, ein Inertialsystem
zu verwenden, das sich unabhängig von der Geometrie bewegt, werden folgende drei
Fälle konstruiert, die in Abb. 4.29 (links) schematisch dargestellt sind:

� Fall 1O: Dieser Fall stellt den Referenzfall dar. Hier ist die Simulation unter Verwen-
dung des absoluten (relativ zur Erde unbewegten) Systems anhand einer stehenden
Geometrie durchgeführt. Das Fluid bewegt sich mit einer Geschwindigkeit u∞,1 auf
die Geometrie zu. Beschriebenes stellt das Standardvorgehen für die Simulation ei-
nes typischen starren Flügels dar.

� Fall 2O: Die Geometrie bewegt sich mit einer Geschwindigkeit ug,2 = −u∞,1 durch
das Fluid. Die Simulation erfolgt im Gegensatz zu Fall 1O im relativen körperge-
bundenen System. Das Transitionsmodell wird jedoch ohne weitere Modi�kationen
unter Verwendung der absoluten Geschwindigkeit (im relativen System) angewen-
det, also der Geschwindigkeit, mit der ein unbewegter Beobachter die Bewegung
der FE wahrnimmt.

� Fall 3O: Dieser Fall stellt einen Mischfall aus dem ersten und dem zweiten Fall dar.
Die Geometrie bewegt sich mit ug,3 = ug,2/2 = −u∞,1/2 durch das Fluid und das
Fluid bewegt sich mit u∞,1/2 auf die Geometrie zu. Die Simulation erfolgt auch hier
im relativen, körpergebundenen System. Das Transitionsmodell wird jedoch wieder
ohne weitere Modi�kationen unter Verwendung der absoluten Geschwindigkeiten
verwendet.

In Abb. 4.30 ist für die drei Fälle das jeweilige Geschwindigkeitslösungsfeld inklusive
Stromlinien gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die absolute Geschwindigkeit im relativen
System einen gänzlich anderen Betrag ergibt als die relative Anströmung: Für den Fall
2O ist klar, dass ein unbewegter Beobachter im Fernfeld ein ruhendes Fluid wahrnehmen
muss, da sich nur die Geometrie bewegt. In Blattnähe erfolgt eine Interaktion des Fluids
mit dem Pro�l. Beschriebenes ist auch anhand wandnormaler Geschwindigkeitspro�le
gezeigt Abb. 4.30 (rechts). Für die absolute Geschwindigkeit in Fall 2O ist zu erkennen,
dass sich der Betrag der Geschwindigkeit für yw → ∞ dem Wert 0 annähert. Das ist
sinnvoll, da das Fluid für einen unbewegten Beobachter ruht und sich das Pro�l durch
das Fluid bewegt. Auf dem Flügel an der Wand ergibt sich im absoluten System eine Ge-
schwindigkeit 6= 0, da das Fluid von der Geometrie beein�usst wird. Im relativen System
ist zu erkennen, dass sich ein bekanntes Geschwindigkeitspro�l ergibt. Der mitbewegte
Beobachter sieht das Fluid an der Wand ruhend, d.h. das Fluid hat dort dieselbe Ge-
schwindigkeit wie das Pro�l und erscheint dem mitbewegten Beobachter als ruhend. Im
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Abbildung 4.30: Visualisierung der Geschwindigkeitskomponente u inkl. Stromlinien
(links) und wandnormale Geschwindigkeitspro�le, die an der links un-
ten gezeigten Position extrahiert wurden (rechts); Fälle 1O, 2O und 3O
in Abb. 4.29 (links) eingeführt

Fernfeld verhält es sich umgekehrt. Unabhängig vom Koordinatensystem ergeben sich
auch hier wieder identische Gradienten.
D.h. insgesamt, dass das Transitionsmodell unter Verwendung verschiedener Basisvek-
toren (bewegt und unbewegt) und Geschwindigkeiten angewendet wird. Bestünde eine
Abhängigkeit vom Inertialsystem und den damit assoziierten Geschwindigkeiten, könnte
das Ergebnis des Referenzfalls 1O durch die Fälle 2O und 3O nicht wiedergegeben wer-
den. Sofern ein Transitionsmodell Galilei-invariant formuliert ist, berechnet es also für
alle diese Inertialsysteme dieselbe Position beginnender Transition.
Abb. 4.29 (rechts) zeigt anhand von cf - und cp-Verläufen, dass alle Fälle erwartungsge-
mäÿ (nahezu) exakt dieselbe Lösung ergeben. D.h. die vorhergesagte Transitionsposition
ist für alle Fälle identisch. Zusätzlich ist zu erkennen, dass auch der gesamte cf -Verlauf
nahezu identisch ist, was bedeutet, dass auch die restlichen Gleichungen unabhängig
vom betrachteten Fall dieselbe Lösung ergeben.
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Besagtes nur in Inertialsystemen gilt. So-
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bald das Bezugssystem selber beschleunigt wird, müssen weitere Kräfte berücksichtigt
werden, wodurch sich die Bilanzgleichungen ändern. So müssen bspw. bei einer Rotation,
die inhärent beschleunigt ist, im mitbewegten System sogenannte Scheinkräfte berück-
sichtigt werden.

4.4.2 RTG-Helikopterrotor

Im Rahmen industrieller CFD-Anwendungen werden Helikopter-Kon�gurationen oft voll-
turbulent simuliert. Eine Berücksichtigung der laminar-turbulenten Transition bietet
jedoch groÿes Potential, da der Leistungsbedarf durch die vollturbulente Abschätzung
deutlich überschätzt wird (vgl. bspw. Dietz und Dieterich 2009). Nachfolgend soll der vol-
le RTG-Zweiblattrotor, der in der Rotor Testanlage Göttingen (RTG) vermessen wurde,
hinsichtlich der Vorhersagekapazitäten der Galilei-invarianten Transitionsmodelle unter-
sucht werden. Die experimentellen Arbeiten von Weiss et al. (2019) stellen qualitativ
hochwertige Transitionslagen für Validierungszwecke bereit, die mittels temperatursen-
sitiver Farbe (TSP) bestimmt wurden. Der volle Versuchsaufbau für den steifen Zwei-
blattrotor ist in Weiss et al. (2019) beschrieben.

Periodisch

Fernfeld

Hintergrundnetz

Blattnetz

Abbildung 4.31: Rechengitter für Simulationen des 3D-RTG-Helikopterrotors und Rand-
bedingungen

Das in Abb. 4.31 gezeigte Gitter enthält insgesamt ca. 8, 6 × 106 Punkte. Das hybri-
de Blattnetz wird unter Verwendung der Chimera-Technik so in das unstrukturierte
Hintergrund-Fernfeldnetz eingebunden, dass an den Überlappungsrändern eine Interpo-
lation möglich ist (s. Abb. 4.31, rechts unten). Unter Verwendung dieser Methode kann
die Qualität des Blattnetzes in Bezug auf Orthogonalität und Zellqualität sichergestellt
werden, da der Rotor so weitgehend unabhängig vom Hintergrundnetz diskretisiert wird.
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4.4 Bewegte Gitter

β [◦] RecR/105 MaR f [1/s] uz [m/s]
13,1 4,851 0,29 23,6 2,08
12,1 4,83 0,29 23,6 2,04
10 9,29 0,57 47,2 4,05

Tabelle 4.4: Strömungsbedingungen der simulierten Testfälle; der Index R kennzeichnet
die radiale Position der Blattspitze r = R

Die radiale und normale Ausdehnung des Blattnetzes orientiert sich dabei an der For-
derung, einen ausreichenden Abstand zwischen Interpolationszone und Grenzschicht zu
gewährleisten. Ein weiterer Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass unterschiedliche
Nickwinkel (pitch angle) durch Drehen des Blattnetzes abgebildet werden, ohne dass ein
neues Netz erzeugt werden muss. Von den 8, 6×106 Knoten sind 3, 8×106 im Blattnetz zu
�nden. Für die erste Zelle in wandnormaler Richtung ist sichergestellt, dass y+

w (1) < 1
gilt. In Strömungsrichtung ist das Blatt mit ca. 120 Punkten vernetzt. In der Grenz-
schicht be�nden sich ca. 50 Punkte in wandnormaler Richtung. Das Ober�ächennetz des

RecR/105 = 4, 851

Nickwinkel: β = 13, 1◦

Drehfrequenz:

Steig�ug: w∞ ≈ 2 m/s

‖∇ × u‖

z/R

r/R

MaR ≈ 0, 29

Blattspitze (r/R = 1) :

f = 23, 6 s−1

Abbildung 4.32: Mit ‖∇ × u‖ konturierte λ2-Iso�äche für den Eigenwert λ2 = −350
(links) und ‖∇×u‖-Kontur in einem Fernfeldauschnitt mit Stromlinien
basierend auf dem absoluten Geschwindigkeitsvektorfeld (rechts)

Rotorblattes ist in Abb. 4.31 (links) gezeigt. Das Hintergrundnetz ist ein unstrukturier-
tes Netz, das lokale Verfeinerungen aufweist (s. Abb. 4.31, rechts und Mitte). Da es sich
bei dem RTG-Rotor um einen Zweiblattrotor handelt, kann die Geometrie unter Annah-
me von Rotationssymmetrie und Verwendung von periodischen Randbedingungen mit
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4.4 Bewegte Gitter

einem Rotor, der sich in einem halbzylindrischen Fernfeld be�ndet, approximiert wer-
den (Randbedingungen in Abb. 4.31, Mitte oben gezeigt). Die Fernfeldränder be�nden
sich horizontal 5 Rotorradien vom Ursprung (d.h. r/R ∈ [0; 5]) und vertikal 8 bzw. 10
Rotorradien vom Blatt entfernt (d.h. z/R ∈ [8;−10], vgl. Abb. 4.31, Mitte oben). An
den Rändern (d.h. Zylindermantel und Grund�ächen) ist eine Fernfeldrandbedingung
aufgeprägt. Da für alle Simulationen eine vertikale Anströmung vorliegt, ist eine Ver-
wendung spezieller in Ströer und Krumbein (2017) entwickelter Randbedingungen für
Rotorsimulationen nicht zwingend erforderlich.
In Tab. 4.4 sind die Strömungsbedingungen der drei gerechneten Testfälle gezeigt. Die
Fälle β = 13, 1◦ und β = 12, 1◦ haben ähnliche Strömungsbedingungen (die Reynolds-
Zahl unterscheidet sich aus messtechnischen Gründen leicht). Der Fall β = 10◦ weist
hingegen eine höhere Blattspitzen-Reynolds- und Mach-Zahl auf. Die Bestimmung des
Turbulenzgrades ist in Abschn. 4.1.2 detailliert beschrieben.
Die Galilei-invarianten Modelle wurden hier in derart angewendet, dass, auf Gradienten
basierende, nicht-rotationsinvariante Gröÿen durch, auf Basis der relativen Geschwindig-
keit berechnete, Gradienten ersetzt wurden. So ist bspw. der Betrag des Scherratenten-
sors rotationsinvariant, der der Wirbelstärke hingegen nicht. Auch der Konvektionsterm
ist in allen Transportgleichungen des Lösers TAU standardmäÿig für bewegte Gitter
angepasst, indem ein zusätzlicher Fluss berücksichtigt wird, der aus der Gitterbewe-
gung resultiert (hier anhand einer generischen Transportgleichung für die exemplarische
Variable φ gezeigt):

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρuφ)−∇ · (ρugφ) = Rφ, (4.5)

wobei die rechte Seite hier in Rφ zusammengefasst ist.
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Abbildung 4.33: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von β = 13, 1◦ für das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)

Abb. 4.32 (rechts) zeigt für eine qualitative Analyse einen Ausschnitt der Fernfeldlösung
inklusive Stromlinien der absoluten Geschwindigkeit. Es zu erkennen, dass der Rotor
eine vertikale Anströmung erfährt, was einen Steig�ug simuliert. Die Kontur des Be-
trages der Wirbelstärke verdeutlicht, dass bereits im gezeigten Ausschnitt nur noch
geringe Geschwindigkeitsgradienten vorliegen und die Entfernung des Fernfeldrandes
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Abbildung 4.34: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von β = 13, 1◦ für das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)

vom Blatt (deutlich gröÿer als der gezeigte Ausschnitt) auszureichen scheint. Zusätz-
lich sind die Blattspitzenwirbel anhand des λ2-Kriteriums visualisiert (Abb. 4.32, links).
Aufgrund der vertikalen Anströmung werden die Wirbel abgesehen von der induzierten
Geschwindigkeit aktiv aus dem Rechengebiet heraustransportiert, sodass die Interakti-
on von Blattspitzenwirbel mit der Blattspitze keine gesonderte Gitterau�ösung benötigt.

In den Abbildungen 4.33 bis 4.41 sind Lösungen für die Galilei-invarianten 3- und 1-
Gleichungsmodelle im Vergleich zu experimentellen Daten gezeigt. Für alle Modelle und
Lösungen sind die Gröÿen ‖cf‖2 sowie die an der wandnormalen Position ywR extrahierte
Gröÿe γ geplottet. Zusätzlich sind an jeweils zwei radialen Schnitten (r/R ≈ 0, 77 und
r/R = 0, 5), an denen Druckdaten vorliegen, cp- und cf -Verläufe gezeigt. Hierbei gilt es
zu beachten, dass cf die Komponente cfx bedeutet und dass sich die zur Berechnung
verwendeten Bezugsgröÿen auf die Blattspitze beziehen, um Konsistenz zwischen den
cfx-Linienplots und den ‖cf‖2-Ober�ächenlösungen innerhalb der Abbildungen sicher-
zustellen. Die cp-Daten sind hingegen so berechnet, dass die relative Anströmung am
jeweiligen Schnitt für eine Entdimensionierung verwendet wird, damit an der Saugspitze
jeweils cp ≈ 1 gilt. Für die gezeigten Konturplots (z.B. Abb. 4.33), auf denen das Ro-
torblatt in der Draufsicht betrachtet wird, strömt das Fluid von unten nach oben. D.h.
das Blatt bewegt sich nach unten, rotiert also bzgl. der aus der Blattebene kommenden
Koordinate z im Uhrzeigersinn.

Die Abbildungen 4.33 und 4.34 zeigen Ergebnisse für einen kollektiven Nickwinkel von
β = 13, 1◦ (Strömungsbedingungen sind Tab. 4.4 zu entnehmen). Da die Referenzge-
schwindigkeit für die Berechnung des Beiwertes ‖cf‖2 die Blattspitzengeschwindigkeit
ist, variieren die Werte entlang des Radius und die Transitionslinie ist anhand von ‖cf‖2

gerade für kleinere r/R schwer erkennbar. Daher ist hier und im Folgenden zusätzlich
der Verlauf von γ an der wandnormalen Position ywR, an der Rev in der Grenzschicht
maximal wird, gezeigt. Für das 3-Gleichungsmodell ist so zu erkennen, dass die Tran-
sitionslinie insgesamt in sehr guter Übereinstimmung mit den experimentellen Daten
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Abbildung 4.35: Vergleich der cp- und cf -Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al. 2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von β = 13, 1◦

wiedergegeben wird. Für r/R < 0, 5 liegt die Linie leicht stromab, gibt den in den expe-
rimentellen Daten zu erkennenden Trend jedoch wieder. An der Blattspitze r/R > 0, 9
ist zu sehen, dass die Transitionslinie deutlich stromab der experimentellen Daten liegt,
was vermutlich damit zusammenhängt, dass der als konstant angenommene Turbulenz-
grad hier durch eine Interaktion mit dem Blattspitzenwirbel unterschätzt wird. Das
1-Gleichungsmodell zeigt eine im Vergleich zum Experiment insgesamt weiter stromab
liegende Transitionslinie. Für den Bereich 0, 5 < r/R < 0, 75 ist die Übereinstimmung
mit den experimentellen Daten gut. Für die anderen Positionen liegt die Transitions-
linie stromab. Einen genaueren Blick ermöglichen die an zwei radialen Schnitten ex-
trahierten Daten. Beide Modelle zeigen für die betrachteten Schnitte eine sehr gute
Übereinstimmung mit der experimentellen Druckverteilung (Abb. 4.35, rechts). Die Ver-
läufe der entdimensionierten Wandschubspannung bestätigen bereits Beschriebenes. Das
3-Gleichungsmodell zeigt für den Schnitt r/R ≈ 0, 77 eine nahezu perfekte Übereinstim-
mung mit den Positionen beginnender und auch abgeschlossener Transition. Für das
1-Gleichungsmodell ergibt sich eine Stromabverschiebung. Für den Schnitt r/R = 0, 5
liegen beide Modelle stromab. Für das 3-Gleichungsmodell wird die Position beginnender
Transition getro�en, die Produktion scheint in Folge jedoch nicht stark genug zu sein,
um den experimentell vorhergesagten Anstieg der Wandschubspannung korrekt vorher-
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Abbildung 4.36: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von β = 12, 1◦ für das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)
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Abbildung 4.37: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von β = 12, 1◦ für das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)

zusagen.
Für den kollektiven Nickwinkel β = 12, 1◦ zeigt das 3-Gleichungsmodell ebenfalls ei-
ne sehr gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten. Analog zum Winkel
β = 13, 1◦ liegt das Experiment auch hier für kleine r/R leicht stromauf. Der Trend
einer sich für kleine r nach stromab verschiebenden Transitionslinie wird jedoch wieder-
gegeben. Die Transitionspositionen an der Blattspitze werden für diesen Fall in besse-
rer Übereinstimmung mit dem Experiment vorhergesagt, lassen aber anhand des in r-
Richtung letzten Datenpunktes vermuten, dass das Modell für r/R > 0, 97 etwas zu weit
stromab liegt. Für das 1-Gleichungsmodell zeigt sich im Vergleich zu den Ergebnissen
für β = 13, 1◦ eine deutlich bessere und insgesamt sehr gute Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Für tiefe r/R ergibt sich ein ähnliches Verhalten wie für das 3-
Gleichungsmodell. Eine genauere Betrachtung der Blattspitze o�enbart, dass der zweite
Datenpunkt in −r-Richtung nicht getro�en wird und das 1-Gleichungsmodell Transi-
tion zu weit stromauf vorhersagt. Das 3-Gleichungsmodell detektiert diesen E�ekt. Es
scheint, als sei der leichte Stromabsprung der Transitionslinie druckgetrieben und der lo-
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Abbildung 4.38: Vergleich der cp- und cf -Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al. 2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von β = 12, 1◦

kale Druckgradientenparameter unterschätzt infolge der lokalen Approximation die Sta-
bilität der Strömung. Der erneute Stromauftrend der Transitionslinie, den der erste Da-
tenpunkt in −r-Richtung andeutet, ist vermutlich infolge eines lokal hohen Turblenzgra-
des zu begründen. Dieser Stromauftrend nahe der Blattspitze wird von beiden Modellen
nicht wiedergegeben. Insgesamt liegt die Transitionslinie des 1-Gleichungsmodells leicht
stromab und im Vergleich zum 3-Gleichungsmodell in leicht schlechterer Übereinstim-
mung mit den experimentellen Daten. Die experimentellen Druckdaten werden für beide
Modelle erneut sehr gut getro�en. Anhand der cf -Verläufe bestätigt sich für r/R ≈ 0, 77,
dass beide Modelle leicht stromab liegen, aber insbesondere das 3-Gleichungsmodell eine
gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten zeigt. Für r/R = 0, 5 liegen bei-
de Modelle wie auch für β = 13, 1◦ etwas weiter stromab und die Turbulenzproduktion
scheint wie auch für den Fall β = 13, 1◦ zu schwach.
Der Testfall β = 10◦ zeichnet sich im Gegensatz zu den bereits diskutierten Strömungs-
bedingungen durch eine höhere Reynolds- und Mach-Zahl an der Blattspitze aus. Für
beide Modelle ergibt sich eine gute Übereinstimmung mit den experimentellen Transiti-
onslagen. Das 1-Gleichungsmodell liegt leicht stromab, das 3-Gleichungsmodell stromauf.
Für ersteres ist zu erkennen, dass die Übereinstimmung im äuÿeren Bereich des Blattes
inkl. der Blattspitze sehr gut ist und die Abweichung zur Wurzel hin leicht gröÿer wird.
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Abbildung 4.39: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei ei-
nem kollektiven Nickwinkel von β = 10◦ für das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)
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Abbildung 4.40: ‖cf‖2- (oben) und γ-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei ei-
nem kollektiven Nickwinkel von β = 10◦ für das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al. (2019) (Symbole)

Ein Blick auf Abb. 4.41 (links) bestätigt diese Beobachtung. Für beide Schnitte liegt die
Position beginnender Transition stromab. Die Länge des Transitionsbereiches wird gut
wiedergegeben. Das 3-Gleichungsmodell liegt insbesondere im Bereich 0, 6 < r/R < 0, 9
stromauf der experimentellen Daten. Abb. 4.41 bestätigt für den Schnitt r/R ≈ 0, 77
einen zu frühen Beginn der Transition, zeigt aber insgesamt eine gute Übereinstimmung
mit dem experimentellen Transitionsbreich. Für r/R = 0, 5 ergibt sich eine nahezu
perfekte Übereinstimmung, die vermutlich eine Folge der insgesamt stromau�iegenden
Transitionslinie ist. Die Druckverteilung (Abb. 4.41, rechts) tre�en beide Modelle an
beiden Schnitten sehr gut.
Insgesamt können für diesen Testfall die folgenden Schlussfolgerungen gezogen werden:

� Unter Verwendung hybrider Gitter und der Chimera-Technik konnte ein stabiler
Rechentestfall aufgesetzt werden.

� Die Druckdaten können in allen Fällen in sehr guter Übereinstimmung mit dem
Experiment wiedergegeben werden.
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Abbildung 4.41: Vergleich der cp- und cf -Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al. 2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von β = 10◦

� Da die experimentellen Daten sowohl eine Position beginnender als auch abge-
schlossener Transition angeben, kann eine valide Aussage über den Transitions-
breich gemacht werden. Die Daten deuten darauf hin, dass der cf -Anstieg unter
Verwendung des Zusatzterms (Gl. 3.95) realistische cf -Verläufe ergibt. Es scheint
damit sinnvoll, den Zusatzterm neben seinem bekannten Anwendungsgebiet in
Bereichen laminar abgelöster Strömungen auch für solche Fälle, bei denen TS-
Transition im niedrigen Reynolds-Zahlenbereich unter Gegendruck auftritt, anzu-
wenden.

� Insgesamt ergeben beide Modelle eine sehr gute bis gute Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Die einleitend beschriebenen, deutlich stromab (im Bereich
der laminaren Ablösung) liegenden Transitionspositionen des γ-Reθ-Modells kön-
nen unter Verwendung der vorliegenden Modelle mit signi�kant höherer Überein-
stimmung vorhergesagt werden.

� Zur Nabe hin werden die Abweichungen in allen Fällen gröÿer, sodass es scheint,
als bestünde auch hier ein Zusammenhang zur kleiner werdenden Reynolds-Zahl,
die dazu führt, dass die Transitionsbereiche länger als im Experiment vorhergesagt
werden. Ein weiterer Grund kann der konstant angenommene Turbulenzgrad sein.
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Durch die zur Nabe hin kleiner werdende Bezugsgeschwindigkeit müsste, unter der
Annahmen eines näherungsweise konstanten Feldes der turbulenten kinetischen
Energie, ein zur Nabe hin gröÿer werdender Turbulenzgrad resultieren.

� An der Blattspitze kann in fast allen Fällen beobachtet werden, dass die Transi-
tionslinie qualitativ einen Stromauftrend zeigt, den die Modelle nur bedingt wie-
dergeben. Es scheint, als wäre auch hier eine Berücksichtigung eines lokalen Tur-
bulenzgrades sinnvoll.
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5 Schlussfolgerungen und Ausblick

5.1 Schlussfolgerungen

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine neue in Abb. 5.1 gezeigte, stabilitätsbasierte Fa-
milie von Transitionsmodellen vor, die aus drei Modellen besteht, welche sich in Kom-
plexität, Rechenaufwand und Approximationsgrad unterscheiden. Die Modelle kompen-
sieren einleitend beschriebene De�zite bestehender Transitionsmodelle (für Tollmien-
Schlichting-Transition) bei niedrigen Reynolds-Zahlen, die mit Gegendruckgradienten
assoziiert sind, und bei hohen Reynolds-Zahlen, bei denen Transition oftmals in be-
schleunigter Strömung auftritt. Zusätzlich zeigt die Arbeit allgemeine Eigenschaften
dieser Klasse von Transitionsmodellen und deren Auswirkungen auf die Modellierung
auf.
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4-Gleichungsmodell

theoretische Basis

3-Gleichungsmodell

Galilei-invariant

1-Gleichungsmodell
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Abbildung 5.1: Einordnung der stabilitätsbasierten Transitionsmodelle in ein Framework
zur Transitionstransportgleichungsmodellierung hinsichtlich Rechenauf-
wand und Approximationsgrad

Die Modelle basieren auf der semi-empirischen Familie von stabilitäsbasierten Transi-
tionskriterien nach Arnal et al. (1984) und Habiballah (1981) (Arnal, Habiballah und
Delcourt, AHD) für Tollmien-Schlichting-Instabilitäten. Die reine Form dieses AHD-
Kriteriums zeigt in Voruntersuchungen eine gute bis sehr gute Übereinstimmung mit
experimentellen Daten. Es gilt zu beachten, dass für Abwandlungen dieser Kriterien,
wie das simple AHD-Kriterium (vgl. Perraud et al. 2014), gezeigt werden konnte, dass
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diese vereinfachten Kriterien für viele gezeigte Fälle eine deutlich schlechtere Überein-
stimmung mit den experimentellen Daten aufweisen. Daher basiert die folgende Mo-
dellierung auf der reinen (d.h. originalen), dafür aber etwas aufwendigeren, Form des
Kriteriums. Das simple Kriterium wurde dennoch für alle Modelle veri�ziert und kann
innerhalb des Frameworks verwendet werden.

Das 4-Gleichungsmodell ermöglicht eine genaue Berechnung/Bereitstellung des Kri-
teriums (d.h. Reθt) in gitterpunktlokaler Art und Weise. Da das Transitionskriterium
die physikalische Basis dieser Klasse von Transitionsmodellen darstellt und das Modell
möglichst allgemeingültig gehalten werden soll, wurde auf eine Kalibrierung auf Basis
bestimmter Testfälle verzichtet.
Generell kann gezeigt werden, dass eine Modellierung des AHD-Kriteriums in einen
Transportgleichungsansatz, der die generellen Anforderungen dieser Klasse von Modellen
erfüllt, möglich ist. Dieses Modell bildet somit eine eigene Methode der Transitionsvor-
hersage und stellt den theoretischen Überbau der weiteren Modelle des Frameworks dar.
Das 4-Gleichungsmodell basiert auf vier partiellen Transportdi�erentialgleichungen, von
denen zwei entwickelt wurden, um eine Integration in Strömungsrichtung zu realisieren
und so einen gemittelten Druckgradientenparameter bereitstellen zu können. Es kann
geschlussfolgert werden, dass integrierende Transportgleichungen in der Lage sind, einen
mittleren Druckgradientenparameter hinreichend genau wiederzugeben. Die Integrati-
on selber ist als nahezu exakt einzustufen. Limitierend ist in diesem Zusammenhang der
lokal approximierte Integrand. Eine dritte, neue Gleichung macht eine physikalische Grö-
ÿe des kritischen Punktes unter Verwendung eines neuen Produktionsterms stromab des
kritischen Punktes verfügbar und eine vierte Gleichung wird für das Setzen der berech-
neten Transition-Onset-Position benötigt. Hierzu werden zwei Methoden bereitgestellt.
Zusätzlich ergeben sich aus der Entwicklung dieses 4-Gleichungsmodells folgende wich-
tige Erkenntnisse:

� Die Approximation der Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reθ erfolgt unter Ver-
wendung von der Vorticity-Reynolds-Zahl Rev. Abweichend vom Standardvorge-
hen wird hier ein Parameter de�niert, der in Abhängigkeit des lokalen Druckgra-
dientenparameters unterschiedliche lokale Proportionalitätskonstanten verwendet.

� Es wird ein neuer, auf Rev basierender Druckgradientenparameter de�niert, der
einen modellierungstechnisch vorteilhaften wandnormalen Verlauf aufweist.

� Das Maximum von Rev innerhalb der Grenzschicht skaliert mit der Grenzschicht-
dicke. Der Transport einer Gröÿe entlang einer Stromlinie erzeugt inhärent einen
Fehler, wenn alle Gröÿen an der Stelle, an welcher Rev innerhalb der Grenzschicht
maximal wird, ausgewertet werden.

� Es wurde eine neuartige, spezi�sche Geschwindigkeit hergeleitet, die den Trans-
port einer Strömungsgröÿe entlang der Maxima von Rev ermöglicht. Diese Ge-
schwindigkeit wird innerhalb einer partiellen Di�erentialgleichung in einem neuen
Konvektionsterm angewendet.
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5.1 Schlussfolgerungen

� Es konnte ein Kriterium identi�ziert werden, das vorgibt, in welchen Fällen die Ver-
wendung einer modi�zierten, spezi�schen Konvektionsgeschwindigkeit notwendig
ist. Zusätzlich konnte gezeigt werden, dass der Ein�uss der spezi�schen Geschwin-
digkeit insbesondere für dicke Grenzschichten relevant wird.

� Für bestimmte Fälle kann gezeigt werden, dass die Berücksichtigung von Kon-
vektionse�ekten/History-E�ekten durch den mittleren Druckgradientenparameter
notwendig ist.

Ein groÿer Nachteil dieser Modellvariante ist, dass an verschiedenen Stellen der Grund-
satz der Galilei-Invarianz verletzt wird.

Zusätzlich wurde das 4-Gleichungsmodell an das kompressible AHD-Kriterium gekop-
pelt und im transsonischen Bereich untersucht. Entgegen der Vermutung, dass Kom-
pressibilitätserweiterungen im transsonischen Bereich einen vernachlässigbaren Ein�uss
haben, konnten Strömungszustände de�niert werden, bei denen auch in diesem Mach-
Zahlbereich der stabilisierende Ein�uss berücksichtigt werden muss. Das betri�t zum
einen Transition im beschleunigten Bereich und zum anderen typische superkritische
Pro�le, die zwei lokale Druckminima aufweisen und daher insbesondere stromab des ers-
ten Druckminimums sehr sensitiv gegenüber kleinen Änderungen des Kriteriums sein
können.

Eine Kopplung des kompressiblen 4-Gleichungsmodells an das Gleyzes-Kriterium hat
eine geringfügige Verbesserung der Vorhersage bei Strömungen, die unter hohem Ge-
gendruck stehen, ergeben. Aus anwendungsorientierter Sicht scheint jedoch nicht die
Vorhersage der Transition-Onset-Position, sondern eine zu schwache Produktion des
Turbulenzmodells, der limitierende Faktor in der Vorhersage des Transitionsbereiches
laminar abgelöster Strömungen und der Wiedergabe einer entsprechend schnellen Druck-
rückgewinnung zu sein. Die vorhergesagte Position beginnender Transition ist aufgrund
der verwendeten Approximation integraler Gröÿen inhärent sensitiv gegenüber starkem
Gegendruck, da Reθt hier schnell abfällt. Insgesamt hat das Gleyzes-Kriterium für die
untersuchten Fälle somit nur einen geringen Ein�uss und wurde daher nur anhand des
Eppler 387-Testfalls untersucht. Für die im Folgenden diskutierten Galilei-invarianten
Modelle wird ein Zusatzterm verwendet, der basierend auf diesen Erkenntnissen bei ab-
gelösten Strömungen eine starke Turbulenzproduktion und entsprechend schnelle Druck-
rückgewinnung sicherstellt.

Das 3-Gleichungsmodell und das 1-Gleichungsmodell stellen eigenständige Model-
le dar, die basierend auf dem 4-Gleichungsmodell Galilei-invariant entwickelt wurden.
Ein Vorteil dieser Modelle ist, dass statt des mittleren Druckgradientenparameters auch
der lokale Druckgradientenparameter verwendet werden kann. So erhält ein Nutzer zwei
Modelle mit unterschiedlichem Approximationsgrad und Rechenaufwand bei gleichblei-
bendem Implementierungsaufwand (s. Abb. 5.1).
Kernaufgabe bei der Entwicklung dieser Modelle ist die Invariantmachung verschiede-
ner Gleichungen und Terme, wodurch wichtige Strömungsgröÿen/Informationen für die
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5.1 Schlussfolgerungen

Modellierung nicht mehr verfügbar sind und durch invariante Ausdrücke unter Beibe-
haltung der Genauigkeit ersetzt werden müssen. So z.B. die integrierenden partiellen
Di�erentialgleichungen, die den Betrag des lokalen Geschwindigkeitsvektors im Produk-
tionsterm verwenden, welcher in Anlehnung an Menter et al. (2015) durch einen Galilei-
invarianten Ausdruck ersetzt wurde. Ein in diesem Zusammenhang wichtiges Ergebnis
ist, dass sich für diese Gleichungen der Ein�uss der invarianten Formulierung des lokalen
Geschwindigkeitsbetrages im mittleren Zielparameter nahezu heraushebt und damit eine
potentielle Fehlerquelle bei dieser Art der Abbildung von Konvektionse�ekten inhärent
ausgeschlossen werden kann. Ferner wurde ein neuartiger Galilei-invarianter Druckgradi-
entenparameter auf Basis des erstmals von Ströer et al. (2020b) de�nierten Parameters λv
hergeleitet, der dem von Menter et al. (2015) verwendeten Galilei-invarianten Druckgra-
dientenparameter ähnlich ist. Die Gleichung für den Transport der Impulsverlustdicken-
Reynolds-Zahl am kritischen Punkt wurde durch zwei Annahmen vermieden und durch
einen Galilei-invarianten Ausdruck ersetzt, der lokal ohne eine weitere Transportglei-
chung berechnet werden kann.

Eine weitere wichtige Erkenntnis der vorliegenden Arbeit ist, dass eine lokale transi-
tionssetzende Gleichung wie die γ-Gleichung einen deutlichen Ein�uss auf die �-
nal gesetzte Transitionsposition haben kann, der als unerwünscht einzustufen ist, da
bei dieser Klasse von Transitionsmodellen zunächst nur das Transitionskriterium die
physikalische Grundlage beinhaltet. Das Verhalten einer typischen γ-Gleichung in Ver-
bindung mit einem k-ω SST-Turbulenzmodell wurde daher phänomenologisch in Ab-
hängigkeit der Reynolds-Zahl beschrieben. Für niedrige Reynolds-Zahlen ergibt sich ein
charakteristischer γ-Keil. Für hohe Reynolds-Zahlen ist eine Stromaufwirkung zu be-
obachten. Für Fälle mit niedrigen Reynolds-Zahlen, bei denen Transition über einen
Tollmien-Schlichting-Mechanismus statt�ndet, ist neben dem beschriebenen γ-Keil die
Produktion des SST-Turbulenzmodells deutlich zu schwach. Für Strömungen bei starken
Gegendruckgradienten, die bis zur laminaren Ablösung führen, wird daher im Modell ein
Zusatzterm verwendet, der eine verstärkte Turbulenzproduktion ermöglicht. Dieses Vor-
gehen ist in der Literatur bekannt und wird in verschiedenen Modellen angewendet. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Term entwickelt, der dieses Prinzip erweitert
und zusätzlich auch bei schwächeren Gegendruckgradienten aktiv wird, um Transition
bei verzögerter Strömung im niedrigen Reynolds-Zahlenbereich abzubilden. Aktuell wird
der Term so angewendet, dass er für hohe Reynolds-Zahlen deaktiviert werden kann, um
unerwünschte E�ekte zu vermeiden. Dieses manuelle Schalten des Anwenders ist nicht
im Sinne dieser Klasse von Modellen und bedarf weiterer Modellierung.
Für Testfälle mit ablösungsinduzierter Transition kann unter Verwendung dieses Terms
eine deutlich bessere Übereinstimmung mit der experimentellen Wiederanlegeposition
und der cp-Verteilung im abgelösten Bereich beobachtet werden. Die lokal beschleunigte
bzw. verstärkte Turbulenzproduktion führt zu einer besseren Vorhersage der experimen-
tellen Druckrückgewinnung.

Anhand von Veri�kations- und Validierungstestfällen kann gezeigt werden, dass
das 4-Gleichungsmodell in guter bis sehr guter Übereinstimmung mit den experimen-
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tellen Daten liegt und es mit den Galilei-invarianten Modellen gelingt, die Qualität des
4-Gleichungsmodells zu erhalten. Insbesondere mit dem 4-Gleichungsmodell lässt sich
das zugrundeliegende Kriterium in allen Fällen sehr genau in gitterpunktlokaler Art und
Weise abbilden. Insgesamt ergeben sich für die untersuchten Testfälle, die das Ziel ha-
ben, einen möglichst breiten Bereich an Strömungsbedingungen zu repräsentieren, unter
Verwendung aller Modelle im Vergleich zu Experimenten gute bis sehr gute Ergebnisse.
Die Verwendung eines mittleren Druckgradientenparameters kann insgesamt als vorteil-
haft eingestuft werden, da für das 1-Gleichungsmodell durch die Vernachlässigung von
Konvektionse�ekten in einigen Fällen gezeigt werden kann, dass Druckgradientene�ekte
über- oder unterschätzt werden. Ferner wurden die Galilei-invarianten Modelle so im-
plementiert, dass eine Verwendung in Nicht-Inertialsystemen möglich ist. So konnte ein
Helikopterrotor im axialen Flug erfolgreich simuliert werden.
Da grundsätzlich das zugrundeliegende Transitionskriterium die physikalische Basis von
Transitionsmodellen enthält, wird im Rahmen dieser Ansätze (bis auf wenige Stellen)
auf eine umfangreiche Kalibrierung auf Basis bestimmter Testfälle verzichtet. Ein in
diesem Kontext besonders interessanter Testfall ist die generische Ellipsoidkon�gurati-
on, für die für das reine Transitionskriterium gezeigt werden konnte, dass bestimmte
E�ekte von stabilitätsbasierten Kriterien nicht wiedergegeben werden (bereits von Ar-
nal 1986 beschrieben). Anstelle einer Kalibrierung sollte hier also zunächst das reine
Transitionskriterium für diese dreidimensionale Strömung bei stark divergierenden und
konvergierenden Stromlinien untersucht werden.

5.2 Ausblick

Vor dem Hintergrund sich wandelnder Anforderungen in der Luftfahrt gewinnt die phy-
sikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition an Bedeutung. Diese Klasse
von Transitionstransportgleichungsmodellen und allgemeiner die Bemühungen, Transiti-
onsvorhersagemethoden automatisiert in Strömungslösern zu implementieren und weiter
zu verbessern, sind ein wichtiger Bestandteil der physikalischen Modellierung. Insbeson-
dere für Laminaranwendungen und für viele weitere Bereiche ergibt sich ein deutlicher
Ein�uss auf die Simulationsgenauigkeit. Zusätzlich haben diese Methoden perspektivisch
einen über reine RANS-Simulationen hinausgehenden Anwendungsbereich (z.B. inner-
halb hybrider RANS/LES-Methoden).

Folgearbeiten zum vorgestellten, semi-empirischen Transitionsmodellierungsframeworks
sollten sich nach Ansicht des Autors auf die folgenden Punkte konzentrieren:

� Modellierung bei stark dreidimensionalen Strömungen

� Kopplung des Modells an Transitionskriterien für querströmungsinduzierte Tran-
sition

� Kopplung des Kriteriums nach Abu-Ghannam und Shaw (1980) für hohe Turbu-
lenzgrade und des Kriteriums nach Mayle (1991) für Bypass-Transition
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� Validierung einer lokalen Approximation des lokalen Turbulenzgrades

� Genaue Trennung der E�ekte zwischen Modellgleichungen und Physik (γ-Glei-
chung) sowie weitere Modellierung des Zusatzterms, der bei Transition unter Ge-
gendruck angewendet wird.

� Anwendung und ggf. Weiterentwicklung der Modelle für hypersonische Strömungen

Verschiedene Formen der Stabilitätstheorie konnten zeigen, dass sie den Prozess der
laminar-turbulenten Transition in vielen Fällen hochgenau abbilden und ein tiefgehen-
des physikalisches Verständnis vermitteln. Perspektivisch sollten daher nach Ansicht
des Autors der vorliegenden Arbeit anstatt stark kalibrierter, empirischer Methoden
die vorhandenen Theorien auf natürliche, mit CFD-Lösern kompatible und konsisten-
te Art und Weise verfügbar gemacht werden. Neben den im Rahmen der vorliegenden
Arbeit verwendeten, stabilitätsbasierten Kriterien wäre es hierzu erstrebenswert, reine
(d.h. nicht-approximierte), lokale, lineare Stabilitätstheorie in Verbindung mit der eN -
Theorie oder einen Ansatz von vergleichbarer physikalischer Vorhersagequalität unter
Verwendung von Transportgleichungen in ein vollständig lokales Transitionsmodell zu
überführen (z.B. die linearisierte Stördi�erentialgleichung).
Die Verwendung von Methoden, die in irgendeiner Form starke Approximationen enthal-
ten, werden bei Testfällen, bei denen Grundannahmen verletzt werden, natürlicherweise
zu Problemen führen. Daher ist es erstrebenswert, die Modelle möglichst transparent
auszuwerten. Auf diese Weise können modellierungstechnische Probleme von Fragestel-
lungen, die die physikalische Grundlage betre�en, getrennt werden.
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A Zusammenfassung der

Modellgleichungen

A.1 4-Gleichungsmodell

Integrale Grenzschichtgröÿen

� Impulsverlustdicken-Reynols-Zahl:

Rev =
y2
w‖S‖
ν

(A.1)

Reθ =
Rev
πH

(A.2)

mit πH = min(5; max(2, 193; 0, 0717H3
12 − 0, 7319H2

12 + 4, 2563H12 − 5, 1743))

� Formfaktor:

λv = Re2
vK = Re2

v

ν

u2
e

due
ds

(A.3)

ue =

√√√√u2
∞ +

2κ

κ− 1

[
1−

(
p

p∞

)1− 1
κ

]
p∞
ρ∞

(A.4)

due
ds

=
u

‖u‖2

· ∇ue, wobei ∇ue = − 1

ueρ∞

(
p

p∞

)− 1
κ

∇p (A.5)

H12 = −1, 2433 λ4
v − 2, 9805 λ3

v − 2, 2245 λ2
v − 1, 5196 λv + 2, 5979 (A.6)

Abschirmung der Grenzschicht

Γδ = e−( ywδ )
4

e
−
(
‖S‖y2

w
ν105

)4

(A.7)

mit
δ = 375 θ‖Ω‖ yw

‖u‖2

(A.8)

und

θ =
Reθν

ue
(A.9)
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A.1 4-Gleichungsmodell

Spezi�sche Transportgeschwindigkeit

� Gleichungssystem:

y2
w∇(n · ∇Rev) · s ∗

Rev

!
= 0 (A.10)

s ∗
Rev
·
(

u

‖u‖2

× n
)

!
= 0 (A.11)

(
s ∗
Rev
− u

‖u‖2

)
· u

‖u‖2

!
= 0 (A.12)

� Korrekturfunktionen:

χα =

{
−1; α > π/2
1; sonst

(A.13a)

α = cos−1

(
sRev · u
‖u‖2

)
(A.13b)

ξb =
1

2

(
1 + tanh

[
100 cos−1

(
χα sRev ·

u

‖u‖2

)
− 2000

])
(A.14)

� Finale spezi�sche Transportgeschwindigkeit:

uRev = [(1− Γδ)u+ Γδ(χα sRev‖u‖2)] ξb + (1− ξb)u, (A.15)

wobei sRev = s ∗
Rev

/‖s ∗
Rev
‖2

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

� Transportgleichung:

∂(ρR̃e
∗
θc)

∂t
+∇ · (ρR̃e

∗
θcuRev) = (P −D)

R̃e
∗
θc

+∇ ·
(

(µ+ µt)σθc∇R̃e
∗
θc

)
−K

R̃e
∗
θc

(A.16)

mit K
R̃e
∗
θc

= R̃e
∗
θc∇ · (ρ (uRev − u)), σθc = 0, 0001 und

(P −D)
R̃e
∗
θc

= ρ‖Ω‖F
R̃e
∗
θc

Γδ

(
R̃e
∗
θc −Reθc

)
(A.17)

� Sensorfunktion:

F
R̃e
∗
θc

=
1

4

[
1− tanh

(
90− 100

Reθ
Reθc

)] [
tanh

(
110− 100

Reθ
Reθc

)
+ 1

]
(A.18)

� Kompressibilitätserweiterung:
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A.1 4-Gleichungsmodell

F∗
R̃e
∗
θc

= FL
1

4

[
1− tanh

(
90− 100

Reθ
Reθc

)]
[
tanh

(
110− 100

Reθ
Reθc

)
+ 1

] (A.19)

FL =
1

2

[
1 + tanh

(
10− 100

l̃cΣ
L

)]
(A.20)

Mittlerer Druckgradientenparameter

� λ̃θΣ-Gleichung:

∂(ρλ̃θΣ)

∂t
+∇ · (ρλ̃θΣuRev) = Pλ̃θΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σθc∇λ̃θΣ

)
−Kλ̃θΣ

(A.21)

mit Kλ̃θΣ
= λ̃θΣ∇ · (ρ (uRev − u)) und

Pλ̃θΣ = ρ FλΓδ‖u‖2λθ (A.22)

mit

λθ =
θ2

ν

due
ds

(A.23)

� l̃cΣ-Gleichung:

∂(ρl̃cΣ)

∂t
+∇ · (ρl̃cΣuRev) = Pl̃cΣ +∇ ·

(
(µ+ µt)σθc∇l̃cΣ

)
−Kl̃cΣ

(A.24)

mit Kl̃cΣ
= l̃cΣ∇ · (ρ (uRev − u)) und

Pl̃cΣ = ρ FλΓδ‖u‖2 (A.25)

� Sensorfunktionen:

Fλ =
1

2

[
1− tanh

(
90− 100

(
Reθ
Reθc

+ 10
µt
µ

ΓδFH12Fl

))]
(A.26a)

FH12 =
1

2

[
1− tanh

(
104 − 104H12(λ̃θΣ/l̃cΣ)/2, 65

)]
(A.26b)

Fl =
1

2

[
1 + tanh

(
104 − 104l̃cΣ/yw

)]
(A.26c)

� Kompressibilitätserweiterung:
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A.1 4-Gleichungsmodell

F∗λ =
1

2

[
1− tanh

(
90− 100

(
Reθ
Reθc

+ 10
µt
µ

ΓδFH12Fl + FR

))]
(A.27)

FR =
1

2

[
1 + tanh(1000− 100 R̃e

∗
θc)
]

(A.28)

� Mittlerer Druckgradientenparameter:

λθ =
λ̃θΣ

l̃cΣ
Fλ + (1−Fλ)λθ (A.29)

Transition-Onset Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

� Original:
Reθt −Re∗θc = −206 e25,7λθ

[
ln(16, 8Tu)− 2, 77λθ

]
(A.30a)

Reθc = e
52
H12
−14,8 (A.30b)

� Kompressibilitätserweiterung:

Reθt −Re∗θc = A eBλθ
[
ln(C Tu)−Dλθ

]
(A.31a)

Reθc = eE/H12−F (A.31b)

Werte für A(Mae), B(Mae), C(Mae), D(Mae), E(Mae) und F(Mae) sind Abschn.
2.6.2 zu entnehmen.

ae =
√
κRiTe mit Te =

(
p

p∞

)(κ−1)/κ

T∞ (A.32)

Mae =
ue
ae

(A.33)

Berechnung Intermittenzfeld

� Möglichkeit 1:

∂(ργ)

∂t
+∇ · (ργu) = Pγ −Dγ +∇ · ((µ+ µt/σγ)∇γ) (A.34)

wobei σγ = 2
Pγ = ρFlFo‖S‖(1− γ) (A.35)

und
Dγ = c1ρFt‖Ω‖γ(c2γ − 1) (A.36)

mit c1 = 3/50 und c2 = 50

Ft = e−(
µt/µ

3
)4

(A.37)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

Fo = max(Fo2 − Fo3; 0) min(1;Fλ + 1− Ft) (A.38a)

Fo1 =
Reθ
Reθt

(A.38b)

Fo2 = min
(
max

(
Fo1;F 4

o1

)
; 2
)

(A.38c)

Fo3 = max

(
1−

(
µt/µ

3, 5

)3

; 0

)
(A.38d)

Fl = 6 + 24FRTFλ
1

2

[
1 + tanh

(
10− 10

Reθ
400

)]
(A.39)

� Möglichkeit 2:
∂(ρl̃γ)

∂t
+∇ · (ρul̃γ) = Pl̃γ −Dl̃γ (A.40)

Pl̃γ = ρΓδ‖u‖2Fo (A.41)

Dl̃γ = ρΓδ‖u‖2(1− Fo) (A.42)

Fo =
1

2
min

[
2;

(
1 + tanh

(
105 Reθ

Reθt
− 105

))
+

(
1 + tanh

(
105 µt

15µ
− 105

))] (A.43)

γ =
1

2

(
1 + tanh

(
105 l̃γ

L
− 105

))
(A.44)

A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

Integrale Grenzschichtgröÿen

λvG =
y2
w

ν
∇(u · n) · n (A.45)

H12 = 0, 0031 λ2
vG + 0, 1037 λvG + 2, 3551 (A.46)

λθ = 0, 0015204 λ2
vG − 0, 02506 λvG + 0, 04696 (A.47)

∀ − 1, 5 ≤ λvG ≤ 7

Reθ =
Rev
πH

(A.48)

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

R̃e
∗
θc = Re∗θc = Reθc(H12(λθ)) (A.49)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

mit H12(λθ) = −354, 0245λ
3

θ + 56, 9761λ
2

θ − 6, 7442λθ + 2, 586

Mittlerer Druckgradientenparameter

1-Gleichungsmodell

Der lokale Druckgradientenparameter wird für das 1-Gleichungsmodell im Folgenden
statt des gemittelten Druckgradientenparameters verwendet, d.h.:

λθ = λθ (A.50)

3-Gleichungsmodell

� Transportgleichungen:
Für φ ∈ {λ̃θΣ, l̃cΣ} mit ψ ∈ {λθ, 1}:

∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρuφ) = ρ‖S‖yw/cSψFλΓδ +∇ · ((µ+ µt)σφ∇φ) (A.51)

mit cS = 0, 2 and σφ ∈ {0; 0, 1}

λθ = Fλ
λ̃θΣ

l̃cΣ
+ (1−Fλ)λθ (A.52)

� Sensorfunktionen:

Fλ =
1

2

[
1− tanh

(
90− 100

(
Rev

πH Reθc
+ 10

µt
µ

ΓδFH12Fl

))]
(A.53a)

FH12 =
1

2

[
1− tanh

(
104 − 104H12(λθ

)
/2, 65

]
(A.53b)

Fl =
1

2

[
1 + tanh

(
104 − 104 l̃cΣ

yw

)]
(A.53c)

� Abschirmung der Grenzschicht:

Γδ = e−(‖S‖y2
w/(ν 104))8

(A.54)

Transition-Onset Impulsverlustdicken Reynolds-Zahl

Reθt −Re∗θc = −206 e25,7λθ
[
ln(16, 8Tu)− 2, 77λθ

]
(A.55a)

Reθc = e
52

min(2,725;H12)
−14,8 (A.55b)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

Berechnung Intermittenzfeld

∂(ργ)

∂t
+∇ · (ρuγ) = Pγ −Dγ +∇ · ((µ+ µt/σγ)∇γ) (A.56)

mit σγ = 2
Pγ = ρ‖S‖FlFo(1− γ) (A.57a)

Dγ = c1ρ‖Ω‖Ftγ(c2γ − 1) (A.57b)

mit c1 = 0, 06 und c2 = 50

Fo = min(1;Fλ + 1− Ft) (1− tanh(105 − 105ξ)) (A.58a)

ξ =

(
Rev

πHReθt

)4

+

(
µt
µ

)2

+ γ2 (A.58b)

Fl = 6 + 24FRTFλ
1

2

[
1 + tanh

(
10− 10

Reθ
400

)]
(A.59)

Ft = e−(
µt/µ

3
)4

(A.60)

Ablösungsinduzierte Transition und e�ektive Intermittenz

γ∇p = c1 F∇p FReθFγFµt FλΓδFRe (A.61)

mit c1 = 5

F∇p =
1

2
(1− tanh (20− 20H12/3, 25)) (A.62a)

Fµt = max(3− µt/µ; 0)
1

2

[
1− tanh

(
4− 4

(µt/µ+ Fsep1)

0, 15

)]
(A.62b)

mit Fsep1 =
1

2
[1− tanh (104 − 104H12/3, 5)]

Fγ = max(γ − 0, 2; 0) (A.62c)

FReθ = min

[
1;Fsep2 +

1

2

(
1 + tanh

(
103 − 103Reθ

350

))]
(A.62d)

mit Fsep2 =
1

2
[1− tanh (102 − 102H12/3, 3)]

FRe =
1

2

(
1 + tanh

(
104 − 104Re/106

))
(A.62e)

γeff = min(2; γ + γ∇p) (A.63)
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A.3 Randbedingungen

� φ ∈ {R̃e
∗
θc, λ̃θΣ, l̃cΣ, l̃γ}:

Wand:
(∇φ · n)|w = 0 (A.64)

Fernfeldrand:
φ∞ = 0 (A.65)

Initialbedingungen:
φ(x, t∗ = 0) = 0 ∀ x ∈ Ω ⊂ R3 (A.66)

� γ-Gleichung:
Fernfeld:

γ∞ = 1 (A.67)

Initialbedingung:
γ(x, t∗ = 0) = 1 ∀ x ∈ Ω ⊂ R3 (A.68)

Wand:
(∇γ · n)|w = 0 (A.69)

A.4 Kopplung an das
k − ω-SST-Wirbelviskositätsmodell
∂(ρk)

∂t
+∇ · (ρku) = γ Pk −max(γ; 0, 1) Dk +∇ · ((µ+ σkµt)∇k) (A.70)

Je nach Modellvariante ist hier γ durch γeff zu ersetzen.

∂(ρω)

∂t
+∇ · (ρωu) = Pω −Dω +∇ · ((µ+ σωµt)∇ω) + 2(1− F1)

ρσω2

ω
∇k · ∇ω (A.71)

F1 = max (F1orig;F1lam) mit F1lam = e−(yw
√
k/(120ν))

8

(A.72)
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B Implementierung und

Lösungsverhalten

Generell gilt es zu beachten, dass das Lösungsverhalten partieller Transportdi�erenti-
algleichungen stark löserabhängig ist. Nachfolgend sollen einige numerische Details der
Implementierung und des Modellverhaltens für den Strömungslöser DLR-TAU darge-
legt werden. TAU ist ein kompressibler, unstrukturierter, Finite-Volumen Navier-Stokes
Strömungslöser.
Die Konvektionsterme der Hauptströmungsgleichen werden mit einem zentralen Schema
und zusätzlicher Matrixdissipation diskretisiert. Für Strömungen tiefer Mach-Zahl wird,
um eine korrekte Skalierung dieser künstlichen Dissipation sicherzustellen, eine Vor-
konditionierung (sogenanntes Low Mach number preconditioning) verwendet. Zur Kon-
vergenzbeschleunigung wird ein Mehrgitterverfahren angewendet. Für die Turbulenz-
und neuen Transitionsgleichungen wird darauf aus Gründen der Stabilität verzichtet.
Abgesehen von wenigen nachfolgend diskutierten Ausnahmen werden die zusätzlichen
Gleichungen analog zu den Transportgleichungen des Turbulenzmodells behandelt.

B.1 Zeitliche Integration und Quellterme

Die zeitliche Integration erfolgte im Rahmen der vorliegenden Arbeit mit einem im-
pliziten Euler-Schema in Verbindung mit einem LUSGS-Lösungsalgorithmus analog zu
den Gleichungen des Turbulenzmodells. Die CFL-Zahl wird identisch zu den Hauptströ-
mungsgleichungen und dem Turbulenzmodell gewählt. Die Quellterme werden entspre-
chend de�niert. D.h. neben der expliziten De�nition existieren Funktionen, die implizite
Terme bereitstellen.

B.2 Konvektionsterm

Die Konvektionsterme werden analog zum Turbulenzmodell mit einem numerischen Roe-
Schema diskretisiert. Im Gegensatz zum Turbulenzmodell ist eine Extrapolation zu den
Faces (Seiten�ächen des Kontrollvolumens) deaktiviert. Für das 4-Gleichungsmodell
wurde in allen Fällen, die Geschwindigkeit u durch die spezi�sche Transportgeschwindig-
keit uRev ersetzt. Das Konvergenzverhalten ist in den untersuchten Fällen unabhängig
von der verwendeten Konvektionsgeschwindigkeit ähnlich. In den im Folgenden gezeigten
Testfällen wird der Fall mit spezi�scher Transportgeschwindigkeit betrachtet.
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B.3 Konvergenzverhalten

Es gilt zu beachten, dass es sich im Gegensatz zu den Hauptströmungsgleichungen bei
den zusätzlichen Di�erentialgleichungen um keine physikalischen Erhaltungsgleichungen
handelt. Die zusätzlichen skalaren Gleichungen sind so hergeleitet, dass die Struktur einer
Transportgleichung erhalten bleibt und durch entsprechend konstruierte Produktions-
/Destruktionsterme eine bestimmte Operation gitterpunktlokal ermöglicht wird. Daher
werden an diversen Stellen Funktionen verwendet, die ein quasi-unstetiges Schalten18

realisieren, was die Steifheit der Gleichungen erhöht und die numerische Lösung er-
schwert.

B.3.1 Eppler 387-Pro�l
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Abbildung B.1: Residuenverläufe für das 4-Gleichungsmodell (4 Gl. k γ): Dichtere-
siduum (zusätzlich für das 3 Gl. GI-Modell) und integrale Beiwerte
(links) sowie nicht-normierte Resiuden zusätzlicher Transitionsgleichun-
gen (rechts)

Das Konvergenzverhalten der zusätzlichen Gleichungen soll an zwei Testfällen demons-
triert werden. Mit dem Eppler 387-Pro�l liegt ein Fall vor, bei dem Transition über eine
laminare Ablöseblase statt�ndet. Hierbei gilt es zu beachten, dass das 4-Gleichungsmodell
keinen Zusatzterm verwendet, der eine verstärkte Turbulenzproduktion und schnelleres
Schlieÿen der Ablöseblase erzwingt (vgl. Kap. 3). Das Dichteresiduum fällt daher für das
3-Gleichungsmodell zwei Gröÿenordnungen tiefer als das 4-Gleichungsmodell (Abb. B.1,
links).

18Auch wenn die häu�g verwendeten Tangens Hyperbolicus-Funktionen an sich stetig di�erenzier-
bar sind, kann das Schalten je nach Konstruktion dieser Funktionen vom Löser als quasi-
unstetig/sprunghaft empfunden werden.
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Abbildung B.2: Feldlösungen der zusätzlichen Gleichungen des 4-Gleichungsmodells (4
Gl. k γ) an der wandnormalen Position ywR (links) sowie cp- und cf -
Verläufe (rechts) für unterschiedliche Iterationszahlen

Im Folgenden soll die Konvergenz der zusätzlichen Gleichungen für das 4-Gleichungs-
modells analysiert werden (Abb. B.1, rechts). Generell kann hierbei kein Fallen des Re-
siduums auf Maschinengenauigkeit erwartet werden kann. Wie einleitend beschrieben,
ist diese Art zusätzlicher Gleichungen aufgrund vieler sprunghaft steigender oder fal-
lender Funktionen mathematisch besonders steif. Zusätzlich gilt es zu beachten, dass es
sich bei den gezeigten Residuen um quadratische Mittelwerte handelt (sogenannte RMS-
Residuen). D.h. auch, wenn die Gleichungen innerhalb der Grenzschicht konvergieren,
können Werte auÿerhalb der Grenzschicht den quadratischen Mittelwert dominieren. An-
hand der Feldlösung an der Stelle ywR sowie der cp- und cf -Verläufe kann jedoch gezeigt
werden, dass die Gleichungen, sobald ihre Residuen um zwei oder drei Gröÿenordnungen
gefallen sind, eine hinreichend genaue und zeitlich konstante Lösung liefern (Abb. B.2).
So liegen die Lösungen nach 50000 Iterationen in allen Werten nahezu exakt aufeinan-
der. Selbst bei 25000 Iterationen (Dichteresiduum zwischen O(10−4) und O(10−5)) sind
die zusätzlichen Gleichungen schon nah an ihrem konvergierten Zustand.

B.3.2 CAST 10-2-Pro�l

Als zweiter Testfall wird das CAST 10-2-Pro�l gezeigt. Es ist ersichtlich, dass die Re-
siduen für sehr hohe Iterationszahlen deutlich fallen (Abb. B.3). Das Dichteresiduum
fällt ungefähr auf Maschinengenauigkeit. Die weiteren Residuen fallen später. Das ist
sinnvoll, da die Hauptströmungsgleichungen Konvergenzbeschleunigungstechniken ver-
wenden und die Lösungen der zusätzlichen Gleichungen auf der Lösung der Hauptströ-
mungsgleichungen basieren. So ist unabhängig von der Art und Steifheit der zusätzlichen
Gleichungen zu erwarten, dass diese langsamer konvergieren.
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Abbildung B.3: Residuenverläufe für das 4-Gleichungsmodell (4 Gl. k γ): Dichteresidu-
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Gleichungen
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Abbildung B.4: Feldlösungen der zusätzlichen Gleichungen des 4-Gleichungsmodells (4
Gl. k γ) an der wandnormalen Position ywR (links) sowie cp- und cf -
Verläufe (rechts) für unterschiedliche Iterationszahlen

Auch für dieses Pro�l ist anhand der Feldlösung an der Stelle ywR (Abb. B.4) zu erken-
nen, dass sich, auch wenn die Residuen der zusätzlichen Gleichungen erst um ca. zwei
Gröÿenordnungen gefallen sind (vgl. Abb. B.3, i ≈ 50000), eine stabile und konstante
Feldlösung einstellt (Abb. B.4, i = 50000), die identisch zur Lösung bei tiefen Residuen
und hohen Iterationszahlen ist. Für sehr hohe Iterationszahlen fallen jedoch auch die
Residuen der zusätzlichen Gleichungen deutlich und die überlagerten hochfrequenten
Schwingungen scheinen gedämpft.
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B.3.3 Schlussfolgerungen

Die diskutierten Testfälle zeigen, dass die Aussagekraft der RMS-Residuen für diese
Art von zusätzlichen Gleichungen begrenzt ist. Erfahrungsgemäÿ kann ein Fallen des
RMS-Residuums um zwei Gröÿenordnungen als hinreichend betrachtet werden.
Zusätzlich kann die Sinnhaftigkeit der Lösungen einfach überprüft werden: So wird bspw.
für die l̃cΣ-Gleichung ein lineares Anwachsen in Strömungsrichtung und für die R̃e

∗
θc-

Gleichung eine Produktion am kritischen Punkt und ein konstanter Transport stromab
dieser Position erwartet (vgl. Abb. B.2, links und Abb. B.4, links).
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