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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine aus drei Transitionstransportgleichungsmodellen
unterschiedlicher Komplexitat bestehende neuartige, semi-empirische Modellfamilie zur
Transitionsvorhersage fur die Auf3enaerodynamik vor, die auf einer approximierten Form
lokaler, linearer Stabilitdtstheorie basiert. Durch diese neuen Modelle werden Defizite
vorhandener Ansétze bei Tollmien-Schlichting-Transition, die mit positiven und negativen
Druckgradienten assoziiert sind, kompensiert und im Verlauf der vorliegenden Arbeit detailliert
dokumentiert.

Ein 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Transitionskriterium moglichst
genau gitterpunktlokal abzubilden. So werden drei neuartige, zusétzliche partielle
Transportdifferentialgleichungen eingefiihrt, wovon zwei eine Integration entlang einer neu
definierten spezifischen Transportgeschwindigkeit ausfiihren, um einen mittleren
Druckgradientenparameter lokal bereitzustellen, Gber den Konvektionseffekte berlicksichtigt
werden konnen. Eine weitere Gleichung wird verwendet, um eine GrenzschichtgrofRe des
kritischen Punktes konstant zu transportieren. Es kann gezeigt werden, dass diese
Gleichungen die beschriebenen Operationen sehr genau abbilden und die Strémungsgréf3en
damit gitterpunktlokal verfigbar machen. Das 4-Gleichungsmodell wird zusatzlich um
Kompressibilitatseffekte erweitert und fur laminar abgeltste Strémungen detailliert untersucht.
Auf Basis dieser umfangreichen Arbeiten werden darUber hinaus ein eigenstandiges 3-
Gleichungsmodell und ein 1-Gleichungsmodell hergeleitet, die unter Beibehaltung der
Genauigkeit Galilei-invariant entwickelt wurden und zusatzlich numerisch ginstiger sind. Ein
weiterer Vorteil dieser Modelle ist, dass das 3-Gleichungsmodell und das 1-Gleichungsmodell,
abgesehen von zwei zusatzlichen Gleichungen des 3-Gleichungsmodells, in ihrer Form
identisch sind.

Es kann gezeigt werden, dass die Galilei-invarianten Modelle die Qualitat des 4-
Gleichungsmodells erhalten. Ferner liefern alle Modelle fiir die gezeigten Verifikations- und
Validierungstestfélle gute bis sehr gute Ergebnisse. Das 3-Gleichungsmodell und das 1-
Gleichungsmodell werden im Rahmen dieser Validierung erfolgreich auf einen komplexen
Helikopter-Testfall im axialen Flug angewendet.
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The present work deals with the physical modeling of laminar-to-turbulent transition. For that
purpose, a new semi-empirical stability-based transition transport modeling framework for
external aerodynamics is presented. These new models aim at compensating deficiencies of
present state-of-the-art models for streamwise transition mechanisms focusing Tollmien-
Schlichting transition, associated with adverse and favorable pressure gradients.

A 4-equation model aims at accurately reproducing the underlying transition criterion in a grid-
point-local manner. In this way, three new transport equations are introduced. Two of them
perform an integration along a new specific transport velocity in order to provide an averaged
pressure-gradient parameter that covers convection effects in streamwise direction. Another
equation is used to transport an integral boundary-layer quantity downstream. It can be shown
that the new transport equations and the solution procedure applied yield a very accurate
numerical representation of all quantities that are needed to evaluate the transition criterion in
a grid-point-local manner and, thus, a very good match of the predicted transition onset
locations with experimental findings could be demonstrated. In addition, the 4-equation model
is extended to account for compressibility effects and is investigated in detail for laminar
separated flows. Based on this work independent 3-equation and l-equation models are
derived that are Galilean-invariant and computationally cheaper while maintaining the accuracy
of the 4-equation model. All model versions show very good or good agreement with
experimental data for the presented verification and validation test cases. In addition, the 3-
and 1-equation models are applied to a helicopter validation test case in axial flight.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine aus drei Transitionstransportgleichungsmodellen
unterschiedlicher Komplexitit bestehende neuartige, semi-empirische Modellfamilie zur
Transitionsvorhersage fiir die Aukenaerodynamik vor, die auf einer approximierten Form
lokaler, linearer Stabilitdtstheorie basiert. Durch diese neuen Modelle werden Defizite
vorhandener Ansétze bei Tollmien-Schlichting-Transition, die mit positiven und negati-
ven Druckgradienten assoziiert sind, kompensiert und im Verlauf der vorliegenden Arbeit
detailliert dokumentiert.

Ein 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Transitionskriterium mog-
lichst genau gitterpunktlokal abzubilden. So werden drei neuartige, zusétzliche partielle
Transportdifferentialgleichungen eingefiihrt, wovon zwei eine Integration entlang einer
neu definierten spezifischen Transportgeschwindigkeit ausfiihren, um einen mittleren
Druckgradientenparameter lokal bereitzustellen, iiber den Konvektionseffekte bertick-
sichtigt werden konnen. Eine weitere Gleichung wird verwendet, um eine Grenzschicht-
grofse des kritischen Punktes konstant zu transportieren. Es kann gezeigt werden, dass
diese Gleichungen die beschriebenen Operationen sehr genau abbilden und die Stro-
mungsgrofen damit gitterpunktlokal verfiigbar machen. Das 4-Gleichungsmodell wird
zusatzlich um Kompressibilititseffekte erweitert und fiir laminar abgeloste Stromungen
detailliert untersucht.

Auf Basis dieser umfangreichen Arbeiten werden dariiber hinaus ein eigenstdndig-
es 3-Gleichungsmodell und ein 1-Gleichungsmodell hergeleitet, die unter Beibehal-
tung der Genauigkeit Galilei-invariant entwickelt wurden und zusdtzlich numerisch
giinstiger sind. Ein weiterer Vorteil dieser Modelle ist, dass das 3-Gleichungsmodell
und das 1-Gleichungsmodell, abgesehen von zwei zusitzlichen Gleichungen des 3-
Gleichungsmodells, in ihrer Form identisch sind.

Es kann gezeigt werden, dass die Galilei-invarianten Modelle die Qualitdt des 4-
Gleichungsmodells erhalten. Ferner liefern alle Modelle fiir die gezeigten Verifikations-
und Validierungstestfélle gute bis sehr gute Ergebnisse. Das 3-Gleichungsmodell und das
1-Gleichungsmodell werden im Rahmen dieser Validierung erfolgreich auf einen komplex-
en Helikopter-Testfall im axialen Flug angewendet.



Abstract

The present work deals with the physical modeling of laminar-to-turbulent transition.
For that purpose, a new semi-empirical stability-based transition transport modeling
framework for external aerodynamics is presented. These new models aim at compensa-
ting deficiencies of present state-of-the-art models for streamwise transition mechanisms
focusing Tollmien-Schlichting transition, associated with adverse and favorable pressure
gradients.

A 4-equation model aims at accurately reproducing the underlying transition criterion
in a grid-point-local manner. In this way, three new transport equations are introduced.
Two of them perform an integration along a new specific transport velocity in order
to provide an averaged pressure-gradient parameter that covers convection effects in
streamwise direction. Another equation is used to transport an integral boundary-layer
quantity downstream. It can be shown that the new transport equations and the solution
procedure applied yield a very accurate numerical representation of all quantities that
are needed to evaluate the transition criterion in a grid-point-local manner and, thus, a
very good match of the predicted transition onset locations with experimental findings
could be demonstrated. In addition, the 4-equation model is extended to account for
compressibility effects and is investigated in detail for laminar separated flows.

Based on this work independent 3-equation and 1-equation models are derived that are
Galilean-invariant and computationally cheaper while maintaining the accuracy of the 4-
equation model. All model versions show very good or good agreement with experimental
data for the presented verification and validation test cases. In addition, the 3- and 1-
equation models are applied to a helicopter validation test case in axial flight.
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1 Einleitung

Die laminar-turbulente Transition beschreibt den Ubergang von der laminaren in die
turbulente Strémungsform. Beide Zustdnde weisen signifikant unterschiedliche Eigen-
schaften auf. Entsprechend ist dieser Ubergang sowohl aus physikalischer als auch aus
ingenieurwissenschaftlicher Sicht von besonderem Interesse und Gegenstand aktueller
Forschung.

So beeinflusst die Lage des Transitionsbereiches eines Laminarfliigels die gesamte Ober-
flichenreibung und ist damit inhdrent an den Kerosinverbrauch eines Transportflugzeu-
ges sowie an Umwelteinfliisse gekoppelt. Zusitzlich ist seit einiger Zeit eine verstarkte
Wiederaufnahme der Forschungsaktivitdten im Bereich der Laminartechnologien zu ver-
zeichnen (z.B. Crouch|2015 und |Green|2008), wodurch dieses Argument an Wichtigkeit
gewinnt. Auch fiir Helikopterrotoren kann gezeigt werden, dass eine vollturbulente Aus-
legung den Leistungsbedarf in vielen Féllen deutlich iiberschétzt (z.B. Dietz und Die-
terich|2009)). Zusétzlich werden wichtige Stabilitdtsparameter von Fluggeriten, wie das
Abloseverhalten der Stromung, davon beeinflusst, ob eine Stromung noch laminar oder
bereits turbulent ist. Neben einem Verstdndnis des Phénomens ist daher fiir industrielle
Luftfahrtanwendungen besonders relevant, wo bzw. in welchem Bereich die Transition
auftritt und inwiefern sich dieser Bereich automatisiert, aber dennoch theoretisch fun-
diert und zuverléssig vorhersagen lasst.

1.1 Physikalische Modellierung der
laminar-turbulenten Transition

Mit steigenden Rechenressourcen wurde es moglich, komplexe Differentialgleichungs-
systeme wie die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen (RANS-Gleichungen)
in Verbindung mit Modellen, die den Einfluss der Turbulenz modellieren, diskret zu 16-
sen. Diese sogenannte numerische Stromungssimulation (Computational Fluid Dynamics,
CFD) ermoglicht eine umfassende Analyse von Stromungen durch Feldlosungen. Das ty-
pische Standardvorgehen bei einer solchen Simulation ist, eine vollturbulente Strémung
anzunehmen und die laminar-turbulente Transition gédnzlich zu vernachléssigen. Wie die
einleitenden Beispiele andeuten, kann dieser Ansatz gerade fiir Laminaranwendungen
zu groken Fehlern in der Widerstandsberechnung fiihren. Da die praktischen Auswir-
kungen der laminar-turbulenten Transition insgesamt komplex und weitreichend sein
konnen, besteht somit der Bedarf, Vorhersagetheorien und -methoden mit moderatem
Expertenwissen moglichst automatisiert im Rahmen einer CFD-Simulation anwenden zu
konnen.



1.1 Physikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition

Dass die laminare Stromungsform nicht uneingeschrankt stabil ist, wurde bereits friih von
Reynolds| (1883) in experimentellen Arbeiten an Rohrstromungen beobachtet. Reynolds
(1883)) postuliert, dass die geordnete Schichtstrémung ab einer bestimmten, spéter nach
ihm benannten, dimensionslosen Kennzahl (Reynolds-Zahl), die das Verhéltnis von Trig-
heitskriften zu Zahigkeitskriften bildet, in einen chaotischen Zustand iibergeht, der
durch eine starke Durchmischung und eine iiberlagerte Bewegung quer zur Strémungs-
richtung gekennzeichnet ist. Spitere Arbeiten beschreiben diesen Ubergang als ein Sta-
bilitatsproblem, bei dem Stérungen der Aufsenstromung in die Grenzschicht eindringen
und hier gegebenenfalls angefacht werden, was dazu fiihren kann, dass die gesamte Grenz-
schichtstromung instabil und infolge turbulent wird. Theoretische Arbeiten beschreiben
diese Storungen als Uberlagerung der laminaren Strémung und versuchen zu berech-
nen, ob diese Storungen geddmpft oder angefacht werden. Frithe Arbeiten gehen auf
Lord Rayleigh (z.B. Lord Rayleigh |1880)) zuriick. W. Tollmien und H. Schlichting (z.B.
Schlichting|[1949)) gelingt die erste umfassende theoretische Beschreibung der Stabilitét
laminarer Stromungen, bei der Partialstorungen im Rahmen eines Eigenwertproblems
analysiert werden. Diese Arbeiten fiihren auf die Stabilitdtstheorie, die in unterschiedli-
chen Formen auch heutzutage noch Gegenstand der Forschung ist. Basierend auf theo-
retischen und experimentellen Erkenntnissen entwickelten sich zusédtzlich Ansédtze, die
eine einfachere Berechnung der Stabilititseigenschaften laminarer Profile auf Kosten ei-
nes hoheren Approximationsgrades ermoglichen.

Obwohl die Transition bereits als stabilitdtstheoretisches Phinomen verstanden ist und
auch approximative Kriterien existieren, ist es schwierig, diese Methoden so verfiighar
zu machen, dass sie robust, anwenderfreundlich und fiir grofse Parameterbereiche zuver-
lassig funktionieren. Ein Nachteil bestehender Methoden ist daher, dass oft ein grofes
Expertenwissen und viel Aufwand fiir eine Anwendung im Rahmen von CFD-Losern
erforderlich ist. In den letzten Jahrzehnten sind daher Ansétze entwickelt worden, die
eine stark automatisierte Vorhersage auf Basis von partiellen Transportdifferentialglei-
chungen erméglichen.ﬂ

Insbesondere die Entwicklungen von Menter et al.| (2002), [Menter et al. (2006al), Men-
ter et al.| (2006b) und Langtry und Menter| (2009)) schaffen mit dem ~-Res-Modell in
diesem Zusammenhang eine neue Klasse von Modellen, die sich durch ein besonderes
Maf an Automatisierbarkeit, Anwenderfreundlichkeit und Parallelisierbarkeit auszeich-
nen. In Ahnlichkeit zu Turbulenzmodellen basieren die Modelle auf partiellen Transport-
differentialgleichungen und verwenden nur lokal am jeweiligen Gitterpunkt verfiigbhare
Grofen, konnen somit ohne zusdtzliche Algorithmen in einen bestehenden CEFD-Loser
integriert werden und erfordern, abgesehen von einer Wahl des Modells, keine Eingabe
des Anwenders. Insbesondere die Anwendung partieller Transportdifferentialgleichun-
gen kombiniert so Vorteile und bietet Potential fiir kiinftige Entwicklungen: Zum einen
ermoglichen diese Gleichungen, bestimmte Operationen entlang von Stromlinien auszu-
fiihren und Losungen gitterpunktlokal verfiigbar zu machen, zum anderen ist ein solcher

'Eine Literaturiibersicht zu diesen sogenannten Transportgleichungsansitzen ist in Abschnitt
gegeben.



1.1 Physikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition

Ansatz in besonders einfacher Weise in einen bestehenden Stromungsloser integrierbar
und parallelisierbar. Das v-Reg-Modell zeigt zusétzlich fiir eine Vielzahl von Testfillen
eine sehr gute Ubereinstimmung mit experimentellen Daten.

Durch sich stindig wandelnde Anforderungen aus Forschung und Industrie sind die For-
derungen an Transitionsmodelle, was den Bereich an Stromungsbedingungen, die Genau-
igkeit und die Anwendbarkeit betrifft, grok. Das Modell von Langtry und Menter| (2009)
basiert auf einer modifizierten Form des Kriteriums von Abu-Ghannam und Shaw| (1980)
und wurde mit besonderem Fokus auf der Anwendung in Stromungsmaschinen und damit
verbundenen hohen Turbulenzgraden entwickelt. Perraud et al.| (2014)) konnten zeigen,
dass das Kriterium von Langtry und Menter| (2009) im Vergleich zu Losungen der lo-
kalen, linearen Stabilitdtstheorie fiir laminare, selbstdhnliche Falkner-Skan-Profile bei
aufsenaerodynamisch relevanten kleinen Turbulenzgraden grofse Unterschiede im Bereich
verzogerter und beschleunigter Stromungen aufweist (vgl. Abb. . In [Stroer et al.
(2020b) werden diese Unterschiede in den Kriterien im Zusammenhang mit Beobach-
tungen bei Testfillen mit hohen und niedrigen Reynolds-Zahlen gedeutet: So kann im
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Abbildung 1.1: Ergebnisse des RTG-Rotors (links) und des NACA62;A015-Profils
(rechts) bei niedrigen bzw. hohen Reynolds-Zahlen im verzogerten bzw.
beschleunigten Bereich

Vergleich zu experimentellen Daten oftmals die Beobachtung stromaufliegender Transi-
tionspositionen bei hohen Reynolds-Zahlen und stromabliegender Transitionspositionen
bei niedrigen Reynolds-Zahlen begriindet werden. Verstirkt wird dieses Verhalten durch
die Art, wie Transition im Rahmen des CFD-Losers durch die y-Gleichung in Verbin-
dung mit dem k-w SST Wirbelviskositatsmodell gesetzt wird.



1.2 Zielsetzung und Aufbau

Im Folgenden sind zwei beispielhafte Losungen gezeigt. In Abb. (links) sind ~y-Reg-
Ergebnisse des Losers TAU (DLR) und des Losers elsA (ONERA) gezeigt, die aus in
Kaufmann et al. (2019)) veroffentlichten Voruntersuchungen stammen. In diesem Testfall
wird ein Zweiblattrotor bei einer niedrigen Blattspitzen-Reynolds-Zahl, die zur Nabe
hin niedriger wird, untersucht. Transition findet im Experiment im verzogerten Bereich
iiber Tollmien-Schlichting-Instabilititen statt. Fiir beide Loser ist zu erkennen, dass die
berechnete Transitionsposition stromab der Experimente liegt und {iber eine Abloseblase
stattfindet. In Abb. (rechts) sind Ergebnisse bei hohen Reynolds-Zahlen zu sehen,
bei denen im Experiment Transition im beschleunigten Bereich stattfindet?] Hier ist
gegenteiliges zu beobachten: Die 7-Rey-Ergebnisse liegen stromauf der experimentellen
Daten.

1.2 Zielsetzung und Aufbau

Basierend auf diesen Beobachtungen hat die vorliegende Arbeit das Ziel, einen neuen
und unabhéngigen Transportgleichungsansatz zur Transitionsvorhersage in unstruktu-
rierten, parallelisierten CFD-Losern zu entwickeln, der unter Beibehaltung industrieller
Anwendbarkeit auf einer approximierten Form lokaler, linearer Stabilitdtstheorie in Ver-
bindung mit der e/¥-Methode basiert und Transitionsmechanismen in Strémungsrichtung
beriicksichtigt.

Wie in Abb. gezeigt, existieren fiir den Bereich starker Beschleunigung und Verzo-
gerung grofe Unterschiede zwischen den Kriterien von |Abu-Ghannam und Shaw| (1980)
bzw. |Langtry und Menter| (2009) und einem Kriterium, das die experimentelle Daten-
basis dieser empirischen Kriterien theoretisch abbildet. D.h. der in Abb. mit AHD
gekennzeichnete Verlauf basiert auf Ergebnissen der lokalen, linearen Stabilitdtstheorie
(in Verbindung mit der e”’-Methode) von laminaren Grenzschichtprofilen ebener Platten-
stromungen, die unter dem Einfluss von konstanten Druckgradienten stehen (analytische
Falkner-Skan-Losungen). Eine solche semi-empirische Methode wurde von |Arnal et al.
(1984) und Habiballah (1981)) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD) entwickelt und
basiert auf der Idee, die Enveloppe der Anfachungsraten iiber eine lineare Funktion zu
approximieren. Hier nicht gezeigte Voruntersuchungen zu diesem Kriterium bestitigen
die anhand von Abb. aufgestellte Vermutung, dass fiir Testfille, bei denen Transi-
tion im beschleunigten oder verzogerten Bereich auftritt, unter Verwendung des AHD-
Kriteriums eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit experimentellen Daten erreicht
werden kann.

Ein weiterer Vorteil dieser Familie von Kriterien ist, dass unter Beibehaltung der gene-
rellen Form des originalen Kriteriums Kompressibilitdtserweiterungen bis in den hyper-
sonischen Mach-Zahl-Bereich existieren. Auf diese Weise kénnen die Erweiterungen ohne
tiefgreifende Modifikationen des Transportgleichungsmodells verfiigbar gemacht werden.
Ferner basieren die Kriterien weiterhin auf Rey,, wodurch eine Kompatibilitit zu dem

2Transition wurde im Experiment so gemessen, dass Exp. lam. eine Position andeutet, an der die
Stromung noch laminar war und Ezp. turb. eine Stelle, an der die Stromung bereits turbulent ist.
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Abbildung 1.2: Vergleich der Transitionskriterien nach |Arnal et al.|(1984) und Habibal-

lah (1981) (AHD), Langtry und Menter| (2009) (LM) und Abu-Ghannam
und Shaw| (1980) (AGS) in Abhéngihkeit des Druckgradientenparameters
g fiir zwei Turbulenzgrade

AGS-Kriterium und weiteren Reg,-basierten Kriterien, die ggf. bei hoheren Turbulenz-
graden angewendet werden konnten, erhalten bleibt. Zusétzlich werden Konvektionsef-
fekte/Geschichtseffekte (history effects) der Grenzschicht durch einen rdumlich gemit-
telten Druckgradientenparameter beriicksichtigt, der iiber zwei partielle Transportglei-
chungen abgebildet werden kann. Das bringt inhdrent den Vorteil, dass ein kostengiins-
tigeres, identisches Modell, das zwei partielle Transportgleichungen weniger verwendet,
entsteht [

Die Modellierung des neuen Ansatzes soll in zwei Teilbereiche untergliedert werden:

Zunachst wird ein neues Modell hergeleitet, das das Ziel hat, das zugrundeliegende
Kriterium moglichst genau gitterpunktlokal abzubilden. Das reine Setzen der sich
ergebenden Transitionsposition (d.h. das Steuern des Turbulenzmodells) sei hier
bewusst ausgenommen. Die Kernfrage ist, wie und mit welchen Methoden ein solch
komplexes stabilitdtsbasiertes Kriterium gitterpunktlokal abgebildet werden kann.

Ein weiteres wichtiges Ziel ist in diesem Zusammenhang, die finale Formulierung
so allgemeingiiltig wie mdoglich zu halten. Eine Kernforderung an physikalische
Modelle ist daher die nach Galilei-Invarianz. D.h. die Formulierung muss in allen
Inertialsystemen dieselbe Form haben. Fiir Fille, bei denen eine direkte Trans-
formation der Geschwindigkeiten in ein relatives System moglich ist, erscheint die
Forderung nach Galilei-Invarianz aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht redundant.
Sobald sich mehrere Winde relativ zueinander bewegen (also keine klare Zuweisung
mehr erfolgen kann), fithrt eine Verletzung der Galilei-Invarianz jedoch unweiger-
lich zu Problemen. In einem zusétzlichen Schritt zielt die Arbeit daher auf eine
Galilei-invariante Modellformulierung ab.

3D.h. ein 1-Gleichungsmodell, das statt eines riumlich gemittelten einen lokalen Druckgradientenpa-
rameter verwendet.
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Zusétzlich sollen grundlegende Eigenschaften dieser Klasse von Transitionsmodellen er-
ortert werden: Ein Transitionsmodell ist ein komplexes mathematisches Gebilde, das
eine Reihe von Approximationen beinhaltet, die teilweise physikalischer aber teilweise
auch pragmatischer Natur sind. Daher ist es besonders wichtig, Effekte zu trennen und
prézise zu analysieren, um ausschliefsen zu kénnen, dass sich z.B. Fehler kompensieren.
Die Arbeit hat daher zusatzlich das Ziel, transparent darzulegen, wie diese Klasse von
Modellen funktioniert. Dabei liegt ein besonderer Fokus auf der Art, wie die berechnete
Position beginnender Transition im Loser gesetzt wird, d.h. in welcher Form das Turbu-
lenzmodell auf Basis dieser Berechnungen aktiviert und deaktiviert wird (7-Gleichung).

Die vorliegende Arbeit ist in fiinf Kapitel untergliedert: Kap. [2[gibt einen zusammenfas-
senden Uberblick iiber Grundlagen der laminar-turbulenten Transition und den Stand
der Forschung hinsichtlich der Transitionsvorhersage sowie der Transitionstransport-
gleichungsmodellierung. Im Folgekapitel |3| werden die entwickelten Transitionsmodelle
hergeleitet und in Kap. [ verifiziert und validiert. Abschliefend erfolgt in Kap. 5] eine
Einordnung der Arbeiten in einen Gesamtkontext und es wird ein Ausblick gegeben.



2 Laminar-turbulente
Grenzschichttransition

Das nachfolgende Kapitel gibt einen zusammenfassenden Uberblick zu den Grundlagen
der laminar-turbulenten Transition. Zusétzlich sollen theoretische Berechnungsansitze
beschrieben und der aktuelle Stand der Transitionsmodellierung mittels Transportdiffe-
rentialgleichugen dargelegt werden.

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Zur physikalischen Modellierung Newton’scher Fluide werden nachfolgend die Bilanzglei-
chungen fiir Masse, Impuls und Energie aufgestellt. Das System nichtlinearer, partieller
Differentialgleichungen wird gemeinhin als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Da-
bei wird vorausgesetzt, dass eine entsprechende charakteristische Lénge eines betrachte-
ten Volumenelementes dV grofs gegeniiber der mittleren freien Weglinge der Molekiile
ist (niedrige Knudsen-Zahl). Unter dieser Voraussetzung ist die Kontinuumshypothese
erfiilllt und es ist zuldssig, das Fluid als Kontinuum zu modellieren. Die nachfolgen-
de Darstellung erfolgt in Anlehnung an [Moukalled et al.| (2016) und Blazek (2015). Die
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bestehen aus der Kontinuitétsgleichung (Mas-
senbilanz):

Dp
Ft = —pV - Uu, (21)
der Impulsgleichung (Impulsbilanz):
a(pu) _ T *
T+V-(pu®u)——Vp+V-(/L(Vu—i—(Vu) ) + VAV - u) (2.2)

sowie dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiebilanz):

%—i—v-(puh*)——V-qs—pV-u+T:Vu+qU (2.3)
mit der Dichte p, dem Geschwindigkeitsvektor w, dem statischen Druck p, der dynami-
schen Viskositét i, der spezifischen Gesamtenergie e = h*+1/2 uw-u = h—p/p+1/2 u-u
und dem viskosen Spannungstensor T = u(Vu + (Vu)") + (\*V - u)I, wobei I die Ein-
heitsmatrix darstellt. Zusétzlich sei angenommen, dass \* = —2/3pu gilt (Stokes’sche
Hypothese).

Fiir die Schliefung des Gleichungssystems sind weitere thermodynamische Zusammen-
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hinge erforderlich. Das als thermodynamisch ideal angenommene Fluid kann iiber die
Zustandsgleichung idealer Gase modelliert werden:

p = pR;T, (2.4)

wobei T' die Temperatur und R; die spezifische Gaskonstante beschreiben. Die dyna-
mische Viskositdt wird mittels des Ansatzes von Sutherland approximiert, das deren
Temperaturabhéngigkeit tiber folgende Gleichung beriicksichtigt:

3
Ty+Ts (T
_ T 2.5
% MOT_'_TS (To) ) ( )

wobei p die Referenzviskositit, T, die Referenztemperatur und T die Sutherlandkon-
stante darstellen (Sutherland|1893)). Der Wiarmestrom ergibt sich aus dem Fourier’schen
Gesetz:

gs = - \NVT (2.6)

mit der Warmeleitfahigkeit \'.

2.2 Das Konzept der Grenzschicht und
Stromungszustande

Der Begriff der Grenzschicht definiert nach Ludwig Prandtl einen Bereich in Wandnéhe
innerhalb einer Stromung, in dem Reibungseffekte zwingend zu beriicksichtigen sind.
Aufserhalb dieser Grenzschicht kann die Viskositdt in gute Anndherung vernachlissigt
werden. Das Stromungsfeld wird somit in zwei Bereiche unterteilt (Schlichting und Gers-
ten| 20006).
Innerhalb der fluiddynamischen Grenzschicht kann die Stromung in zwei Zustdnden auf-
treten. Die laminare Stromung ist eine geordnete Schichtenstromung, ohne Durchmi-
schung quer zur Strémungsrichtung. Durch verschiedene, im weiteren Verlauf der vorlie-
genden Arbeit diskutierte, Rezeptivitdtsmechanismen kénnen Storungen in die Grenz-
schicht eingebracht werden, wodurch die laminare Strémung instabil wird und es zum
Ubergang (Transition) vom laminaren in den turbulenten Zustand kommen kann. Erst-
mals beobachtet wurde dieses Phinomen von Osborne Reynolds im Jahre 1883, der fiir
eine Rohrstromung feststellte, dass ab einer bestimmten, spéter nach ihm benannten,
dimensionslosen Kennzahl (Reynolds-Zahl), die geordnete Schichtenstréomung instabil
und turbulent wird. Die Reynolds-Zahl Re beschreibt dabei einen mechanischen Ahn-
lichkeitsparameter, der Tragheits- und Zahigkeitskréfte ins Verhéltnis setzt (Schlichting
und Gersten|2006):

pu Ou/Ox pui /L usL

w 0%u/0y? . s /L2 v

mit einer Geschwindigkeit (aukenaerodynamisch oft die Geschwindigkeit am Fernfeld-
rand) u., einer charakteristischen Lénge £ sowie der kinematischen Viskositédt v. Die

=: Re, (2.7)
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Relevanz der laminar-turbulenten Transition fiir technische Anwendungen liegt in der
Tatsache begriindet, dass laminare und turbulente Stromungen unterschiedliche Eigen-
schaften aufweisen. So ist bspw. die Reibung oder der Warmeiibergang fiir laminare und
turbulente Strémungen signifikant unterschiedlich. Auch innerhalb freier Scherschichten
tritt Transition aufgrund von Kelvin-Helmholtz-Instabilitdten auf. Auf diesen Aspekt
wird im Rahmen ablosungsinduzierter Transition im weiteren Verlauf des Kapitels ein-
gegangen.

2.3 Laminare Grenzschichten

Nachfolgend sollen elementare Eigenschaften laminarer Grenzschichten in Anlehnung an
Schlichting und Gersten| (2006) und Scholz et al.| (2009) zusammenfassend beschrieben
werden. Dabei wird eine ebene Stromung angenommen, bei der « die Stromungsrichtung,
y die wandnormale Richtung und z die spannweitige Richtung beschreiben.

Parameter

Obwohl die Grenzschicht nicht scharf gegeniiber der Auflenstrémung abgegrenzt werden
kann, ist es sinnvoll, einen wandnormalen Abstand zu definieren, der eine Einteilung
ermoglicht. Eine weit verbreitete Definition fiir die Grenzschichtdicke 9 ist der wandnor-
male Abstand, ab der die Geschwindigkeit in x-Richtung v 99% der Geschwindigkeit der
Aufsenstromung u., entspricht:

w(z,y =:9) = 0,99 up. (2.8)

Eine Grenzschicht hat gegeniiber der Aufsenstréomung eine verdrangende Wirkung, d.h.
eine hypothetische reibungsfreie Stromlinie wird abgelenkt. Mathematisch kann dies
durch die Verdrangungsdicke 6* beschrieben werden:

57 (z) = lim OC (1 - w) dy. (2.9)

(—o0 Pooloo

Eine weitere wichtige Grofe ist die Impulsverlustdicke 6:

Ou(z) = lim /0C oz, y)ul, y) (1 - M) dy. (2.10)

{—o0 PooUoo Uoo

Physikalisch beschreibt diese Grofse den durch die Grenzschicht verminderten Impuls-
strom. Unter der Annahme von Inkompressibilitdt konnen die Ausdriicke fiir 6; und 6
unter Vernachlassigung der Dichte in den Gleichungen und vereinfacht werden
und es ergeben sich die Grofen 6* sowie 6.

Der Quotient aus Verdringungs- und Impulsverlustdicke wird als Formfaktor His be-



2.4 Stabilitat und Transitionsmechanismen

zeichnet und ist ein Mak fiir die Form des Geschwindigkeitsprofils:

(5*
His(z) = R (2.11)
Fiir zwei Formfaktoren Hy5; < Hj29 bedeutet das, dass das durch H;9; charakterisierte
Profil voller erscheint. Die Bezeichnung H;, leitet sich aus den Gréfen 0* und 6 ab, die
oftmals auch als §; = 6* und &y = 6 bezeichnet werden.

Ein Parameter, der die an der Wand auftretende Reibungskraft charakterisiert, ist der

Reibungsbeiwert (dimensionslose Form der Wandschubspannung 7,,):

Tw t ou
cf = mit 7, =y — .
%pugo " 6y y=0

(2.12)

Da sich die Geschwindigkeitsprofile im laminaren und turbulenten Strémungszustand
stark unterscheiden, verzeichnet dieser Beiwert einen charakteristischen Anstieg beim
Ubergang.

Grenzschichtgleichungen und selbstahnliche Losungen

Fiir Grenzschichten lassen sich aus den Navier-Stokes-Gleichungen vereinfachte Glei-
chungen herleiten (Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen), indem unter der Kernannah-
me hoher Reynolds-Zahlen (Re — oo = § < L) ein Vergleich der Grofenordnung
einzelner Terme durchgefiihrt wird. Fiir einfache Fille laminarer Plattengrenzschichten
und Keilstromungen existieren theoretische Losungen dieser Grenzschichtgleichungen.
Die Einfachste ist die Blasius-Lisung (Blasius 1908) fiir eine ebene Plattenstromung
ohne Druckgradienten dp/dzx. Die resultierenden Profile der Losung der vereinfachten
Grenzschichtgleichungen sind selbstahnlich zueinander. Diese wichtige Eigenschaft wird
im weiteren Verlauf der Arbeit eine zentrale Rolle spielen. Eine unmittelbare Folge der
Selbstdhnlichkeit ist, dass der Formfaktor Hi, fiir alle x konstant Hqy =~ 2,59 ist.

Eine weitere analytische Losung existiert fiir ebene Plattenstrémungen mit konstantem
Druckgradienten. Die Blasiuslgsung (kein Druckgradient) stellt hierbei einen Spezialfall
dieser sogenannten Falkner-Skan-Losungen (Falkner und Skan|1931) dar. Fiir Details zur
Herleitung der Grenzschichtgleichungen und deren theoretischen Ahnlichkeitslésungen
sei auf Schlichting und Gersten| (2006) verwiesen.

2.4 Stabilitat und Transitionsmechanismen

Der Prozess des Ubergangs von der laminaren in die turbulente Strémungsform hingt
von vielen Parametern ab und verlduft in Abhéngigkeit der Stromungsbedingungen un-
terschiedlich. Nachfolgend ist eine Ubersicht iiber die fiir die Aufenaerodynamik relevan-
ten Mechanismen gegeben. Dabei gilt es zu beachten, dass eine solche klare Einteilung
und Abgrenzung der Mechanismen in der Praxis nicht immer mdoglich ist.

10
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2.4.1 Tollmien-Schlichting-Transition und Bypass-Modus

Die mathematische Beschreibung des Phinomens der Transition basiert auf einem Stéran-
satz. Dabei wird angenommen, dass die laminare Grenzschicht unter dem Einfluss von
Storungen der Aufenstromung steht, die in diese eindringen und die Grundstrémung
iiberlagern. Die Theorie versucht mathematisch abzubilden bzw. vorherzusagen, ob Sto-
rungen angefacht oder gedampft werden, um so eine Aussage iiber die Stabilitit der
laminaren Stréomung zu treffen. Die Grundidee der Stabilitdtstheorie soll in Anlehnung
an [Schlichting und Gersten| (2006) anhand der lokalen, linearen Theorie verdeutlicht
werden. Ausgangspunkt sind die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen, wodurch der
vorgestellte Ansatz nur die Analyse der Anfachung im Bereich priméarer Instabilitidten er-
moglicht ("kleine Storungen"). Die primére Theorie macht einige Annahmen: Sowohl die
inkompressible Grundstromung, als auch die iiberlagerte Storbewegung seien als zwei-
dimensional angenommen. Ferner wird fiir die Grundstrémung angenommen, dass die
Geschwindigkeitskomponenten in Stromungsrichtung nur von der wandnormalen Koor-
dinate abhéngt (Parallelstromungsannahme).

"""""""""""""""""""""""" I .
externe Storung Amplitude d. Stérung

A 4
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Abbildung 2.1: Transitionspfade nach Morkovin et al.| (1994) und [Saric et al.| (2002)

Die Basis der Stabilitdtstheorie ist die Zerlegung der instantanen Stromungsvariablen in
ihre stationdren ® und fluktuierenden Anteile ¢/, sodass fiir ¢ € {p, u, v, w, p}

¢=+ ¢ (2.13)

gilt. Die Stérung ¢’ kann nach Fourier in ihre Elementarwellen (Moden) zerlegt werden,
sodass unter Verwendung der Stromfunktion ¢ (z,y,t) gilt:

U@, y,t) = p(y)e’ @, (2.14)

11



2.4 Stabilitat und Transitionsmechanismen

wobei v/ = 9v/dy, v = =Y /dz, i* = —1, 1 € C und p(y) die Amplitudenfunkti-
on sind. Die Groke a € R definiert iiber A = 27 /a die Wellenlinge der Partialsto-
rung. Die Groke w € C kann in Real- und Imaginérteil zerlegt werden, wobei R(w) die
Kreisfrequenz beschreibt und & (w) tiber Anfachung und Dampfung der eingebrachten
Storung entscheidet. Die Wellenfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ ergibt sich aus a und
w zu ¢ = w/a und ist dementsprechend ebenfalls komplex. Dieser Wellenansatz kann
nun in die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt werden, wodurch sich die
Orr-Sommerfeld-Gleichung ergibt:

(U o C)(QOH o Oé2(,0) . U//QO — _ﬁ (%0//// . 2@290” + Oé4¢) ] (2.15)

Die Stabilitdtsanalyse ist nun zu einem Eigenwertproblem geworden, das fiir eine be-
kannte Grundstromung U(y), Reynolds-Zahl Re und Wellenzahl A = 27/« eine Eigen-
funktion ¢(y) und einen Eigenwert ¢ = ¢, + i ¢; ergibt. Fiir ¢; < 0 wird die Stérung mit
der Wellenldnge A angefacht, fiir ¢; > 0 geddmpft. Abb. (links) zeigt das Ergebnis
einer Stabilitdtsuntersuchung in Form einer Indifferenzkurve (d.h. eine Kurve fiir ¢; = 0
bzw. im Falle rdumlicher Theorie a; = (ﬁ), die stabile und instabile Bereiche definiert.
Die kleinste Reynolds-Zahl, ab der erstmals Stérungen angefacht werden (also erstmals
a; < 0), wird als Indifferenz-Reynolds-Zahl Re;,q bezeichnet.

Der Prozess, in dem Storungen der Aufenstromung in die laminare Grenzschicht ein-

treten und somit die Anfangsbedingungen definieren, wird als Rezeptivitit bezeichnet
(Morkovin et al.[[1994)). Wahrend mathematische Modelle fiir die Anfachung von Stérun-

o O 6 O ©® ©

Abbildung 2.2: Schematische Zeichnung der natiirlichen laminar-turbulenten Transition
auf einer ebenen Platte nach |Schlichting und Gersten| (2006))

gen (in Form der Stabilitdtstheorie) existieren, gibt es fiir den Prozess der Rezeptivitit
nur Korrelationen (auf diesen Aspekt wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels n&her
eingegangen). In Abhéingigkeit der initialen Stoéramplitude sind verschiedene in Abb.

“Die zeitliche Theorie kann unter Verwendung der Gaster-Transformation in die riumliche Theorie
iiberfiihrt werden (Gaster|[1962).

12



2.4 Stabilitat und Transitionsmechanismen

visualisierte (vereinfachte) Szenarien des Transitionsprozesses denkbar. Bei kleinen
Storamplituden (Pfad @) kann die lineare Theorie angewandt werden. Bei groker wer-
denden Amplituden sind die Effekte zunehmend dreidimensional und von nichtlinearen
Ereignissen geprigt (sekundére Instabilitéten).

Im Bereich der Aufenaerodynamik ist die natiirliche Transition, die in Abb. [2.2] schema-
tisch skizziert ist, von besonderem Interesse. Die natiirliche Transition, auch als Tollmien-
Schlichting-Transition bezeichnet, tritt bei kleinen Turbulenzgraden auf (Pfad @, Abb.
. Ausgangspunkt ist die stabile, laminare Grundstrémung @, die unter dem Einfluss
einer gestorten Aufsenstromung steht. Wéahrend Storungen im stabilen Bereich der lami-
naren Stromung geddmpft werden, bilden sich ab der sogenannten Indifferenz-Reynolds-
Zahl erstmals instabile sogenannte Tollmien-Schlichting-Wellen aus @, die angefacht
werden. Diese Anfachung kann mittels primérer Stabilitdtstheorie beschrieben werden.
Durch weitere Anfachung kommt es ab einer bestimmten Amplitude zur Ausbildung

sekundarer Instabilitdten, aus denen sich weiter stromab dreidimensionale A-Strukturen
bilden @ In den néchsten Schritten zerfallen diese A-Strukturen @ und es bilden sich

Turbulenzflecken @, die abschliefend in eine vollturbulente Strémung miinden @

Bei entsprechenden Initialbedingungen (Stéramplitude) kann es zu sogenanntem transi-
enten Wachstum kommen. Die Interaktion zweier stabiler Moden kann hierbei fiir kleine
Zeiten algebraisch anwachsen und danach exponentiell abklingen (Saric et al.[[2002, Res-

hotko|[2001)). Transientes Wachstum kann zu verschiedenen Szenarien fiihren (Pfade @,

(111) oder (V).

Sehr hohe Amplituden/hohe Turbulenzgrade kénnen dazu fiithren, dass der gesamte
Transitionsprozess iiber das Anwachsen instabiler primérer Moden iiberbriickt wird und

die Transition sehr schnell vonstatten geht (Bypass-Transition, Pfad @) Der Tran-
sitionsprozess ist hierbei signifikant verkiirzt, da die Anfachung von Stérungen durch
die hohen Turbulenzgrade beschleunigt ist, oder es direkt zum Zusammenbruch und der
Ausbildung von Turbulenzflecken kommt. Es ist bekannt, dass die linearen Theorien
diesen Transitionsmechanismus nicht beschreiben kénnen (Saric et al.|2002)).

2.4.2 Abl6sungsinduzierte Transition

Ein hoher Gegendruck kann dazu fiihren, dass Grenzschichten ablosen. Passiert dies fiir
laminare Grenzschichten, die durch die Form ihres Geschwindigkeitsprofils eine hohere
Abloseneigung haben, muss betrachtet werden, wie sich die Stabilitdt des laminaren
Profils gegeniiber einer anliegenden Strémung versindert. Ublicherweise kommt es nach
der laminaren Ablésung zur Transition in den turbulenten Stromungszustand, wodurch
sich die Stromung nach kurzer Lauflinge wieder anlegt und sich die typische in Abb.
m (rechts) schematisch dargestellte Form ergibt. Daraus folgen die charakteristischen
Verlaufe fiir ¢, und ¢y, die in Abb. (links) gezeigt sind. Der Druckverlauf ist im
laminaren Bereich konstant (constant pressure region) und steigt im Turbulenten stark
an (pressure recovery region). Laut |Lee et al. (2015) zirkuliert das Fluid im laminaren
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4. Ablosung  Wiederanlegen

- . turbulentes
O Ablésung Wiederanlegen
. Ts  Abloseblase  Tr

laminar turb.

..Cf

Cf:O

Abbildung 2.3: Exemplarische c,- und cg-Verldufe der Transition iiber einer laminaren
Abloseblase (c,- und cp-Daten aus Bernardos et al.| [2019) (links) und
schematisch Darstellung einer Abléseblase nach |Carmichael (1982) und
Lee et al.| (2015) (rechts)

Bereich unterhalb der Scherschicht sehr langsam und ndherungsweise stationar, wodurch
in Stromungsrichtung kaum Gradienten existieren und der Bereich konstanten Druckes
erklart werden kann. Sobald die Stromung turbulent wird, kommt es zu einer stirkeren
Vermischung und einem hoéheren Impulstransport in Wandnéhe, wodurch die Stromung
schnell wiederanlegt und es zu einer Riickgewinnung des Druckes kommt.

Der zugrundeliegende Transitionsmechanismus ist hierbei laut [Hain et al.| (2009)) der
Folgende: In der noch anliegenden Grenzschicht werden instabile Tollmien-Schlichting-
Wellen angefacht. Sobald die Grenzschicht ablost, kann die Anfachung von Kelvin-
Helmholtz-Instabilitéten in der Scherschicht beobachtet werden, die dann zu einer Aus-
bildung dreidimensionaler Wirbel und letztendlich zu einem Zusammenbruch der Stro-
mung fiihren.

2.4.3 Querstromungsinduzierte Transition

Fiir gepfeilte Fliigel bei entsprechender Mach-Zahl muss zusédtzlich die Dreidimensio-
nalitdt der Stromung und ein dadurch auftretender weiterer Instabilitdtsmechanismus
betrachtet werden (Schlichting und Gersten|2006). Durch die Pfeilung entsteht ein zu-
satzlicher Druckgradient in spannweitiger Richtung, der zu einer der in Abb. (links)
dargestellten dhnlichen Potentialstromlinie fiihrt. Wéhrend sich im Bereich aufierhalb
der Grenzschicht Druck- und Zentrifugalkrifte (durch die Stromlinienkriimmung) das
Gleichgewicht halten, entsteht in der Grenzschicht, der der Druck geméf Grenzschicht-
theorie aufgeprigt wird, eine Querstrémung (vgl. Abb. , rechts). Querstromungspro-
file weisen fiir dp/ds < 0 (Abb. 2.4 links) inhérent einen Wendepunkt auf und sind
daher nach dem im Folgenden diskutierten Rayleigh- bzw. Wendepunktkriterium (Ab-
schn. , Druckgradient) nicht-viskos instabil. Entsprechend miissen in besagten Fillen
auch sogenannte querstromungsinduzierte Instabilititen beachtet werden. Laut |[Arnal
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Yw

Wendepunkt

potential-
theoretische
Stromlinie

.

Ty
Uy

Abbildung 2.4: Potentialstromlinie fiir einen generischen, gepfeilten Fliigel (links) und
exemplarische Geschwindigkeitsprofile der tangentialen und der Quer-
stromungskomponente (rechts) nach Dagenhart und Saric| (1999)

(1993)) sind die Frequenzen querstromungsinduzierter Instabilitdten tiefer als die von
Instabilitdten in Stréomungsrichtung, was dazu fiihrt, dass sogar sehr tiefe Frequenzen
angefacht werden, wodurch sich stationire gegenlaufig rotierende Wirbel, deren Achsen
in Stromungsrichtung liegen, ausbilden kénnen. Stromab des Druckminimums zerfallen
diese Querstromungsinstabilitdten und es bilden sich direkt Instabilitdten in Stréomungs-
richtung. Gerade fiir transsonische Mach-Zahlen ist eine Interaktion sehr wahrscheinlich,
da hier schriglaufende Wellen eine wichtige Rolle spielen (Arnal [1993).

2.4.4 Anlegelinien Transition

An einem gepfeilten Fliigel bildet sich in Abhéngigkeit der Pfeilung an der Anlegelinie
eine Grenzschicht in spannweitige Richtung aus. Durch einen Mechanismus, der den
Tollmien-Schlichting-Wellen &hnlich ist, kann es in dieser Anlegelinienstromung durch
Anfachung instabiler Wellen zur Transition kommen (Hall et al. [1984), wodurch der
Laminarfliigel ab dieser spannweitigen Position bis zur Fliigelhinterkante kontaminiert
wird. Zusétzlich kann es dazu kommen, dass die ggf. turbulente Stromung des Rumpfes
die Stromung der Anlegelinie kontaminiert und dazu fiihrt, dass diese ebenfalls turbulent
wird. Fiir einen Laminarfliigel ist es wichtig, beide Arten von Instabilitdten zu vermeiden.

2.5 Einflussfaktoren auf die Transition

Die Transition wird von einer Vielzahl von Parametern beeinflusst, die die Stromung
stabilisieren oder auch destabilisieren konnen. Nachfolgend sollen einige Einflussfaktoren
auf die Transition vom laminaren in den turbulenten Stromungszustand mit Blick auf
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aukenaerodynamische Probleme diskutiert werden:

e Die Reynolds-Zahl charakterisiert als mechanischer Ahnlichkeitsparameter die
Stromung. Grundsétzlich ist es so, dass bei tiefen Reynolds-Zahlen per Definiti-
on die Zahigkeitskrifte dominieren, wodurch Stérungen in der Grenzschicht einer
stirkeren Dampfung ausgesetzt sind. Die kleinste Reynolds-Zahl, ab der erstmals
instabile Elementarwellen existieren, ist die sogenannte Indifferenz-Reynolds-Zahl.

e Der Turbulenzgrad beschreibt die der Grundstrémung iiberlagerte Storung in
entdimensionierter Form:

I+ + 0

Tu =
Y 3 Uoo

(2.16)

Es ist bekannt, dass Storungen iiber den Rezeptivitdtsmechanismus vom Rand in
die Grenzschicht eingebracht werden, so den Anfangszustand angefachter Wellen
definieren und somit einen direkten Einfluss auf den Transitionsprozess haben (vgl.

Abschn. 2.4.1)).

e Der Druckgradient (in Stromungsrichtung) hat einen unmittelbaren Einfluss auf
die Form des Geschwindigkeitsprofils. Aus den Grenzschichtgleichungen kann fiir
die Wand (y = 0) der folgende wichtige Zusammenhang hergeleitet werden:

0%u _dp

y=0

Aus Gl folgt, dass das Geschwindigkeitsprofil fiir verzogerte Stromungen
(dp/dx > 0) einen Wendepunkt haben muss (Schlichting und Gersten!|[2006). Wie

w y@ y@

. : 0?u/oy* =0
Reina Re U U

Abbildung 2.5: Beispielhafte Indifferenzkurven fiir viskose @ und nicht-viskose @
Instabilitdten (links) und entsprechende Grenzschichtprofile (rechts)
(Schlichting und Gersten|[2006))

Tollmien| (1935)) zeigen konnte, ist ein Wendepunkt im Geschwindigkeitsprofil ein
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hinreichendes (und notwendiges) Kriterium fiir die Existenz reibungsloser Instabili-
taten. Es besteht somit ein direkter Zusammenhang zwischen dem Druckgradienten
und den Stabilitdtseigenschaften laminarer Stromungen. Obwohl diese Aussagen
aus der reibungslosen Stabilitdtstheorie resultieren, kann allgemein gesagt werden,
dass beschleunigte Stromungen deutlich stabiler sind, da diese keinen Wendepunkt
aufweisen. Laut Schlichting und Gersten| (2006)) ist es daher so, dass Instabilitdten
unter Gegendruck durch das Vorhandensein eines Wendepunktes oft nicht-viskose
Instabilitdten und in beschleunigter Strémung oft viskose Instabilitdten sind. Abb.
zeigt Indifferenzkurven und Grenzschichtprofile fiir viskose und nicht-viskose
Instabilitaten.

Um den Druckgradienten zu entdimensionieren, existieren verschiedene Druckgra-
dientenparameter, wobei der folgende Parameter fiir den weiteren Verlauf dieser
Arbeit eine wichtige Grundlage bildet:

0% du,

A = ——.
o v ds

(2.18)

e Kompressibilitdt: Aus der linearen Stabilitdtstheorie ist bekannt, dass fiir tiefe
Mach-Zahlen im quasi-inkompressiblen Bereich die instabilste Mode zweidimensio-
nal ist. Fiir hohere Mach-Zahlen nimmt der Einfluss von schriglaufenden Wellen

—Q; max w 2,2 < May, < 4, 5
. . Maoo
2. Partialstérung ; Mack-Moden 2D

w = (° MCLOO
Mas,

2D, 3D

Ma TS-Wellen

1. Partialstorung

1 3 5 7 9 May Re

Abbildung 2.6: Mach-Zahleinfluss auf die maximalen, raumlichen Anfachungsfaktoren
(links) und exemplarische Indifferenzkurven fiir hohe Mach-Zahlen im
Bereich 2,2 < May, < 4,5 (rechts) fiir adiabate ebene Plattenstromun-
gen nach Mack (1975)), |Schlichting und Gersten| (2006) und Oertel Jr.
und Delfs| (1996))

zu. Fiir noch hohere Mach-Zahlen kann gezeigt werden, dass zweidimensionale so-
genannte Mack-Moden (2. Partialstérung) die hochsten Anfachungsraten aufwei-
sen und daher dominant sind (Mack||[1975). Beschriebenes ist in Abb. (links)
dargestellt. Abb. (rechts) zeigt zuséatzlich exemplarische Indifferenzkurven fiir
eine adiabate, ebene Plattenstromung und wie sich diese Kurven mit steigender
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Mach-Zahl dndern. Zusammengefasst bedeutet das, dass der Kompressibilitats-
einfluss im transsonischen Bereich als stabilisierend eingestuft werden kann. Im
Bereich 2 < Ma, < 4 ist eine Destabilisierung zu beobachten und fiir hypersoni-
sche Stromungen wieder eine Stabilisierung (Arnal/1993). Eine Ubersicht iiber die

physikalischen Grundlagen der laminar-turbulenten Transition fiir Stréomungen bei
hohen Mach-Zahlen ist in Mack| (1975), |Arnal| (1989) und |Arnal (1993 gegeben.

e Konvektionseffekte (auch Grenzschichtgeschichte) beschreiben den Einfluss strom-

aufliegender Ereignisse auf die Transition. Aus stabilitdtstheoretischer Sicht scheint
es sinnvoll, dass sich bspw. Einfliisse durch den Druck kumulieren und einen Ein-
fluss auf den Zustand der stromabliegenden Grenzschicht haben (vgl. z.B. |Abu-
Ghannam und Shaw|/1980).

e Wirmeiibergang an der Oberfliche: Das Kiihlen einer Wand hat einen stabili-
sierenden, das Heizen einen destabilisierenden Effekt auf die laminare Grenzschicht
(Arnal/[1993).

Fiir die im Folgenden genannten Einflussfaktoren, die nicht unmittelbar fiir das Ver-
stdndnis der vorliegenden Arbeit relevant sind, sei auf die Literatur verwiesen (vgl. Arnal
1993, |Schlichting und Gersten|2006, Abu-Ghannam und Shaw| 1980/ und Kozulovi¢|2007)):
Stromlinienkriimmung, Oberflichenbeschaffenheit, Akustik, Absaugung/Ausblasung, In-
stationaritdt der Grundstromung, Realgaseffekte, Schwerkraft im Falle natiirlicher Kon-
vektion.

2.6 Vorhersage der Transition

In Abb. ist eine Ubersicht zu verschiedenen Vorhersagemethoden bestimmter Kenn-
grofsen der laminar-turbulenten Transition gegeben. Die Indifferenz-Reynolds-Zahl Re;, 4

D R R >
analytisch empirisch
DNS Stabilitéits- LES elN- Transitions-
theorie Theorie kriterien
analytisch analytisch semi- semi- (semi-)
empirisch empirisch empirisch

Reind Ret Reend

Abbildung 2.7: Vorhersagemethoden der laminar-turbulenten Transition nach |Scholz
et al.| (2009) und Herbst| (2013)
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(auch kritische Reynolds-Zahl genannt) bezieht sich auf die Stelle, ab der instabile Mo-
den erstmals angefacht werden. Re; kennzeichnet den Beginn der Transition (transition
onset) und Re.,, das Ende der Transition (transition end). Aus anwendungsorientierter
Sicht ist es besonders wichtig, die Stelle beginnender Transition zu kennen, da sich hier
die Wandschubspannung erstmals nennenswert vom laminaren Wert unterscheidet. Ein
Ansatz, der die laminar-turbulente Transition inklusive aller Mechanismen abbildet, ist
die Direkte Numerische Simulation (DNS), bei der die Navier-Stokes-Gleichungen ohne
vereinfachende Modellierungen numerisch simuliert werden (z.B. [Fasel/[1976). Auch die
Grobskalensimulation (LES, Large Eddy Simulation) ist in der Lage, Teile der natiir-
lichen Transition abzubilden. Schlatter, (2005)) zeigt, dass hierzu die Verwendung eines
Feinstrukturmodells erforderlich ist, das die Giite der Losung beeinflusst. Diese Metho-
de ist daher als semi-empirisch einzustufen. Beide Methoden sind aufgrund ihres grofen
Rechenaufwandes fiir die industrielle Anwendung zurzeit nicht praktikabel. Nachfolgend
soll ndher auf die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit relevanten Methoden eingegangen
werden.

2.6.1 Stabilitatstheorie

Wie in Abschnitt[2.4.1]beschrieben, basiert die mathematische Modellierung der laminar-
turbulenten Transition auf einem Storansatz, der in Kombination mit den Erhaltungs-
gleichungen eine Analyse des Stabilitdtsverhaltens laminarer Grenzschichten ermdéglicht.
Die in Abschnitt beschriebene lineare Theorie beschrénkt sich auf die Analyse der
Anfachung zweidimensionaler Storungen im linearen Bereich (primére Instabilitéiten). Da
die klassische, lokale, lineare Theorie durch Annahmen (z.B. die Parallelstromungsan-
nahme) in bestimmten Fillen deutliche Einschrankungen bzgl. der Vorhersage aufweist,
gibt es verschiedene Erweiterungen, wie die nicht-lokale, parabolisierte Theorie sowie
globale Theorien (Bi-Globale Theorie, die drei-dimensionale, parabolisierte Theorie und
die Tri-Globale Theorie). Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden ist in [Herbert
(1997), Theofilis| (2011) und Paredes| (2014)) gegeben.

2.6.2 Transitionskriterien
eN-Methode

Die Stabilitatstheorie trifft eine Aussage iiber die Anfachung instabiler Frequenzen bezo-
gen auf eine initiale Storung. Die initiale Amplitude selber kann dabei jedoch nicht an-
gegeben werden, da keine Vorhersage zur Entstehung von Stérungen in der Grenzschicht
und dem Zusammenhang zum Storfeld der Aufsenstromung (Rezeptivitit) gemacht wer-
den konnen. D.h. der Punkt beginnender und abgeschlossener Transition konnen nicht
direkt angegeben werden. Folglich sind vereinfachende Annahmen vonnéten, die eine
korrelationsbasierte Abschitzung ermoglichen.

Ein empirischer Lésungsansatz dieses Problems wurde von Smith und Gamberoni (1956))
sowie \van Ingen (1956) unabhiingig voneinander prisentiert. Gemif der e’-Theorie
(spiter e¥-Theorie) ist der Punkt beginnender Transition dort, wo das Verhéltnis von
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Abbildung 2.8: Schematische Darstellung von Anfachungsraten fiir verschiedene Fre-
quenzen inklusive der Einhiillenden (rot, links) und Indifferenzkurve
(rechts) nach |Arnal (1993)

Storamplitude A zur initialen Amplitude Ay der instabilsten Mode (Einhiillende) den
Wert e? {iberschreitet, d.h.

N = mfzjlx [N;(f;)] = mf?X |:hl <A£> >9V jeN, (2.19)

0

wobel

N,(f;) = In (Aio) - / —audy. (2.20)

So wird vermieden, einen Wert fiir die initiale Storung direkt angeben zu miissen und eine
Transitionsvorhersage auf Basis des Verhéltnisses der Amplituden durchgefiihrt. Abb.
(links) zeigt exemplarische Anfachungsraten fiir verschiedene instabile Frequenzen
und die zugehérige Einhiillende (Abb. links, rot). Zusétzlich ist der Zusammenhang
zur Indifferenzkurve dargestellt (Abb. rechts).

Experimente zeigen, dass es sinnvoll ist, diesen festen Wert (von 9) durch einen varia-
blen Parameter auszutauschen, der in Abhéngigkeit des Turbulenzgrades experimentell
korreliert wurde. Fiir diesen sogenannten kritischen N-Faktor existieren verschiedene
Korrelationen, von denen die Beziehung von Mack! (1977) weite Verbreitung findet:

N, = —8,43 —2,4In(Tw) V Tu < 2,7%. (2.21)

So wird jedem Turbulenzgrad ein Schwellwert (™) zugeordnet, ab dem Transition gemif
der Theorie beginnt.
Empirische und semi-empirische Transitionskriterien

Da die Anwendung der reinen Stabilititstheorie in Kombination mit der e”-Methode fiir
industrielle Zwecke oft mit grofem Rechenaufwand und hoher Komplexitdt verbunden
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ist, wurden verschiedenste Kriterien entwickelt, die eine kostengiinstige Berechnung des
Transitionsbeginns (des kritischen Punktes und des Transitionsendes) unter Verwendung
zusitzlicher Approximationen und Annahmen ermdglichen. Diese Kriterien basieren z.T.
rein auf empirischen Korrelationen oder sind theoretisch abgeleitet. Die nachfolgende
Darstellung soll sich auf einige, fiir den weiteren Verlauf der Arbeit relevante, Methoden
fiir Transitionsmechanismen in Strémungsrichtung beschranken.
Das empirische Kriterium nach |Abu-Ghannam und Shaw| (1980) basiert rein auf
experimentellen Daten und berechnet in Abhéngigkeit des lokalen Druckgradientenpa-
rameters \g und des Turbulenzgrades Tu eine Transition-Onset Impulsverlustdicken-
Reynolds-Zahl Reg;:

Reg = 163 + ¢ (A0)(1-100Tu/6.91) (2.22)
mit

F(o) = { 6,91 + 12,7509 + 63,64)2; \g < 0

6,91+ 2,480 — 12,27A2;  Xg >0 °

Aus einem Vergleich zwischen der tatsidchlichen Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey
und dem berechneten lokalen Schwellwert Rey, ergibt sich an derjenigen Stelle, an der
erstmals Rey > Reg, gilt, der Transitionsbeginn. Die Datenbasis dieser Korrelation be-
steht aus experimentellen Daten von |Abu-Ghannam und Shaw, (1980) selber, die an
bedruckten ebenen Platten durchgefiihrt wurden, ergéinzt durch zu damaliger Zeit in
der Literatur verfiigharer Daten von Transitionsmessungen. Der {iberwiegende Teil die-
ser Daten besteht jedoch aus Ergebnissen bei (aus aufenaerodynamischer Sicht) hohen
Turbulenzgraden (vgl. Abu-Ghannam und Shaw||1980, S. 218, Abb. 6).

Im Gegensatz zu empirischen Methoden haben stabilitdtsbasierte Kriterien das Ziel,
aus stabilitdtstheoretischen Betrachtungen vereinfachte Zusammenhénge abzuleiten, da
die Anwendung der reinen Stabilitdtstheorie die aufwendige Losung eines Eigenwertpro-
blems fiir diverse Frequenzen erfordert (vgl. Abschn. 2.4.1). Weil diese Kriterien eine
theoretische Abschitzung des N-Faktors ermoglichen, jedoch (wie auch die reine Sta-
bilitatstheorie) keine Aussage iiber die initialen Stérungen oder den Ort beginnender
Transition machen konnen, werden zusitzlich experimentelle Korrelationen benétigt,
wodurch die im Folgenden vorgestellten Kriterien als semi-empirisch einzustufen sind.
Prominente Vertreter dieser Klasse sind die Kriterien von (Gleyzes et al.| (1985), Arnal
et al. (1984) und Drela und Giles (1987), die alle auf Daten aus der linearen Stabili-
tédsanalyse selbstdhnlicher inkompressibler Falkner-Skan-Profile basieren. Den besagten
Kriterien liegt die folgende Idee zugrunde: Wie in Abb. (links, exemplarisch fiir
zwei Formfaktoren) gezeigt, kann die exakte, aus der Stabilitdtsanalyse selbstdhnlicher
Falkner-Skan-Geschwindigkeitsprofile resultierende, Enveloppe durch eine lineare Funk-
tion approximiert werden, wodurch jedem Formfaktor ein Zahlenpaar dN/dRey(H;z),
Rego(H12) und damit eine lineare Funktion zugeordnet werden kann:

(2.23)

dN
N =
dRG@

(R€9 — Rego). (2.24)

Da die Bestimmung der exakten Enveloppe eine Stabilitdtsanalyse erfordert, ermoglicht
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Abbildung 2.9: Darstellung der Losung der Orr-Sommerfeld-Gleichung der laminaren
Falkner-Skan-Profile fiir zwei exemplarische Formfaktoren inklusive li-
nearer Approximation der Einhiillenden (links) (Drela und Giles||[1987)
und schematische Darstellung der linearen Approximation der Einhiil-
lenden (rechts) (Habiballah|[1981)

die Approximation der Einhiillenden iiber eine lineare Funktion eine einfache Berechnung
des N-Faktors, da sich das Problem auf die Bestimmung der Steigung dN/dRey sowie
der Nullstelle Regg der linearen Funktion bzw. des tatsidchlichen Indifferenzpunktes Reg.
reduziert (siehe Abb. rechts). In Abb. (rechts) ist ferner der Zusammenhang
zwischen Reg. und Regg schematisch skizziert: Regg beschreibt den sich aus der linearen
Approximation ergebenden Indifferenzpunkt, Reg. den tatséchlichen Indifferenzpunkt
der laminaren Falkner-Skan-Profile. Die Information {iber einzelne Frequenzen geht bei
diesem Ansatz allerdings inhérent (da nur die Einhiillende approximiert wird) verloren.
Im weiteren Verlauf soll zunéchst das Kriterium nach |Arnal et al.| (1984]) und [Habiballah
(1981) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD) niher beschrieben werden.

Wihrend es mit Hilfe der Stabilitdtstheorie mdoglich ist, die Anfachung instabiler Fre-
quenzen zu bestimmen, kann, wie einleitend beschrieben, keine Aussage iiber den tat-
sichlichen Ort der Transition getroffen werden (Arnal et al.||[1984). Daher wird der Ort
beginnender Transition als der Punkt definiert, an dem erstmalig N = N, gilt, d.h. der
aktuelle N-Faktor gemif der e™-Methode den Schwellwert N, iiberschreitet, sodass aus

Gl. 224 folgt:
AN

- dReg
Die weitere Herleitung beinhaltet elementare Rechenoperationen und Approximationen:

Der Schwellwert N; kann nach Mack| (1977) mit dem Turbulenzgrad der Aufenstromung
korreliert werden: N; = f(Tw) (siehe Gl. 2.21)). Gleichsetzen der Gleichungen und

N

(Regt - Regg). (225)
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2.6 Vorhersage der Transition

[2.21] sowie Subtraktion der Grofe Rey,. ergibt:

8,43 2,4

Reg — Rege = Regy — Rege — ———— — ———_In(T'w). 2.26

o = Rege = Reoo = Reoe = G m e = I TaRey MY (2.26)
a(%e) b(re)

Die Unbekannten in Gl. a(Ag) sowie b(\g) konnen unter Verwendung selbstdhnlicher
Falkner-Skan-Lésungen mit dem Druckgradientenparameter korreliert werden, womit
sich GI. zur finalen Form des Kriteriums ergibt:

Reg, — Rej, = —206e2 ™9 (In(16, 8Tw) — 2, 7Tp;) - (2.27)

Um Konvektionseffekte zu beriicksichtigen, wird Ay durch den rdumlich gemittelten
Druckgradientenparameter A\ ersetzt, der folgendermaken definiert ist:

_ 1 s N2 1 S
No(s) = 0 due s _ / Ao (S)dS. (2.28)

s—5:)s, v dS S — S,

Vs # s.. Die Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl am Indifferenzpunkt Reg. kann aus
einer Korrelation mit dem Formfaktor His berechnet werden:

Rey, = e"?/H12=148 (2.29)

Der kritische Punkt ist an der Stelle in Stromungsrichtung definiert, wo erstmals Rey =
Reg. = Re}, gilt. Die Wahl der Parameter (d.h. Rey — Rej, = f(Xg;)) orientiert sich
nach Arnal et al.| (1984) an [Granville| (1953).

Fiir das AHD-Kriterium existieren eine Reihe von Erweiterungen, die insbesondere des-
sen Anwendung fiir kompressible Strémungen bei hohen Mach-Zahlen sowie die Be-
riicksichtigung von Wandheizung ermoglichen: Arnal et al. (2011) erweitern das AHD-
Kriterium fiir Machzahlen bis 1, 6 unter Verwendung kompressibler Falkner-Skan-Losun-
gen und kompressibler Stabilitdtsgleichungen:

Reg: — Rep, = A € [In(C Tu) — DXy ¥ Tu < 2,7%, (2.30)

Reg, = e/Hi2=7 (2.31)
Die Werte fiir A, B, C, D, £ und F hiangen von der lokalen Mach-Zahl ab:

A =98,6Ma’ — 356,44Ma? + 117,13Ma,, — 236,69 (2.32a)

B = —13,04Ma? + 38,5Ma? — 30,07Ma? + 10,89Ma, + 22,7 (2.32h)
C=0,21Ma> +4,79Ma? — 1,76 Ma, + 22,56 (2.32¢)

D = —3,48Mal + 6,26 Ma> — 3,45Ma? + 0,23Ma, + 12 (2.32d)

)

£ =0,6711Ma> —0,7379Ma? + 0,167Ma, + 51,904 (2.32¢



2.6 Vorhersage der Transition

F =0,3016Ma° —0,7061Ma+0,3232Ma? +0,0083Ma? — 0, 1745M a. +14,6. (2.32f)

Zusétzlich wurde das Kriterium von [Perraud und Durant, (2016) fiir den gesamten Be-
reich der 1. Partialstorung bis Mach 4 und in der ndheren Vergangenheit von Perraud und
Brazier| (2019) fiir hypersonische Stromungen unter Beriicksichtigung von Mack-Moden
bis Mach 8 erweitert. Da die erweiterten Kriterien nach wie vor, unter Beibehaltung der
generellen Struktur des Kriteriums, einen lokalen Schwellwert Rey; berechnen, bieten
sie den Vorteil, dass zu deren Anwendung keine grundsitzliche neue Programmierung
notwendig ist. |Arnal et al. (2011) und |Perraud und Durant| (2016)) beriicksichtigen zu-
sitzlich Wandtemperatureffekte. Details zu kompressiblen AHD-Kriterien werden im
Rahmen der Modellentwicklung diskutiert (Abschn. [3.3.8).

Im Bereich starken Gegendrucks, der bis zur Ablosung fiihrt, verspricht die Verwendung
des Kriteriums nach Gleyzes et al.| (1985) und Habiballah (1981) (GH) zusétzliche Ge-
nauigkeit. Die Datenbasis fiir das GH-Kriterium bilden exakte Stabilitdtsuntersuchungen
von selbstiahnlichen abgelosten Grenzschichtprofilen (vgl. (Christian et al.[1970). Dazu
wird der folgende Ansatz verwendet, der, sobald der Formfaktor den Wert 2,7 iiber-
schreitet, aktiviert wird:

Reg Reg 4

dRes = N, +/ — 27 dRey.  (2.33
’ ¢ Reoe Ba(H12) - (2:33)

N =N =
(Reg) (RG@ Regg) +/RegG dReg

B¢ kann dabei in Abhéngigkeit des inkompressiblen Formfaktors geméaf |(Gleyzes et al.
(1985)) folgendermaken berechnet werden:

162, 11093
’—7 H12 > 3, 36

dN \ ! L
- — 12
BG - 274 (dR@g) 736—1,56486(H12—3,02); 2,8 < le < 3,36 : (234)
—103e~+126033(H12=28). - F1), < 2,8

N¢ bezeichnet den N-Faktor, der den aktuellen Stromungszustand an der Stelle charak-
terisiert, an der zwischen dem AHD-Kriterium und dem Kriterium nach Gleyzes geschal-
tet wird, d.h. s = s¢. Entsprechend kann N(sg) aus dem invertierten AHD-Kriterium
bestimmt werden (siehe |Cliquet et al.[2008). Das dazu verwendete Reyq entspricht dem
Wert von Reg an der Stelle s = sg. Gemaf Gl. kann aus dem resultierenden T'uy;
dann der gesuchte N-Faktor Ng berechnet werden.

Die Methode von Drela und Giles (1987) setzt direkt bei den Arbeiten von Gleyzes et al.
(1985)) an, die die approximierte Steigung der Enveloppe direkt iiber dRey integrieren.
Im Gegensatz zu Gleyzes et al.| (1985]) versuchen Drela und Giles (1987), die Integration
iiber dRey durch eine Integration iiber ds zu ersetzen, wodurch aus der urspriinglichen
Variante der folgende iiber ds integrierende Ausdruck wird:

/ * dN dRey

N(s) = .
)= | dRe, a5

(2.35)

Dazu verwenden |Drela und Giles| (1987), neben der erlduterten Approximation fiir dN/dRey,

24



2.6 Vorhersage der Transition

eine weitere Naherung fiir den Ausdruck dRey/ds. Fiir weitere Details sei auf Drela und
Giles (1987) verwiesen.

Wiirz (1995) berichtet fiir Transition im verzdgerten Bereich von einer schlechteren Uber-
einstimmung der Ergebnisse mit experimentellen Daten fiir die Methode von Drela und
Giles| (1987)), falls iiber ds anstelle von dRey integriert wird. Fiir die von Wiirz| (1995)
betrachteten Félle werden die N-Faktoren im Vergleich zu experimentellen Transiti-
onspositionen auf diese Art und Weise unterschiitzt. Ahnliches beobachten Weiss et al.
(2019), die mit der Methode von Drela und Giles (1987) fiir Transition im verzogerten
Bereich deutlich tiefere N-Faktoren als unter Verwendung lokaler, linearer Stabilités-
theorie und der e”V-Methode erhalten.

Eine Analyse dieser Methoden von [Dini et al.| (1992) und |Dini| (1990) konnte zusétzlich
zeigen, dass strenggenommen eine Abhingigkeit der Steigung vom Formfaktor innerhalb
des Ansatzes berticksichtigt werden miisste: Angenommen, es wiirde statt einer linearen
Approximation der Enveloppe die tatséchliche Einhiillende integriert, wird dennoch im
Falle nicht-selbstdhnliche Stromungen fiir alle Kriterien, die diesen Ansatz verwenden,
ein Fehler eingebracht. Wie von Dini et al.| (1992) und Dini (1990) fiir die Methode von
Drela und Giles| (1987) gezeigt, muss korrekterweise auch die Anderung des N-Faktors
in Abhéangigkeit des Formfaktors beriicksichtigt werden, sodass:

N(Reg, Hys) = /

Rego

Reo  ON N ON dHs
87—\),69 6H12 dReg

) dReq (2.36)

Fiir die Geradengleichung heifst das, dass, wenn auf Basis der korrekten Steigung
linear approximiert werden soll, auch hier die Abhéangigkeit der Anderung des N-Faktors
vom Formfaktor beriicksichtigt werden miisste, sodass

N ( ON ON dHs

Res— R 2.37
ORey | OHp dReg)( ¢o — Rew) (2:37)

gelten miisste. Die urspriingliche Formulierung (Gl. ergibt sich fiir den Grenzfall
der Selbstahnlichkeit, d.h. dH15/dRey = 0. Am Beispiel eines sprunghaft ansteigenden
Formfaktors kann man sich vergegenwirtigen, dass eine Vernachlissigung der Abhén-
gigkeit des Formfaktors zu einer Unterschitzung des N-Faktors fiihren muss. Da die
Komplexitdt der Anséitze unter Beriicksichtigung der Zusatzterme deutlich erhéht wiir-
de und ohnehin an vielen Stellen Approximationen, die auf selbstdhnlichen Lésungen
basieren, verwendet werden, scheint eine Erweiterung der Methoden wenig zielfiihrend.

2.6.3 Transportgleichungsansatze

Transportgleichungsmodelle sind Ansétze, die partielle Transportdifferentialgleichungen
verwenden, um die laminar-turbulente Transition innerhalb eines Strémungslsers zu
beriicksichtigen. Der folgende Abschnitt soll eine Ubersicht iiber den aktuellen Stand
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2.6 Vorhersage der Transition

der Forschung bzgl. dieser Methoden mit Schwerpunkt auf korrelationsbasierten (empi-
rischen und semi-empirischen) Modellen fiir Transitionsmechanismen in Stromungsrich-
tung geben.

Low-Reynolds-Turbulenzmodelle

Frithe Anséitze zur Beriicksichtigung der Transition mittels Transportgleichungen inner-
halb von Strémungslésern bestanden in der Anwendung von Low-Reynolds-Turbulenz-
modellen. Der urspriingliche Zweck dieser Modelle war es, das Verhalten in der visko-
sen Unterschicht korrekt abzubilden. Als Alternative zu Wandfunktionen wurden dazu
Dampfungsfunktionen eingefiihrt, wodurch turbulente Grofen in Wandnéhe geddmpft
werden.

Eine Untersuchung des Transitionsverhaltens fiir das SA- sowie das k-w-SST Modell
von Rumsey und Spalart| (2009) konnte zeigen, dass beide Modelle fiir vollturbulente
Rechnungen entworfen wurden und nicht dazu geeignet sind, sie konsistent fiir die Vor-
hersage natiirlicher Transition zu verwenden. Ahnliches berichten Wilcox| (2006) fiir das
Wilcox k-w-Modell und |Schmidt und Patankar (1991a) fiir k-e-Modelle. Einige Erwei-
terungen versuchen, die Vorhersagequalitit zu verbessern, scheinen aber allenfalls fiir
Bypass-Transition geeignet (z.B. |Schmidt und Patankar |1991b, [Wilcox|[1994)).

Korrelationsbasierte Modelle

Das physikalische Konzept der Intermittenz geht auf Emmons| (1951) zuriick, der einen
statistischen Ansatz zum Auftreten turbulenter Flecken innerhalb transitioneller Grenz-
schichten verwendet. Darauf aufbauend gibt es verschiedene Aktivititen, die dieses Kon-
zept aufgreifen. Nennenswert sind Arbeiten von |[Dhawan und Narasimha, (1958), die eine
algebraische y-Funktion entwickeln.

Die Idee, eine Transportgleichung fiir die Intermittenz zu verwenden, kam wesentlich spa-
ter auf, da diese Herangehensweise inhdrent an Computational Fluid Dynamics-Software
(CFD-Software) gekoppelt ist. Frithe Arbeiten, die eine solche Gleichung einfiihren, sind
die von |Steelant und Dick (2001)) und Menter et al.| (2002). Menter et al. (2002) begriin-
den damit eine Klasse von korrelationsbasierten Transitionsmodellen, die im Gegensatz
zu |Steelant und Dick| (2001)) nur gitterpunktlokale Informationen verwenden. In Folge-
arbeiten von |Menter et al.| (2006a), Menter et al. (2006b) sowie Langtry und Menter
(2009) wird so ein vollstindig lokales Framework, bestehend aus Transportgleichungen
in Kombination mit empirischen Kriterien, zur Modellierung der laminar-turbulenten
Transition vorgestellt. Die Autoren nennen diese Klasse von Modellen lokale, korrelati-
onsbasierte Transitionsmodelle (Local Correlation-Based Transition Models, LCTM). Ein
Vorteil dieser Modelle ist, dass sie in besonderer Art und Weise CFD-kompatibel sind.
Es wird keine spezielle Code—Infrastruktulﬂ benotigt. Das ermoglicht eine leichte bzw.
zu vorhandenen Turbulenzmodellen identische Implementierung und Parallelisierung.
Die Verwendung von Transportgleichungen hat den Vorteil, dass nicht-lokale (stromauf

SWie z.B. die Integration entlang wandnormaler Strahlen zur Berechnung integraler Grenzschichtgro-
fen iiber Domain-Grenzen hinweg.
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liegende) Informationen lokal verfiigbar gemacht werden konnen. Ferner kommt die-
se Klasse von Modellen mit wenig Nutzerinteraktion aus, wodurch die Anwendung oft
besonders einfach und praktikabel ist. Zusédtzlich sind LCTM oft deutlich robuster als
stromlinienbasierte Verfahren, was die Berechnung komplexer, industriell relevanter Fal-
le vereinfacht. Weitere Vorteile dieser Modelle sind in Abschn. B.2] beschrieben.

Ein weit verbreitetes Modell dieser Klasse ist das - Rey-Modell von Langtry und Men-
ter| (2009), das zwei Transportgleichungen verwendet, um ein zu |Abu-Ghannam und
Shaw| (1980 &dhnliches Kriterium vollstdndig gitterpunktlokal auszuwerten. Die Reg-
Gleichung wird dabei verwendet, um Werte des Kriteriums am Grenzschichtrand in
die Grenzschicht zu diffundieren. Zusétzlich konnen iiber diese Transportgleichung laut
Langtry und Menter| (2009) Konvektionseffekte beriicksichtigt werden. Die y-Gleichung
produziert in Abhéngigkeit des Kriteriums eine Intermittenzvariable, die fiir eine Steue-
rung des Turbulenzmodells verwendet wird, um laminare und turbulente Regionen im
Stromungsfeld festzulegen. Ein Nachteil dieses Modells ist, dass an verschiedenen Stellen
der Grundsatz der Galilei-Invarianz verletzt wird.

Menter et al.| (2015)) formulieren das Modell daher vollstiandig Galilei-invariant um. Zu-
sdtzlich wird auf die }A%égt—GleiChung verzichtet und das Modell vereinfacht. Das zugrunde-
liegende Kriterium entspricht weiterhin einer modifizierten Variante des Kriteriums von
Abu-Ghannam und Shaw| (1980) und es wird eine der urspriinglichen Formulierung &hn-
liche v-Gleichung verwendet.

Neuere Modelle nutzen Transportgleichungen, um die Integration entlang einer Stromli-
nie abzubilden. Das ist bspw. niitzlich, um die Integration eines N-Faktors in Strémungs-
richtung gitterpunktlokal durchzufiithren. Laut Uranga (2011)) stammt die urspriingliche
Idee der Verwendung einer integrierenden Transportdifferentialgleichung im Kontext ei-
nes Transitionsmodells von Mark Drela. So ist in |[Urangal (2011) die Methode von Drela
und Giles| (1987) vollstdndig in einer integrierenden Transportgleichung beschrieben.
Laut [Uranga| (2011) gilt:

DN _LUEN 4 |lulla AN m+1

= vV2N 2.
Dt 0 dRe, 2 = VV A lule, (2.38)

was sich auf die generische Form einer integrierenden Transportgleichung mit dem Inte-
granden ¢ zuriickfithren ldsst und die folgende Integration abbildet:

N(s) = / T 0(S) ds. (2.39)

Eine detaillierte Herleitung und Erkldrung des Zusammenhangs zwischen Integration
und partiellen Transportdifferentialgleichungen ist in Abschnitt gegeben. Integrale
Grenzschichtgrofen werden im Ansatz von [Uranga (2011) allerdings nicht-lokal berech-
net, d.h. sie werden aus einer Integration entlang wandnormaler Strahlen gewonnen.

Dem Modell von (Coder und Maughmer| (2014) und Coder| (2014) (AFT-Modell, Ampli-
fication Factor Transport) liegt ebenfalls das Kriterium von Drela und Giles (1987) zu-
grunde, wodurch die verwendete Transportgleichung sehr &hnlich zu GI. ist. Im Ge-
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gensatz zu Uranga (2011) werden Grenzschichtgrofen durch Falkner-Skan-Korrelationen
approximiert, wodurch das Modell vollstindig lokal ist. In verschiedenen Erweiterungen
wurde das Modell (&hnlich Menter et al. 2015) modifiziert, um invariant unter Galilei-
Transformation zu werden (Coder|2017). Ferner wurde das Modell mit einer 7-Gleichung
dhnlich Langtry und Menter| (2009) bzw. Menter et al.| (2015) gekoppelt, wodurch nun
eine weitere Transportgleichung verwendet wird (Coder|2019).

Weitere stabilitédtsbasierte Modelle wurden von |Stroer et al.| (2020b)) und Pascal et al.
(2020) entwickelt, die beide auf dem AHD-Kriterium basieren. Das Modell von |Pascal
et al.| (2020) verwendet jedoch nicht-lokale wandnormale Kommunikation zur Bereitstel-
lung integraler Grenzschichtgrofen. In [Stroer et al.| (2022) werden auf Basis von |Stroer.
et al. (2020b) zwei neue Galilei-invariante Modelle vorgestellt, die nun zusétzlich an eine
zu Langtry und Menter| (2009) &dhnlichen 7-Gleichung gekoppelt sind. Die Modelle von
Stroer et al. (2020b)), Stroer et al. (2022) und |Stroer et al. (2021) sind Gegenstand der
vorliegenden Arbeit und in Kap. [3] detailliert beschrieben.

Ein Modell, das die sogenannte Parabolas-Methode mittels integrierender Transportglei-
chungen anwendet, wurde von Bégou et al| (2017) entwickelt. Die Parabolas-Methode
nach Arnal (1989) approximiert entdimensionierte Anfachungsraten aus Stabilitétslo-
sungen selbstdhnlicher Profile iiber Parabeln und nutzt diese in Form einer Datenbank
in Kombination mit der e¥-Methode fiir die Transitionsvorhersage (siehe auch [Perraud
et al. 2009). Das Modell von Bégou et al.| (2017)) verwendet fiir jede Frequenz, fiir die
in Stromungsrichtung die approximierten Anfachungsraten integriert werden sollen, eine
eigene Transportgleichung. Fiir das Setzen der berechneten Position beginnender Tran-
sition, die mittels der e¥-Methode in Verbindung mit einem kritischen N-Faktor nach
Mack (1977) berechnet wird, werden zwei weitere Transportgleichungen verwendet (sie-
he auch Bégou| |2018). Ein Nachteil dieser Methode ist daher der grofse Rechen- und
Speicheraufwand. Benotigte Grenzschichtgrofsen werden nicht-lokal iiber eine Integrati-
on entlang wandnormaler Strahlen aus der RANS-Losung beschafft.

Laminare kinetische Energie

Ein Ansatz von Walters und Leylek (2004) beschreibt das Anwachsen der kinetischen
Energie von Storungen in laminaren Grenzschichten mittels einer zusdtzlichen partiel-
len Differentialgleichung. Das urspriingliche Konzept der Verwendung einer Gleichung
fiir die sogenannte laminare kinetische Energie geht auf Mayle und Schulz (1997)) zu-
riick. Wéhrend Mayle und Schulz (1997) nicht-lokale Gréken verwenden, formulieren
Walters und Leylek (2004) das Modell vollstédndig lokal um. Auch wenn der Mecha-
nismus noch nicht vollstdndig verstanden ist, wird angenommen, dass das Anwachsen
der laminaren kinetischen Energie durch den sogenannten Splat-Mechanismus ausgelost
wird (Volino| 1998). Durch den Wandeinfluss werden normale Fluktuationen in Stro-
mungsrichtung umgelenkt. Gleichzeitig bilden sich lokal Druckgradienten aus, die die
Storungen anfachen. Da der Splat-Mechanismus nur fiir grofskalige Wirbel (bezogen auf
den Wandabstand) stattfinden kann, unterteilen Walters und Leylek| (2004) das turbu-
lente Energiespektrum in zwei Bereiche. Dabei wird angenommen, dass niederfrequente
Anteile zum Wachstum der laminaren kinetischen Energie beitragen, was eine Kernan-
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nahme des Modells darstellt. Das Modell von Walters und Leylek| (2004) basiert auf k-e
Wirbelviskositdtsmodellen und wurde von |Walters und Cokljat| (2008]) fiir k-w-Modelle
erweitert. Die Modelle wurden hauptséchlich fiir die Anwendung von Bypass-Transition
entwickelt, beriicksichtigen aber auch natiirliche Transition. Ein Nachteil dieser Modelle
ist, dass laut [Sanz et al. (2007) eine hohe Netzauflosung in der Grenzschicht erforderlich
ist.

Modelle fiir hdhere Mach-Zahlen

Wie in Abschnitt beschrieben, dndert sich ab einer bestimmten Mach-Zahl durch
Kompressibilititseffekte laut Stabilitatstheorie der Transitionsmechanismus. So miissen
fiir die erste Partialstorung schraglaufende Wellen und im hdheren Mach-Zahlenbereich
die zweite Partialstorung (sogenannte Mack-Moden) beriicksichtigt werden (vgl. Abb.
2.6). In Abhéngigkeit der Mach-Zahl ergibt sich eine stabilisierende oder destabilisierende
Wirkung auf die laminare Stromung. Folglich konnen die meisten Transitionsmodelle im
hohen Mach-Zahlbereich nicht ohne eine explizite Erweiterung angewendet werden.
Nachfolgend soll eine zusammenfassende Ubersicht iiber Transportgleichungsmodelle ge-
geben werden, die fiir den Einsatz bei hohen Mach-Zahlen entworfen oder erweitert wur-
den: Ein frithes Modell stammt von |Warren et al.| (1995) und Warren und Hassan| (1997,
1998), die in ihrem Ansatz das Modell von [Young et al.| (1993), das auf der Methode von
Dhawan und Narasimha| (1958) fiir die Intermittenzfunktion basiert, um den Einfluss
von Mack-Moden erweitern. Kernelement der Modelle ist die Verwendung einer charak-
teristischen Zeitskala innerhalb eines Ansatzes fiir die laminare kinetische Energie. In
Abhéangigkeit des betrachteten Mechanismus ergeben sich unterschiedliche Funktionen
fiir diese Zeitskala. McDaniel et al.| (2000) erweitern das Modell von Warren und Hassan
(1997, 1998)) fiir den hypersonischen Bereich und Beriicksichtigen Mack-Moden.

Um eine gitterpunktlokale Formulierung zu erhalten, kombinieren Wang und Fu (2009,
2011) und Wang et al.| (2012, 2016) Elemente des Modells von Langtry und Menter
(2009) mit der Methode von Warren et al.| (1995) und Warren und Hassan (1997, [1998)).
In [Zhou et al.| (2016) wurde die Zeitskala der 2. Partialstérung um die Beriicksichtigung
von Nose Bluntness-Effekten erweitert. In einem weiteren Schritt wurde eine zuséitzliche
Transportgleichung entwickelt, die einen Rauhigkeitsanfachungsfaktor transportiert und
so Rauhigkeitseffekte beriicksichtigt (Yang und Xiao [2019). Eine zusétzliche Anpassung
dieses Modells wurde unter Verwendung von Feld Invertierung und maschinellem Lernen
(Field Inversion Machine Learning-Ansatz) vorgenommen (Yang und Xiao|[2020).

Ein weiterer Ansatz fiir Stromungen hoher Mach-Zahl fiir Bypass-Transition wurde von
Steelant und Dick| (1996) vorgeschlagen. Basierend auf diesem Ansatz entwickeln van der,
Eynde et al| (2017)) ein Modell, das auf Weiterentwicklungen des Modells von [Steelant
und Dick (1996) basiert (Steelant und Dick [1999bl |1999al [2001). Transition-Onset wird
in diesen Modellen {iber empirische Kriterien detektiert.

Die Methode von |Drela und Giles (1987) wurde von |[Kroo und Sturdza (2003) und
Sturdza| (2004) fiir den Bereich hoherer Mach-Zahlen (Ma < 2,4) erweitert. Xu et al.
(2020) verwenden dieses Kriterium innerhalb einer zu Coder und Maughmer (2014))
analogen AFT-Gleichung. Mack-Moden werden in diesem Ansatz nicht beriicksichtigt.
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2.6 Vorhersage der Transition

Stabilitdtsbasierte Transportgleichungsmodelle auf Basis von Rey;, die Kompressibili-
tatserweiterungen verwenden, sind von Stroer et al.| (2020a) bzw. Stroer et al. (2021)
und Pascal et al.| (2020) entwickelt worden, wobei |Pascal et al.| (2020) Grenzschichtgro-
fsen nicht-lokal aus einer wandnormalen Integration verwenden. Beide Modelle basieren
auf dem bereits vorgestellten AHD-Kriterium bzw. dessen kompressiblen Erweiterung
(bis Mach 1,6). Fiir das AHD-Kriterium existieren Erweiterungen bis Mach 8 (Perraud
und Durant|[2016/ und [Perraud und Brazier||2019). Ein Vorteil dieser Kriterien ist, dass
die Struktur des urspriinglichen Kriteriums beibehalten wird, was die Implementierung
in ein bestehendes AHD-basiertes Transitionsmodell erleichtert.
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3 Physikalische Modellierung der
laminar-turbulenten Transition

Das vorliegende Kapitel beschéftigt sich mit der Herleitung von drei neuartigen, stabili-
tiatsbasierten Ansédtzen zur Transitionsmodellierung mittels skalarer partieller Transport-
differentialgleichungen fiir allgemeine, unstrukturierte, kompressible, numerische Stro-
mungsloser.

3.1 Motivation

Wie einleitend (Abschn. und in Stroer et al.|(2020a)) gezeigt, ergeben sich unter Ver-
wendung des y-Reg-Modells fiir Fille, bei denen Tollmien-Schlichting-Transition im ver-
zOgerten Bereich auftritt (oft bei tiefen Reynolds-Zahlen), verglichen mit experimentellen
Daten sehr weit stromab liegende Transitionspositionen und fiir Félle mit Transition im
beschleunigten Bereich (oft bei hohen Reynolds-Zahlen) stromauf liegende Punkte begin-
nender Transition. Eine Analyse der zugrundeliegenden Kriterien nach Abu-Ghannam
und Shaw| (1980) sowie Langtry und Menter| (2009), die beide primér fiir eine Anwendung
bei hohen Turbulenzgraden entwickelt wurden, offenbart fiir aufenaerodynamisch rele-
vante Turbulenzgrade unter positiven sowie negativen Druckgradienten im Vergleich zu
Kriterien, die auf linearer Stabilitédtstheorie basieren, eine grofe Differenz. Abb. zeigt
einen Vergleich dieser Kriterien mit dem stabilitatsbasierten Kriterium nach Arnal et al.
(1984) und Habiballah (1981) (Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD), das in Abschn.
und auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels ndher beschrieben ist. So ist ersicht-
lich, dass das AHD-Kriterium im verzogerten Bereich (\g < 0) deutlich tiefere Werte fiir
Reg; und im beschleunigten Bereich (Ag > 0) deutlich héhere Werte fiir Reg; postuliert.
Ein qualitativer Vergleich deutet darauf hin, dass der oben beschriebenen Diskrepanz fiir
Fille bei sehr hohen und sehr tiefen Reynolds-Zahlen in Verbindung mit entsprechen-
den Druckgradienten unter Verwendung des AHD-Kriteriums entgegengewirkt werden
konnte. In [Stroer et al.| (2020a)) veroffentlichte Ergebnisse bestétigen dies.

3.2 Einordnung, Anforderungen und Ubersicht

Die im Folgenden vorgestellten Modelle lassen sich einer Klasse von Transitionsmodellen
zuordnen, die versuchen, Transitionskriterien in einer CEFD-kompatiblen (Computational
Fluid Dynamics, CFD) Weise abzubilden. Das erste Modell dieser Art geht auf Menter
et al. (2002) zuriick. In den Folgejahren wurde dieses Modell zum weit verbreiteten
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3.2 Einordnung, Anforderungen und Ubersicht

~v-Reg-Modell (Langtry und Menter| [2009) erweitert, das auf einem modifizierten em-
pirischen Kriterium nach Abu-Ghannam und Shaw| (1980) basiert. Im Zusammenhang
dieser Arbeiten definieren die Autoren diese Klasse von Modellen als lokale, korrela-
tionsbasierte Transitionsmodelle (Local Correlation-Based Transition Models, LCTM).
Im Gegensatz zu den LCTM-Modellen, die rein empirische Kriterien verwenden, basie-
ren die neuen Ansitze auf hoherwertigen semi-empirischen Kriterien, die selbstdhnliche
Falkner-Skan-Lésungen und lineare, lokale Stabilititstheorie (analytisch) in Verbindung
mit der e/¥-Methode (empirisch) nutzen. Daher soll nachfolgend statt LCTM von lokalen
Transitionsmodellen (LTM) gesprochen werden.

4-Gleichungsmodell
theoretische Basis l

3-Gleichungsmodell
Galilei-invariant

Rechenaufwand

1-Gleichungsmodell
Galilei-invariant

Approximationsgrad

Abbildung 3.1: Einordnung der neuen, stabilitdtsbasierten Modelle in ein Gesamtkon-
zept zur Transitionstransportgleichungsmodellierung

Die Vorteile dieser Modelle liegen in ihrer Anwendbarkeit und Implementierbarkeit in
generelle, unstrukturierte CFD-Léser. Nachfolgend sollen die Charakteristika dieser Mo-
delle zusammenfassend beschrieben werden:

e Esist wenig Interaktion mit dem Anwender nétig. Damit grenzen sich die besagten
Modelle von stromlinienbasierten Verfahren ab, die oftmals viel Input und damit
verbundenen Aufwand sowie Expertenwissen vom Nutzer erfordern.

e Durch ihre Definition und die Verwendung von Transportgleichungen sind LTM
oft robuster als stromlinienbasierte Verfahren und konnen einfacher und schneller
auf komplexe, industriell relevante Konfigurationen angewandt werden.

e LTM fordern in der Regel Gitterpunktlokalitidt. D.h. es diirfen/sollen nach Mog-
lichkeit nur am jeweiligen Gitterpunkt verfiighare Informationen verwendet wer-
den. Dadurch wird Code-Infrastruktur vermieden, die nicht in generellen L&sern
als gegeben vorausgesetzt werden kann (wie bspw. die Integration entlang wand-
normaler Strahlen zur Bereitstellung integraler Grenzschichtgrofen). Die Modelle
konnen so ohne Arbeiten an der generellen Infrastruktur des Codes in beliebige
CFD-Software dhnlich zu vorhandenen Turbulenzmodellen implementiert werden.
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3.2 Einordnung, Anforderungen und Ubersicht

e Die Modelle basieren oft auf Transportgleichungen, da diese ein méchtiges Werk-
zeug sind, komplexe Operationen, die die Kommunikation iiber Gebietsgrenzen
(Domaingrenzen,) erfordernﬂ durch das Losen einer partiellen Differentialgleichung
zu vermeiden. Ferner kdnnen so Informationen von stromauf nach stromab trans-
portiert werden, ohne den Grundsatz der Lokalitdt zu verletzen. Das bedeutet
auch, dass die Parallelisierbarkeit dieser Methoden analog zu Turbulenzmodellen
inhdrent gegeben ist.

e Verschiedene Modi (z.B. Tollmien-Schlichting-Transition, querstromungsinduzierte
Transition, Bypass-Transition, ablosungsinduzierte Transition, etc.) konnen inner-
halb eines Transitionsmodells abgebildet werden. Dieser Vorteil kommt insbeson-
dere bei Modellen zum Tragen, die auf Basis von Rey; formuliert sind.

Tab. gibt eine Ubersicht iiber die vorgestellten neuen Transitionsmodelle und soll zu-
sammen mit Abb [3.1] als Orientierung fiir die folgenden Abschnitte dienen. Enthaltene
Details werden daher im Verlauf der vorliegenden Arbeit erlautert. Eine Zusammenfas-

1-Gl.-Modell 3-Gl.-Modell 4-Gl.-Modell
Abschn.
Galilei-invariant v 4 X
gitterpunktlokal v v (X)
Druckgradienten- o by Mo
parameter
Regc RGQC()\Q) Regc(XQ) EEZC
Transport- v ¥ E 0.7y
gleichungen - ng GI ng
: I QI les
: : Rey,
Notation 1 Gl GI 3 GL GI l,: 4 Gl k,
v: 4 GL k v;
G: Gleyzes,
k: kompressibel
Referenz Stroer et al| (2022) [Stroer et al[(2022) [Strder et al. (2020b)

vorliegende Arbeit  vorliegende Arbeit [Stroer et al.| (2020a)
Stroer et al.| (2021)
vorliegende Arbeit

Tabelle 3.1: Ubersicht iiber die Modelle des neuen Modellierungsframeworks, GI steht
fiir Galilei-invariant

6Beispiele sind die Integration entlang von Stromlinien, die Definition von Bereichen im Losungsfeld
und der Transport von Stromungsgrofen.
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

sung der Modellgleichungen und Details bzgl. der Implementierung sowie des numeri-
schen Verhaltens sind dem Anhang [A] und [B] zu entnehmen.

Abb. ordnet die Modelle in ein Gesamtkonzept zur Transitionstransportgleichungs-
modellierung ein. Das 4-Gleichungsmodell hat den Anspruch, das zugrundeliegende Kri-
terium moglichst genau in einem Transitionsmodell abzubilden und stellt eine fundierte
theoretische Basis bereit, die detailliert zeigt, inwiefern es moglich ist, das Kriterium
bzw. einen damit assoziierten Schwellwert lokal im Stromungsfeld verfiigbar zu machen.
Fiir das 3- und das 1-Gleichungsmodell wurde, ausgehend vom 4-Gleichungsmodell, der
Approximationsgrad erhdht und dadurch ein geringerer Rechenaufwand ermdglicht. Ein
besonderer Fokus des 3- und des 1-Gleichungsmodells liegt darin, eine Galilei-invariante
Formulierung unter Beibehaltung der Vorhersagegiite bereitzustellen.

3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

3.3.1 Transitionskriterium

Der vorgestellte Ansatz verwendet das semi-empirische auf linearer Stabilitdtstheorie ba-
sierende Kriterium fiir TS-Instabilitdten nach |Arnal et al. (1984) und [Habiballah| (1981))
(Arnal, Habiballah und Delcourt, AHD). Eine detaillierte Beschreibung und Herleitung
des Kriteriums ist in Abschn. gegeben:

Reg, — Rej, = —2062 ™ (In(16, 8Tu) — 2, 7T (3.1a)

Reg, = e?2/th2—148 (3.1b)

Statt eines lokalen Parameters, der den Druckgradienten beschreibt, wird hier ein rdum-
lich gemittelter Parameter \g, verwendet (Cl. [2.28). Auf diese Weise sollen Konvektion-
/Geschichtseffekte (History) der Grenzschicht beriicksichtigt werden.

3.3.2 Integrale GrenzschichtgroBen

Fiir die Vorhersagequalitit eines Transitionsmodells ist eine hinreichend genau gitter-
punktlokale Approximation integraler Grenzschichtgréfen unabdingbar. Neben der Tat-
sache, dass Approximationen in den meisten Féllen Selbstihnlichkeit annehmen, wird
die Giite mafsgeblich vom verwendeten lokalen Parameter bestimmt, der den integralen
Parameter iiber eine Korrelation abbilden soll. Von zentraler Bedeutung ist somit, inwie-
fern dieser Parameter die grundsétzliche Physik der Zielgrofe wiedergibt. Nachfolgend
sollen die fiir das neue Modell verwendeten Ansétze vorgestellt und hergeleitet werden.

Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

Zur analytischen Berechnung der auf der Impulsverlustdicke # basierenden Reynolds-
Zahl Rey := Qu., /v wird die nicht-netzlokale Grenzschichtgrofe 6 benotigt, die aus einer
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Integration iiber das Geschwindigkeitsprofil entlang der wandnormalen Koordinate be-
rechnet wird. Da diese Operation eine Kommunikation mit benachbarten wandnormalen
Gitterpunkten erfordert, ist dies im Rahmen einer lokalen Auswertung von Rey; unzu-
lassig. Daher wird die sogenannte Wirbelstérken (Vorticity)-Reynolds-Zahl Re, fiir eine
lokale Approximation der Gréfe Rey verwendet. Das Konzept von Re, geht auf van

7TH12 = Rev,maX/Ree gg;max Remmax/Reg
D i - .
[ FS_L('jsung -7 3000 C H12 ~ 27 62 Re”7max _ 3
[ [------- Polynom — ]
4t , |
E 2000 | Reymax/Reg 1 25
3t T T |
E Thy, = 2,193 [ Rey 12
o i 1000 | —
[ ng == 2, 59 3 - 1,5
Blasius ]
=5 3 35 4H, 0 5 I Re,/10°

Abbildung 3.2: Darstellung der selbstdhnlichen laminaren Falkner-Skan-Losung (FS-
Losung) fiir das Verhéltnis aus Re, max/Rep in Abhéngigkeit des Form-
faktors Hyo sowie Polynom Gl. (links) und exemplarische Darstellung
von Re, max und Rey sowie deren Verhiltnis iiber der mit der Lauflinge x
gebildeten Reynolds-Zahl Re, fiir einen konstanten Formfaktor (rechts)

Driest und Blumer| (1963) zuriick. Die Vorticity-Reynolds-Zahl wird aus dem Verhéltnis
von Tragheits- und Z&ahigkeitsspannungen gebildet, stellt somit, wie auch die globale
Reynolds-Zahl Re, einen mechanischen Ahnlichkeitsparameter dar (vgl. GL :

PYw (du/dy,)® 2 du _ y: Y2
R v = — Jw ~ Jw Q ~ Jw S 32
e ) dy S 12 ~ =S| (3.2)

Yy, < §. Nach Menter et al.| (2006a)) und |Langtry und Menter| (2009) kann Rey lokal iiber
Re, bzw. iiber dessen wandnormales Maximum innerhalb der Grenzschicht approximiert
werden. Dabei macht man sich zunutze, dass fiir die laminar iiberstromte ebene Platte
ohne und mit konstantem Druckgradienten das Maximum von Re, in wandnormaler

Richtung max(Re,) und Rey proportional zueinander sind (vgl. Abb. 3.2} rechts):

Rey, max = max(Re,) x Rey < = TH,,- (3.3)

Yuw Re@
Die Stelle in wandnormaler Richtung y,,, an der Re, maximal wird, soll als y,,r definiert
werden:

Ywr = argmax (Re,) < Reymax = Rey(Yuw = Yur)- (3.4)
Yw
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Der Proportionalitédtsfaktor mp,, variiert mit dem aufgeprégten (fiir selbstéhnliche Lo-
sungen konstanten) Druckgradienten. Fiir Falkner-Skan-Losungen kann so fiir jeden
Formfaktor ein mp,, gefunden werden, das iiber Re, max eine Berechnung von Rey er-
moglicht. Dieser Zusammenhang ist in Abb. (links) graphisch visualisiert. Unter Zu-
hilfenahme eines Polynoms kann hieraus eine Funktion 7g,, = f(His) gebildet werden
(Abb. [3.2] links, [Stréer et al[[2020b):

Ty, = 0,071665 HS, — 0,73186 H, + 4,2563 Hyy — 5, 1743, (3.5)

Fiir die laminare Strémung iiber eine ebene Platte ohne Druckgradient His ~ 2,59
(Blasius-Losung) ergibt eine Plausibilitdtskontrolle den bekannten Wert von mpy, =~
2,193 (Abb. links).

Im Falle einer allgemeinen, nicht-selbstdhnlichen Losung wird Rey lokal in Abhéngigkeit
des am jeweiligen Gitterpunkt vorliegenden Wertes von Re, und Hyy (wird im weiteren
Verlauf eingefiihrt) approximiert:

Re,
= : 3.6
Reg TH1a ( )
So wird gemif Gl an allen Netzpunkten ein Wert fiir Rey berechnet. Sinnvoll im
Sinne der Approximation ist dieser jedoch nur an derjenigen wandnormalen Position
innerhalb der Grenzschicht y,z, an der Re, maximal wird.

Inkompressibler Formfaktor

Der inkompressible Formfaktor Hqo wird zur Auswertung der approximierten Impuls-
verlustdicken-Reynolds-Zahl am Indifferenzpunkt Reg. (Gl und des Reynolds-
Zahlenverhiltnisses 7y, bendtigt. Ublicherweise ergibt sich dieser aus dem Quotienten
von Verdrangungs- und Impulsverlustdicke, die beide, wie oben beschrieben, aus einer
Integration iiber das Geschwindigkeitsprofil entlang der wandnormalen Koordinate resul-
tieren. Fiir eine lokale Approximation werden wie auch im vorangegangenen Abschnitt
selbstdhnliche Falkner-Skan-Losungen verwendet, fiir die ein definierter lokal verfiigha-
rer Parameter mit dem Formfaktor korreliert wird. Obwohl diese Korrelationen inharent
nur fiir selbstdhnliche Profile exakt gelten, ist die Approximation oftmals hinreichend
genau. In diesem Fall wird dazu ein neuer Druckgradientenparameter definiert, der im
Gegensatz zu \g = ReiK auf der Vorticity-Reynolds-Zahl Re, basiert (Stroer et al.
2020b):

o V due
Yu2 ds
Neben der Approximationsgiite ist im Kontext industrieller Anwendbarkeit die Robust-
heit von entscheidender Bedeutung. So liegt der Vorteil von GI. darin, dass die Form
des Grenzschichtprofils von Re, erhalten bleibt, die Maxima der Funktion Re,(yy, = Ywr)
und A, (y,,) somit an derselben wandnormalen Position y,,r liegen. Da die Auswertung al-
ler Grofen bei y,, g erfolgt, ist es von grofem Vorteil, wenn die Gradienten einer Variablen
an dieser Stelle in wandnormaler Richtung verschwinden oder zumindest klein werden.

A\, i= Re?K = Re (3.7)
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Bei hohen Gradienten wiirde die Groke sehr sensitiv gegeniiber kleinen Anderungen in
Yw- D.h. die Abhéngigkeit des Parameters A, von Variationen in wandnormaler Richtung
ist geringer, was potentiell zu einer geringen Netzsensitivitit dieser Grofe fiihrt.

Die weiteren Unbekannten, die fiir die Auswertung von Gl. benoétigt werden, kdnnen
iber die kompressible Bernoulli-Gleichung

1
2 i
Ue = | U2 + _”1 [1 - (i) ] Do (3.8)
K Po Poo

und die folgenden Isentropenbeziehungen

du, | 1 =
Ge Y | Vi, wobei Vu, = — ( b ) Vp, (3.9)
ds ||’U,||2 UePoo \ Poo

berechnet werden.
Abschlieftend kann der approximierte, inkompressible Formfaktor Hp, unter Verwen-
dung der besagten auf selbstdhnlichen Falkner-Skan-Losungen basierenden Korrelation

berechnet werden, die iiber das folgende Polynom 4. Grades analytisch reprisentiert
wird:

Hip = —1,2433 A2 —2,9805 \* — 2,2245 \2 — 1,5196 A, + 2,5979. (3.10)

Auch hier wird unter Verwendung von GI. an jedem Gitterpunkt auf Basis des
Parameters )\, ein Hy, berechnet, das im Sinne der Approximation nur an der Stelle y, g
korrekt ist.

Abschirmung der Grenzschicht

Im Folgenden wird es an verschiedenen Stellen sinnvoll sein, eine Funktion zu verwenden,
die eine niherungsweise bindre Einteilung in Bereiche aufserhalb (=~ 0) und innerhalb
(~ 1) der Grenzschicht ermoglicht. Eine Funktion, die eine solche Abschirmung oder
Blending des Grenzschichtbereiches realisiert, ist durch I's gegeben:

, _(1slvs,
I's = ef(yTw)Al e ( v10° > . (311)
Im ersten Teil der Gleichung wird die wandnormale Position y,, mit einer Grofe 6 ver-

glichen, die eine Art lokale Grenzschichtdicke darstellt und wie folgt definiert ist:

Yuw
[l

§ = 375 0]|9|| (3.12)

Hierbei kann die Impulsverlustdicke 6 entsprechend der Definitionsgleichung fiir die
Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey, die iiber Re, lokal berechnet wird, approximiert
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

werden:

Regr

0 (3.13)

Ue
Der zweite Teil von Gl verhindert, dass I's im Nachlauf aktiv wird. Sowohl § als

auch I's orientieren sich in ihrer Struktur an Langtry und Menter| (2009).
Druckgradientenparameter

Um eine lokale Approximation des Druckgradientenparameters

_ﬁdue
v ods

zu realisieren, werden die bereits eingefiihrten Approximationen von 6 (G SO-
wie Gl verwendet. Obwohl in Gl ein neuer lokaler Druckgradientenparameter
eingefithrt wurde, wird fiir die Auswertung des Kriteriums weiterhin der mittlere Druck-
gradientenparameter Ay benétigt, um eine zu starke Modifikation des auf g basierten
Kriteriums zu vermeiden. Wie nachfolgend gezeigt, ist \g iiber eine Integration des lo-
kalen Druckgradientenparameters Ay in Stromungsrichtung definiert.

Turbulenzgrad

Wie fiir diese Klasse aufsenaerodynamischer Transitionsmodelle iiblich, wird der Turbu-
lenzgrad global vorgegeben. Sofern die untersuchte Geometrie nicht im Nachlauf einer
anderen Stromung steht (vgl. Stroer et al.|2019)), stellt dieses Vorgehen fiir aukenaerody-
namische Testfélle keine Einschrankung dar. Fiir kiinftige Anwendungen kann alternativ
in Anlehnung an [Menter et al.| (2015)) ein approximativer Turbulenzgrad auf Basis der
lokalen Werte der spezifischen kinetischen Energie £ und des Geschwindigkeitsbetrags
|u||2 bestimmt werden: Tu = \/2k/3/||u||2, wobei ||ul||s zusdtzlich durch einen Galilei-
invarianten Ausdruck ersetzt werden kann (vgl. Abschn. . Da diese Herangehensweise
insbesondere in ihrer Galilei-invarianten Form einige Annahmen und Approximationen
verwendet, miisste die Giite und das numerische Verhalten in Verbindung mit dem neuen
Modellierungsansatz gezielt untersucht werden.

3.3.3 Spezifische Transportgeschwindigkeit und Anwendung in
einer Transportdifferentialgleichung

Im nachfolgenden Abschnitt wird eine spezifische Transportgeschwindigkeit hergeleitet,
die im Konvektionsterm einer skalaren Transportgleichung V - (ppu) die Geschwindig-
keit w ersetzt. Zunédchst soll dieser Eingriff in die Mathematik der Transportgleichung
motiviert und begriindet werden:

Die Approximation der auf der Impulsverlustdicke basierenden Reynolds-Zahl Rey er-
folgt, wie im vorangegangen Abschnitt beschrieben, iiber Gl. bzw. 3.6l Ent-
sprechend werden alle Grofen an der wandnormalen Position y,,r innerhalb der Grenz-
schicht benoétigt, an der Re, maximal wird. Der Transport einer GGrofe mittels einer
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Transportdifferentialgleichung, die den Konvektionsterm V - (ppu) verwendet, erfolgt
jedoch inhérent entlang einer Stromlinie s. Anders als eine Stromlinie skaliert die Stel-
le y,r mit der Grenzschichtdicke 0. Werden Positionen stromab des kritischen Punk-
tes betrachtet, ist ersichtlich, dass die Stromlinie und eine gedachte Linie, die alle v,z
stromab verbindet, divergieren. D.h. es existiert ein Versatz zwischen dem wandnorma-
len Maximum der transportierten Grofe und der Position y,z. Dieser Versatz ist in
Abb. mit d* gekennzeichnet und in Abhéngigkeit der Stromungsbedingungen un-
terschiedlich stark ausgeprigt. Beschriebenes ist in Abb. schematisch anhand einer
ebenen Plattenstromung dargestellt. In Abb. (links) ist zusdtzlich eine Stromlinie
einer 2D-Profilumstromung gezeigt, die sich leicht stromauf des linken Bildrandes auf
der wandnormalen Hohe y,r befindet und stromab dieser gedachten Position in Stro-
mungsrichtung bereits einen deutlichen Versatz (in Richtung Wand) bzgl. der Positionen
Ywr(x) aufweist.

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Differenz d*(x) zwischen einer gedachten
Linie, die die Maxima des wandnormalen Re,-Verlaufes innerhalb der
Grenzschicht §(z) verbinden y,g(z) (gestrichelte Linie), und einer ab
dem kritischen Punkt x. verfolgten Stromlinie s (strichpunktierte Linie)
anhand einer ebenen Plattenstromung

Aus diesen Betrachtungen kann geschlussfolgert werden, dass jedes Modell, das Stro-
mungsgrofen lokal an der wandnormalen Position y,, gz approximiert und Transportdif-
ferentialgleichungen verwendet, inhédrent einen Approximationsfehler durch den wand-
normalen Versatz zwischen diesen beiden Grofen beinhaltet. Folglich scheint es sinnvoll,
die mittels einer Transportgleichung konvektierten Grofen auf der wandnormalen Po-
sition Y,z zu transportieren, um diesen Fehler zu vermeiden. Im Folgenden soll daher
eine spezifische Geschwindigkeit hergeleitet werden, die einen Transport einer skalaren
Grofe entlang y,,gr ermoglicht. Dazu wird ein lineares Gleichungssystem aufgestellt, das
aus drei Gleichungen besteht, die drei Bedingungen repriisentieren (Stroer et al.|2020b)):

e Die erste Bedingung postuliert, dass die Anderungen der wandnormalen Gradien-
ten von Re,, d.h. V(VRe, - n), in der gesuchten Richtung verschwinden:

2V (n-VRe,)- sk, =0, (3.15)

wobei 57, € R das gesuchte Vektorfeld darstellt und ||V (n - VRe,)||2 # 0.

39



3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Die Groke (V Re, -n) beschreibt die Anderung von Re, in wandnormaler Richtung
(d.h. ORe,/0y,,). Wird nun ein Vektor gesucht, in dessen Richtung sich die Grofe
(VRe, - n) nicht dndert bzw. die Anderung der Gréfe (VRe, - n) Null ist, muss
dieser Vektor GL. erfiillen. Die Richtung, in der sich die Grife (V Re,-n) nicht
andert, ist nun genau diejenige Richtung, die u.a. alle Positionen y,r verbindet.
Die Grofe y2 wird aus Dimensionsgriinden multipliziert, beeinflusst das Ergebnis
jedoch nicht, da der Vektor V(n - V Re,) nur lokal skaliert wird, die Richtung aber
beibehalt.

e Die zweite Bedingung zwingt den gesuchten Vektor in eine Ebene, die durch den
wandnormalen Vektor n und den Vektor der lokalen Geschwindigkeit aufgespannt
wird:

St - ( 2 x n) Lo. (3.16)

]l

Fiir einen 2D-Fall ist diese Bedingung trivial und die gesuchte Ebene entspricht
der Stromungsebene.

e Um das Gleichungssystem zu schliefsen, wird in einer weiteren Bedingung gefordert,
dass das Skalarprodukt aus u/|u(l2 und sg, —w/[|ullz Null ist:

(s;;% = |L) 2Ly, (3.17)

ull) Jull

D.h. GL wird hier als eine Art rdumliche Limitierung verwendet und gibt
zusitzlich die Orientierung (das Vorzeichen) des resultierenden Vektors vor (d.h.
ein zum gesuchten Vektor um 180° rotierter Vektor ist keine zuldssige Losung).
Eine einfache Normierungsbedingung (z.B. die L2-Norm des gesuchten Vektors)
wiirde diese Richtungsabhéngigkeit nicht zulassen, da diese durch beide Richtungen
(gesuchter Vektor und dazu gespiegelter Vektor) erfiillt werden kénnte.

Das lineare Gleichungssystem - kann analytisch mit Hilfe des Gauf’schen Ele-
minationsverfahrens gelost werden (hier nicht gezeigt), sodass sich das System auf drei
simple, algebraisch auswertbare Beziehungen reduziert. So ergibt sich nach Normierung
das gesuchte Vektorfeld sge, = sf, /IS, |l2-

Um die numerische Robustheit zu steigern, werden zwei Korrekturfunktionen auf sge,
angewendet. Die erste Funktion stellt eine Richtungskorrektur dar (Bogenmaf):

-1 a>m7)/2
Xow = { 1;  sonst (3.18a)
a = cos (SRe” ’u,> . (3.18b)
[l

Trotz der Normierungs- /Richtungsbedingung Gl. kann es in Einzelfillen dazu kom-
men, dass eine falsche Richtung vorhergesagt wird. Solche Fehler lassen sich durch einen
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u-Stromlinie URe,- Transportl.

Abbildung 3.4: Auf u basierende Stromlinie (links) im Vergleich zur spezifischen uge, -
Transportlinie (rechts) fiir eine exemplarische 2D-Profilumstromung; die
Re,-Kontur visualisiert das wandnormale Maximum von Re, innerhalb
der Grenzschicht (aus |Stréer et a1.||2020b[)

Vergleich mit dem lokalen Geschwindigkeitsvektor identifizieren, der die ungefihre Rich-
tung vorgibt. D.h. fiir zu grofle Abweichungen vom lokalen Geschwindigkeitsvektor wird
der resultierende Vektor gespiegelt.

Durch numerische Fehler kann es zusétzlich in Finzelfallen dazu kommen, dass das Glei-
chungssystem keine sinnvolle Losung ergibt. Uber einen Vergleich des Winkels zum ak-
tuellen Geschwindigkeitsvektor werden solche Losungen identifiziert und korrigiert:

1
& =~ (1 + tanh {100 cost (Xa SRe, ° L) - 2000}) . (3.19)
2 Juf2

Diese Gleichung ermoglicht es, falls ein bestimmter Winkel-Schwellenwert erreicht ist,
statt der spezifischen Geschwindigkeit die tatsdchliche Geschwindigkeit zu verwenden.
Das Vorgehen basiert auf der Annahme, dass sich die spezifische und die lokale Geschwin-
digkeit nicht stark unterscheiden. Ist der Winkel zwischen beiden Vektoren zu grof, kann
davon ausgegangen werden, dass es sich um einen numerischen Fehler handelt. In diesen
Fallen wird statt der spezifischen die lokale Geschwindigkeit verwendet. Die Korrektur-
funktion ist zusétzlich an Stellen wichtig, an denen Re, innerhalb der Grenzschicht bzgl.
der wandnormalen Koordinate Wendepunkte hat. Hier ist die Determinante des Glei-
chungssystems Null und es existiert keine Losung. Durch die Korrekturfunktion ergibt
sich jedoch ein sinnvolles und stabiles Ergebnis.

Neben den Korrekturfunktionen wird die Funktion zur Abschirmung der Grenzschicht
verwendet, sodass innerhalb der Grenzschicht die spezifische und auferhalb der Grenz-
schicht die tatsichliche Geschwindigkeit verwendet werden:

Upe, = [(1 =Ts)u+Ts(Xa Sre,l[ull2)] &+ (1 = &)u. (3.20)

Gl. ergibt sich aus der Anwendung von Gleichungen [3.1§ und [3.19] in Verbindung
mit T's (Gl . Fiir den Fall, dass & = 0 wird in jedem Fall der lokale Geschwindig-
keitsvektor w verwendet. Ist & = 1, ist der linke Term der Gleichung aktiviert. Sofern
sich der betrachtete Punkt innerhalb der Grenzschicht befindet, wird die spezifische Ge-
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schwindigkeit verwendet, die ggf. vorab durch x, gespiegelt wurde.

Abb. verdeutlicht den Einfluss der neuen spezifischen Geschwindigkeit uge, anhand
einer exemplarischen Profilumstrémung. Die Re,-Kontur visualisiert die Positionen der
maximalen Re,-Werte innerhalb der Grenzschicht. Es ist ersichtlich, dass zwischen einer
gedachten Linie, die die Maxima der Re,-Kontur von stromauf nach stromab verbindet,
und der auf w basierenden Stromlinie ein Versatz entsteht, der fiir Positionen stromab
des Schnittpunktes zwischen der Stromlinie und max(Re,) (bspw. der kritische Punkt)
in Stromungsrichtung groker wird (Abb. [3.4] links). Bei Verwendung der spezifischen
Geschwindigkeit verldauft die aus wge, berechnete Stromlinie nahezu ideal durch y,r

(Abb. 3.4 rechts).

3.3.4 Partielle Transportdifferentialgleichungen

Wird eine nicht-lokale Information an stromab liegenden Stellen im Stromungsfeld beno-
tigt, bieten sich Transportdifferentialgleichungen an, um diese lokal Verfiighar zu machen
und Kommunikationsroutinen {iber Gebietsgrenzen (Domaingrenzen) hinweg zu vermei-
den. Nachfolgend sollen die fiir das neue Modell erforderlichen Transportgleichungen
hergeleitet werden.

Konservative Form von Transportgleichungen mit modifizierter
Transportgeschwindigkeit

Im vorangegangenen Abschnitt wurde eine spezifische Transportgeschwindigkeit herge-
leitet. Um den Transport einer reellen, skalaren Variablen ¢ entlang dieser neuen Trans-
portlinien zu realisieren, muss die entsprechende partielle Differentialgleichung bzw. de-
ren Konvektionsterm genauer betrachtet werden. So kann gezeigt werden, dass bei Ver-
wendung einer von u abweichenden Geschwindigkeit innerhalb einer konservativ formu-
lierten Transportgleichung ein zusétzlicher Term beriicksichtigt werden muss (vgl. z.B.
Bégou|2018), der nachfolgend K, genannt werden soll:

p (%(f +V- <¢uRev>) = @ + V- (ppune,) + ¢V - (p (upe, — u)). (3.21)

~~

:K¢

Unter Zuhilfenahme der Kontinuitédtsgleichung (Dp/Dt = —pV - u) kann Gl be-

wiesen werden:

Beweis. Gl. B.21]

009) | v (ppur.)

ot
0 0 9]
= 057 05 1Y (UResd) + 0V - () ~057 0V - (up)

~~
=0
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d¢
=gy TPV (URe,0) + OV - (p(URe, —u)) O
Die Diskretisierung des Konvektionsterms wird analog zu den Turbulenzgleichungen mit
einem Roe-dhnlichen numerischen Schema realisiert. Der Zusatzterm Ky wird als Quell-

term behandelt.

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Reg.

Als kritische Reynolds-Zahl oder Indifferenz-Reynolds-Zahl wird in der Stabilitdtstheo-
rie diejenige Reynolds-Zahl bezeichnet, ab der Stérungen erstmals angefacht werden["]
Innerhalb des AHD-Transitionskriteriums wird Reg, iiber die auf selbstdhnlichen Lésun-
gen basierende Beziehung in Gl abgeschatzt. Dabei wird angenommen, dass, wenn
die lokale Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey innerhalb der Grenzschicht erstmals
groker als das lokale Reg.(H12) wird, Storungen angefacht werden. Das an dieser Stelle
vorliegende Rey = Reg. soll, in Abgrenzung vom lokal ausgewerteten Reg., mit einem
Stern gekennzeichnet werden: Rej.(s > s.) = Reg.(s = s.) = Reg(s = s.). Stromab
des kritischen Punktes wird diese nicht-lokale Information zur Auswertung des Tran-
sitionskriteriums bendtigt. Eine Transportgleichung ermdglicht eine vollstdndig lokale
Bereitstellung dieses Wertes. Die linke Seite der verwendeten partiellen Differentialglei-
chung orientiert sich in ihrer Form an Gl.|3.21} wobei sich der Term K~* auf der rechen
Seite der Gleichung befindet. Die rechte Seite belnhaltet zusitzlich einen’ Diffusionsterm
und einen Produktions-/Destruktionsterm:

— tV: (pﬁe;cuRev) = (P - D)R\E;C +V- ((/’L + ut)UQCVEe;c> - Kﬁie*

fc

. (3.22)

Um oben beschriebenes zu erreichen, wird der folgende Produktions-/Destruktionsterm
verwendet:

(P~ D). = pIQUF s T (Rege — Reae) (3.23)

Zur Steuerung des Produktions-/Destruktionsterms wird die Funktion F5_- verwendet:

6c
1 Rey Reg
=+ = — |1 —tanh { 90 — 100 tanh ( 110 — 100
Reg,. 4 { an ( Reec)} { an ( Rey,

) + 1} . (3.24)

Sobald Reg/Regy. im definierten Intervall liegt, schaltet die Funktion auf 1 (siehe Abb.
links) und aktiviert damit den Quellterm (Gl. [3.23). D.h. die Funktion schaltet nur,
wenn Reg ~ Reg.. Sobald Rey > Rey. gilt, wird die Funktion wieder deaktiviert. Auf
diese Weise wird die transportierte Grofe an nur einem Punktf] produziert. Dass die
transportierte Variable bei Aktivierung des Quellterms auf das lokale Niveau von Regy,

produziert wird, stellt der Term (}fﬁvezc — Reg.) in GL sicher. Solange }fﬁvezc < Reg.

“D.h. also dort, wo erstmals unter der Annahme raumlicher Theorie o; < 0 gilt.
8Bzw. aus technischen Griinden in einem durch die Funktion F Rel definierten Intervall von 0,9 Regy. <

Rey < 1,1 Rey,, vgl. Abb. (links).
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ist der Term aktiv und produziert. Falls in der pseudo-transienten Phase }A%/ezc > Rey,,
kehrt sich das Vorzeichen des Term um, wodurch dieser zu einem Destruktionsterm wird.

So stellt sich in der Anfangsphaseﬁ am kritischen Punkt ein F};;C—Niveau ein, das dem

F Ty, F

1F 1
0,8 0,8
0,6 0,6
0,4 0,4
0,2 0,2

06 08 1 12 1,4R69/R696 06 08 1 12 1,4R€9/R€9c

Abbildung 3.5: Sensorfunktionen F e (links, im Quellterm der IA%JeZC—Gleichung verwen-

det) und F) ohne Zusatzterme (rechts, im Quellterm der ng— und Tcg—
Gleichungen verwendet)

lokalen Niveau entspricht. Stromab dieses Intervalls ist der Quellterm deaktiviert und es
gilt d(pRey,) /0t +V - (pReg ure,) + Kg» =0 (unter der Annahme kleiner Diffusion),

womit das produzierte ]fi;é;c konstant nach stromab transportiert wird.

Diffusion ist in GI. grundsétzlich unerwiinscht, da, nachdem R%ZC am kritischen
Punkt produziert wurde, dieser Wert konstant transportiert werden soll. Um die Sta-
bilitdt des Verfahrens zu erhéhen, wird dennoch ein kleiner Diffusionsterm verwendet
(o9 = 0,0001).

Neben den Sensorfunktionen wird in GI.[3.23|die Funktion I's (GL zur Abschirmung
der Grenzschicht verwendet, um zu verhindern, dass Artefakte auferhalb der Grenz-

schicht in ebendiese transportiert werden und die Losung fiir Rvezc beeinflussen. So wird
(P — D)z, aukerhalb der Grenzschicht Null.

Herleitung integrierender partieller Differentialgleichungen

Der Terminus integrierende partielle Differentialgleichung wird in diesem Kontext ver-
wendet, um auszudriicken, dass eine Differentialgleichung gelost wird und diese Losung
den Wert, des bestimmten Integrals einer Groke entlang eines definierten Pfades gitter-
punktlokal bereitstellt. Die urspriingliche Idee zur Anwendung integrierender Gleichun-
gen in Transitionsmodellen stammt von Mark Drela (Uranga)[2011)) (vgl. Abschn. [2.6.3).
Nachfolgend soll die zugrundeliegende Mathematik in Orientierung an Bégou (2018) zu-

9Bzw. der transienten Phase, oft pseudo-transiente Phase genannt, in der die stationire Simulation
g
noch nicht konvergiert ist und Anfangsstorungen abgebaut werden miissen.
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sammenfassend hergeleitet werden.

Es kann gezeigt werden, dass sich die Integration einer skalaren Funktion entlang einer
Stromlinie in eine partielle Transportdifferentialgleichung iiberfiihren lasst. Dazu soll
auf dem Intervall [s, s + As] integriert werden:

s+As
6(s) = / ¥(S)dS. (3.25)

Gemal des Hauptsatzes der Integral- und Differentialrechnung ergibt die Ableitung der
Stammfunktion ¢ wieder ¢ (stetige Differenzierbarkeit von ¢ vorausgesetzt), sodass

9(s) _ Y(s) & lim Ad(s) _ Y(s) (3.26)

ds As—0  As

gilt. Folglich kdnnen die Gleichungen und in eine Finite-Differenzen-Approx-
imation mit entsprechendem Abbruchfehler iiberfithrt werden:

¢(x(t) + Aw(t), t + At) = (x(t), t)]|u]2A8 + ¢(2(1), 1)

(3.27)
+0O(||Az|3) + O(AL?).
Unabhéngig davon kann ¢ als Taylorreihe dargestellt werden:
0
(@(t) + Aw(t), t + At) = dla(t). t) + Az - Vé(@(t),t) + At 2
ot (3.28)

+0O(||Az|3) + O(AL?).

Gleichsetzen der Gleichungen und ergibt die gesuchte integrierende Transport-
gleichung:

D
022 = pita, 1)l (3.29)
Die konservative Form folgt unter Forderung von Dp/Dt = —pV - u:
d(pe
209 19 (pow) = pue. 1) s (3.30)

Wird eine modifizierte Konvektionsgeschwindigkeit innerhalb des Konvektionsterms V -
(ppu) verwendet, muss, wie in GI. gezeigt, der Zusatzterm K, beriicksichtigt werden:

K09 49 (pprane) = e ) sl — K (3.31)

Die Integration wurde damit in eine generische integrierende partielle Transportdifferen-
tialgleichung Gl. tiberfiihrt.

Fiir eine abschliekende Plausibilitdtsbetrachtung soll eine stationédre Transportgleichung
ohne Diffusion unter Verwendung der Geschwindigkeit w fiir den eindimensionalen Fall
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betrachtet werden. D.h. aus u - V¢ = 9||ul|y folgt unmittelbar:

d d
uﬁzzpu & ﬁqu & gbz/@/}dz. (3.32)

Mittlerer Druckgradientenparameter

Entsprechend Gl. konnen nun die Transportgleichungen zur Berechnung des in Gl.
eingefﬁhrten mittleren Druckgradientenparameters Ay (s) formuliert werden, der sich
aus einer Integration des lokalen Druckgradientenparameters Ay stromab des kritischen
Punktes und einer rdumlichen Mittelung ergibt: \g(s) = 5_1‘% J2 X9(S)dS. Das erste zu
berechnende Integral ist somit das Folgende: o

Aox(s) = / S Mo (S)dS. (3.33)

GI. kann durch Losen der folgenden Transportgleichung gitterpunktlokal berechnet
werden:

d(pos)

(925 + V . (pS\/QZURev) - P"

Ags

LV ((u n m)aechgz) ~ K, (3.34)
Der Produktionsterm ergibt sich mit ¢ (x,t) = \g zu:

P~

Aos

= p]:,\F5||uH2/\9. (335)

Als Zweites wird eine Differentialgleichung bendtigt, die eine Lange As bereitstellt:
As=5—5.=lx(s) = / ds. (3.36)

Das Vorgehen ist analog zu Gl. [3.34] wobei hier ¢(x,t) = 1 gilt, sodass sich die folgende
Transportgleichung ergibt:

0 (Pﬁz)
ot

+ V- (pﬁguRev> = ,PTCE + V- <(/L + Mt)Uechz) — K’lvcz (337)

mit

Pr, = p Fals||ull2. (3.38)

lcE

Die Produktionsterme beider Gleichungen und werden iiber die Funktion F)
gesteuert:

1
£y = 21— tanh (90— 100 ( Z° 410", 7, R (3.39a)
2 Re@c ¥
1 ~ o~
Fiyy = 5 |1 = tanh (10* = 101 (has /) /2,65 ) | (3.39)
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1 ~
Fi=3 [1 + tanh (104 10" /yw>] . (3.39¢)

Der Sensor schaltet, sobald der kritische Punkt detektiert wurde, von 0 auf 1 und ak-
tiviert so die Produktionsterme. Im Gegensatz zu GI. bleibt Fy stromab des kri-
tischen Punktes aktiv (sieche Abb. rechts), um eine Integration iiber den gesamten
Bereich abzubilden. Um an der Position beginnender Transition unter Gegendruck zu
gewahrleisten, dass F, = 1 bleibt, werden zusatzliche Funktionen Fp,, und F; verwen-
det. Diese Funktionen werden in der urspriinglichen Modellversion [Stroer et al.| (2020b))
nicht verwendet, erhhen aber die numerische Stabilitdat des Verfahrens. Zusétzlich wird
in beiden Produktionstermen und die Funktion T's (GL verwendet, um
zu verhindern, dass Werte aufserhalb der Grenzschicht die Integration verfilschen.
Der lokal berechnete, mittlere Druckgradientenparameter wird nun entsprechend seiner
Definition aus dem Quotienten von A\gy; und l.5; gebildet:
N, = 2
g = =—J )+ (1 — f)\)>\9 (340)

cX

V Iy € R\{0}. Hierbei gilt es zu beachten, dass die Groken Nox: und s, per Definition
(der Transportgleichungen) nur dort grofer 0 sind, wo Fy > 0 ist. Da auch stromab des
kritischen Punktes in Wandnéhe Bereiche mit F, ~ 0 existieren, kann g dort nicht aus
dem Quotienten A\gs. /s gebildet werden. Die praktikabelste und stabilste Losung ist es,
falls F\ ~ 0, \g = \g zu fordern. Da Transition zuerst an der Stelle y,r innerhalb der
Grenzschicht ausgelost wird, entstehen durch dieses Vorgehen keine Einschriankungen.

3.3.5 Berechnung eines Intermittenzfeldes

Die vorangegangenen Abschnitte beschreiben alle erforderlichen Operationen, die not-
wendig sind, um die Transition- Onset-Position gitterpunktlokal zu bestimmen. Um diese
Position beginnender Transition nun innerhalb der Losung zu setzen, wird eine Inter-
mittenzvariable 7 definiert. Das Intermittenzfeld bestimmt laminare und turbulente Be-
reiche (y ~ 0: laminar, 7 & 1: turbulent). Dieses v stellt somit eine Hilfsvariable dar, die
das Turbulenzmodell bzw. dessen Produktions- und Destruktionsterme steuert. Sie ist
daher nicht mit der physikalischen Intermittenz nach Emmons (1951) zu verwechseln.
Zur Berechnung dieses Feldes werden zwei Ansdtze vorgeschlagen:

e Die erste Variante basiert auf der Intermittenzgleichung nach |[Langtry und Men-
ter| (2009) sowie [Menter et al.| (2015). Vorteil dieser Version ist ihre Stabilitét in
turbulenten Bereichen.

e Die in [Stroer et al. (2020a)) und [Stroer et al.| (2020b) eingefiihrte zweite Variante
verwendet eine integrierende Transportgleichung, die ab dem Punkt beginnender
Transition (dhnlich Gl eine Lingenvariable aufintegriert. Vorteil dieser Va-
riante ist, dass unter Verwendung weiterer Korrelationen mit Hilfe dieser Lange
ein Transitionsbereich abgebildet werden kann (z.B. unter Verwendung einer Kor-
relation fiir den kritischen N-Faktor an der Stelle abgeschlossener Transition nach
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van Ingen|[1977 oder Abschatzungen der Lange des Transitionsbereiches, vgl. [Stock
und Haase [2000).

Beide Ansétze konnen auf zwei unterschiedliche Weisen angewendet werden:

e Zum einen besteht die Moglichkeit, die Werte einer Onsel-Funktion F, die die
Quellterme der entsprechenden Gleichung (d.h. - oder [,-Gleichung) steuert, in
wandnormaler Richtung zu kommunizieren. Dadurch wird das Setzen einer Art
Punkttransitionm ermoglicht. Das fiihrt dazu, dass die detektierte Transitionspo-
sition ohne weitere Ungenauigkeiten direkt iibertragen werden kann. Technisch
wird dazu der lokale Wert der Onset-Funktion an der Stelle y,r gesucht und an
den zugehorigen Wandpunkt kommuniziert. Von der Wand aus wird dieser Wert
an alle zugehorigen Punkte im Feld zuriickkommuniziert. So haben die Punkte
entlang eines gedachten wandnormalen Strahls den Wert der Onset-Funktion an
der Stelle y,,z. Diese Vorgehensweise ist als nicht-lokal einzustufen.

e Die zweite Moglichkeit ist, die Gleichung, wie von |Langtry und Menter| (2009)
vorgeschlagen, lokal anzuwenden. Hierbei werden in Abhingigkeit des Stromungs-
zustandes jedoch weitere Ungenauigkeiten durch die Intermittenzgleichung einge-
bracht: Da die Transition an der Stelle y,,z ausgelost wird, beginnt auch hier die
Produktion von 7, die sich ab diesem Punkt stromab keilférmig ausbreitet. D.h.
es wird in Abhéngigkeit des Stromungszustandes ein Versatz zwischen berechneter

Transitionsposition und gesetzter Transitionsposition eingebracht. Diese Beobach-
tung wird in Abschn. detailliert diskutiert und ist in Abb. [3.§] visualisiert.

Da das Basismodell das Ziel hat, das zugrundeliegende Kriterium (d.h. die Berechnung
von Reg;) moglichst genau gitterpunktlokal abzubilden, ist es zur Validierung sinnvoll,
Fehler, die durch das reine Setzen der berechneten Transitionslage eingebracht werden,
zundchst auszuschliefen. Daher soll fiir die Validierung des Basismodells Punkttransi-
tion und damit Wandkommunikation verwendet werden. Einem Anwender steht jedoch
zusdtzlich die vollstdndig lokale Variante zur Verfiigung.

Fiir die erste Variante wird die folgende Intermittenzgleichung nach [Langtry und Men-
ter (2009) sowie Menter et al. (2015) verwendet:

% + Vo (pyw) =Py =Dy + V- ((n+ p1e/0,) V), (3.41)

wobei 0, = 2. Der Produktions- und der Destruktionsterm sind dabei wie folgt definiert:
Py = pEFL[|IS[[(1 =) (3.42)

und
D, = c1ipbi[|Qf|v(c2y — 1) (3.43)

10D h. ein néherungsweise biniires, sprunghaftes Umschalten von laminar zu turbulent {iber die gesamte
Grenzschicht.
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mit ¢; = 3/50 und ¢y = 50. Die Funktion F; schaltet den Destruktionsterm ab, sobald
ein bestimmtes Niveau an Wirbelviskositidt produziert wurde:

/
utBu)4'

F,=e( (3.44)

Die Transition- Onset-Funktion F, steuert die -Produktion und ist hier dhnlich zu | Lang-
try und Menter| (2009) formuliert. Abweichend wird in GI. der zusitzliche Term
min(1; Fy + 1 — F}) verwendet, der dazu fiihrt, dass Transition nur dort ausgeldst wer-
den kann, wo F, = 1, d.h. stromab des kritischen Punktes. Um sicherzustellen, dass
in vollturbulenten Bereichen auch aufserhalb von F, = 1 F, = 1 moglich ist, wird zu-
sitzlich die Funktion F; verwendet. Insgesamt ergibt sich so die folgende Definition der
Transition- Onset-Funktion:

F, =max(Fy — Fp3;0) min(1; F\ + 1 — F}) (3.45a)
Reg

o = 3.45b

! R€9t ( )

Fys = min (max (Fyi; Fy) 5 2) (3.45¢)

F,; = max (1 . (’g/;)g : 0) . (3.45d)

GL entspricht in GI. dem eigentlichen Transitionskriterium und definiert
die Transition- Onset-Position. Die Funktion F; ermoglicht eine Gewichtung des Produk-
tionsterms der v-Gleichung in Abhéngigkeit der lokalen Impulsverlustdicken-Reynolds-

Zahl Rey:

1 R
Fy =6+ 24Fp, Frg {1 + tanh (10 ~10 Heg)] . (3.46)

Da diese Funktion fiir die nicht-lokale Variante nicht zwingend erforderlich ist, soll sie erst
bei der Herleitung der Galilei-invarianten Modelle in Abschn. genauer beschrieben
und diskutiert werden. Da das vorliegende Modell auch vollstdndig lokal angewendet
werden kann, wird die Funktion hier dennoch verwendet.

Die zweite Variante basiert auf einer integrierenden Differentialgleichung, die stromab
der Transition- Onset-Position die Grofe [, produziert (Strer et al,2020a und [Strder
et al.|2020b):

0 p'f ~
(a;) + V- (pul,) =P, — D . (3.47)
Die Produktions- und Destruktionsterme sind wie folgt definiert:
Pr, = pLs|ull2Fo (3.48)
Dl; = pls||ul|2(1 — F,). (3.49)

Eine Onset-Funktion, die den Integrationsprozess startet, wird in Abhéngigkeit des Ver-
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hiltnisses von Rey and Reg; definiert:

1
Fo— Lnin (2 (14 tann (1059 105} ) 4 (1 4 tann (1024 —105) )|
2 Reg; 15u
(3.50)

Zusatzlich wird hier eine Funktion verwendet, die, sobald genug Wirbelviskositat pro-
duziert wurde, verhindert, dass der Wert von F, stromab der Position beginnender
Transition wieder abfillt. Punkttransition kann dazu fiihren, dass durch eine Strom-
aufwirkung der produzierten Wirbelviskositit die Transitionslinie nach stromauf ver-
schoben wird (dhnlich dem von Drela/1998 and [Stock| 2005 beschriebenen Phénomen der
viskosen /nicht-viskosen Interaktion). Um das zu verhindern, wird die Transition- Onset-
Position und diejenige Position, ab der die Produktion des Turbulenzmodells aktiv wird,
rdumlich geringfiigig voneinander getrennt. Dazu wird die folgende ~-Definition verwen-
det, die das Setzen der Transition um eine vordefinierte Linge L verzogert:

1 i
T=73 <1 + tanh (105% - 105>> : (3.51)

Im Gegensatz zur y-Gleichung, die im transitionellen Bereich stark produziert, sodass
schnell Werte von v = 1 erreicht werden, hat diese Gleichung den Nachteil, dass die
Werte von [, dem Wert s— s, entsprechen, also im transitionellen Bereich deutlich kleiner
sind. Damit steigt die Anfilligkeit gegeniiber einer unerwiinschten Destruktion durch
Fy = 0 (was bei Stromungen nahe der Selbstéhnlichkeit hiufig vorkommt) in turbulenten
Bereichen nahe dem Punkt beginnender Transition. Vorteil dieser Gleichung ist, dass die
Information s — s; lokal verfiighar ist. So bietet sich zusétzlich die Moglichkeit, einen
Transitionsbereich auf Basis von Korrelationen fiir den Punkt abgeschlossener Transition
zu definieren (z.B. lokale Berechnung oder Abschétzung von L, s. oben).

3.3.6 Kopplung an Wirbelviskositatsturbulenzmodelle

In als turbulent identifizierten Bereichen wird das Menter et al. (2003) k — w shear
stress transport (SST) Turbulenzmodell aktiviert. Analog zu Langtry und Menter| (2009)
steuert dazu das -Feld die k-Gleichung:
Ak) G (o) = P :0,1) Dy + V Vk 3.52
—g; TV (pku) =7 Py — max(7;0,1) D + V- (1 + owue) VE). (3.52)
Der Produktions- und der Destruktionsterm der w-Gleichung wird jeweils ohne Modifi-
kationen angewendet:

9 .
(gt“) YV (pou) =Py — Do+ V- (1 + o) Vo) +2(1 — Fl)p(; 2

Vk-Vw. (3.53)
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3.3 Neuer Modellierungsansatz - 4-Gleichungsmodell

Um zu verhindern, dass die Fi-Funktion des SST-Modells in der laminaren Grenzschicht
auf Null schaltet, wird die folgende Modifikation verwendet (Langtry und Menter|2009):

8
Fy = max (Fiorig; Fliam) mit Figm = e~ (vuVk/(1200))" (3.54)

Unter Verwendung des y-Feldes kann das Modell auch mit anderen Turbulenzmodellen
gekoppelt werden, wie z.B. dem Spalart-Allmaras-Wirbelviskositatsmodell (vgl. bspw.
Medida und Baeder| [2011)) oder mit Reynoldsspannungsmodellen (vgl. bswp. fiir das
SSG/LRR-w-Modell |Nie et al.|2018). Fiir die SST-Modellvariante Menter| (1994)) ist die
Kopplung identisch.

3.3.7 Initial- und Randbedingungen

Zur Losung der zusétzlichen partiellen Differentialgleichungen (¢ € {]%ZC,XQZ,ZNCE,ZNW})
werden auf dem Rand (des Definitionsgebietes 2 C R3) 9Q Randbedingungen vor-
gegeben. Fiir aufenaerodynamische Stréomungen sind dabei insbesondere Wande und
Fernfeldrander relevant. An der Wand gilt:

(Vo-n)|,=0. (3.55)
Am Fernfeldrand wird
oo =0 (3.56)
vorgegeben. Als Initialbedingung wird

plx,t"=0)=0Vx e (3.57)

definiert. Fiir die, in Abschn. vorgestellte, v-Gleichung &ndern sich die Initial- und
Randbedingungen folgendermafien:
Yoo =1 (3.58)

Y(x, t"=0)=1Vax e . (3.59)
An der Wand gilt auch fiir die y-Gleichung:

(V7 -n)|, = 0. (3.60)

3.3.8 Kompressibilitat

Wie in Kap. [2| gezeigt, ist die Beriicksichtigung von Kompressibilititseffekten auf die
laminar-turbulente Transition von grofer Bedeutung, da sich in Abhéngigkeit der Mach-
Zahl die Stabilitatseigenschaften der laminaren Stromung d&ndern. Da Transitionsmodelle
und -kriterien oftmals unter der Annahme einer inkompressiblen Stromung hergeleitet
sind, miissen fiir Stromungen hoher Mach-Zahl Anpassungen vorgenommen werden. Im
Folgenden wird das vorgestellte Transitionsmodell fiir die Anwendung im transsonischen
Bereich erweitert.
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Modifiziertes Transitionskriterium

Die Herleitung des originalen AHD-Kriteriums basiert an verschiedenen Stellen auf An-
nahmen, die Inkompressibilitit voraussetzen. Entsprechend ist die Anwendung streng
genommen auf schwach-kompressible Stromungen limitiert. Im Transsonischen ist der
Einfluss der Mach-Zahl der Aufsenstromung auf die Anfachung von Stérungen nach |Ar-
nal| (1993) als stabilisierend einzustufen (siehe Abschn. und Abb. links). Die
Verwendung des inkompressiblen Kriteriums unterschitzt folglich die Stabilitdt der la-
minaren Stromung. Abb. (links) zeigt fiir die beschleunigte, verzogerte und unbe-
schleunigte Plattenstromungen die Abhéngigkeit der Groke Reg, (angenommen N; = 9)
von der Mach-Zahl am Grenzschichtrand Ma.. Erwartungsgemafs ist der Einfluss fiir be-
schleunigte Stromungen auf Reg, am grofsten. Im Gegensatz zur inkompressiblen AHD-

Re@t R@@t
ook 2000 F /
F Ne=9 | | ——— kompressibel ’
| m— e = original (ink.)| //’
Ao = 0,02 1500 ’
3000 ’ f i
:M@e _ // //
[ w00 M€l o 2/
2000} [ iy
; 500
1000 o

0 02 04 06 0,8 1 1,2 1’4Mae -0,06  -0,04  -0,02 0 g

Abbildung 3.6: Auftragung der kompressiblen Form des AHD-Kriteriums in Abhéngig-
keit der Mach-Zahl am Grenzschichtrand M a, fiir verschiedene Werte des
Druckgradientenparameters \g (links) und Darstellung fiir Ma, = 0 in
Abhéngigkeit von A\g und N; im Vergleich zur inkompressiblen /originalen

Form des Kriteriums (rechts)

Formulierung verwenden Arnal et al.| (2011) zur Herleitung des Kriteriums die kompres-
siblen Falkner-Skan-Gleichungen und kompressible Stabilititsgleichungen, wodurch der
stabilisierende Einfluss im transsonischen Bereich in Abhéangigkeit der lokalen Mach-Zahl
beriicksichtigt wird:

Reg, — Rej, = A P [In(C Tu) — DXg] ¥ Tu < 2,7%, (3.61a)

Reg, = ef/H2=7 (3.61b)

Die Werte fiir A(Ma.), B(Ma.), C(Ma.), D(Ma.), E(Ma,) und F(Ma,) hingen von
der lokalen Mach-Zahl ab und sind in Abschn. explizit aufgefiihrt. Fir Ma — 0
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ergibt sich eine der urspriinglichen Formulierung dhnliche Form des Kriteriums (siehe
Abb. rechts). Die Mach-Zahl am Grenzschichtrand wird mit Hilfe von GI. [3.8]fiir u,
und der folgenden Gleichung fiir a. berechnet:

(k—1)/k
a. = /rR:T, mit T, = (ﬂ) T, (3.62)

Poo

wobei T, und p,, den Referenzzustand am Fernfeldrand beschreiben. T,, a. und wu,
sind die aus Isentropenbeziehungen und der kompressiblen Bernoulli-Gleichung berech-
neten Werte fiir die Temperatur, die Schallgeschwindigkeit und die Geschwindigkeit am
Grenzschichtrand. Insgesamt ergibt sich so fiir die Mach-Zahl:

Ma, = 2&. (3.63)

ae

Die Anwendung des erweiterten Modells sei auf den transsonischen Bereich (Ma, < 1)
beschrankt, da hier noch approximativ davon ausgegangen werden kann, dass Zustands-
dnderungen (inklusive schwacher Stofe) isentrop sind (Lee/2016). Ferner muss in diesem
Zusammenhang beachtet werden, dass eine Zustrém-Mach-Zahl von Ma,, =~ 1 bereits
eine hohere lokale Mach-Zahl am Grenzschichtrand bedeuten kann.

Modifizierte Sensorfunktionen fiir Transportgleichungen

Fiir superkritische Profile kann es, wie in Stroer et al. (2020a) und Stroer et al.| (2021))
gezeigt, notwendig sein, zusitzliche Sensorfunktionen zu verwenden, um zu verhindern,
dass Fﬁe;c und F), unerwiinscht schalten. Dieses Verhalten tritt durch die fiir diese
Art von Profilen typische Druckverteilung (Abb. links, blau) auf, wodurch unter
Umsténden ein zweiter (stromab des ersten liegender) Bereich existiert, in dem die Stro-
mung einem negativen Druckgradienten ausgesetzt ist['[| Hier steigt der lokale Wert
von Rey. wieder an und fiihrt ggf. zu einer unerwiinschten Aktivierung/Deaktivierung
der Sensoren (Abb. 3.7 links, rot). Es ist zu erwarten, dass dieses Verhalten bei allen
Transitionsmodellen auftritt, die den kritischen Punkt durch den Quotienten Rey/Rey.
approximieren und Rey. gleichzeitig {iber einen an den Oberflichendruck gekoppelten
Parameter abbilden. Die zusétzlichen Sensorfunktionen basieren auf der Idee, das Schal-
ten der Sensoren an die Produktion anderer Transportgleichungen zu koppeln. Fiir }—T;Te;p
wird dazu die folgende Funktion verwendet: ‘

1 1
Fr= - |1+tanh (10 — 100 %)] . (3.64)

2

1Eine eventuelle Relaminarisierung der Strémung durch starke Beschleunigung miisste getrennt beriick-
sichtigt und modelliert werden. Das Verhalten der Sensoren wird daher als unerwiinscht eingestuft.
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Die urspriingliche Sensorfunktion dndert sich unter Verwendung von F, zu:

|
Fr = Frj [1 — tanh (90 ~ 100 ]};e@ )} {tanh (110 ~ 100 g’e") + 1} . (3.65)

Regc €oc €hc

Die Zusatzfunktion verhindert, dass ]-"~* stromab des kritischen Punktes unabhéngig
des Verhéltnisses von Rey/Reg. auf 1 schalten kann. Fiir eine Neudefinition von F, wird
eine zuséitzliche Funktion Fr entwickelt, die, falls der kritische Punkt detektiert wurde,
dafiir sorgt, dass das Argument in F, entsprechend grofs bleibt:

1 s
Fr=3 [1 + tanh(1000 — 100 Regc)] (3.66)
L1 Res
Fi = |1 — tank (90— 100 ( - + 10t F5FH12E YR ). 367
Oc

Auch hier erscheint es sinnvoll, den in Abschn. (3.3.4] m diskutierten Zusatzterm (s. Gl.
Term: 104,/ ulsFy,, F;) zu beriicksichtigen, der verhindert, dass F5 in transitio-
nellen Bereichen abfallt.

In vielen Fillen liefert eine alleinige Verwendung des Arguments Reg/Reg. in den Glei-
chungen fiir ]—"~ und F), eine hinreichend gute Steuerung der Transportgleichungen.
Dass die erneut erhéhte Komplexitédt der Sensorfunktionen in Abhéngigkeit von Stro-
mungsbedingungen und Geometrie dennoch notwendig ist, soll nachfolgend an einem
Beispiel veranschaulicht werden:

Reg cp Fa Rey Tcg/c
1 11 =
| 1 I original P
4000 fo— [ q-06 4000 | —— modifiziert | 10,6
;'OA'-:
|| Fy i 104
2000} 1-0,21 2000 :
| 10,2
~ .90 7 - ] _
0o, 0,27 ] S-S SN
0,2 0,4 0,6 z/c 0,2 0,4 0,6 x/c

Abbildung 3.7: Einfluss der modifizierten Sensoren (Glelchungen |3 65| mit |3 64| und |3 67|

mit auf die transportierten Grofen Regc und Is; und schlieflich
Regt am Belsplel einer CAST10-2-Profilumstromung (aus Stroer et al.
20204a)

Abb. zeigt den Einfluss der redefinierten Sensorfunktionen. Unter Verwendung der
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urspriinglichen Formulierung kann beobachtet werden, dass der Sensor F) nach initialer
Aktivierung am kritischen Punkt erneut auf Null schaltet (vgl. ¢,-Verlauf). Analoges
gilt fiir den Sensor .7-"1%;_, der dort auf Eins schaltet (hier nicht gezeigt; an der Grobe

}A%E;C in Abb. , rechts erkennbar). Der Einfluss auf die transportierten Grofen und
Reg, ist in Abb. (rechts) dargestellt. Unter Verwendung der zusétzlichen Sensoren

ist ersichtlich, dass Iy wieder linear steigt und }A%é;c konstant bleibt, womit auch die
Unregelmékigkeiten im Reg,-Verlauf korrigiert sind.

Integrale Grenzschichtgrélen

Die gitterpunktlokale Bestimmung integraler Grenzschichtgrofen erfolgt fiir die urspriing-
liche Modellvariante an vielen Stellen unter der Annahme von Inkompressibilitit (z.B.
inkompressible Falkner-Skan-Gleichungen, siehe Abschn.[3.3.2). D.h. fiir eine Anwendung
bei hohen Mach-Zahlen ist eine Betrachtung und Diskussion des Kompressibilitétsein-
flusses auf diese Groken notig.

Der Einfluss auf die Res-Approximation unter Verwendung von Re, scheint im betrach-
teten Mach-Zahlbereich gering. Selbstdhnliche Losungen fiir Stromungen ohne Druckgra-
dienten von |Fehrs| (2017)) zeigen, dass der Proportionalititsfaktor erst ab Mach-Zahlen,
die deutlich grofer als 1 sind, so stark variiert, dass die inkompressible Approximation
unzuléssig wird. Auch wenn fiir negative Druckgradienten ein stérkerer Einfluss erwartet
werden kann, soll hier zunéchst weiter mit der bereits eingefiihrten Reg-Approximation
gearbeitet werden.

Fiir die Approximation des Formfaktors wurden ebenfalls inkompressible Falkner-Skan-
Losungen verwendet. In der Literatur vorhandene Korrekturfunktionen zeigen durchaus
einen Einfluss dieser Funktionen (z.B. Korrekturfunktionen nach [Walz|[1966| oder |Cebeci
und Cousteix|2005). Da die erweiterten AHD-Kriterien alle auf Basis des inkompressiblen
Formfaktors hergeleitet wurden (Arnal et al. 2011, |Perraud und Durant|[2016, Perraud
und Brazier|[2019), muss jedoch auch hier das inkompressible Hq, verwendet werden.
Die Approximation des Druckgradientenparameters Ay basiert auf der aus Rey berech-
neten Impulsverlustdicke 8. Da fiir Rey auf eine Korrektur verzichtet wird, gilt dies auch
fiir §. Unter Zuhilfenahme der Korrektur nach |Cebeci und Cousteix| (2005) scheint im
betrachteten Mach-Zahlbereich eine inkompressible Approximation der Grofe 6 nihe-
rungsweise zuléssig.

Die Abschirmung der Grenzschicht basiert ebenfalls auf der lokal approximierten Impuls-
verlustdicke # und wird daher, wie oben beschrieben, ohne Kompressibilititskorrekturen
verwendet. Da der Zweck eines solchen Shieldings nicht ist, den Grenzschichtrand mog-
lichst genau zu approximieren, sondern zu gewahrleisten, dass keine Werte aus dem
Fernfeld die Losung der (integrierenden) Transportgleichungen kontaminieren, ist die
Approximationstoleranz grofs und daher eine Korrektur hinsichtlich Kompressibilitats-
einfliissen nicht notig.
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3.3.9 Ablosungsinduzierte Transition

Fiir die Vorhersage in Bereichen starken Gegendrucks, der bis zur laminaren Ablosung
fiihrt, soll das in Abschn. eingefithrte Kriterium nach |Gleyzes et al| (1985) und
Habiballah| (1981) (GH) an den vorgestellten Modellierungsansatz gekoppelt werden:

Reo  _9 4
N = N, +/ ————dRey. 3.68
" Jress Ba(Hiz)" " (3.68)

Sobald der Formfaktor einen Wert von 2,7 iiberschreitet, wird das GH-Kriterium ak-
tiviert. Ein Nachteil dieser Methode ist, dass, um eine Integration des N—Faktors zu
realisieren, die Verwendung einer weiteren Transportgleichung nétig ware. Daher scheint
es naheliegend, das Kriterium in eine bereits vorhandene Gleichung zu integrieren. So
kann der Einfluss des GH-Kriteriums als Anteil von Rey. aufgefasst werden, womit sich
Re§ ergibt (Pascal et al|2020):

s 2,4 dR
ReS. = Reg, + / ( B +1) 4 (3.69a)
se \a(Agsa)Ba(H2) ds
a(Dae) = 2,4/206¢25 70 (3.69b)
dReg 1 0, 058(]‘.]12 - 4)2 6, 54H12 - 14, 07
. — 0,068 3.69
ds 20 ( (His — 1) 2, e (3.69¢)

dRey/ds wird hier unter Verwendung des Falkner-Skan-F'its von |Drela und Giles| (1987)
approximiert. Fiir Mo wird gefordert: Nowc = konst. V s > sg. Das wird realisiert,
indem die Produktionsterme der Gleichungen [.5; und Ags ausgeschaltet werden, sobald
der Formfaktor einen Schwellwert iiberschreitet (d.h. Multiplikation der Quellterme mit
dem Term 1 — F). Dazu wird eine neue Sensorfunktion verwendet:

1
Fa =5 [1—tanh (10° = 10°H12/2,7) ] . (3.70)
Das Integral in GI. kann nun unter Verwendung der Gleichung fiir }f%vezc durch

Hinzufiigen eines weiteren Produktionsterms abgebildet werden:

2, 4 ) dReg
— +1
(Mote) Ba(Hiz2) ds

Die Herleitung dieses Produktionsterms erfolgt analog zu den bisher hergeleiteten inte-
grierenden Transportgleichungen (vgl. Abschn. (3.3.4)).

Pe = pllulls ( . (3.71)
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und
1-Gleichungsmodell

Galilei-Invarianz bezeichnet im Rahmen der Newton’schen MechanikE] die Invarianz phy-
sikalischer Gesetze gegeniiber Galilei-Transformationen. Dabei werden Transformationen
zwischen Inertialsystemen, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen, als Galilei-Transformationen bezeichnet (vgl. auch Abschn. [£.4.1)). Ein physi-
kalisches Gesetz oder Modell ist also genau dann Galilei-invariant, wenn es in jedem Iner-
tialsystem dieselbe Form hat. Ein Inertialsystem bezeichnet ein Koordinatensystem, das
sich gleichférmig translatorisch (unbeschleunigt) bewegt oder (relativ zur Erde) in Ruhe
befindet. Letzteres soll nachfolgend als Absolutsystem bezeichnet werden. Gleichungen,
wie bspw. die Navier-Stokes Gleichungen sind Galilei-invariant, allerdings nicht invari-
ant gegeniiber gradliniger Beschleunigung oder unter Rotation. Im rotierenden System
miissen Scheinkrafte beriicksichtigt werden.

In dem vorgestellten Modellansatz wird der Grundsatz der Galilei-Invarianz verletzt. Im
Kern betrifft dies Stellen, an denen explizit der Geschwindigkeitsvektor, dessen Richtung
oder Betrag verwendet wird. In Féllen, in denen eine Relativgeschwindigkeit eindeutig
angegeben werden kann, stellt die Verletzung des Grundsatzes der Galilei-Invarianz aus
praktischer Sicht keine Einschrinkung dar. Falls mehrere Wénde relativ zueinander be-
wegt werden, kann dies jedoch nicht mehr vorausgesetzt werden. Vor dem Hintergrund,
dass Transportgleichungsansitze insbesondere fiir komplexe Testfille ihren Kernanwen-
dungsbereich finden, ist es sinnvoll, die Formulierung so allgemeingiiltig wie moglich
zu halten. Zuséatzlich beschreibt die Galilei-Invarianz ein fundamentales physikalisches
Prinzip, das alle physikalischen Modelle und Gesetze erfiillen sollten.

In diesem Abschnitt werden daher Ansétze vorgestellt, die eine neue, Galilei-invariante
Formulierung des vorgestellten Modells erlauben. Da das Basismodell das zugrundelie-
gende Kriterium mit grofer Genauigkeit abbildet, ist die Komplexitdt der Modellfor-
mulierung recht grofs. Die neue Formulierung hat daher gleichzeitig den Anspruch, die
Komplexitdt und den Rechenaufwand zu reduzieren.

3.4.1 Integrale GrenzschichtgroBen

Um eine konsistente und vollstandige Darstellung der zwei neuen, eigenstindigen Galilei-
invarianten Modelle zu bekommen, wiederholen sich im Folgenden einige wenige Glei-
chungen. Ausdriicke, die im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell unverdndert {ibernommen
wurden, sind nicht erneut aufgefiihrt.

12D h. fiir Geschwindigkeiten, die als nicht-relativistisch betrachtet werden kénnen.
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Impulsverslustdicken-Reynolds-Zahl

Die Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey wird analog zu Abschn. iiber die Vor-
ticity-Reynolds-Zahl Re, approximiert, d.h.:
Re,
Rey = 2 (3.72)

THyo

wobei mg,, = min(5;max(2,193;0,0717H3, — 0, 7319H%, + 4,2563Hy; — 5,1743)). Die
Herleitung dieser Gleichungen ist Abschn. zu entnehmen.

Lokaler Druckgradientenparameter und Formfaktor

Fiir den neuen in Abschn. [3.3.2] eingefiihrten auf Re, basierenden Druckgradientenpa-
rameter A, soll nachfolgend eine Galilei-invariante Reformulierung hergeleitet werden.
Dazu wird neben einem Substitut fiir ||u||; ein Ersatz fiir du./ds verwendet, der auf der
zweidimensionalen inkompressiblen Kontinuitétsgleichung basiert (Menter et al.|2015):

du, dv,
Vu=0 < . __dy

(3.73)

V u € R?, wobei z die Strémungsrichtung und y die wandnormale Koordinate fiir den
simplen Fall einer ebenen Plattenstromung beschreiben. Dieser Ausdruck kann unter
Verwendung des Wandnormalenvektors n verallgemeinert werden:

due  dllulz| cg@m_dve  du-n)| ~V(ul
ds ds Ay, Ay

YwR

v TV T (3.74)
YwR

Vu € R3. Bei diesem, auf stark vereinfachenden Annahmen basierenden, Ausdruck geht
es weniger darum du,./ds moglichst exakt abzubilden, als vielmehr einen Parameter zu
finden, der das grundsétzliche physikalische Verhalten von du,./ds wiedergibt.

Neben der Approximation fiir du./ds ist zusétzlich ein Substitut fiir den Betrag der
Geschwindigkeit ||ul|o erforderlich. Nach Menter et al. (2015)) kann dieser Geschwindig-
keitsbetrag innerhalb der Grenzschicht iiber den Betrag der strain rate und den wandnor-
malen Abstand approximiert werden. Die zugrundeliegende Annahme entspricht einer
linearen Approximation der Geschwindigkeit:

dllull __ IS [[€2]]
~ y’LU ~ yw.
dyw kS kQ

(3.75)

[ell2 = Y

In Menter et al.| (2015)) wird fiir kg = 0, 3 eine gute Approximation erreicht. Nachfolgend
soll die Ndherung verwendet werden, die den Betrag der strain rate ||S|| verwendet. Ein
Vorteil im Gegensatz zur Vorticity ist, dass erstere rotationsinvariant ist (Speziale|1989).
Ansonsten ergeben beide Grofen in der Grenzschicht eine sehr dhnliche Approximation.
Ferner sei darauf hingewiesen, dass die Auswertung an der wandnormalen Position y,r
erfolgt, die Approximation im engeren Sinne auch nur an dieser Stelle gilt. In Féllen, in
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denen die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand u. benétigt wird, soll daher zusétzlich
angenommen werden, dass [|ufls|, =~ u.. Dariiber hinaus kann kg so kalibriert werden,
dass der Wert des lokalen ||ul|s tiberschitzt und eher u, abgebildet wird.

Generell gilt jedoch auch hier, dass weniger eine exakte Approximation der Grofe wu.
gesucht ist, als vielmehr das physikalische Verhalten dieser Grofe wiedergegeben werden
soll. Der Grund hierfiir ist, dass keine moglichst exakte quantitative Anndherung an die
Grofe bendtigt wird, sondern eine Zielgrofe gesucht ist, die innerhalb einer Korrelation
mit selbstdhnlichen Losungen verwendet werden kann. Gibt der Parameter das grund-
sitzliche physikalische Verhalten wieder, liefert in der Regel auch die Korrelation eine
hinreichend gute lokale Approximation des abzubildenden integralen Grenzschichtpara-
meters.

Werden diese Substitute nun in die urspriingliche A,-Formulierung (Gl. eingesetzt,
ergibt sich die folgende Gleichung:

2\ 2 2 21.2
AU — Reg%%%_ (HSHyw) Vks 2v(un)n:_MV(un)n (376)
ug ds v (1S lyw) v

Ein zusétzlicher Vorteil dieser Reformulierung ist, dass sich der Ausdruck deutlich ver-
einfacht. Dieser neue Parameter ist bei unterschiedlichen Herleitungen dem von Men-
ter et al.| (2015) verwendeten sehr dhnlich. Ferner wird zwecks weiterer Vereinfachung
auf das negative Vorzeichen des Parameters verzichtet, da dies nur eine Spiegelung des
Falkner-Skan-Korrelation an der vertikalen Achse zufolge hétte. Zusétzlich kann ohne
Einschrankung auf den konstanten Faktor kg verzichtet werden, sodass sich final ergibt:

2
Mg = 22V (u-n) - n. (3.77)
1%

Wie oben beschrieben, hat der modifizierte Ausdruck nicht den expliziten Anspruch, den
originalen Parameter exakt quantitativ wiederzugeben, sondern vielmehr das physika-
lische Verhalten abzubilden. Daher ist es sinnvoll, neue Falkner-Skan-Korrelationen zu
nutzen. So konnen eventuelle Fehler durch die Verwendung von fiir das 4-Gleichungs-
modell hergeleiteten Approximationen a priori ausgeschlossen werden. Der neue Falkner-
Skan-Fit, der den neuen Parameter A\, mit dem inkompressiblen Formfaktor H, kor-
reliert, lautet:

His =0,0031 A2, 40,1037 Ay + 2,3551. (3.78)

Zur Approximation des lokalen Druckgradientenparameters \g wird analog verfahren und
es werden auch hier Falkner-Skan-Losungen fiir A\, und Ay an der Stelle 4,z verwendet,
sodass

Ao = 0,0015204 A2, — 0,0250572 Ay + 0, 0469616, (3.79)

wobei A\,g auf einen sinnvollen Bereich an Formfaktoren His limitiert wird: —1,5 <
)\UG < 7.
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Abschirmung der Grenzschicht

Die Funktion zur Abschirmung der Grenzschicht vereinfacht sich zu:
Is = e~ (ISlve/(10%), (3.80)

Das Ziel dieser Abschirmung ist es nicht, den Grenzschichtrand moglichst prézise zu
detektieren, sondern auch hier zu verhindern, dass numerische Stérungen im Fernfeld
aufintegriert werden und die Losung in der Grenzschicht kontaminieren.

3.4.2 Partielle Transportdifferentialgleichungen
Konvektionsterme zusatzlicher Transportgleichungen

Neben der im vorangegangenen Abschnitt gezeigten Verletzung der Galilei-Invarianz
fiir verschiedene lokal approximierte, integrale Grenzschichtgrofien sind zuséatzlich die
Konvektionsterme der partiellen Transportdifferentialgleichungen, die die spezifische Ge-
schwindigkeit wge, verwenden, nicht Galilei-invariant. Da eine Galilei-invariante Formu-
lierung von upge, weitere Komplexitéit in das Modell einbréchte, soll hier gepriift werden,
unter welchen Bedingungen auf eine Korrektur verzichtet werden kann.

Die spezifische Geschwindigkeit ermdglicht einen Integrationspfad, der die wandnormalen
Maxima von Re, verbindet (siehe Abb. . Da alle Approximationen nur an der wand-
normalen Position v,z korrekt sind und in Entfernung dieser Position ihre Giiltigkeit
verlieren, muss untersucht werden, wann auf die spezifische Geschwindigkeit verzichtet
werden kann. Ob das der Fall ist, hingt von folgenden Punkten ab:

e st die Verteilung des Integranden @ in wandnormaler Richtung konstant, fiihrt
jeder mogliche Integrationspfad entlang paralleler Stromlinien zu einem dhnlichen
Ergebnis. D.h. es muss fiir den Integranden v gefordert werden, dass ndherungs-
weise

V- n=0V Yy (Yur — AYw < Yu < Yur + AYw) (3.81)

in einem moglichst grofen Bereich Ay, um y,r gilt. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass die Ergebnisse bei unterschiedlichen Integrationspfaden aber er-
fiillter Bedingung gemafs GI. nicht identisch sind, da sich Léngen unterschied-
licher Stromlinien und der wge,-Transportlinie geringfiigig unterscheiden. Dieser
Einfluss kann jedoch vernachlissigt werden.

e Der Sensor, der den Produktionsterm kontrolliert (d.h. ab dem kritischen Punkt
aktiviert), muss iiber die Grenzschicht in wandnormaler Richtung an derselben
Position starten, sodass (krummlinig) parallele Stromlinien (falls die erste Forde-
rung erfiillt ist) tatsdchlich identische Ergebnisse liefern. Andernfalls wiirde die
Integration zu weit stromauf bzw. stromab beginnen.

Fiir die Transportgleichungen ng und TCE sowie }f_ive;c bedeutet das:
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e Fiir die Ix-Gleichung, gilt ¢(x) = 1V & € D, wodurch GL a priori erfiillt
wird. D.h. fiir /.5 kann ohne nennenswerte Einschrankungen die folgende Gleichung
verwendet werden, sodass sich GL. 7u

0 (PZ;Z)
ot

+ V- (puls) =Pr_+ V- ((M + Mt)a;czv'fcg) (3.82)

vereinfacht, wobei o7, =01 Mit den im Folgenden hergeleiteten Modifikationen
fiir den Quellterm P;  ergibt sich so eine vollstandig Galilei-invariante Transport-

gleichung fiir Z;g.

e Fiir die ng-Gleichung muss analog gefordert werden, dass VAg-n ~ 0V y, < 4,
also ¥(x) = Mg(x) in wandnormale Richtung innerhalb der Grenzschicht nihe-
rungsweise konstant bleibt. Im Gegensatz zu GI. kann dies hier jedoch nicht
a priori vorausgesetzt werden, sodass Approximationsfehler in das Modell einge-
bracht werden. Da es gingige Praxis ist, auf eine Geschwindigkeitskorrektur zu
verzichten, soll angenommen werden, dass in der Umgebung von v,z der Term
Vg - n ungefdhr null bzw. hinreichend klein wird, sodass Gl. analog zu Gl.
[3.82] vereinfacht werden kann:

(pros:)

S 4V - (pudas) = Py, + V- ((u n Mt)axozv%z) (3.83)

mit o5, = 0. Auch hier ergibt sich mit dem neuen Produktionsterm eine vollstin-
dig Galilei-invariante Transportgleichung.

e Den grofsten Einfluss hat die Geschwindigkeitskorrektur auf die IA{eZC—Gleichung,
deren Losung innerhalb der Grenzschicht ohne eine Korrektur nicht wie gefor-
dert konstant bleibt und signifikant abfillt (vgl. Abb. [£.3). Abgesehen von einer

Reformulierung der spezifischen Geschwindigkeit oder der Re,.-Gleichung, sollen
nachfolgend zwei Moglichkeiten der Umformulierung diskutiert werden, ein Galilei-
invariantes Substitut zu finden, das zuséitzlich Komplexitidt und den Rechenauf-
wand reduziert. Fiir eine Umformulierung soll Gl. der Herleitung des AHD-
Kriteriums betrachtet werden:

8,43 2,4
Regs — Rege = Rego — Rege — —o0 2% (). 3.84
o = Jiefie = Rewo = Bete = o = INTdRe, T (3:84)

Es ist ersichtlich, dass an dieser Stelle die Grofe Reg. nachtriglich eingebracht
wurde und auf beiden Seiten auftaucht.

1) Die erste Moglichkeit bestiinde daher darin, das Kriterium erneut herzuleiten
und auf eine Addition der Grofse —Reg. zu verzichten.

2) Im weiteren Verlauf der Herleitung des Kriteriums wird die rechte Seite der
Gleichung in einem Falkner-Skan- /it zusammengefasst, wodurch ein
funktionaler Zusammenhang zwischen der Zielgréfse und dem Parameter Ay
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hergestellt wird. D.h. Wenn_Regc auf der linken Seite der Gleichung eben-
falls unter Verwendung von Ay approximiert wird, hitte das einen dhnlichen

Effekt. }fi’,vezc wird somit zu:

Rey, = Rej, = Rego(Hin(M)). (3.85)

Da Moglichkeit 1) das zugrundeliegende Kriterium verdndert und eine erneute
Validierung erforderte, soll Losung 2) verwendet werden. Ferner wire unter Ver-
wendung von Herangehensweise 1) eine identische Modifikation der kompressiblen
Kriterien notig. Weg 2) lésst sich hingegen auf die kompressiblen Kriterien iiber-
tragen.

Der lokale Wert von Reg. soll zusétzlich mit limitiertem Formfaktor berechnet
werden, sodass abweichend von GI. der folgende Ausdruck verwendet wird:

#—14,8
Re@c — emm(2,725;H12) . (386)

Diese Limitierung scheint sinnvoll, da der kritische Punkt geméifs Stabilitdstheorie
nicht weit stromab der Saugspitze liegen kann: Laut des sogenannten Wendepunkt-
kriteriums ist ein laminares Geschwindigkeitsprofil, das einen Wendepunkt hat,
instabil, d.h. instabile Wellen werden angefacht (Schlichting und Gersten| 2006).
Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend. Aus GI. lasst sich ableiten,
dass laminare Profile, die unter dem Einfluss eines Gegendruckgradienten stehen,
einen Wendepunkt besitzen miissen (Schlichting und Gersten |2006).

Quellterme integrierender Transportgleichungen

Die Herleitung einer integrierenden Transportdifferentialgleichung ergibt fiir den Pro-
duktionsterm der generischen Gleichung einen Ausdruck, der inhérent den Betrag
der Geschwindigkeit ||u||2 enthdlt: P, = ptp||ul|2. Dadurch wird das Prinzip der Galilei-
Invarianz verletzt. Daher sollen die Quellterme der integrierenden Differentialgleichungen
fiir ¢ € {Nos; lox} mit ¢ € {1; N\g}, in denen explizit der Betrag des lokalen Geschwin-
digkeitsvektors |lu|2 auftaucht, unter Verwendung von GL durch die folgenden
rotationsinvarianten Produktionsterme ersetzt werden:
_ IS

Py = pw(w)ﬁywl“afx- (3.87)
Um sicherzustellen, dass die Integration nur innerhalb der Grenzschicht und erst ab dem
kritischen Punkt erfolgt, sind hier zusétzlich I'y; und F) multipliziert.
Der Vorteil fiir den speziellen Fall eines mittleren Druckgradientenparameters ist, dass
die Genauigkeitseinbufe fiir den Quotienten g besonders gering ist. Obwohl | sich die Lo-
sungen bei Verwendung der unterschiedlichen Produkti_onsterme sowohl fiir A\gs, als auch
fiir lys, unterscheiden, ist der Einfluss im Endergebnis Ay im Vergleich zur nicht-Galilei-
invarianten Referenz sehr gering und scheint sich zu kompensieren (vgl. Verifikation in
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Abschn. z.B. Abb. [A.5).

3.4.3 Lokale Mach-Zahl

Auch wenn fiir die neuen Galilei-invarianten Modelle das inkompressible Kriterium ver-
wendet wird, soll nachfolgend ein moglicher Ansatz fiir die Bereitstellung der lokalen
Mach-Zahl diskutiert werden. Die in Abschnitt vorgestellte Approximation der
lokalen Mach-Zahl am Grenzschichtrand Ma, erfolgt iiber die kompressible Bernoulli-
Gleichung und Isentropenbeziehungen. Auch wenn dieses Vorgehen grundsétzlich Galilei-
invariant ist, schrinkt es die Anwendbarkeit dennoch auf solche Fille ein, fiir die ein
Fernfeldzustand klar definiert ist. Fiir innenaerodynamische Anwendungen kann dies
z.B. nicht zwangslaufig vorausgesetzt werden. Damit ist dieses Vorgehen nicht strikt
gitterpunktlokal. Zusétzlich ist die Bernoulli-Gleichung nur in Inertialsystemen giiltig.
Im Falle eines rotierenden Systems miissen Scheinkrifte beriicksichtigt werden. Insge-
samt scheint es daher fiir kompressible Anwendungsfélle wiinschenswert, Alternativen
zu erarbeiten.

Eine Moglichkeit zur vollstdndig lokalen Beschaffung der Grofe Ma, bietet auch hier die
lineare Approximation von u. iiber die Norm des Scherspannungstensors an der Stelle
Ywr. Unter der Annahme einer nicht beheizten Wand stellt sich fiir die Temperatur
ein Grenzschichtprofil ein, das zur Wand hin steigt und am Grenzschichtrand ungefihr
seinen Fernfeldwert annimmt. In der laminaren Grenzschicht kann in erster Naherung
angenommen werden, dass die Aufheizung in Wandnihe so gering ist, dass postuliert
werden kann, dass die lokale Temperatur an der Stelle y,zr ungefihr der Temperatur
am Grenzschichtrand entspricht, d.h. T, ~ T, sodass a., ~ vV KRT. Insgesamt ergibt sich
somit fiir die Mach-Zahl am Grenzschichtrand der folgende Zusammenhang:

IS 1y
ksg V kRT

mit kgo = 0,4 (anhand des CAST10-2-Testfalls kalibriert).

In vorangegangenen Abschnitten wurde erdrtert, dass oftmals keine quantitativ exakte
Approximation als vielmehr eine Abbildung des grundsétzlichen physikalischen Verhal-
tens hinreichend ist. Fiir die Approximation der Mach-Zahl ist jedoch eine mdglichst
genaue quantitative Vorhersage der Geschwindigkeit am Grenzschichtrand wiinschens-
wert, da diese unmittelbar den Wert des Kriteriums beeinflusst. Die verwendete lineare
Approximation muss also getrennt und detailliert untersucht werden, um abzuschétzen
inwieweit die approximierte Mach-Zahl fiir eine Transitionsvorhersage unter kompressi-
blen Bedingungen hinreichend genau abgebildet wird.

Ma, ~ (3.88)

3.4.4 Berechnung eines Intermittenzfeldes

Abschliefsend muss die Position beginnender Transition innerhalb des Lésers so iiber-
setzt werden, dass mittels einer definierten Hilfsgrofe die Steuerung des zugrundelie-
genden Turbulenzmodells numerisch stabil mdéglich wird. Abweichend von Abschnitt
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(4-Gleichungsmodell), soll, um eine vollstéindig gitterpunktlokale Formulierung zu
gewahrleisten, zwingend auf wandnormale Kommunikation verzichtet werden, wodurch
zusitzliche Betrachtungen erforderlich sind.

Hierbei gilt es zu beachten, dass die Gleichung (v-Gleichung), die laminare und turbulen-
te Bereiche definieren soll, selber wieder einen Einfluss auf die tatsachlich gesetzte Tran-
sitionsposition haben kann. Grundsitzlich ist es dabei so, dass die betrachtete Klasse
von Modellen, wie auch das vorgestellte Modell, oftmals Transition- Onset-Positionen be-
rechnen. Um keinen Einfluss durch die transitionssetzende Gleichung auf die tatséchlich
gesetzte Transitionsposition zu haben, miisste die berechnete Position ungefihr mit der
Position iibereinstimmen, an der ¢; in Stromungsrichtung minimal wird. Dieser Zusam-
menhang zwischen berechneter und tatsédchlich gesetzter Transitionsposition soll nach-
folgend diskutiert und in der Modellierung beriicksichtigt werden.

Vorbetrachtungen zum Produktionsverhalten von 7-Gleichungen

Ausgangspunkt der folgenden Vorbetrachtungen ist die von |Langtry und Menter| (2009)
eingefithrte ~-Gleichung in Verbindung mit dem SST-Turbulenzmodell (losgelést vom
restlichen Teil des v-Regp-Modells). Sobald das Verhéltnis Rey/Reg; > 1, wird der Pro-
duktionsterm dieser Gleichung aktiv und es werden Werte von v produziert. In Abhén-
gigkeit des Anwendungsbereiches sollen fiir den Fall niedriger Reynolds-Zahlen (ungefihr
Re. < O(109)) zunichst zwei Fille unterschieden werden:

e Tritt bei Fillen mit niedrigen Reynolds-Zahlen Transition nur ablésungsinduziert
auf und nicht iiber TS-Instabilitdten, konnen die neuen Modelle ohne Einschrin-
kungen und Modifikationen an die in Langtry und Menter (2009) oder in Menter
et al.| (2015) verwendete y-Gleichung gekoppelt werden. Ggf. ist es sinnvoll, einen
Zusatzterm zu verwenden, der eine schnelle Druckriickgewinnung ermoglicht. Die-
ser Aspekt wird spéter getrennt behandelt.

e Werden seltenere Félle bei niedrigen Reynolds-Zahlen betrachtet, bei denen Tran-
sition liber TS-Instabilitdten ausgelost wird, muss das Verhalten der y-Gleichung
differenzierter untersucht werden.

Unter besonderer Beriicksichtigung des letzten Falles soll das Produktionsverhalten der
~v-Gleichung bei TS-Transition nachfolgend genauer analysiert werden. Abb. zeigt
schematisch verschiedene Félle der v-Produktion (fiir TS-Transition bei aukenaerody-
namisch relevanten Turbulenzgraden). Hierbei ist x;,, die Position, an der in Wandnéhe
erstmals v &~ 1 gilt und entspricht erfahrungsgemaéf auch ungefihr der Position, an der
¢y minimal wird; x; ist die Position beginnender Transition, die sich fiir eine vollstandig
laminare Strémung einstellf%}

13D.h. eine Strémung, fiir die die Transitionsberechnung und Turbulenzproduktion ideal entkoppelt
sind. Das Transitionskriterium wurde also anhand der laminaren Strémung unbeeinflusst ausgewer-
tet.
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Tt = T x

Abbildung 3.8: Schematische Darstellung der v-Produktion fiir TS-Transition unter un-
terschiedlichen Stromungsbedingungen; z; beschreibt die aus dem Tran-
sitionskriterium resultierend Position beginnender Transition; x;,, die Po-
sition, an der erstmals in Wandnédhe v ~ 1

e Bei niedrigen Reynolds-Zahlen (Fall (@), Abb.[3.8] links) kann eine Art keilformige
~v-Ausbreitung beobachtet werden. Die Grofe v wird inhérent zuerst an derjeni-
gen Stelle y,,gr produziert, an der Re, innerhalb der Grenzschicht in wandnormaler
Richtung maximal wird (in erster Ndherung oberhalb 0,50), und breitet sich dann
normal zur (im allgemeinen Fall krummlinigen) z-Koordinate stromab in wandnor-
maler y-Richtung breiter werdend aus, bis auch in Wandnéhe  ~ 1 gilt (Position
Ty). Fir Fall D) gilt folglich: 2, < x4, d.h. die berechnete Position beginnender
Transition liegt stromauf der Position x4, und dem Minimum von c¢;.

An dieser Stelle sei erwiahnt, dass Transition bei sehr niedrigen Reynolds-Zahlen
in vielen Fillen iiber eine laminare Abloseblase stattfindet. Hier tritt das beschrie-
bene Verhalten eines sehr langen Transitionsbereiches nicht oder nur in geringem
Ausmafs auf (u.a. weil oftmals Zusatzfunktionen verwendet werden, die Werte von
v > 1 erlauben, und die y-Produktion in einer abgelosten Grenzschicht stérker
ist).

e Bei sehr hohen Reynolds-Zahlen (Fall (3), Abb. [3.8] rechts) kann die Berechnung
von x; nicht mehr von der Turbulenzproduktion entkoppelt betrachtet werden, da
Rey, der Destruktionsterm und Produktionsterm der +-Gleichung auch stromauf
von x; durch die produzierte Wirbelviskositit beeinflusst werden. Im duflersten
Fall (3) (abhingig von der Onset-Funktion, die die y-Produktion steuert) kann
es dazu kommen, dass die Position x4, durch eine Stromaufwirkung wéihrend des
Losungsprozesses nach stromauf verschoben wird, womit im konvergierten Zustand
T < y gilt. D.h. die aus dem Kriterium und Rey berechnete Transitionsposition
x; liegt stromab der tatsdchlich gesetzten Position xyy,.

Das bedeutet jedoch nicht, dass die Losung oder auch nur die zusatzliche skalare
Transportgleichung divergieren oder numerisch instabil werden (vgl. auch [Stroer
et al. 2019). In der Regel stellt sich ein konvergierter Zustand ein, fiir den dann
nur eine vollstdndig laminare Vergleichslosung offenbart, dass z;, > x;, also die
eigentliche Transitionsposition stromab von w4, und des Minimums von ¢y liegen.
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e Fall (2) (Abb. [3.8] Mitte) beschreibt eine Situation, bei der sich weder ein Keil
ausbildet, noch eine Stromaufwirkung beobachtet werden kann und x; ~ x;, gilt.
Dieser Fall entspricht ndherungsweise dem Setzen von Punkttransition und ist ab-
gesehen von einer physikalisch korrekten Beriicksichtigung des Transitionsbereiches
der Fall, der am wenigsten zuséatzliche Unsicherheiten und Ungenauigkeiten in die
Modellierung einbringt.

e Bemerkung zur Modellierung eines Transitionsbereiches:

Da die Transition vom laminaren in den turbulenten Zustand naturgeméfs kein
abrupter Umschlag, sondern ein kontinuierlicher Ubergang ist, der von den Stro-
mungsbedingungen abhéngt, ist die Frage nach einer Abbildung des Transitionsbe-
reiches zu diskutieren. Die in Fall (T) beschriebene keilformige Ausbreitung scheint
eine gute Moglichkeit, einen solchen Bereich zu modellieren, da hier inhérent ein
kontinuierlicher Ubergang fiir die Transition angenommen wird. Bei genauerer Be-
trachtung wird jedoch klar, dass eine quantitativ sinnvolle Modellierung &hnlich
der Beobachtung in Fall (I) (7-Keil) insofern problematisch ist, als dass die keilfor-
mige Ausbreitung schwer steuerbar ist, von einer Vielzahl von Parametern abhingt
(inklusive der Turbulenzgrofen) und trotzdem von x; entkoppelt sein kann. Wollte
man einen Transitionsbereich abbilden, ist das nach Meinung des Autors der vor-
liegenden Arbeit konsistenteste Vorgehen, das Turbulenzmodell iiber die gesamte
Grenzschicht zu schalten und den Parameter v im Intervall [0; 1] entsprechend
schnell oder langsam hochzufahren (Funktionen sind in der Literatur vorhanden).
Hierbei ist allerdings zusétzlich zu beachten, dass auch das Produktionsverhalten
des Turbulenzmodells nach Aktivierung wieder von den Stromungsbedingungen
abhéngt.

Der beschriebene Einfluss ist dabei nicht als explizite Reynolds-Zahlenabhédngigkeit an-
zusehen, sondern vielmehr als ein sich selbst verstirkender Effekt, der durch die im
tiefen Reynolds-Zahlenbereich (physikalisch durchaus sinnvolle) langsame Turbulenzpro-
duktion entsteht. Dadurch wird wiederum die Produktion der y-Gleichung beeinflusst,
wodurch letztendlich kein physikalisch sinnvoller Transitionsbereich abgebildet werden
kann.

Ansitze zur Modellierung

Um neben einer Galilei-invarianten Formulierung vollstdndig gitterpunktlokal zu sein,
soll im Rahmen der neuen Modelle fiir das Setzen der berechneten Transitionsposition
ginzlich auf Wandkommunikation verzichtet werden und unter Beriicksichtigung der
oben beschriebenen Eigenschaften eine entsprechende y-Gleichung hergeleitet werden.
Ausgangspunkt ist der Ansatz von |Langtry und Menter| (2009) sowie Menter et al.| (2015):

Y00 - (pur) = Py =Dy + - ()97 (3.5
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wobei 0, = 2. Die Produktions- und Destruktionsterme sind wie folgt definiert:
P, = pRE||S|(1— ) (3.90)

D, = c1pFi||Q|v(c2y — 1) (3.91)

mit ¢; = 3/50 und ¢, = 50. Die Funktion F; (GL. schaltet den Destruktionsterm
in Bereichen, in denen das Viskositdtsverhiltnis p;/p einen Schwellwert (hier 3) iiber-
schritten hat, aus, um Stabilitdt in vollturbulenten Bereichen sicherzustellen.

Die Funktion F, definiert den Beginn der y-Produktion und hat, wie die Vorbetrach-
tungen zeigen, mafsgeblichen Einfluss auf das Produktionsverhalten der y-Transportglei-
chung. Neben der urspriinglich von [Langtry und Menter (2009) vorgeschlagenen Definiti-
on soll mit Blick auf die Modellierung bei tiefen Reynolds-Zahlen eine weitere Moglichkeit
vorgestellt werden. Im Gegensatz zur Definition nach Langtry und Menter| (2009) fithrt

diese neue Variante zu einer direkteren bzw. schnelleren v- und in Folge Wirbelviskosi-
tiitsproduktionﬁ:

e Moglichkeit 1 - y-Gleichung nach Langtry und Menter (2009): Fiir Test-
fialle in einem Reynolds-Zahlenbereich O(10°) bis O(107), die iiblicherweise in der
Literatur fiir die Validierung von Transitionsmodellen gerechnet werden, kann die
in Abschn. (Gleichungen [3.45)) vorgestellte Onset-Funktion (entsprechend oh-
ne wandnormale Kommunikation) nach Langtry und Menter| (2009) und Menter
et al| (2015) ohne nennenswerte Einschrinkungen verwendet werden. Fiir tiefe
Reynolds-Zahlen, bei denen Transition iiber TS-Instabilitdten stattfindet, kann je-
doch beobachtet werden, dass diese Definition in Verbindung mit dem SST-Modell
zu weit stromab liegenden Transitionspositionen fiihrt, auch wenn das reine Krite-
rium eine sinnvolle Transition-Onset-Position ergibt (Fall (D) in Abb. .8 d.h. die
berechnete Transition- Onset-Position liegt deutlich stromauf der Position, ab der
das Turbulenzmodell tatséchlich aktiviert wird).

e Moglichkeit 2 - Modifizierte Onset-Funktion: Fiir eine unmittelbare Pro-
duktion von Wirbelviskositit soll daher im Folgenden eine alternative Definition
der Funktion F, verwendet werden:

F,=min(1; 5, +1 - F) (1 —tanh(10° — 10°¢)). (3.92)

=Fy

Neben dem Basisterm F)’ sorgt die Funktion F, dafiir, dass Transition nur in
Bereichen stromab des kritischen Punktes detektiert werden kann. Diese Trivial-
bedingung soll die Stabilitit erhdhen und verhindern, dass (bspw. am Staupunkt)
unerwiinscht der Produktionsterm aktiv wird. Die Funktion (1 — F}) ist zusitz-
lich notwendig, um sicherzustellen, dass im Turbulenten auch in den Bereichen,

14Dje folgenden Definitionen setzen voraus, dass das SST-Modell nach [Menter et al.| (2003) mit der in
Abschn. beschriebenen Kopplung an die Variable v verwendet wird. Die Details der Kopplung
an das Turbulenzmodell sind hier nicht erneut dokumentiert,.
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und 1-Gleichungsmodell

in denen F) ~ 0, v produziert wird. Die eigentliche Steuerung/Aktivierung der
~v-Gleichung erfolgt {iber den Term F bzw. dessen Argument &, das durch die
folgende Gleichung gegeben ist:

Re 4 " 2

v t 2

= + 1 — ] +°. 3.93

¢ (WHReet) (H) ! ( )
——

= f(pe/p)

Falls das Verhiltnis von Rey zum Kriterium Reg, grofer als 1 wird, schaltet die
Funktion F aus GL von 0 auf 2. Zusédtzlich bleibt der Term aktiv, wenn
bereits geniigend Wirbelviskositat oder Intermittenz v produziert wurde. Diese
Bedingung gewihrleistet, dass die Produktion in Bereichen, in denen das Verhilt-
nis von Rep zum Kriterium Reg; stromab der detektierten Onset-Position unter 1
fallt, nicht einbricht. Der Term f(u,/p), der zunéchst eine allgemeine Abhéngigkeit
des Zusammenhangs & von p;/p andeuten soll, hat dadurch mafsgeblichen Anteil
daran, in welcher Ausprigung die einleitend anhand von Abb. beschriebenen
Falle der y-Produktion zu beobachten sind. D.h. falls erwiinscht ist, dass stromab
der Transition- Onset-Position schnell Werte von v und auch Wirbelviskositét pro-
duziert wird, ist eine starke Abhéngigkeit von pu;/p erforderlich. Da im Rahmen
der vorliegenden Arbeit Félle bei niedrigen Reynolds-Zahlen im Fokus stehen, soll
hier eine sehr direkte Variante verwendet werden: f(u¢/p) = (pe/1)*.

Die Funktion F} wird verwendet, um den Produktionsterm der vy-Gleichung in Abhéngig-
keit der lokalen Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey zu gewichten. Die generelle Idee
ist, so eine implizite und lokale Abhéngigkeit von der Reynolds-Zahl zu realisieren: Fiir
Falle bei niedrigen Reynolds-Zahlen wichst Rey in Stromungsrichtung recht langsam,
wohingegen der Anstieg bei hohen Reynolds-Zahlen grofer ist. Die folgende Funktion
gewichtet den Produktionsterm somit stérker, falls die lokalen Werte von Rey klein sind:

1 R
Fy =6+ 24Fp, Frg {1 + tanh (10 ~10 Eeg)] . (3.94)

So ist F; mindestens 6 und kann in Abhéngigkeit des lokalen Wertes von Rey bis auf 30
ansteigen. Das ist der Fall, wenn Rey klein wird. Um zu verhindern, dass F; in Wandnédhe
(wo Reg per Definition 0 wird) fiir alle Stromungen auf seinen Maximalwert ansteigt,
ist die Funktion mit F) multipliziert, wodurch in diesen Regionen F; = 6 gilt. Dariiber
hinaus gibt F, Stabilitit, da F; auf diese Weise am Staupunkt, wo Rey klein wird,
grundsatzlich seinen Minimalwert annimmt. Zusétzlich wird ein Sensor Fr, verwendet,
der den Zusatzterm im voll turbulenten Bereich abschaltet (d.h. sobald u;/p < 5 wird
FRT == O)
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und 1-Gleichungsmodell

3.4.5 Abl6sungsinduzierte Transition, Transitionsbereich und
Kopplung an Wirbelviskositatsturbulenzmodelle

Neben der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen y-Gleichung soll im Folgenden
ein (optional aktivierbarer) Zusatzterm hergeleitet werden, der bei starken Gegendruck-
gradienten eine schnellere Turbulenzproduktion gewihrleisten und in Folge den transi-
tionellen Bereich (Druckriickgewinnung, schneller c;-Anstieg) bei niedrigen Reynolds-
Zahlen physikalischer abbilden soll. Das grundsétzliche Vorgehen, die Turbulenzproduk-
tion bei Gegendruck, der zu laminarer Ablésung und ablésungsinduzierter Transition
fithrt, zu erhohen, ist bekannt (vgl. bspw. Langtry und Menter 2009 oder Bernardos
et al.2019)). Hier soll dieses Prinzip auch fiir schwéchere Gegendruckgradienten nahe der
Ablosung angewendet und erweitert werden, um der fiir diesen Bereich im vorangegan-
gen Abschnitt ausfiihrlich diskutierten verzégerten Turbulenz- und vy-Produktion
bei niedrigen Reynolds-Zahlen entgegenzuwirken.

Zu diesem Zweck wird eine neue Funktion vy, eingefiihrt (in entfernter Anlehnung an
Menter et al.|2015), die in Abh#ngigkeit des lokalen Formfaktors Werte grofer als 1 (bis
2) fiir die effektive, das Turbulenzmodell steuernde Intermittenz (Gl. erlaubt:

’yvp = C1 va FRengFm f,\f‘5 (395)

mit der Konstanten ¢; = 5. Das Produkt der bereits bekannten Funktionen F,I's wird
hier verwendet, um den Term <y, auferhalb der Grenzschicht zu deaktivieren und eine
Aktivierung stromauf des kritischen Punktes zu unterbinden.

Der grundsétzliche Mechanismus des Terms 7y, basiert auf dem lokalen Formfaktor, um
die einleitend beschriebene Steuerung in Abhéngigkeit des Druckgradienten zu realisie-
ren:

1
P, = 5 (1~ tanh (20 — 20H15/3,25)). (3.96)

Uberschreitet Hy einen bestimmten Wert, schaltet Fy, von 0 auf 1. Da der in GI.
verwendete approximierte Formfaktor durch die lokale Formulierung nicht iiber die ge-
samte Grenzschicht in wandnormaler Richtung konstant ist, sind weitere Annahmen und
Funktionen nétig, die ein unerwiinschtes Schalten des Terms 7y, verhindern sollen. Eine
weitere Forderung ist daher, dass der Term nur im transitionellen Bereich wirken soll.

Dazu wird die Funktion F),, im Turbulenten (fiir Werte y1;/p¢ > 3) durch den linken Teil
von GI. inaktiv und deaktiviert damit den gesamten Term vy, (Gl.3.95):

1 Fie
F,, = max(3 — p;/p; 0) 5 [1 — tanh (4 - 4%)} (3.97)

1
mit Fiep = 3 [1 — tanh (10* — 10*H}5/3,5)]. Im Falle laminarer Ablésung hat es sich

zusatzlich als wichtig erwiesen, dass, um die Region konstanten Druckes physikalisch
sinnvoll wiedergeben zu kénnen (d.h. ein zu schnelles Schliefen der Abléseblase zu ver-
hindern), das Einschalten von vy, leicht in Stromungsrichtung verzégert ist. So wird,
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3.4 Galilei-invariante Formulierung - 3- und 1-Gleichungsmodell

falls der Formfaktor 3,5 iiberschreitet, Fs.,1 = 0 geschaltet, was dazu fiihrt, dass der
rechte Term in GI. aktiviert und nun in Abhéngigkeit von p;/p gesteuert wird (ist
Fepr = 1, ist der rechte Term in Gl automatisch 1 und das Argument ju;/p hat
keinen Einfluss). D.h. der rechte Term in GI. und damit F,, werden 0, falls 1, /p
entsprechend klein ist. Auf diese Weise wird erreicht, dass vy, im Falle laminarer Ablo-
sung erst leicht stromab der Transition- Onset-Position aktiviert wird. Fiir Formfaktoren
unter 3,5 ist der rechte Teil von £, immer 1, da Fy. = 1, womit die Funktion F),, nur
durch den linken Term gesteuert wird.
Zusatzlich wird ~yy, erst dann aktiv, wenn bereits v produziert wurde und damit £, > 0
gilt:

F, = max(y —0,2;0). (3.98)

So soll ein instabiles Verhalten in der transienten Phase vermieden werden.
Um zu verhindern, dass vy, fiir zu hohe Reynolds-Zahlen aktiv wird (vgl. Einleitung
Abschn. |3.4.4)), wird die folgende Funktion verwendet:

1
FRe, = min {1; Foepr + 3 (1 + tanh (103 — 103@»} : (3.99)

350
Die Wirkungsweise der Funktion iiber das Argument Re, ist analog zu Gl. [3.94] Eine
Ausnahme bilden auch hier wieder abgeléste Grenzschichten (bzw. Grenzschichten nahe
der Ablosung): Fiepo = % (1 — tanh (10> — 10*H2/3, 3)), fiir die Fg,,, unabhingig vom
lokalen Wert von Rey, 1 bleibt.
Das Grundprinzip der in diesem Abschnitt vorgestellten Methodik basiert auf der Ak-
tivierung des Zusatzterms vy, im transitionellen Bereich bei Gegendruck fiir niedrige
Reynolds-Zahlen und einer leicht modifizierten Funktionalitét fiir laminar abgeldste Stro-
mungen. Die exakten Zahlenwerte fiir Schwellwerte innerhalb der verschiedenen Funktio-
nen und Konstanten der Gleichungen - wurden anhand des 2D-RTG-Testfalls
abgeschétzt bzw. kalibriert.
Der effektive Wert der Intermittenz, die das Turbulenzmodell steuert, berechnet sich
nun aus der Summe von v (das sich aus der Losung der +-Gleichung ergibt) und dem
neuen Zusatzterm 7y,

Yesy = MiIn(2;y + Yvp).- (3.100)

Die Kopplung an das k-w SST-Turbulenzmodell (Menter et al. |2003) erfolgt identisch
zum 4-Gleichungsmodell (s. Abschn. [3.3.6). In GL ist die Variable v gegen die in den

Galilei-invarianten Modellversionen verwendeten effektive Intermittenz +.s¢ zu tauschen.

Da integrale Grofsen durch die lokale Definition einen iiber die Grenzschicht nicht kon-
stanten Wert haben, kann fiir Fille bei sehr hohen Reynolds-Zahlen trotz G1[3.99] be-
obachtet werden, dass der Zusatzterm in kleinen Bereichen aktiv ist, wodurch fiir diese
Fille ein leicht unerwiinschter Einfluss entsteht. Daher soll der Term zundchst manuell
fiir Fille bei Re > 10° ausgeschaltet und getrennt untersucht werden.

70



4 Validierung der Modelle

Im Folgenden werden die vorgestellten Transportgleichungsmodelle fiir verschiedene Va-
lidierungstestfille verglichen und detailliert analysiert. Die Notation bzw. Bezeichnung
der verschiedenen Modelle ist Tab. 3.1l zu entnehmen.

4.1 Schwach-kompressible Testfaille

4.1.1 NLF(1)-0416-Profil und Netzstudie

Als Standardtestfall soll das NLF(1)-0416-Laminarprofil inklusive einer Netzstudie un-
tersucht werden. Das von |Somers| (1981) vermessene Profil wird bei einer auf die Seh-
nenlinge des Profils bezogenen Reynolds-Zahl Re, = 4 x 10° und einer Mach-Zahl
Ma,, = 0,1 sowie einem Turbulenzgrad Tu ~ 0,03% simuliert. Neben einer Verifika-
tion, die die grundlegende Funktionsweise wichtiger Modellgleichungen iiberpriifen soll,
wird das Modell gegeniiber experimentellen Daten validiert und abschliefend anhand
systematisch verfeinerter Gitter Netzkonvergenz demonstriert.

Verifikation
_ X Reg,
Ao Cp % Reg,
071 C E| i R@g,
i 1-0,81 4000
0,05 F ] 4 0,006 i — 4Gl kv~
0 0,6 3000 analytisch
: 1 | ! Reg,
i \ ] 2000
-0,05F -0,4] ¢ ;
-0.1 i -0,2 1000; N — s
" _  f e | Ren,
-0,15¢ 1-0,006 S TR
/e 0,1 0,2 0,3 0,4 /e

Abbildung 4.1: Losung der zusétzlichen Transportgleichungen und integrale Grenz-
schichtgrofen im Vergleich zur analytischen Referenzlosung fiir einen
Anstellwinkel o ~ 0°; Feldgrofen an der wandnormalen Position y,g
extrahiert
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4.1 Schwach-kompressible Testfille

Vorab sollen die Modelle fiir zwei Anstellwinkel gegeniiber analytisch ausgewerteten Gro-
fsen verifiziert werden. Die Abbildungen [.1] und [.2] zeigen hierzu wichtige Feldlésungen
des kompressiblen 4-Gleichungsmodells, die an der Stelle y,,z extrahiert wurden, im Ver-
gleich zum integral, analytisch ausgewerteten Kriterium[%

By l~c2 Xﬁ Reg,
)\0 o Cp c RG@C
c
Ol 0,06 Rey
0s) 00 4Gl k
0} 0.8 ? 3000:_ —— analytisch
[ 0,6} ] . i -
I I €0t
[ 0,4} | 2000\‘
O.1p [\
0,24 1000} {
N P e 1 Re
-0 0 ET i 0c
028 E 006 BT, T

Abbildung 4.2: Lésung der zusétzlichen Transportgleichungen und integrale Grenz-
schichtgrofen im Vergleich zur analytischen Referenzlosung fiir einen
Anstellwinkel o ~ 2°; Feldgrofen an der wandnormalen Position y,g
extrahiert

Fiir eine Bereitstellung des mittleren Druckgradientenparameters )\ miissen die Gréfsen
cg/c als auch Ags;/c betrachtet werden. Die Abbildungen [4.1|und |4.2| (links) zeigen, dass
die Grofse lcg /c in sehr guter Ubereinstimmung mit der analymschen Losung bestimmt
werden kann. Die Steigung beider linearer Funktionen ist nahezu identisch. Die leichte
Abweichung liegt im Approximationsfehler des kritischen Punktes begriindet, der den
Beginn der Integration iiber die Funktion F) definiert. Insgesamt startet der Integrati-
onsprozess geringfiigig zu weit stromauf. Die Grofe l.5/c eignet sich in besonderem Mafe
fiir eine Beurteilung der Qualitdt der reinen Integration iiber eine Transportgleichung,
da der Integrand fiir alle Punkte des Definitionsgebietes 1) = 1 ist, also keine Abhén-
gigkeiten des Integranden von weiteren Approximationen besteht. Zusatzlich kann die
korrekte Losung leicht auf Plausibilitdt iiberpriift werden, da der Wert fiir l.5;/c durch
die Kriimmung des Profils an einer betrachteten Stelle einen geringfiigig groferen Betrag
als den lokalen Wert von x/c ergeben sollte. Fiir die Groke \gs/c gilt Ahnliches. Hier
hingt die Losung allerdings zusitzlich vom Integranden \g ab. Insgesamt ist die Uber-
einstimmung mit der analytischen Losung unter Beriicksichtigung, dass ein auf Basis
laminarer Falkner-Skan-Losungen approximierter Wert von \g verwendet wird, sehr gut.
Entsprechend kann auch der Quotient beider Grofen \g fiir beide Winkel in sehr guter

15Der Terminus analytisch wird verwendet, wenn das Kriterium unter Verwendung von aus manuellen
Integrationen gewonnen Grenzschichtgrofen ausgewertet wird.
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4.1 Schwach-kompressible Testfille
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Abbildung 4.3: Einfluss der spezifischen Konvektionsgeschwindigkeit fiir verschiedene
Stromungsgréfen entlang der z-Koordinate an der wandnormalen Po-
sition Yy, (links) und Grenzschichtprofile an verschiedenen z-Positionen
(schwarze wandnormale Linien im Konturplot, oben rechts, wobei blau:
laminar, rot: turbulent) stromauf der kiinstlich gesetzten Transition-
Onset-Position bei x/c = 0,4 (rechts)

Ubereinstimmung mit der Referenz wiedergegeben werden.

Eine weitere Transportgleichung wird fiir eine Bereitstellung der Impulsverlustdlcken—
Reynolds-Zahl am kritischen Punkt benétigt. Die Transportgleichung fiir RegC produziert
iiber den Produktionsterm Werte am kritischen Punkt, d.h. dort, wo erstmals Reg ~
Reg. = Rey,. Die an dieser Stelle vorliegende Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl wird
in Abgrenzung zur lokalen Grofe Reg. mit einem * gekennzeichnet als Rej,. definiert. Die
Produktion der transportierten Grofe ]/%é;c ist aktiv, bis das lokale Niveau Rey, erreicht
ist. In den Abbildungen {4.1|und [4.2| (rechts) ist diese Produktion als nahezu sprunghafter
Anstieg von 0 auf das lokale Rey. erkennbar, sodass dort Eé;c = Rey. gilt. Sobald
stromab des kritischen Punktes wieder Reg # Reg,. gilt, wird der Destruktionsterm iiber
den Sensor deaktiviert. D.h. abgesehen von einer vernachldssigharen Diffusion und fiir
den stationdren Fall lautet die Gleichung nun:

V- (pRegtire,) + Kg: =0, (4.1)

was unter Vernachléssigung der spemﬁschen Geschwindigkeit Folgendem entspricht: V -

(pRegc ) = 0. Die Feldgrofe Regc wird also konstant transportiert. Die Abbildungen 4.

und |4.2) - rechts) bestatigen, dass die produzierte Grofe tatsiachlich nahezu exakt konstant
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Abbildung 4.4: Einschub: Einfluss der spezifischen Konvektionsgeschwindigkeit bei einer
niedrigen Reynolds-Zahl anhand des 2D-RTG-Profils fiir einen kollekti-
ven Nickwinkel von 5 = 13, 1° (Fall in Abschnittdiskutiert); Verlauf
der transportierten Grofen (links) und Vergleich einer u-Stromlinie und
einer U e, - Transportlinie (rechts)

transportiert wird, womit das Verhalten der Transportgleichung verifiziert ist. Der leichte
Unterschied im Betrag der transportierten Grofe ist auch hier in einer Ungenauigkeit
der Approximation des kritischen Punktes iiber den Formfaktor zu begriinden.

Als Zwischenfazit kann bzgl. der zusétzlichen Transportgleichungen schlussgefolgert wer-
den, dass die Differentialgleichungen rein mathematisch exakt in der Lage sind, eine In-
tegration bzw. den konstanten Transport einer Grofe abzubilden. Approximationsfehler
werden durch die Naherung integraler Grenzschichtgréfen eingebracht.

Insgesamt liegen die bereitgestellten GréRen lis/c, dgs/c und ]3;9;6 damit in so guter
Ubereinstimmung mit der analytischen Referenzlésung, dass die finale Groke Reg; in
sehr guter Naherung gitterpunktlokal wiedergegeben werden kann. Die leichte Abwei-
chung in der Umgebung des Schnittpunktes Rey = Reg; im verzogerten Bereich ist
durch eine Stromaufwirkung durch die produzierte Turbulenz begriindbar.

Die letzte zu diskutierende Grofe ist die lokale Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey,
die unter Verwendung der Grofe Re, approximiert wird. Insgesamt ist die Approxima-
tion in sehr guter Ubereinstimmung mit der Referenzlésung. In Abb. (rechts) ist
zusatzlich die Losung unter Verwendung eines konstanten Reynolds-Zahlenverhdltnisses
(d.h. Wert auf Basis der Blasius-Losung, vgl. Abschn. geplottet, das eine leicht
bessere Ubereinstimmung mit dem analytischen bzw. integralen Reg-Verlauf zeigt. Aus
Konsistenzgriinden wird dennoch ein variables, vom lokalen Formfaktor abhéingiges Ver-

74



4.1 Schwach-kompressible Testfille

4 Gl. kv ————analytisch |_ ~
By 7 3 Gl GI lss/ Aoz /¢
N lex — — ¥ - 0,06
O.1F ¢ | & |7 :Aez/co’l' 1T T e 1% ]
: 1.0.8] % | i ar~2°] & q-1 |
0,06F 1 1 740,006 | o8 Ao ]
10,6 op = —1-0.8]
OF 1 0,6 F s - |
0,5 v 1-0,41] L= 0610
o B 032_2 O oal M 104
_0,1 i 0 [ i - 0.006 : _072_
0,15F V[T 10 479 20,26 S0 420,06
04 4 /¢ 01 015 0.2 025 03,

Abbildung 4.5: Losung der integrierenden Transportgleichungen des Galilei-invarianten
3-Gleichungsmodells im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell und zur ana-
lytischen Referenzlosung fiir die Anstellwinkel o ~ 0° (links) und a ~ 2°
(rechts), Feldgrofen an der wandnormalen Position y, g extrahiert

hiltnis verwendet.

Zusitzlich soll nun auf Basis von Abb. der Einfluss der spezifischen, modifizier-
ten Transportgeschwindigkeit, die fiir die 4-Gleichungsmodelle verwendet wird, auf die
transportierten Grofen fiir den NLF (1)-0416-Testfall gezeigt werden.

Insbesondere fiir die ]/%VeZC—Gleichung kann ein sehr grofser Effekt beobachtet werden. Oh-

ne die angepasste Konvektionsgeschwindigkeit wird der Wert von }fﬁvezc nicht wie erforder-
lich konstant gehalten. Die Grofe fillt stark ab. Fiir die weiteren Transportgleichungen
hat die Geschwindigkeitskorrektur im mittleren bis hohen Reynolds-Zahlenbereich einen
geringeren Einfluss (vgl. auch theoretische Betrachtung in Abschnitt [3.4.2)). Fiir dicke
Grenzschichten wird der Einfluss jedoch merklich groker: In Abb. [4.4] ist dies vorgrei-
fend anhand des im folgenden Abschnitt diskutierten 2D-RTG- Proﬁls gezeigt, das eine
deutlich niedrigere Reynolds-Zahl aufweist. Wahrend die Grofe Regc in Abb. |4.4] (links)

dhnlich stark wie in Abb. |4.3|abfillt, zeigen )\gg /c und lcg /c fiir diesen Fall eine deuthch
grofsere Abhéngigkeit hinsichtlich der verwendeten Konvektionsgeschwindigkeit. In Abb.
(rechts) ist zusétzlich eine Stromlinie, die am kritischen Punkt eine gedachte horizon-
tale Linie auf der wandnormalen Position y,r schneidet (also genau die Position, an der
die Integration startet), im Vergleich zu einer wge,-Transportlinie, die sich ebenfalls am
kritischen Punkt bei y, g befindet, dargestellt. D.h. die Stromlinie und auch die Trans-
portlinie werden ab dem kritischen Punkt auf wandnormaler Hohe ¥,z nach stromab
beobachtet. Die Position bzw. Linie y,g(s) ist in Abb. (rechts) genau diejenige ge-
dachte Kurve, die alle Maxima von Re, bzgl. y,, von stromauf nach stromab verbindet.
Es ist zu erkennen, dass die Stromlinie (oben) im betrachteten Bereich bereits deutlich
unter die gedachte y, gz-Linie abgefallen ist. Die wge,-Transportlinie (unten) hingegen
hilt die Position y,p fiir alle stromab des kritischen Punktes betrachteten Stellen.
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4.1 Schwach-kompressible Testfille

Die Galilei-invariante Neuformulierung des Modells erforderte auch eine Anpassung der
integrierenden Transportgleichungen. In den Galilei-invarianten Quelltermen dieser Glei-
chungen (GI. taucht nun ein Faktor 1/kg auf, der den Term ||.S/|y,, so skaliert, dass
an der Stelle y,,zr approximativ der lokale Betrag des Geschwindigkeitsvektors ||ul|o wie-
dergegeben wird. Wie in Abb. fiir zwei Anstellwinkel gezeigt, ist die Abweichung
unter Verwendung des gewéihlten Faktors sowohl fiir I 5 /c als auch fiir \gx/c recht grok.
Der finale gemittelte Druckgradientenparameter Ay hingegen weist eine sehr gute Uber-
einstimmung im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell (d.h. zur Losung der Gleichungen, die
nicht Galilei-invariant formuliert sind) und der analytischen Losung auf. Eine Variation
des Faktors offenbart, dass der Einfluss vernachlissigbar gering ist und sich im finalen
Quotienten herauszuheben scheint: In allen Féllen ergibt sich nahezu derselbe Verlauf
fiir \g (hier nicht gezeigt), sodass die Approximation nur vom lokalen )y abhingt und
die Integration in ihrer Galilei-invarianten Form als nahezu dquivalent angesehen werden
kann. Die Losung fiir Reg; wird hier nicht mit der analytischen Losung verglichen, da
das Kriterium im Rahmen der Modellierung modifiziert wurde, um auf eine Transport-
gleichung verzichten zu kénnen. Insgesamt kann also keine exakte Ubereinstimmung an
jedem Punkt mit dem urspriinglichen Kriterium erwartet werden. Die final bestimmte
Transitionsposition ist jedoch, wie im Folgenden gezeigt werden kann, in dhnlich guter
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten.

Validierung

0,2

Abbildung 4.6: Druckverteilungen und Wandschubspannungsbeiwerte fiir die Oberseite
bei Anstellwinkeln « = 2° (links) und o = —2° (rechts)

In Abb. sind exemplarisch fiir zwei Winkel Druckverteilungen und Wandschubspan-
nungsbeiwerte geplottet. Es ist zu erkennen, dass in beiden Féllen eine sehr gute Uberein-
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4.1 Schwach-kompressible Testfille

stimmung mit den experimentellen c,-Daten nach Somers| (1981) erreicht wird. Zusétzlich
ergibt sich fiir die gezeigten Winkel ein qualitativ physikalisch sinnvoller c;-Verlauf.

In Abb. sind die Losungen der Transitionsmodelle fiir verschiedene Anstellwinkel
und die dazugehorigen Polaren im Vergleich zum Experiment gezeigt. Die in Abb.
(links) dargestellte Position beginnender Transition wurde aus cg-Verldufen extrahiert
(lokales Minimum ¢y {iber z/c). Neben den Transitionsmodellen und experimentellen
Daten von Somers (1981)) sind Ergebnisse aus Stroer et al. (2020b)), die aus einer loka-
len linearen Stabilititsanalyse in Verbindung mit der e’¥-Methode gewonnen wurden,
gezeigt. Fiir die experimentellen Daten sind in Abb. (links) zwei Linien dargestellt,
wobei die stromaufliegende die noch laminare und die stromabliegende Linie die be-
reits turbulente Stromung kennzeichnet. Transition fand im Experiment also zwischen
diesen Linien statt. Fiir die Saugseite ist zu erkennen, dass alle Modelle weitgehend ei-

Ty &
1 i -
08 I 1F
i Druckseite J-ww SST
=N P S R =-- 1 GL GI
A~ —=— 3GL GI
0,4F & ——<— LST + ¢V
: ‘ S — Exp
0,2 -
0 =4 L 1 L L L L 1 L
0,02 0,03 ¢,

Abbildung 4.7: Transition-Onset-Positionen fiir die Ober- und Unterseite in Abhéngig-
keit des Anstellwinkels « (links) und ¢;-c4-Polaren inklusive Vergleichs-
ergebnissen fiir das k-w SST-Modell aus [Seyfert und Krumbein| (2012)
(rechts)

ne sehr gute bis gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten und den LST
+ eNV-Ergebnissen aufweisen: Die Ergebnisse des 1-Gleichungsmodells liegen geringfiigig
stromauf, was daran liegt, dass durch die fehlende Mittelung ein starkerer Gegendruck-
gradient angenommen wird, was den Wert von Rey mindert und im Vergleich zu einer
gemittelten Grofse zu einer im Vergleich stromauf liegenden Transitionsposition fiihrt.
Das 3-Gleichungsmodell liegt entsprechend weiter stromab und im Bereich o € [—5°;2°]
in sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Ab o = 2° liegen auf
der Oberseite keine experimentellen Daten vor, sodass die LST + eV-Losung als Re-
ferenz verwendet wird. Auch in diesem Bereich zeigt das 3-Gleichungsmodell eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den LST + eV-Daten. Diese Ergebnisse spiegeln sich auch
in den in Abb. (rechts) gezeigten Polaren wieder. Sowohl das 1-Gleichungsmodell
als auch das 3-Gleichungsmodell ergeben eine sehr gute Ubereinstimmung mit den ex-
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4.1 Schwach-kompressible Testfille

perimentellen Daten. Bei genauem Hinsehen ist zu erkennen, dass fiir ¢, > 0,7 das
3-Gleichungsmodell etwas ndher an den experimentellen c;-Daten liegt.

Das an die y-Gleichung gekoppelte kompressible 4-Gleichungsmodell zeigt, wie im voran-
gegangenen Abschnitt diskutiert, eine sehr gute Ubereinstimmung mit den analytischen
Regi-Werten. Die Approximation der Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey wird je-
doch unter Verwendung eines variablen, vom Formfaktor abhingigen Reynolds-Zahlen-
verhéltnisses schlechter als unter Verwendung des konstanten Wertes (Blasius-Losung)
und sagt leicht zu tiefe Reyg-Werte voraus, was zu einer an manchen Stellen (a € [2°;6°])
stromab liegenden Transitionslinie fiihrt. Insgesamt liegen die Transitionslagen fiir das
4-Gleichungsmodell trotz einer sehr guten Wiedergabe des Kriteriums dadurch etwas
stromab der Experimente. Beschriebenes ist exemplarisch fiir den Winkel o =~ 4°, der

o~ 4° 2\
——— AHD Reg(Ng)
_____________ AHD k Reg; (o)
4 Gl. k v Reg S - AHD simple
v | T analytisch Regy | ------- AHD Regi(Ng)
. ——— 40002000 ST,
! 430001500 K0
0 L7714 20001009 |
. — 1000 500 _ ey - S ,. _ N
a1l ., - S
072 0,4 .T/C x/c

Abbildung 4.8: Analyse des 4-Gleichungsmodells (links) und Betrachtung verschiedener
analytisch ausgewerteter Kriterien (rechts) fiir einen Anstellwinkel von
o~ 4°

in Abb. (links) die grofste Abweichung zwischen 4-Gleichungsmodell und LST +
e zeigt, anhand von Abb. visualisiert. Der Wert fiir Rey; wird nahezu exakt wie-
dergegeben. Rey wird leicht unterschiitzt, ist aber dennoch in guter Ubereinstimmung.
Zusétzlich ist die y-Produktion leicht verzdgert, was zu einem leichten Versatz zwischen
dem initialen y-Anstieg und dem Minimum von cy fiihrt. Ferner ist zu erkennen, dass
auch das analytisch ausgewertete Kriterium stromab der mittels LST + e”¥-Methode
bestimmten Position beginnender Transition liegt.

In Abb. (rechts) ist zusdtzlich ein Vergleich zwischen dem originalen und dem kom-
pressiblen Kriterium gezeigt, da die kompressible Variante auch fir Ma — 0 leicht
hohere Werte von Rey; liefert. Der Unterschied fiihrt allerdings nur zu einem geringen
Versatz in der finalen Position beginnender Transition. Zusétzlich sind weitere Kriterien
gezeigt, fiir die die Transitionsposition jedoch deutlich weiter stromauf und in schlech-
terer Ubereinstimmung mit den LST + eN-Ergebnissen liegt.
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Netzstudie

Fiir den bereits analysierten Fall des NLF(1)-0416-Profils wurde eine Netzstudie auf drei
systematisch verfeinerten Netzen durchgefiihrt. Die Topologie der Netze ist in Abb.

Netz Stromungsrichtung: N, Grenzschicht: N, Gesamt: Nges/lo3

YGs
Ms 250 60 290
M, 375 90 620
My 500 120 1100

Tabelle 4.1: Auflésung der im Rahmen der Netzstudie verwendeten Gitter My, M5 und
M;

(oben) dargestellt. Alle Gitter sind hybrid vernetzt und bestehen aus einem strukturier-
ten Bereich um das Profil inklusive des Nachlaufs und einem unstrukturiert vernetzten
Fernfeld. Der strukturierte Nachlauf weitet sich stromab der Hinterkante normal zur
Stromungsrichtung auf (Abb. oben), um Zellen mit sehr grokem Seitenverhéltnis im
Nachlauf zu verhindern und zusétzlich der Aufweitung der Nachlaufstromung Rechnung
zu tragen. Die Auflosung der Netze ist Tab. zu entnehmen. In Abb. (unten)

Topologie des hybriden Netzes

Abbildung 4.9: Visualisierung der Topologie der Gitter am Beispiel von Netz M3 (oben)
und Darstellung der von links nach rechts feiner werdenden hybriden
Gitter My, My und Mj (unten)

sind die von links nach rechts feiner werdenden Gitter My, My und M3 dargestellt. Die
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0 02040608 1 0 02040608 1 0 02040608 1

x/c x/c x/c
Abbildung 4.10: ¢4~ und c,-Verldufe fiir verschiedene systematisch verfeinerte Netze bei
einem Anstellwinkel o &= —2°

Punkte in Strémungsrichtung beziehen sich hierbei auf jeweils eine Seite des Profils (d.h.
Ober- und Unterseite enthalten jeweils N, Knoten). Zur Bestimmung, der in der Grenz-
schicht liegenden Punkte, wurden Grenzschichtdicken aus Rechnungen auf vorldufigen
Netzen verwendet [[%]

Fiir alle Modelle ist erkennbar, dass sich ein netzkonvergentes Verhalten einstellt. Die
Transitionsposition (Minimum in ¢;) ist fiir alle betrachteten Netze nahezu identisch.
Leichte Unterschiede sind im cg-Anstieg und dementsprechend im Maximum von cy
zu erkennen. Insgesamt kann das zweitfeinste Netz M als hinreichend fein betrachtet
werden. Alle Modelle zeigen ein sehr dhnliches Verhalten, wobei die Lésung des kom-
pressiblen 4-Gleichungsmodells auf dem grobste Netz M3 im Vergleich zu den anderen
Modellen bereits etwas naher am netzkonvergierten Zustand liegt. Die Druckverteilung
zeigt eine erwartungsgemaif sehr geringe Sensitivitit gegeniiber einer Variation des Re-
chengitters.

4.1.2 DSA-9A-Profil

Der zweite Testfall ist ein 2D-Profil im tiefen Reynolds-Zahlenbereich (an der Blattspitze
auf die Sehnenliinge bezogen: Re.r = O(10%)), das in Anlehnung an Weiss et al.| (2019)
aus dem 3D-RTG-Rotorblatt extrahiert wurde. Der in |Weiss et al. (2019) detailliert be-
schriebene Zweiblattrotor basiert auf dem DSA-9A-Profil und wurde in der in[Schwermer
et al. (2016) entwickelten Rotor Testanlage Gottingen (RTG) aufwendig vermessen. Die
Messung der Transitionslagen erfolgte mit temperatursensitiver Farbe. Weitere Details
zum Versuchsaufbau sind Weiss et al| (2019) zu entnehmen. Die Experimente stellen
einen Testfall bereit, bei dem u.a. Tollmien-Schlichting-Transition (TS-Transition) im

1Der um das Blatt in Abb. (unten) zu erkennende strukturierte Bereich ist breiter als die Grenz-
schichtdicke und enthélt in wandnormaler Richtung mehr als IV, Punkte.
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4.1 Schwach-kompressible Testfille

verzogerten Bereich bei tiefen Reynolds-Zahlen O(10°) und tiefen Turbulenzgraden auf-
tritt.

Die erste Analyse der Modelle und Voruntersuchungen werden im Folgenden anhand
zweidimensionaler Rechnungen durchgefiihrt. Im weiteren Verlauf der Arbeit (s. Abschn.
4.4.2)) wird zuséatzlich der volle Rotor im Steigflug analysiert.

Aquivalente 2D-Strémungsbedingungen

1 Wip, Usp v x
/ oo //
0 K

2 *
02 04 06 08 1,/p mfr

U2p

Abbildung 4.11: Rotorblatt des RTG-Rotors (links) und Schemazeichnung dquivalenter
2D-Anstrombedingungen am betrachteten radialen Schnitt (rechts)

Die verfiigbaren Messdaten beziehen sich auf den vollen Rotor. Daher ist es im Zweidi-
mensionalen nicht unmittelbar moglich, dquivalente Anstrombedingungen zu definieren.
Neben der relativen Anstromung durch die Rotation mit der Frequenz f miissen aus
dem Wirbelsystem induzierte Geschwindigkeiten w;, und die sich aus der vertikalen
Zustromung ergebende Geschwindigkeit (entspricht einem Steigflug) we, beriicksichtigt
werden. Abb. (rechts) visualisiert Beschriebenes am Schnitt r*/R. Der Betrag der
Anstromgeschwindigkeit ergibt sich unter der Annahme, dass die Komponenten ortho-
gonal aufeinander stehen, zu:

|uzp|l2 = uop = /(27 f1)2 + (Weo + win )2 (4.2)

Der dquivalente Anstellwinkel asp folgt, indem der kollektive Nickwinkel 5 entsprechend

verringert wird:
(Woo + Wip)
aap = B — arctan ( o fr (4.3)

Das in Abb. (rechts) dargestellte Profil ist nicht in seiner neutralen Position ge-
zeigt, da Rotorblitter typischerweise verwunden sind, um die inhérente Variation des
Auftriebs entlang des Rotorradius auszugleichen. So zeigt Abb. das DSA-9A-Profil
an seiner tatsichlichen Position /R = r*/R ~ 0,77. Die induzierte, am betrachteten
Schnitt vorliegende Geschwindigkeit w;, wurde hierbei mit Hilfe der 1D-Impulstheorie
abgeschitzt und anschliefend variiert, bis eine hinreichend gute Ubereinstimmung mit
der experimentellen Druckverteilung vorlag. Die so berechneten Grofen werden dem
Fernfeldrand aufgeprégt. Die Referenzgrofen (d.h. Reynolds-Zahl und Mach-Zahl), die
sich typischerweise auf die Geschwindigkeit an der Blattspitze beziehen, kénnen entspre-
chend angepasst werden.
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Bestimmung des Turbulenzgrades

Fiir Transitionsberechnungen spielt neben dem Druckgradienten der Turbulenzgrad ei-
ne entscheidende Rolle. In [Weiss et al. (2019) wird dieser invers aus den berechneten
Transitionslagen am 2D-Profil bestimmt. Hierzu wird die laminare 2D-Strémung mit
Hilfe lokaler, linearer Stabilitdtstheorie (LST) analysiert. Anschliefend werden Anfa-
chungsraten und die Einhiillende dieser Anfachungsraten bestimmt. Weiss et al.| (2019)
verwenden vollturbulente MSES-Losungen fiir eine Bestimmung der Druckverteilung,
die variiert wird, bis eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen cy-Daten vorliegt.
Diese Druckverteilung wird als Eingabe fiir einen laminaren Grenzschichtcode (Coco)
verwendet, der durch L&sen der Grenzschichtgleichungen die laminaren Grenzschicht-
profile bestimmt, die abschliefsend unter Verwendung des Stabilititslosers Lilo die An-
fachungsraten und folglich die Enveloppe ergibt. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit

Referenz Vorgehen Nirit Tu (Mack)
vorl. Arbeit TAU — GS-Gl. — LST 8,5 0,086%
vorl. Arbeit TAU — LST 8,1 0,1%

Weiss et al] (2019) MSES — GS-GL. — LST 8,4+0,5 0,09 £ 0,02%

Tabelle 4.2: Bestimmung des kritischen N-Faktors/Turbulenzgrades, GS-Gl.: Grenz-
schichtgleichungen (Grenzschichtcode Coco), TAU: CFD-Loser, MSES:
CFD-Loser, LST: lokale, lineare Stabilitétstheorie (Stabilitdtscode Lilo)

(vorlaufige Ergebnisse in [Kaufmann et al.|[2019| veroffentlicht) wurde dieses Vorgehen
unter Verwendung verschiedener Methoden nachvollzogen und ergéanzt. Zunéchst wurde
die aus einer laminaren TAU-L&sung extrahierte Druckverteilung als Eingabe fiir den
Grenzschichtcode Coco verwendet, woraus sich ein zu Weiss et al.| (2019)) sehr &hnlicher
kritischer N-Faktor ergibt. Zusatzlich wurden ohne die Verwendung eines Grenzschicht-
codes direkt laminare TAU-Grenzschichtprofile als Eingabe fiir den Stabilitédtsloser Lilo
verwendet (TAU-Transitionsmodul, vgl. |Krimmelbein und Radespiel 2009 und Krim-
melbein 2021)). Der resultierende kritische N-Faktor ist etwas tiefer. Beide Ergebnisse
liegen in dem von Weiss et al.| (2019) angegebenen Bereich und zeigen insgesamt eine
gute Ubereinstimmung (s. Tab. . In Abb. (links oben) ist eine exemplarische
Stabilitidtslosung inkl. der Einhiillenden fiir beide Vorgehensweisen dargestellt. Unter
Verwendung der experimentellen Position beginnender Transition wird so anhand der
Enveloppe gemif der eV-Theorie ein kritischer N-Faktor bestimmt, aus dem durch In-
vertieren der Beziehung von Mack| (1977) ein entsprechender Turbulenzgrad berechnet
werden kann.

Verifikation und Validierung

Dieser Abschnitt soll eine zum vorangegangenen Abschnitt erginzende Verifikation bie-
ten:
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Abbildung 4.12: Anfachungsraten aus der lokalen, linearen Stabilitdtstheorie (LST)
(links oben), Vergleich verschiedener Transitionskriterien (rechts
oben und wunten) und Vergleich des AHD-Kriteriums mit dem 4-
Gleichungsmodell (links unten) fiir das 2D-RTG-Profil; Abkiirzungen
der Transitionskriterien: Drela: Drela und Giles| (1987), AGS: Abu-
Ghannam und Shaw| (1980), LM: Langtry und Menter| (2009), AHD:
Arnal et al| (1984) und Habiballah| (1981)

e Betrachtung und Vergleich verschiedener integral ausgewerteter zugrundeliegender
Tranisitionskriterien fiir diesen Testfall mit niedriger Reynolds-Zahl unabhéngig
von Transitionsmodellen

e Vergleich des 4-Gleichungsmodells mit dem zugrundeliegenden Transitionskriteri-
um

e Untersuchung verschiedener Methoden des Setzens der Transitionsposition (7-
Gleichung und [,-Gleichung) fiir das 4-Gleichungsmodell

e Ergebnisse anhand von c¢;- und c,-Plots
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Abb. (rechts unten, rechts oben) zeigt die analytische Auswertung verschiedener
Transitionskriterien unter Verwendung integraler Grenzschichtgrofen. Ein Vergleich der
dem AHD-Kriterium sehr dhnlichen Methode von Drela und Giles (1987) mit der En-
veloppe aus den in Abb. (links oben) gezeigten LST-Ergebnissen (basierend auf
den laminaren Profilen der CFD-Losung) zeigt eine Unterschitzung des N-Faktors im
verzogerten Bereich (vgl. cp—Verteilung rechts) und eine damit verbundene Stromab-
verschiebung der Position beginnender Transition im Vergleich zum Experiment (unter
Annahme der kritischen N-Faktoren aus Tab. [£.2).

Fiir die Rey basierten Kriterien ergibt sich die Transition- Onset-Position aus dem Schnitt-
punkt der Verldufe von Rey und dem eigentlichen Kriterium Reg, (Abb. , rechts oben
und unten). Ein Vergleich dieser Kriterien mit der experimentellen Position beginnen-
der Transition zeigt, dass die auf der Methode von Abu-Ghannam und Shaw| (1980)
basierenden Kriterien (AGS und LM, Langtry und Menter| [2009) den Wert von Reg,
deutlich iiberschitzen und keine TS-Transition vorhersagen, da sich die Verlidufe von
Rey und Reg, erst weit stromab bei starkem Gegendruck schneiden (hier nicht zu se-
hen, stromab des rechten Bildrandes von Abb. [{.12] rechts oben). Das AHD-Kriterium
zeigt hingegen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten und trifft
die experimentelle Transitionsposition flir den gezeigten Winkel nahezu exakt. Da an-
stelle des 3-Gleichungsmodells auch ein vereinfachtes 1-Gleichungsmodell verfiigbar ist,
soll zusétzlich analysiert werden, wie sich das reine AHD-Kriterium verhélt, wenn statt
des raumlich, ab dem kritischen Punkt gemittelten Druckgradientenparameters \g, der
lokale Druckgradientenparameter verwendet wird (Abb. rechts unten). Zusitzlich
ist das AHD-simple-Kriterium gezeigt, das eine vereinfachte Variante des reinen AHD-
Kriteriums darstellt und auf den gemittelten Druckgradientenparameter verzichtet. Es
ist ersichtlich, dass sowohl AHD Reg,(\g) als auch AHD Reg,()\g) eine dhnliche Position
beginnender Transition vorhersagen. Der mit Ay berechnete Schwellwert Reg,(\g) reagiert
jedoch in unmittelbarer Ndhe der Saugspitze sehr sensitiv auf den starken Gegendruck-
anstieg, wodurch hier die Gefahr besteht, dass unmittelbar stromab des Druckminimums
Transition detektiert wird. Das simple AHD-Kriterium reagiert noch sensitiver auf den
starken Gegendruck und detektiert Transition kurz stromab an der Saugspitze.

Das 4-Gleichungsmodell hat das Ziel, das zugrundeliegende Kriterium moglichst genau
im Rahmen eines Transitionsmodellierungsansatzes abzubilden und den Wert fiir Reg;
gitterpunktlokal bereitzustellen. Abb. (links unten) zeigt einen Vergleich des 4-
Gleichungsmodells mit dem analytisch ausgewerteten kompressiblen AHD-Kriterium.
Es ist ersichtlich, dass sowohl Rey als auch Rey; sehr gut mit der analytischen Losung
iibereinstimmen.

Wie in Abschnitt beschrieben, stehen fiir das 4-Gleichungsmodell zwei Metho-
den fiir das Setzen der berechneten Transitionslage zur Verfiigung: Die urspriingliche
in Stréer et al| (2020b) eingefiihrte Variante verwendet die integrierende [,-Gleichung
(GL. [3.47), die, sobald Transition detektiert wurde, eine Integration entlang der krumm-
linigen Abszisse startet. Das ermdglicht eine quantifizierbare rdumliche Trennung der
Transitionsposition und des Ortes, an dem das Turbulenzmodell aktiviert wird, oder die
Modellierung eines Transitionsbereiches unter Verwendung dieser Linge. Eine weitere
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Méglichkeit bietet die y-Gleichung von [Langtry und Menter| (2009) (Gl. [3.41). Beide
Ansitze werden inklusive wandnormaler Kommunikation verwendet. Auf diese Weise
kann ein Einfluss des Produktionsverhaltens der verwendeten - bzw. lv—GleiChun
ausgeschlossen werden und das Turbulenzmodell wird direkt ab einer bestimmten Posi-
tion iiber die gesamte Grenzschicht aktiviert (vgl. Diskussion in den Abschnitten m
und [3.4.4).

Fiir den vorliegenden Fall ist ersichtlich, dass beide Methoden erwartungsgeméf an der-
selben Position Transition detektieren (Rey und Reg, fiir beide Methoden identisch und
daher in Abb. links unten nur fiir ein Modell gezeigt). Ab dieser Position soll-
ten beide Methoden zu einem moglichst schnellen Anstieg der Variablen ~ fiithren. Es
ist jedoch zu erkennen, dass die in Abb. (links unten) mit 4 Gl. k v bezeichnete
Variante (d.h. die Variante, die die y-Transportgleichung verwendet) zu langsam ~ pro-
duziert und weiter stromab wieder abfillt. Die y-Gleichung entkoppelt in ihrer urspriing-
lichen Variante die Grofe p,/u, die ein Maf fiir die bereits produzierte Wirbelviskositét
darstellt, und die y-Produktion stirker. Fiir Falle bei tiefen Reynolds-Zahlen (bei au-
fenaerodynamisch tiefen Turbulenzgraden), bei denen ein verzogertes Anfahrverhalten
des SST-Turbulenzmodells bekannt ist, fithrt diese Entkopplung zu dem in Abb.
(links unten) gezeigten Verlauf: Fiir turbulente Grenzschichten kann es dazu kommen,
dass das Verhéltnis aus Rep und Reg, durch die produzierte Wirbelviskositéit (und deren
Einfluss auf integrale Grenzschichtgrofen) in der Transitionszone wieder unter 1 abfallt
(hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht gezeigt). Ist unter diesen Umstiinden der
Wert /1 zu gering, wird der Destruktionsterm aktiv und zerstort bereits produziertes
7. Die zweite Methode, die eine integrierende Gleichung verwendet (Gl [3.47), wurde
im Hinblick auf Fille mit tiefen Reynolds-Zahlen entworfen und enthélt eine direkte
Kopplung der Produktion der transportierten Lénge und p;/p. Sobald ein bestimmtes
Malfs an Wirbelviskositit produziert wurde, bleibt der Wert der integrierten Gréfse und
damit v hoch, womit das Turbulenzmodell weiterhin aktiv bleibt. Beschriebenes ist in
Abb. (links unten) zu erkennen: Der mit 4 Gl. k gekennzeichnete ~-Verlauf steigt
am Transition- Onset-Punkt auf 1 und bleibt stromab konstant.

Im weiteren Verlauf soll das kompressible 4-Gleichungsmodell mit den Galilei-invarianten
3- und 1-Gleichungsmodellen mit besonderem Blick auf den Transitionsbereich verglichen
werden. Das 3- sowie 1-Gleichungsmodell verwenden eine vollstandig lokale ~-Gleichung
und verzichten folglich auf wandnormale Kommunikation. In Kombination mit dem ver-
zogert produzierenden Turbulenzmodell ergibt sich trotz korrekt vorhergesagter Transi-
tionsposition kein sinnvoller Transitionsbereich. Deshalb wird fiir die Galilei-Invarianten
3- und 1-Gleichungsmodelle ein zusétzlicher Anfachungsterm verwendet, der eine stér-
kere Turbulenzproduktion erméglicht.

Abb. zeigt fiir das 4-Gleichungsmodell, dass (wie bereits anhand von Abb. [£.12]
links unten diskutiert) die berechnete Transitionsposition in sehr guter Ubereinstim-

17D h. ein nicht-quantifizierbarer riumlicher Versatz zwischen der berechneten, aus dem Kriterium
resultierenden Transition- Onset-Position und der tatséchlich gesetzten Position, ab der das Turbu-
lenzmodell aktiv wird.
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Abbildung 4.13: ¢4- (links) und c,-Verldufe (rechts) fiir einen kollektiven Nickwinkel von
p=13,1°

mung mit der experimentellen Transition-Onset-Position vorhergesagt wird (vertikale
gestrichelte Linie in Abb. [1.13] links). Der in Abb. (links unten) dargestellte Ver-
lauf der y-Losung, die aus der integrierten Lénge [, berechnet wurde, zeigt, dass ab
dieser Position das Turbulenzmodell iiber die gesamte Grenzschicht aktiv ist. Dennoch
ist die Turbulenzproduktion deutlich verzogert und der cy-Verlauf indiziert, dass insbe-
sondere die Position abgeschlossener Transition zu weit stromab im Vergleich zu den
experimentellen Daten liegt. Da die vy-Feldlosung in wandnormaler Richtung konstant
ist, hangt diese Beobachtung mit dem verzogerten Produktionsverhalten des Turbulenz-
modells zusammen und verdeutlicht, dass fiir Testfédlle bei niedrigen Reynolds-Zahlen
eine gute Vorhersage der Transition-Onset-Position fiir eine physikalische Modellierung
des Transitionsbereiches nicht ausreichend ist (&hnlich wie bei laminarer Ablésung bzw.
ablosungsinduzierter Transition).

Das 3-Gleichungsmodell zeigt die beste Ubereinstimmung mit den experimentellen Po-
sitionen beginnender und abgeschlossener Transition, da hier der Zusatzterm zu einer
starken Turbulenzproduktion fiihrt. Das 1-Gleichungsmodell liegt deutlich stromab, da
das Kriterium durch die Verwendung des lokalen Druckgradientenparameters einen héhe-
ren Schwellwert Regy; ergibt: Der lokale Druckgradient im Transitionsbereich ist schwach
(siche Abb. [£.13] rechts) und Konvektionseffekte des stromauf liegenden Bereiches star-
ken Gegendruckes werden nur durch den gemittelten Parameter beriicksichtigt. Eine
zusitzliche, detaillierte Analyse dieses Testfalls ist in Abschnitt anhand des vollen
Rotors gegeben.

4.1.3 NACA64, A015-Profil

Das NACA64, A015-Profil stellt einen Testfall im hohen Reynolds-Zahlenbereich Re,./107
€ [1;4] (im Folgenden nur als Re bezeichnet) bei Mach-Zahlen im Intervall Ma €
[0,08;0,3] bereit. Der Turbulenzgrad variiert in Abhéngigkeit der Mach-Zahl: Tu €
[0,01%; 0,04%]. Die Experimente fanden im Low- Turbulence Pressure Tunnel der NASA
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statt (Boltz et al.[1960b). Die Transition wurde unter Verwendung kleiner Mikrophone
bestimmt. Zusétzlich liegen Druckdaten vor.
Krimmelbein| (2021)) approximiert den Zusammenhang zwischen Mach-Zahl und kriti-
schem N-Faktor, basierend auf Daten aus Boltz et al. (1960a), mit folgender linearer
Gleichung:

Ny = —11 Ma + 13,5. (4.4)

Unter Verwendung der Korrelation von Mack (GI. ergibt sich der Turbulenzgrad.
Die Mach-Zahl kann bei gegebener Reynolds-Zahl folgendermafen berechnet werden
(Krimmelbein|[2021): Da in [Boltz et al.| (1960b) keine Angaben zur Temperatur gemacht
sind, sei hier 7" = 300 K angenommen. Die dynamische Viskositdt ergibt sich so aus
dem Sutherland’schen Gesetz: = f(T'). Zur Bestimmung der Dichte p lésst sich unter
Verwendung von p,; = 515038, 35 Pa (Boltz et al. [1960b) und dem idealen Gasgesetz
die folgende quadratische Gleichung umstellen und l6sen: py; = p + 1/2pu?.. Die Ge-
schwindigkeit u., folgt nun aus der Reynolds-Zahl Re.
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Abbildung 4.14: Druckbeiwert c, fiir alle Transitionsmodelle im Vergleich zu experimen-
tellen Daten von [Boltz et al| (1960b) fiir die Anstellwinkel a = 0°
(mit Rey /100 ~ 40, Ren/10° &~ 25, Ren/100 &~ 16); o = 0,5° (mit
Re.1/10% & 32, Ren/10° &~ 20,5, Re.3/10° ~ 12,7) sowie o = 1° (mit
Rew /100 & 27, Rew/109 ~ 17,7, Rew/10° ~ 11, 6)

Fiir den Anstellwinkel wurde, um Effekte durch Windkanalwénde auszugleichen, die fol-
gende Anstellwinkelkorrektur angewendet: o, = a—0,25°4+ A, wobei A« leichte wei-
tere Anpassungen beinhaltet, sodass age. (v = 0°) = —0,25°, (v = 0,5°) = 0, 245°
und age(0 = 1°) = 0,69°. So wird, wie in Abb. gezeigt, eine sehr gute Uber-
einstimmung mit experimentellen c,-Daten erreicht. Eine Variation der Reynolds-Zahl
(und damit der Grenzschichtdicke) hat im betrachteten Reynolds-Zahlenbereich einen
erwartungsgeméfs geringen Einfluss auf die Druckverteilung. Stromauf der Saugspitze
wird fiir alle Modelle und Winkel eine dhnlich gute Ubereinstimmung erreicht. Stromab
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unterschétzt die Simulation die Werte von ¢, geringfiigig. Dieser Versatz kann als ver-
nachléssigbar eingestuft werden, da Transition ohnehin im beschleunigten Bereich statt-
findet, womit die leichte Abweichung stromab der Saugspitze nahezu keinen Einfluss auf
die Vorhersage der Position beginnender Transition hat.

Ty fC

0,5 e . i
of Exp. laminar

- --——«---- Exp. turbulent
0,4

%‘, >~ \ T 1 GL GI

0,3} N —o— 4GLk~
0,2}

15 20 25 Re, /106 15 20 25 30 Re,/10°

Abbildung 4.15: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten von Boltz
et al.| (1960b) fiir verschiedene Anstellwinkel und Reynolds-Zahlen

In Abb. sind die Ergebnisse fiir drei Anstellwinkel gezeigt. Fiir alle Winkel wird die
Reynolds-Zahl erhéht bis Transition nahe der Vorderkante auftritt. Neben der Reynolds-
Zahl variiert auch die Mach-Zahl, die mit grofer werdender Reynolds-Zahl ebenfalls
ansteigt, und der davon abhéngige Turbulenzgrad (Zusammenhang einleitend beschrie-
ben). Die in |Boltz et al. (1960b) verwendete Messmethode funktioniert derart, dass die,
in Abb.[4.15]zu sehenden, stromaufliegenden Linien jeweils Positionen angeben, an denen
die Stromung noch laminar ist. Die stromabliegenden Linien kennzeichnen eine bereits
turbulente Stromung. D.h. Transition vom laminaren in den turbulenten Zustand findet
zwischen diesen Linien statt.

Fiir den Anstellwinkel von v = 0° (Abb. [{.15] links oben) ist erkennbar, dass das Galilei-
invariante 3-Gleichungsmodell die beste Ubereinstimmung mit den experimentellen Da-
ten aufweist und abgesehen von Re/10° ~ 40 zwischen den besagten experimentellen
Positionen liegt. Zusétzlich wird der qualitative Verlauf inkl. Stromaufknick der expe-
rimentellen Transitionslinie zwischen Re/10° € [22;25] sehr gut wiedergegeben. Das
kompressible 4-Gleichungsmodell liegt ndherungsweise auf den laminaren experimentel-
len Daten und damit mutmaflich geringfiigig zu weit stromauf. Das 1-Gleichungsmodell
unterschitzt infolge der fehlenden Mittelung den Einfluss des negativen Druckgradien-
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Abbildung 4.16: Vergleich der Transitionsmodelle mit Ergebnissen lokaler, linearer Sta-
bilitétstheorie und der e¥-Methode aus Strier et al.| (2020b)

ten und liegt etwas weiter stromauf aber immer noch in guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten.

Fir a = 0,5° (Abb. links unten) ergibt sich von stromab nach stromauf eine
ahnliche Verteilung, wobei das Galilei-invariante 3-Gleichungsmodell in einem kleinen
Reynolds-Zahlenbereich geringfiigig stromab liegt. Das kompressible 4-Gleichungsmodell
liegt etwas weiter stromauf und damit in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Expe-
riment. Beide Modelle unterschitzen den Stromaufsprung der experimentellen Transiti-
onslinie bei Re/10° =~ 17 und geben diesen als zu gering wieder. Das 1-Gleichungsmodell
gibt die Verschiebung in z;. bzw. x; nach stromauf am besten wieder, liegt aber insge-
samt leicht zu weit stromauf. In Abb. sind zusétzlich Vergleiche mit Ergebnissen
der lokalen linearen Stabilitéitstheorie und der eN-Methode (aus [Stréer et al. |2020b)
gezeigt. Bs ist fiir alle Flle erkennbar, dass die Modelle in guter Ubereinstimmung mit
diesen Ergebnissen liegen, aber auch die LST + eV-Losung den besagten Sprung nicht
wiedergibt.

Fiir « = 1° (Abb. [L.15] rechts unten) wiederholt sich fiir & = 0,5° Beschriebenes, wobei
das 1-Gleichungsmodell weiter stromauf der Experimente liegt. Die beste Ubereinstim-
mung zeigt das Galilei-invariante 3-Gleichungsmodell. Der Stromaufknick der Transi-
tionslinie wird jedoch erst bei hoheren Reynolds-Zahlen vorhergesagt, was dazu fiihrt,
dass das Ergebnis fiir Re/10° ~~ 20 geringfiigig zu weit stromab liegt.
Zusammenfassend ergibt sich fiir alle Modelle eine sehr gute Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Die Ergebnisse der Galilei-invarianten Modelle kénnen die Qua-
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litdt des vollen Modells erhalten und zeigen keine Einschrankungen in der Vorhersage.

4.1.4 Ablosungsinduzierte Transition - Eppler 387-Profil
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Abbildung 4.17: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten (McGhee
et al. |1988) anhand von c;- und c,-Verldufen fiir verschiedene Anstell-
winkel bei einer Reynolds-Zahl von Re. = 2 x 10°

Das Eppler 387-Profil stellt einen Testfall dar, der die Analyse der Transition bei la-
minar abgeldsten Stromungen im tiefen Reynolds-Zahlenbereich Re. = O(10°) ermog-
licht und zusitzlich Fille bietet, bei denen der laminar-turbulente Ubergang im besag-
ten Reynolds-Zahlenbereich iiber TS-Instabilitdten auftritt. Experimente wurden von
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McGhee et al.| (1988)) im Langly Low-Turbulence Pressure-Windkanal durchgefiihrt. Die
hier nachgerechneten Fille sind bei Reynolds-Zahlen Re./10° € {2;3} und Mach-Zahlen
Mag, € {0,06;0,09} vermessen worden. Als Turbulenzgrad wird Tu = 0,04% verwendet
(cf. McGhee et al.||[1988). Ablose-, Wiederanlege- und (im TS-Fall) Transitionspositio-
nen wurden iiber einen auf die Oberfliche des Profils aufgebrachten Olfilm detektiert.
D.h. fiir anliegende Stromungen, bei denen natiirliche Transition stattfindet, ist nicht
unmittelbar eindeutig, ob es sich um eine Transition-Onset-, Transition-End-Position
oder etwas dazwischen handelt: Die Messtechnik basiert auf dem Prinzip, dass das Ol in
turbulenten Bereichen durch den Anstieg der Wandschubspannung schneller transpor-
tiert wird. Die Messung kann somit am wahrscheinlichsten als eine Position nahe dem
Ort abgeschlossener Transition (Transition-End-Position) aufgefasst werden. Fiir den
Fall, dass Transition iiber eine laminare Abloseblase stattfindet, sind die Ablése- und
Wiederanlegepositionen gegeben und es kann folglich nur eine implizite Aussage iiber
eine Transitionsposition innerhalb der Blase gemacht werden.

Fiir eine korrekte Vorhersage des cs-Verlaufs im Falle ablosungsinduzierter Transiti-
on miissen in einem RANS-Verfahren, das mit einem Wirbelviskositatsturbulenzmodell
verwendet wird, zwei wichtige Einfliisse unterschieden und in der Modellierung beriick-
sichtigt werden:

e Transition findet statt, nachdem die Stromung laminar abldst. D.h. die Transiti-
onsposition liegt in der Region konstanten Druckes. Ein elementarer Bestandteil
ist somit die korrekte Vorhersage der Position beginnender Transition innerhalb
der Abloseblase, da ab diesem Ort Wirbelviskositdt produziert wird.

e Da gemeinhin bekannt ist (vgl. bspw. [Bernardos et al.|[2019)), dass das Produkti-
onsverhalten einiger Turbulenzmodelle fiir abgeldste Stromungen zu schwach ist,
ist eine verstirkte Gewichtung der Produktion notwendig, die zu einem direkten
Schliefsen der Abloseblase und einer schnellen Druckriickgewinnung fiihren. So er-

geben sich die, fiir solche Fille typischen, c,- und c-Verlaufe (vgl. Abb. .

In den Abbildungen und sind ¢y~ und c,-Ergebnisse fiir die Reynolds-Zahlen
Re. = 2 x10° und Re, = 3 x 10° im Vergleich zu experimentellen Daten gezeigt. Neben,
in den Abbildungen durch vertikale Linien gekennzeichneten, experimentellen Ablose-,
Wiederanlege- und (im TS-Fall) Transitionspositionen sind experimentelle ¢,-Daten ge-
geben. Zu dem kompressiblen 4-Gleichungsmodell mit und ohne Erweiterung um das
Gleyzes-Kriterium werden hier die Galilei-invarianten 3- und 1-Gleichungsmodelle ver-
glichen.

Analyse des 3- und 1-Gleichungsmodells

Fiir die Galilei-invarianten Modelle ist in den Abbildungen und zu erkennen,
dass im Falle einer abgelosten Stromung beide Modelle sehr dhnliche Ergebnisse liefern,
die sich mit steigendem Anstellwinkel leicht unterscheiden. Die c-Verlaufe fiir die Winkel
o € {0°,2°;:4°,5°} bei Re, = 2 x 10° zeigen fiir beide Modelle eine sehr gute Uberein-
stimmung mit der experimentellen Wiederanlegeposition. Auch die c,-Verldufe werden in
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Abbildung 4.18: Vergleich der Transitionsmodelle mit experimentellen Daten (McGhee
et al[[1988)) anhand von ¢y~ und ¢,-Verldufen fiir verschiedene Anstell-
winkel bei einer Reynolds-Zahl von Re. = 3 x 10°

sehr guter Ubereinstimmung wiedergegeben. Tendenziell ist anhand der experimentellen
cy-Daten zu erkennen, dass die Region konstanten Druckes raumlich etwas zu kurz ist,
also die Transitionsposition geringfiigig zu weit stromauf zu liegen scheint. Bei einer wei-
ter stromab liegenden Transitionsposition wire es dann in Folge erforderlich, eine noch
stirkere Turbulenzproduktion zu erzwingen, um ein schnelles Schliefsen der Blase zu
gewahrleisten. Das wiirde zusatzlich das c,-Level im Bereich konstanten Druckes leicht
absenken und zu einer noch besseren Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten
fithren. Mit steigendem Anstellwinkel wird die Region konstanten Druckes immer besser
getroffen. Die {iber den Zusatzterm Gl.[3.95| verstérkte Turbulenzproduktion fiihrt fiir die
Galilei-invarianten Modelle zu einer deutlich besseren Vorhersage der Wiederanlegeposi-
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tion, sodass die Abloseblase in guter Ubereinstimmung zum Experiment wiedergegeben
wird. Die experimentellen Daten deuten darauf hin, dass eine noch stéirkere Turbulenz-
produktion fiir eine bessere Ubereinstimmung nétig wire. In diesem Fall wiirde die Blase
schneller schliefsen, was zu einer sich nach stromauf verschiebenden Wiederanlegeposi-
tion und einer noch schnelleren Druckriickgewinnung fiihren wiirde. Bei einem Winkel
von o = 8° ist zu erkennen, dass es zu natiirlicher Transition kommt. Alle betrachteten
Modelle sagen TS-Transition vorher und fithren zu einer sinnvollen Transitionslage. Das
4-Gleichungsmodell liegt hier unter der Annahme, dass die Messungen einer Position na-
he der Position abgeschlossener Transition entsprechen, in bester Ubereinstimmung. Das
3-Gleichungsmodell liegt leicht stromauf und das 1-Gleichungsmodell leicht stromab.
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Abbildung 4.19: Einfluss des Zusatzterms -y, (GL fiir ablosungsinduzierte Tran-
sition bei Anstellwinkeln o = 0° (links oben) und o = 2° (rechts oben)
inklusive des 7. s-Verlaufes und Stromlinienplots fiir & = 0° (links und
rechts unten)

Fiir eine Reynolds-Zahl von Re, = 3 x 10° ist in Abb. zu beobachten, dass die
Modelle fiir die Winkel o € [0°;6°] noch ndher am Experiment liegen, da hier die Region
konstanten Druckes besser wiedergegeben wird. Das hiangt vermutlich mit einer besse-
ren Vorhersage der Transitionsposition zusammen, die weiter stromab zu liegen scheint.
Die Druckriickgewinnung wirkt hingegen geringfiigig zu schwach. Insgesamt werden die
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experimentelle Wiederanlegeposition und der c,-Verlauf dennoch in guter Ubereinstim-
mung getroffen. Ab einem Winkel von o = 7° kommt es zu natiirlicher Transition. Bei
a = 6,5° ist die Abloseblase laut Experiment sehr klein und auch im Druckverlauf nur
schwach ausgeprigt. Diesen Zustand zwischen natiirlicher Transition und laminarer Ab-
16sung sagt keines der Modelle korrekt vorher: Das 3-Gleichungsmodell liegt stromauf
und detektiert TS-Transition nahe der Ablosung (minimaler c;~Wert nahe 0), wohin-
gegen das 1- und das 4-Gleichungsmodell deutlich zu grofe Abloseblasen vorhersagen.
D.h. fiir das 1-Gleichungsmodell, dass erstens die Position beginnender Transition zu
weit stromab detektiert wird und zweitens die Abldseblase zu spét schliefst. Beschriebe-
nes kann auch anhand der experimentellen Druckverteilung analysiert werden, die auf
eine sehr kleine Abloseblase hindeutet.

In Abb. ist fiir Re, = 3 x 10° und zwei Anstellwinkel gezeigt, wie der Zusatzterm
Yvp (Gl im Falle der Transition iiber eine laminare Abldseblase funktioniert. Er-
wartungsgeméfs liegen fiir beide Modelle die Wiederanlegepositionen der Rechnungen
ohne Zusatzterm stromab der Ergebnisse mit Zusatzterm, da die Abloseblase erst wei-
ter stromab schlieft. Abb. (links unten) zeigt zusétzlich den Verlauf der Variablen
Yers an der Stelle y,z. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass Werte von 7.5 ~ 1 bei
Y = Ywr nicht bedeuten, dass auch in Wandnéhe (d.h. y < yur) Yerr ~ 1 gilt. D.h. die
effektive Transitionsposition liegt stromab des hier zu sehenden Sprungs auf ~ 1. Bei
einem entsprechend starken Gegendruck ist zu erkennen, dass v.¢s > 1 wird, wodurch
tiber das iibliche Maf hinaus Turbulenz produziert wird und c¢; deutlich stirker ansteigt.
Beschriebenes ist zusétzlich anhand von Stromlinien in Abb. (rechts unten) fiir das
1-Gleichungsmodell bei einem Anstellwinkel von o = 0° visualisiert. Fiir o = 2° (Abb.
[1.19] rechts oben) gilt dhnliches. Beide Winkel zeigen, dass durch die verstirkte Pro-
duktion die Wiederanlegeposition besser getroffen und die Ubereinstimmung mit den
experimentellen c,-Daten durch die schnellere Druckriickgewinnung besser ist. Wie be-
reits erortert, ist auch hier zu sehen, dass eine noch bessere Ubereinstimmung durch eine
stromabliegende Transitionsposition und eine infolge noch stiarkere Turbulenzproduktion
erreicht wiirde.

Analyse der 4-Gleichungsmodelle

Fiir die 4-Gleichungsmodelle ist fiir beide Reynolds-Zahlen zu erkennen, dass die Wieder-
anlegeposition relativ weit stromab der Experimente liegt. Das hingt damit zusammen,
dass keine zusatzliche Gewichtung der Produktionsterme des Turbulenzmodells verwen-
det wird. Die Produktion ist dadurch, wie bereits erortert, zu schwach, um eine bessere
Ubereinstimmung der Wiederanlegepunkte zu erreichen. Daher soll fiir die 4-Gleichungs-
modelle im Folgenden nur die reine Transitionsvorhersage beurteilt werden. Ein Nebenef-
fekt dieses Vorgehens ist, dass die Rechnungen aufgrund spét schliekender Abloseblasen
insbesondere fiir das Modell inklusive Gleyzes-Kriterium numerisch oft weniger stabil
sind, weswegen fiir hohere Anstellwinkel keine Losungen fiir das Gleyzes-Kriterium ge-
zeigt werden.

Die reine Transitionsposition ist schwer getrennt vom gesamten cy-Verlauf zu beurteilen,
scheint aber fiir alle Winkel etwas stromab der Galilei-invarianten Modelle zu liegen,
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wodurch in vielen Féllen der Bereich konstanten Druckes im c,-Verlauf leicht besser
getroffen wird. Zusétzlich ist zu beobachten, dass die Simulationen mit Anstellwinkeln,
bei denen T'S-Transition auftritt, in guter Ndhe zum Experiment wiedergeben werden.
Es ist anhand der Abbildungen und zu erkennen, dass die laminare Ablose-
position fiir alle Fille und alle betrachteten Modelle in #hnlich guter Ubereinstimmung
vorhergesagt wird. Leichte Unterschiede und Abweichungen kommen durch die unter-
schiedlichen Langen der Abloseblasen zustande, die die Druckverteilung auch stromauf
der laminaren Abldseposition beeinflussen.

4-Gleichungsmodell inklusive Gleyzes-Kriterium
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Abbildung 4.20: Approximation des Formfaktors fiir abgeloste Stromungen (links) und
Einfluss auf das Transitionskriterium inkl. des Gleyzes-Kriteriums
(rechts oben) sowie auf die Wiederanlegeposition (rechts unten)

Die Wirkungsweise des um das Gleyzes-Kriterium erweiterten 4-Gleichungsmodells ist in
Abb. inklusive weiterer Details visualisiert. In Abb. (rechts oben) ist zu erken-
nen, dass Reg; fiir das nicht-erweiterte 4-Gleichungsmodell im starken Gegendruckbe-
reich schnell abfillt. Bei Zuschalten des Gleyzes-Kriteriums wird ab einem bestimmten
Formfaktor (d.h. bei entsprechend starkem Gegendruck) ein Zusatzterm aktiviert, der
den Wert von Rey, in Abhéngigkeit des approximierten Formfaktors erhoht (Abb. [£.20]
rechts oben, schwarze durchgezogene Linie). Zur Analyse dieses Verlaufes ist ein genaue-
rer Blick auf das Verhalten des approximierten Formfaktors fiir abgeloste Stromungen
erforderlich. Wie Abb. (links) zeigt, steigt der analytische Formfaktor, sobald die
Stromung ablost, stark an. Dieser Verlauf soll mit den lokal approximierten Formfaktoren
auf Basis des neuen Druckgradientenparameters A, und des auf der Impulsverlustdicke 6
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basierenden Druckgradientenparameters Ay verglichen werden. Fiir beide Formfaktoren
ist im anliegenden Bereich eine sehr gute Ubereinstimmung zu erkennen. Fiir die ab-
geloste Stromung weichen beide stark ab, wobei Hya(\g) den tatsichlichen Formfaktor
tiber- und Hys(\,) den Wert unterschiitzt. Entsprechend verhalten sich auch die Verldufe
fiir Reg;, wobei die Unterschétzung (Hia(\,)) zu einem unerwiinschten plétzlichen Ab-
fall von Reg; und einem dem urspriinglichen Modell sehr dhnlichem ¢y~ Verlauf (s. Abb.
[£.20] rechts unten) fithrt. Eine Verwendung von His(Ag) inklusive einer Limitierung des
iiberschétzten Formfaktors hélt den Wert von Reg wie gefordert konstant (Abb. [£.20]
rechts oben). Die Limitierung verhindert eine Destabilisierung durch eine zu weit stromab
liegende Transition- Onset-Position.

Obwohl das Grundprinzip funktioniert und der Wert von Rey; bei entsprechendem Ge-
gendruckgradienten deutlich erh6ht wird, zeigen sich fiir alle Varianten in Summe nur
sehr geringe Unterschiede in der finalen Transitionsposition bzw. im cy-Verlauf. Es kann
tendenziell beobachtet werden, dass bei Verwendung des Gleyzes-Kriteriums die Ablose-
blase in den meisten Fallen aufgrund der nach stromab verschobenen Transitionsposition
etwas weiter stromab schlieft und die Region konstanten Druckes langer wird. Insgesamt
liegt fiir diesen Testfall aber bereits die Modellvariante ohne Gleyzes-Kriterium in gu-
ter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten (vgl. Abbildungen und ,
sodass aus anwendungsorientierter Sicht keine weitere Anpassung notwendig scheint.
Da das Modell ohnehin sensitiv auf starke Gegendruckgradienten reagiert, ist der Ein-
fluss im finalen Ergebnis so gering, dass die gesteigerte Komplexitdt nicht gerechtfer-
tigt werden kann. Ferner fiihrt die Verwendung des Zusatzkriteriums zu einer weiteren
viskosen /nicht-viskosen Kopplung, die die Stabilitét der Losung negativ beeinflusst. Da-
her soll das Gleyzes-Kriterium, obwohl die Anbindung an das 4-Gleichungsmodell als
erfolgreich eingestuft wird, im Folgenden nicht weiter verwendet und betrachtet werden.

4.2 Kompressible Testfille

Das 4-Gleichungsmodell sieht in seiner urspriinglichen Form keine Beriicksichtigung von
Kompressibilitatseffekten vor und wurde entsprechend erweitert. Im Folgenden sollen
zwei Testfille vorgestellt werden, die die kompressible Modellvariante mit dem urspriing-
lichen inkompressiblen Modell vergleichen.

Die Physik der laminar-turbulenten Transition fiir Stromungen hoher Mach-Zahl mit
besonderem Fokus auf Ergebnissen der Stabilitdtstheorie ist in Abschnitt dargelegt.
In Abschnitt sind Methoden der Transitionsvorhersage fiir kompressible Strémungen
zu finden. Grundsatzlich gilt dabei, dass der Einfluss einer Mach-Zahlerh6hung im be-
trachteten Bereich als stabilisierend eingestuft werden kann. In Abb. (rechts) ist das
kompressible AHD-Kriterium fiir den Fall einer (konstant) verzogerten, unbeschleunigten
und einer beschleunigten Stromung zu sehen. D.h. die Abbildung zeigt Stabilitdtsergeb-
nisse fiir laminare Falkner-Skan-Losungen bei verschiedenen konstanten Druckgradienten
Ao = Ag: Fiir die verzogerte Falkner-Skan-Losung (\g < 0) ist zu sehen, dass ein Vergleich
von Reg(Mae — 0) mit Reg(Mae > 0,3) zu einer verhiltnismifig geringen Erhéhung
des Wertes von Rey, fiihrt. Der Einfluss steigt jedoch fiir beschleunigte Stromungen und
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Abbildung 4.21: Laminare Losung des kompressiblen 4-Gleichungsmodells fiir die ebe-
ne Platte (links) und kompressibles AHD-Kriterium in Abhéngigkeit
der Mach-Zahl am Grenzschichtrand fiir verschiedene Druckgradienten
(rechts); Abbildung aus Stroer et al.| (2020a))

scheint dort selbst im niedrigen transsonischen Bereich nicht vernachlédssigbar zu sein
()\9 > 0)

Fiir eine Verifikation der kompressiblen Modifikation sind in (links) Ergebnisse fiir
die (laminare) ebene Platte gezeigt. Fiir alle Grofen ist zu erkennen, dass sich eine sehr
gute Ubereinstimmung mit der analytischen Referenzlésung ergibt. Diese Beobachtung
ist erwartungsgemaf, da die im Rahmen der Modellierung verwendeten Approximatio-
nen integraler Grenzschichtgrofien unter der Annahme von Selbstdhnlichkeit entwickelt
wurden.

4.2.1 NLR 7301-Profil

Das NLR 7301-Profil ist ein superkritisches Profil, das von |Zwaaneveld| (1979) fiir einen
Mach-Zahlenbereich von Ma., € [0,3;0,825] und einem Reynolds-Zahlenbereich von
Re./10% € [1,1;2, 3] vermessen wurde. In Anlehnung an [Fehrs| (2017) wird eine Anstell-
winkelkorrektur verwendet, um eine gute Ubereinstimmung mit experimentellen Druck-
daten zu erreichen. Die verwendeten Stromungsbedingungen inkl. des innerhalb der Si-

Re, /105 1,1 1,7 1,9 2 2,1 22 22 22 23 23
Mas 0,209 0,502 0,599 0,649 0,699 0,724 0,747 0,774 0,8 0,825
Tul%) 0,05 0,095 0,126 0,138 0,149 0,153 0,158 0,159 0,16 0,155
al] 0,78 0,58 0,52 0,48 0,4 0,3 041 0,75 1,2 1,2

Tabelle 4.3: Stromungsbedingungen fiir den NLR 7301-Testfall aus Fehrs| (2017)

97



4.2 Kompressible Testfalle

mulation verwendeten Anstellwinkels sind Tab. [.3]zu entnehmen. Die Stérumgebung im
Windkanal ist in Zwaaneveld (1979) durch Druckschwankungen gegeben. Fehrs| (2017)
rechnet diese Schwankungen in Anlehnung an Michel und Froebel (1988)) unter der An-
nahme ebener Schallwellen in Turbulenzgrade um, die in Tab. gegeben sind.

In Abb. sind Ergebnisse fiir die Druckseite (links) und die Saugseite (rechts) ge-
zeigt. Die stromaufliegende Transitionslinie ist dabei die auf dem cy-Verlauf basierende
Position beginnender Transition und die stromab liegende Linie die Position abgeschlos-
sener Transition. Fiir die experimentellen Daten ist nicht gegeben, um welche Position
innerhalb der Transition es sich handelt. Die Verwendung von Visualisierungsmetho-
den auf der Oberfliche deutet darauf hin, dass fiir eine Sichtbarmachung der Transition
ein entsprechender cy-Anstieg vorhanden gewesen sein muss. D.h. die experimentelle
Transitionslinie entspricht vermutlich einer Position stromab der Position beginnender
Transition.

Ty [C Tyr/C
1 e = c ﬂ 1 r

Saugseite A== 7
o 0.8 ]

0,6 F 0,6 ¥

0,4 0,4

0,2 0,2}

o o—— .

0,5 1 Ma,, 0,5 1 May,
Abbildung 4.22: Vergleich der inkompressiblen mit der kompressiblen Modellvariante
des 4-Gleichungsmodells fiir eine Variation der Mach-Zahl; stromauf-
liegende Transitionslinien sind aus ¢y extrahierte Punkte beginnender,
stromabliegende abgeschlossener Transition

Insgesamt zeigt Abb. (links), dass beide Modelle fiir die Saugseite eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten aufweisen und beide den Sprung der
Transitionsposition nach stromab zwischen 0,7 < Ma,, < 0,8 vorhersagen. Insgesamt
wird der qualitative Verlauf der experimentellen Daten so sehr gut wiedergegeben. Fiir
die Druckseite liegt ebenfalls eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten
vor. Hier liegen einige Punkte des Experiments jedoch ndher an den Positionen begin-
nender Transition, sodass die berechnete Transitionslinie vermutlich geringfiigig zu weit
stromab liegt.

Zuséatzlich wurde die Zustrom-Mach-Zahl bis Ma., = 1,4 erhoht. Auch wenn fiir diesen
Bereich keine experimentellen Daten vorliegen, kann geschlussfolgert werden, dass die
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Stromabverschiebung der Transitionsposition fiir hohe Mach-Zahlen physikalisch sinnvoll
scheint und das Modell prinzipiell in der Lage ist, auch fiir diesen Mach-Zahlbereich eine
Transitionsposition zu berechnen. Da fiir das zugrundeliegende Kriterium eine maximale
Mach-Zahl von 1,6 angegeben ist, wird die Einstrom-Mach-Zahl fiir das Transitionsmo-
dell auf 1 limitiert, da beachtet werden muss, dass die Mach-Zahl am Grenzschichtrand
Ma, deutlich hohere Werte als Ma., annehmen kann.

Zwischen der inkompressiblen und der kompressiblen Modellvariante kann in allen Fallen
nahezu kein Unterschied in den Transitionslinien beobachtet werden. Obwohl die Werte
von Reg; gerade fiir die hoheren Mach-Zahlen merkbar unterschiedlich sind (Abb. [£.23]
links), ergeben sich sehr &hnliche Positionen beginnender und infolge auch abgeschlosse-
ner Transition. Das hdngt mit der einleitend beschriebenen Beobachtung zusammen, dass
Transition bei moderaten Reynolds-Zahlen oft stromab der Saugspitze stattfindet. Be-
schriebenes ist in Abb. (links, rote und schwarze durchgezogene Linien) visualisiert.
Obwohl die Werte fiir Reg; stark unterschiedlich sind, d.h. der Wert fiir die kompressible
Variante (rote Linie) deutlich hoher liegt, findet Transition an bzw. leicht stromab des
Druckminimums statt. Stromauf der Saugspitze ist der Wert von Rey (gestichelte Lini-
en) so tief, dass weder der kompressible noch der inkompressible Schwellwert Reg, zur
Transition fiihrt. Erst ab der Saugspitze steigt Reg und fillt Reg; so stark, dass sofort
Transition detektiert wird und der Wert von Rey; stromab dieser Position nahezu keinen
Einfluss mehr hat. D.h. fiir diesen Fall dominieren die Druckeffekte und bestimmen so,
an welcher Position Transition vorhergesagt wird.

Reg Reg
Reg; May, = 1 Cp Cp cr Reg;
ARe./10% = 2,3 7l  _— 10,006,

8000 frmreme="G, 10,8105 05 M = | {8000
6000 4GLkA™ {0,610 16000
i 4 Gl v ] ; - \ ]

4000 [\// v 0,4 105 | 0,0027 4000
2000 Leq, 0.2, W 12000

Abbildung 4.23: Vergleich der Transitionsvorhersage fiir zwei Reynolds-Zahlen Re, =
2,3 x 10% (links) und Re. = 15 x 10° (rechts) unter Verwendung
der kompressiblen (4 Gl. k 7) und der inkompressilen (4 Gl ~)
4-Gleichungsmodellvarianten (Reg,-Verlauf fiir das inkomp. Modell
stromab der Transitionsposition aus Ubersichtlichkeitsgriinden kiinst-
lich auf 0 gesetzt)

Diese wichtige FErkenntnis kann verwendet werden, um einen Fall zu konstruieren, fiir
den eine Kompressibilitdtskorrektur unabdingbar wird. Dieser Fall ist bereits einleitend
beschrieben und hat besondere praktische Relevanz. Fiir hohe Reynolds-Zahlen, wie sie
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bspw. fiir Transportflugzeuge wichtig sind, findet Transition oft im beschleunigten Be-
reich statt. Der Wert von Rey ist hier oftmals hoch genug, wodurch die Sensitivitit der
Transition- Onset-Position bzgl. der Werte von Rey; deutlich grofer ist. Dieser Fall ist in
Abb. (rechts) kiinstlich herbeigefiihrt. Die Reynolds-Zahl wurde auf Re, = 15 x 10°
erhoht, was im Vergleich zu Abb. (links) zu einem deutlich stérkeren Anstieg von
Rey fiihrt. Da sich durch die verdnderte Reynolds-Zahl eine sehr dhnliche Druckvertei-
lung ergibt (Auswirkung der verdnderten Grenzschichtdicke auf ¢, fiir diese Betrachtung
vernachléssigbar), sind bei unverdndertem Turbulenzgrad auch die Verldaufe von Reg,
sehr dhnlich. D.h. fiir den vorliegenden Fall tritt unter Verwendung des inkompressiblen
Modells nun Transition nahe der Vorderkante auf. Im Gegensatz dazu fiihrt das erhohte
Reg; des kompressiblen Modells dazu, dass Transition erst weit stromab stattfindet.

Es konnte somit ein Fall konstruiert werden, fiir den die Kompressibilititserweiterung
signifikant andere Ergebnisse liefert und die inkompressible Variante die Stabilitdt der
Stromung deutlich unterschétzen konnte. Diese Félle liegen typischerweise vor, wenn der
Wert von Rey so hoch ist, dass das inkompressible Modell Transition im beschleunigten
Bereich detektiert. Insgesamt kann somit geschlussfolgert werden, dass eine Kompressibi-
litdtserweiterung insbesondere fiir Félle mit hohen Reynolds-Zahlen, bei denen (zumin-
dest durch das inkompressible Modell) Transition im beschleunigten Bereich detektiert
wird, von grofter Wichtigkeit sein kann. Fiir moderate Reynolds-Zahlen, bei denen Tran-
sition stromab der Saugspitze stattfindet, dominieren oftmals Druckgradienteneffekte
und beide Modellvarianten fiihren zu sehr dhnlichen Ergebnissen.

4.2.2 CAST10-2-Profil

Das von [Stanewsky und Zimmer| (1980) entworfene CAST10-2-Profil stellt einen weiteren
Testfall zur Untersuchung der Kompressibilitdtserweiterung dar. Das Profil wurde bei
einer Reynolds-Zahl von Re, = 2 x 10° und einer transsonischen Mach-Zahl Ma., = 0,7
vermessen. Die Experimente wurden von Hebler et al.| (2013)) und Hebler (2013) im trans-
sonischen Windkanal Géttingen (DNW-TWG) unter Verwendung von Heiffilmfolien zur
Transitionsmessung durchgefiihrt. Fehrs| (2017) schldgt auf Basis von Turbulenzgradmes-
sungen im DNW-TWG (Meyer et al.[2011) einen Turbulenzgrad Tu = 0,35% vor.

Die CFD-Simulationen werden in Anlehnung an [Hebler et al. (2013) mit einer Mach-Zahl
und Anstellwinkelkorrektur durchgefiihrt, sodass Ma,, = 0,69 und Aa = —0,3°. Abb.
(links) zeigt einen Vergleich der inkompressiblen mit der kompressiblen Modell-
variante des 4-Gleichungsmodells gegeniiber experimentellen Daten. In [Hebler| (2013])
ist fiir die Position beginnender Transition ein Bereich angegeben, der in Abb.
(links) durch zwei Linien dargestellt ist. Es ist zu erkennen, dass beide Modelle qua-
litativ den Verlauf der experimentellen Daten wiedergeben und ab einem bestimmten
Anstellwinkel von einer Transitionsposition nahe der Vorderkante hin zu einer Position
nahe der Hinterkante springen. Diese Beobachtung kann anhand der fiir superkritische
Profile typischen Druckverteilung erklért werden. In Abb. (rechts) ist der c,-Verlauf
inklusive verschiedener Reg;-Verldufe fiir unterschiedliche Turbulenzgrade bei einem kon-
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stanten Anstellwinkel gezeigt. Es ist von stromauf nach stromab zu erkennen, dass die
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Abbildung 4.24: Variation des Anstellwinkels (links) und Analyse des Kriteriums in Ab-
héngigkeit des Turbulenzgrades (rechts)

Stromung zundchst beschleunigt (nicht zu sehen), dann verzogert, anschliefend wieder
beschleunigt und dann wieder verzogert wird. Durch diese Druckverteilung zeigt auch
Rey; qualitativ einen wellenférmigen Verlauf. Fiir die vorliegende Stromung ist es so,
dass Rey und Regy; bei x/c ~ 0,34 einen dhnlichen Wert haben. So kommt es in Abhén-
gigkeit des Turbulenzgrades (siche Variation Tu) bereits an dieser Position zur Tran-
sition oder die Strémung wird erneut beschleunigt, Rey; steigt wieder und Transition
wird deutlich stromab detektiert. Da in diesem Bereich, wie am Turbulenzgrad gezeigt,
die Transitionsvorhersage besonders sensitiv ist, ist dort auch der grofite Unterschied
zwischen der kompressiblen und der inkompressiblen Modellvariante zu erkennen: Das
kompressible Modell sagt eine stabilere laminare Grenzschicht in Form eines hoheren
Reg; voraus, wodurch die Transition schon bei kleineren Winkeln stromab des ersten lo-
kalen c,-Minimums vorhergesagt wird. In den Bereichen a@ > 0° und oo < —0, 5° ergeben
beide Varianten dhnliche Ergebnisse, da die Vorhersage hier priméar durch Druckgradien-
ten getrieben ist (vgl. Analyse des NLR 7301-Profils, Abschn. [4.2.1)). Insgesamt ergeben
beide Modelle eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten, wobei die
Modellvariante mit Kompressibilitdtserweiterung fiir « > 0° ndher am Experiment liegt
und den Sprung in deutlich besserer Ubereinstimmung vorhersagt.

4.2.3 Schlussfolgerungen Kompressibilitat

Abschliefsend sollen Schlussfolgerungen formuliert werden, unter welchen Bedingungen
Kompressibilititseffekte im transsonischen Bereich von Transitionsmodellen zu beriick-
sichtigen sind:

e Fiir Transition im verzogerten Bereich (bei moderaten Reynolds-Zahlen) domi-
nieren Druckgradienteneffekte und der Einfluss einer Kompressibilitdtskorrektur
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ist in den meisten Féllen gering. Oftmals ist fiir solche Félle zu beobachten, dass
sich der Wert fiir Rey, im stromaufliegenden, beschleunigten Bereich stark unter-
scheidet, Rey (bei tiefen Reynolds-Zahlen) aber so tief ist, dass Transition erst im
verzogerten Bereich stattfindet. Hier wird der Unterschied zwischen kompressibler
und inkompressibler Modellvariante durch den plétzlichen Gegendruck fiir beide
Modelle deutlich kleiner und Transition findet nahezu unabhiingig vom Einfluss
der Mach-Zahl auf das Kriterium stromab des Druckminimums statt.

e Detektiert das inkompressible Kriterium Transition im beschleunigten Bereich, ist
eine Kompressibilititskorrektur oftmals unabdingbar, da eine Anderung im Wert
des Kriteriums einen grofen Einfluss haben kann. Dieser Fall ist aus anwendungs-
orientierter Sicht besonders wichtig, da Transition im beschleunigten Bereich oft
bei Stromungsbedingungen eines Transportflugzeugs auftritt (d.h. Flug-Reynolds-
Zahlen und transsonische Anstrombedingungen).

e Wie am CAST10-2-Testfall gezeigt, kann die Beriicksichtigung von Kompressibi-
litatseffekten aufserdem bei moderaten Reynolds-Zahlen fiir superkritische Profile
durch ihre typische Form wichtig werden.

4.3 3D-Testfalle

4.3.1 Rotationsellipsoid

Der von Kreplin et al. (1985) vermessene angestellte Rotationsellipsoid ist ein generi-
scher Testfall, der einer Flugzeugrumpfkonfiguration nachempfunden ist (Geometrie in
Abb. links oben gezeigt). Experimentelle Daten liegen in Form von cy-Verldufen
vor. Die Wandschubspannung wurde unter Verwendung von Heiftfilmen gemessen. Der
Testfall eignet sich damit gut, um Modelle anhand dieser komplexen 3D-Stromung, fiir
die die Stromlinien stark nicht-parallel sind, zu untersuchen. Im Folgenden sind Test-
bedingungen nachgerechnet, bei denen bekannt ist, dass reine TS-Transition auftritt.
Das verwendete strukturierte Gitter enthilt insgesamt 10, 5 x 10° Punkte. Innerhalb der
Grenzschicht liegen in wandnormaler Richtung 60 bis 90 Punkte. Der Wandabstand des
ersten Punktes in wandnormaler Richtung erfiillt die Bedingung 3% (1) < 1. Die Ober-
fliche ist im Folgenden in Zylinderkoordinaten dargestellt. Die z-Koordinate beschreibt
die Stromungsrichtung und ¢ den Winkel. Es ist jedoch zu beachten, dass die Projek-
tion nicht flichentreu ist und dazu fiihrt, dass bestimmte Bereiche (d.h. /L — 0 und
x/L — 1) vergrokert dargestellt sind.

Abb. zeigt Ergebnisse fiir eine Reynolds-Zahl von Re;, = 1,5 x 10° bei einem
Anstellwinkel von o = 5°. Fiir alle gezeigten Modell ist es so, dass Transition in Uber-
einstimmung mit dem Experiment in der oberen Halfte ¢ > 90° detektiert wird. Fiir
eine genaue Analyse der Transitionslinie (d.h. eine gedachte Linie der lokal minimalen
cp-Werte) wird diese stiickweise betrachtet: Der untere (in Bezug auf ¢) Teil der Li-
nie wird vom 4-Gleichungsmodell, vom 3-Gleichungsmodell und dem ~-Rey-Modell in
guter Ubereinstimmung wiedergegeben. Das 1-Gleichungsmodell sagt generell eine zu
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Abbildung 4.25: ||c||2-Konturen fiir die drei neuen Modelle sowie fiir das v-Reg-Modell
im Vergleich zu experimentellen Daten von Kreplin et al.| (1985) fiir

einen Winkel von o« = 5°

weit stromauf liegende Linie voraus. Das Minimum der experimentellen Transitionslinie
bzgl. x bei ¢ ~ 140° wird vom 4-Gleichungsmodell, vom 3-Gleichungsmodell und vom
~v-Reg-Modell gut getroffen. Die groften Abweichungen ergeben sich fiir ¢ > 150°. Die
Galilei-invarianten Modelle sagen hier eine turbulente Stromung voraus und auch das
4-Gleichungsmodell und das y-Reg-Modell zeigen in diesem Bereich zu hohe Werte des
Schubspannungsbeiwertes c;.

Fiir eine genauere Analyse dieser Beobachtung sollen die zugrundeliegenden Kriterien
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Abbildung 4.26: Untersuchung der analytisch entlang von Stromlinien am Grenzschicht-
rand ausgewerteten Transitionskriterien fiir « = 5°: Transitionslinien
des AHD-Kriteriums fiir Tu = 0, 1% (schwarz) und kleinere Turbulenz-
grade (grau) im Vergleich zu Ergebnissen der linearen Stabilitdtstheo-
rie + e”-Methode aus Krimmelbein| (2021)) (rot) und Darstellung der
Stromlinien am Grenzschichtrand sowie des Druckminimums (links);
Verldufe der Transitionskriterien anhand einer exemplarischen mit Sym-
bolen gekennzeichneten Stromlinie (rechts)

fiir einzelne Stromlinien ausgewertet werden. Als Basis dient eine laminare Rechnung,
fiir die aus Stabilitdtsgriinden ab einer festen Position /L > 0,9 das Turbulenzmodell
eingeschaltet wird. Abb. (links) zeigt Ergebnisse, die aus der laminaren Stabilitéits-
theorie in Verbindung mit der e”-Methode gewonnen wurden (aus Krimmelbein|2021)
und Ergebnisse des AHD-Kriteriums fiir verschiedene Turbulenzgrade. Die in Abb.
(links) abgebildete schwarze durchgezogene Linie entspricht der Auswertung bei dem fiir
alle Rechnungen verwendeten Turbulenzgrad Tu = 0, 1%. Fiir die nicht-durchgezogenen
grauen Linien wurde der Turbulenzgrad bis Tu = 0,01% reduziert. Ein Vergleich der
LST + eVV-Ergebnisse mit dem Experiment zeigt, dass die, in Abb. (rechts oben)
anhand der cs-Verteilung zu sehende, experimentelle Transitionslinie sehr gut getroffen
wird. Insbesondere wird fiir den Bereich ¢ > 150° eine laminare Stromung vorherge-
sagt. Fiir die analytisch ausgewerteten Kriterien ist hingegen (in Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen der Transitionsmodelle) unabhéngig vom Turbulenzgrad zu erkennen,
dass fiir diesen Bereich Transition deutlich stromauf der Experimente und der LST +
eN-Ergebnisse detektiert wird. Fiir steigende Turbulenzgrade verlagert sich die gesamte
Transitionslinie und der turbulente Bereich fiir ¢ > 150° nach stromauf. D.h. der qua-
litative Verlauf kann bei einer Verringerung des Turbulenzgrades nicht wiedergegeben
werden und auch der turbulente Bereich bleibt bestehen. Die beste Ubereinstimmung fiir
den restlichen Bereich ¢ < 150° zeigt das mit Tu = 0, 1% ausgewertete Kriterium. Fiir
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Abbildung 4.27: ||cf||2-Konturen fiir die drei neuen Modelle sowie fiir das v-Reg-Modell

im Vergleich zu experimentellen Daten von Kreplin et al| (1985) fiir

einen Winkel von o = 10°

eine genauere Analyse des Bereiches ¢ > 150° sollen verschiedene analytisch ausgewer-
tete Transitionskriterien anhand einer Stromlinie (links, mit Symbolen versehen)
betrachtet werden. Der leicht verrauschte Verlauf ist der Auswertemethode geschuldet.
Es ist zu erkennen, dass alle ausgewerteten Kriterien deutlich stromauf der Experi-
mente Transition detektieren. Diejenigen AHD-Kriterien, die basierend auf dem lokalen
Druckgradientenparamter ausgewertet wurden, liegen noch deutlich weiter stromauf. Es
scheint, als wiirde der lokale Druckgradientenparameter zu einer zuséitzlichen Unter-
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schiatzung der Stabilitdt der Strémung fiihren. Das Kriterium von Langtry und Menter
(2009) (mit LM abgekiirzt), das vom Kriterium von Abu-Ghannam und Shaw| (1980)
abgeleitet wurde, liegt ndher am AHD-Kriterium, aber dennoch deutlich stromauf. Die
Transitionslinien dieser Kriterien, die aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Abb.
(links) nicht gezeigt sind, liegen im Vergleich zur AHD-Linie insgesamt fiir alle ausgewer-
teten Stromlinien weiter stromauf und damit auch fiir ¢ < 150° in deutlich schlechterer
Ubereinstimmung mit dem Experiment. Die Untersuchungen der analytisch ausgewerte-
ten Kriterien zeigen somit, dass den Beobachtungen aus Abb. keine modellierungs-
technischen Probleme zugrunde liegen, sondern die Kriterien die Stromungsphysik nicht
ausreichend gut wiederzugeben scheinen. Abb. (links) zeigt zusétzlich Stromlinien
am Grenzschichtrand. Es ist unmittelbar zu erkennen, dass die Stromlinien nicht parallel
verlaufen, sondern in Stromungsrichtung bei ¢ = 0° divergieren und bei ¢ = 180° kon-
vergieren. Diese stark dreidimensionale Grundstrémung ist laut |Arnal (1986) Kern des
Problems. Arnal (1986)) beschreibt, dass Kriterien, die auf integralen Grenzschichtgro-
fsen basieren, fiir Falle, bei denen die Stromlinien stark nicht-parallel Verlaufen, oftmals
versagen. Hier sei es notwendig, die Anfachung einzelner Moden im Rahmen einer Stabi-
litdtsanalyse zu betrachten. Auch wenn viele Transitionsmodelle versuchen, durch eine
starke Kalibrierung die Vorhersage zu verbessern, scheint es insbesondere fiir diese Art
von Fillen mit komplexer 3D-Strémung sinnvoller, eine starker auf der Stromungsphysik
basierende Lsung zu finden, die die Dreidimensionalitit der Grundstromung beriicksich-
tigt.

Fiir einen Winkel von a = 10° ergibt sich eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit
den experimentellen Daten (Abb. [£.27)). Die Form der Transitionslinie wird von allen Mo-
dellen (vom 7-Reg-Modell nur teilweise) getroffen. Das 1-Gleichungsmodell liegt wieder
leicht stromauf und der gesamte Keil wird etwas zu breit (in p-Richtung) vorhergesagt.
Die qualitative Ubereinstimmung des 4-Gleichungsmodells mit der experimentellen cy-
Verteilung scheint etwas besser als die der anderen Modelle. Insgesamt kann die Qualitat
des 4-Gleichungsmodells unter Verwendung der Galilei-invarianten Modelle in guter Né&-
herung erhalten werden.

4.3.2 TU Braunschweig Sichelfliigel

Der TU Braunschweig Sichelfliigel wurde von Petzold und Radespiel (2015) vermessen
und stellt einen Fliigeltestfall mit komplexer 3D-Stromung, die in spannweitiger Rich-
tung variiert, dar. Fiir die Simulation wird ein hybrides Netz mit 15 x 10° Punkten
verwendet. Die Grenzschicht ist in wandnormale Richtung fein mit 128 Punkten auf-
gelost. Um korrekte Oberflichendruckverteilungen zu erhalten, sind Windkanalwénde
beriicksichtigt, da die Abmessungen des Fliigels im Vergleich zum Windkanal grof sind.
Das Rechengitter wurde vom Institut fiir Stromungsmechanik der TU Braunschweig be-
reitgestellt. Laut Petzold und Radespiel (2015) findet Transition bei einer Reynolds-Zahl
Re. = 2,75 x 10%, einer Mach-Zahl Ma,, = 0,16, einem Anstellwinkel @ = —2,6° und
Tu = 0,17% auf der Unterseite des Fliigels (iiberwiegend) iiber TS-Wellen statt, wo-
mit sich dieser Testfall fiir eine Validierung der neuen Transitionsmodelle eignet. Fiir

106



4.3 3D-Testfille
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Abbildung 4.28: Vergleich der ||cy||o-Konturen fiir die vorgestellten Transitionsmodelle
gegeniiber experimentellen Daten von [Petzold und Radespiel (2015) fiir
die Unterseite des Sichelfliigels

die experimentellen Daten gilt es zu beachten, dass diese keiner Position beginnender
Transition entsprechen, sondern weiter stromab liegen (Petzold und Radespiel 2015)).
Somit ist zu erwarten, dass die aus ||cg||2 extrahierte Linie beginnender Transition leicht
stromauf der experimentellen Linie liegt.

In Abb. sind Ergebnisse fiir diese Stromungsbedingungen im Vergleich zum Ex-
periment gezeigt. Es ist bekannt, dass die Transition in Bereichen, in denen sich der
stiickweise konstante Pfeilwinkel &ndert, durch Querstromungsinstabilitdten (CF) auf-
tritt. Dieser in der experimentellen Transitionslinie keilférmig sichtbare Einfluss kann er-
wartungsgeméf nicht von den Transitionsmodellen wiedergegeben werden. Arbeiten von
Grabe et al.| (2018) zeigten, dass unter Verwendung eines zusétzlichen CF-Transitions-
kriteriums auch die besagten Keile vorhergesagt werden kénnen.

Abgesehen von diesen kleinen CF-dominierten Bereichen ist zu erkennen, dass alle Mo-
delle in sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten liegen. Das 4-
Gleichungsmodell zeigt die beste Ubereinstimmung. Fiir y/c > 1 liegt die Transitionslinie
unter Beachtung, dass es sich bei den gemessenen Daten um keine Positionen beginnen-
der Transition handelt, minimal stromab. Ab y/c < 0,5 liegt das lokale Minimum von
lc]|2 leicht stromauf. Insgesamt kann die Ubereinstimmung jedoch als sehr gut einge-
stuft werden. Fiir das 3-Gleichungsmodell ergibt sich ein dem 4-Gleichungsmodell sehr
ahnlicher Verlauf der Transitionslinie, wobei fiir den Bereich y/c < 0,3 etwas weiter
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stromauf Transition detektiert wird. Das 1-Gleichungsmodell sagt eine dhnliche Tran-
sitionslinie vorher, liegt aber insgesamt ab y/c < 0,85 stromauf der anderen Modelle
und ab y/c¢ < 0,5 stromauf der experimentellen Daten. Der modellierungstechnische
Hauptunterschied im Vergleich zum &hnlichen 3-Gleichungsmodell ist, dass aufgrund
der fehlenden Mittelung ein starkerer Gegendruck angenommen wird. Zuséatzlich gilt es
fiir die Galilei-invarianten Modelle zu beachten, dass eine im Vergleich zur originalen
Formulierung direktere Definition der Onset-Funktion der vy-Gleichung verwendet wird,
was zu einer schnelleren Turbulenzproduktion fiihrt.

Abschliefslend kann geschlussfolgert werden, dass alle Modelle eine sehr gute bis gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten aufweisen und die Galilei-invarianten
Versionen die Genauigkeit fiir diesen Testfall im Vergleich zum 4-Gleichungsmodell sehr
gut erhalten.

4.4 Bewegte Gitter

Nachfolgend sind zwei Testfille gezeigt, fiir die eine von der iiblichen Simulationsmetho-
dik abweichende Vorgehensweise angewendet werden soll. Im Gegensatz zur typischen
Simulation, die einen feststehenden Fliigel, der einer Anstréomung ausgesetzt ist, an-
nimmt, sollen bewegte Gitter verwendet werden. Die Testfélle werden daher mit beson-
derem Blick auf das Thema Invarianz in Inertialsystemen betrachtet.

4.4.1 NLF(1)-0416-Profil

Das bereits detailliert analysierte NLF(1)-0416-Profil soll im Folgenden zur Verifikation
der Galilei-invarianten Modelle, hinsichtlich deren inertialsystemunabhéngigen Formu-
lierungen, verwendet werden. Ein Modell wird als Galilei-invariant bezeichnet, wenn es
in jedem Inertialsystem dieselbe Form hat. In Abschn. wurde bereits theoretisch her-
geleitet, dass die Modelle den Grundsatz der Galilei-Invarianz erfiillen (d.h. das Modell
hat unter Transformation in jedem Inertialsystem dieselbe Form).

Ein klassisches Gedankenexperiment zur Veranschaulichung der Galilei-Transformation
ist, sich einen gleichférmig bewegten Korper vorzustellen: Ein Koérper fliegt mit kon-
stanter Geschwindigkeit in eine definierte Richtung. Diese Bewegung kann nun in ver-
schiedenen Inertialsystemen beschrieben werden. Ein mitbewegter Beobachter (korper-
gebundenes Bezugssystem) nimmt das System als (relativ zur Erde) ruhend, ein stillste-
hender als bewegt wahr und ein anderweitig gleichférmig bewegter Beobachter nimmt
wiederum eine andere Geschwindigkeit wahr. D.h. sowohl die Koordinaten als auch die
Geschwindigkeiten unterscheiden sich in Abhéngigkeit der gewdhlten Basisvektoren: Die
Geschwindigkeiten hdngen somit vom Bewegungszustand des Inertialsystems ab. Bil-
det man jedoch die Gradienten (bspw. der Geschwindigkeit), sind diese unabhéngig
vom Koordinatensystem. Fiihrt man innerhalb dieser Inertialsysteme eine Koordinaten-
transformation durch (Galilei-Transformation), miissen physikalische Gesetze ihre Form
beibehalten, um den Grundsatz der Galilei-Invarianz zu erfiillen.

Nachfolgend soll nun ein Testfall konstruiert werden, der eine Verifikation der Modelle
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@ Uo,3

Abbildung 4.29: Verifikation der Galilei-invarianten Formulierung (3-Gleichungsmodell)
anhand des NLF(1)-0416-Profils bei einem Anstellwinkel von o = 5°:
Vergleich der ¢~ und c,-Verldufe fiir die Ober- und Unterseite (rechts)
zwischen Fall (T) mit am Fernfeldrand aufgepriigter Geschwindigkeit,
Fall 2) mit bewegtem Gitter und einem Mischfall (3) (schematische
Darstellung der Fille links)

hinsichtlich Galilei-Invarianz erméglicht. Dazu wird ein, das Fluid reprasentierende, Flui-
delement (FE) betrachtet. Im Rechengebiet befindet sich eine stillstehende Geometrie,
auf die sich ein FE zubewegt: Das FE bewegt sich relativ zur Erde mit der Geschwin-
digkeit u., in z-Richtung auf die Geometrie zu und wird an irgendeiner Stelle von der
besagten Geometrie beeinflusst. D.h. die Geschwindigkeit des FE dndert sich derart,
dass sich fiir einen unbewegten Beobachter die Geschwindigkeiten wuq,s = v und vgps = v
ergeben. Fiir ein mit «’ translativ bewegtes System kann diese Bewegung ebenfalls gleich-
wertig beschrieben werden und es gilt u,; = v + v’ und v, = v. Fiir die Gradienten
muss sich Vtueer = Vugps ergeben, da bspw. Ou,.e/0x = 0u/0x und Qugps/0x = Ou /o,
da v = konst. per Annahme. D.h. die Gradienten sind in beiden Fillen dieselben, da
sich der konstante Geschwindigkeitsanteil heraushebt. Nun sei angenommen, dass sich
die Geometrie zusétzlich gleichformig bewegt. Es kdnnen zwei Fille unterschieden wer-
den: Das FE bewegt sich auf die Geometrie zu oder das FE steht relativ zur Erde still
und die Geometrie bewegt sich. Es wird klar, dass auch diese Bewegung in beliebigen In-
ertialsystemen gleichwertig beschrieben werden kann (sofern Reynolds- und Mach-Zahl
identisch sind).

Der verwendete Strémungsloser TAU 16st die Navier-Stokes-Gleichungen, das Turbulenz-
modell und alle weiteren Transportdifferentialgleichungen in einem relativen System, das
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mit dem Gitter bewegt wird. Die Navier-Stokes-Gleichungen und das Turbulenzmodell
sind bereits Galilei-invariant. Fiir die neuen als Galilei-invariant deklarierten Transiti-
onsmodelle gilt es, dies anhand von Testrechnungen zu verifizieren. Ein iibliches Gedan-
kenexperiment wire es, den Fall (wie einleitend beschrieben) unveréindert zu lassen und
nur das fiir die Beschreibung verwendete Koordinatensystem (die Basisvektoren) zu ver-
andern. D.h. man konnte ein absolutes System und ein bewegtes System fiir denselben
Fall verwenden, bei dem sich das Fluid auf eine unbewegte Geometrie zubewegt. In bei-
den Fillen miisste das Modell, fiir das Galilei-Invarianz postuliert wird, dieselbe Lésung
ergeben. Da es fiir den verwendeten Strémungsloser nicht moglich ist, ein Inertialsystem
zu verwenden, das sich unabhéngig von der Geometrie bewegt, werden folgende drei
Falle konstruiert, die in Abb. (links) schematisch dargestellt sind:

e Fall (): Dieser Fall stellt den Referenzfall dar. Hier ist die Simulation unter Verwen-
dung des absoluten (relativ zur Erde unbewegten) Systems anhand einer stehenden
Geometrie durchgefiihrt. Das Fluid bewegt sich mit einer Geschwindigkeit uo. ; auf
die Geometrie zu. Beschriebenes stellt das Standardvorgehen fiir die Simulation ei-
nes typischen starren Fliigels dar.

e [all (2): Die Geometrie bewegt sich mit einer Geschwindigkeit ug o = —uno1 durch
das Fluid. Die Simulation erfolgt im Gegensatz zu Fall (I) im relativen kdrperge-
bundenen System. Das Transitionsmodell wird jedoch ohne weitere Modifikationen
unter Verwendung der absoluten Geschwindigkeit (im relativen System) angewen-
det, also der Geschwindigkeit, mit der ein unbewegter Beobachter die Bewegung
der FE wahrnimmt.

e Fall (3): Dieser Fall stellt einen Mischfall aus dem ersten und dem zweiten Fall dar.
Die Geometrie bewegt sich mit w3 = ug2/2 = —uoo1/2 durch das Fluid und das
Fluid bewegt sich mit u., 1/2 auf die Geometrie zu. Die Simulation erfolgt auch hier
im relativen, korpergebundenen System. Das Transitionsmodell wird jedoch wieder
ohne weitere Modifikationen unter Verwendung der absoluten Geschwindigkeiten
verwendet.

In Abb. ist fiir die drei Falle das jeweilige Geschwindigkeitslosungsfeld inklusive
Stromlinien gezeigt. Es ist zu erkennen, dass die absolute Geschwindigkeit im relativen
System einen génzlich anderen Betrag ergibt als die relative Anstromung: Fiir den Fall
2) ist klar, dass ein unbewegter Beobachter im Fernfeld ein ruhendes Fluid wahrnehmen
muss, da sich nur die Geometrie bewegt. In Blattndhe erfolgt eine Interaktion des Fluids
mit dem Profil. Beschriebenes ist auch anhand wandnormaler Geschwindigkeitsprofile
gezeigt Abb. (rechts). Fiir die absolute Geschwindigkeit in Fall (2) ist zu erkennen,
dass sich der Betrag der Geschwindigkeit fiir y,, — oo dem Wert 0 annihert. Das ist
sinnvoll, da das Fluid fiir einen unbewegten Beobachter ruht und sich das Profil durch
das Fluid bewegt. Auf dem Fliigel an der Wand ergibt sich im absoluten System eine Ge-
schwindigkeit # 0, da das Fluid von der Geometrie beeinflusst wird. Im relativen System
ist zu erkennen, dass sich ein bekanntes Geschwindigkeitsprofil ergibt. Der mithbewegte
Beobachter sieht das Fluid an der Wand ruhend, d.h. das Fluid hat dort dieselbe Ge-
schwindigkeit wie das Profil und erscheint dem mitbewegten Beobachter als ruhend. Im
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Abbildung 4.30: Visualisierung der Geschwindigkeitskomponente u inkl. Stromlinien
(links) und wandnormale Geschwindigkeitsprofile, die an der links un-
ten gezeigten Position extrahiert wurden (rechts); Félle (D), 2) und (3)

in Abb. (links) eingefiihrt

Fernfeld verhélt es sich umgekehrt. Unabhéangig vom Koordinatensystem ergeben sich
auch hier wieder identische Gradienten.

D.h. insgesamt, dass das Transitionsmodell unter Verwendung verschiedener Basisvek-
toren (bewegt und unbewegt) und Geschwindigkeiten angewendet wird. Bestiinde eine
Abhéangigkeit vom Inertialsystem und den damit assoziierten Geschwindigkeiten, konnte
das Ergebnis des Referenzfalls (I) durch die Fille 2) und (3) nicht wiedergegeben wer-
den. Sofern ein Transitionsmodell Galilei-invariant formuliert ist, berechnet es also fiir
alle diese Inertialsysteme dieselbe Position beginnender Transition.

Abb. (rechts) zeigt anhand von c¢;- und c¢,-Verldufen, dass alle Félle erwartungsge-
mék (nahezu) exakt dieselbe Losung ergeben. D.h. die vorhergesagte Transitionsposition
ist fiir alle Falle identisch. Zusétzlich ist zu erkennen, dass auch der gesamte cy-Verlauf
nahezu identisch ist, was bedeutet, dass auch die restlichen Gleichungen unabhéngig
vom betrachteten Fall dieselbe Losung ergeben.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Besagtes nur in Inertialsystemen gilt. So-
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bald das Bezugssystem selber beschleunigt wird, miissen weitere Kréfte beriicksichtigt
werden, wodurch sich die Bilanzgleichungen dndern. So miissen bspw. bei einer Rotation,
die inhirent beschleunigt ist, im mitbewegten System sogenannte Scheinkréfte beriick-
sichtigt werden.

4.4.2 RTG-Helikopterrotor

Im Rahmen industrieller CFD-Anwendungen werden Helikopter-Konfigurationen oft voll-
turbulent simuliert. Eine Beriicksichtigung der laminar-turbulenten Transition bietet
jedoch grofes Potential, da der Leistungsbedarf durch die vollturbulente Abschétzung
deutlich iiberschétzt wird (vgl. bspw. Dietz und Dieterich|2009). Nachfolgend soll der vol-
le RTG-Zweiblattrotor, der in der Rotor Testanlage Gottingen (RTG) vermessen wurde,
hinsichtlich der Vorhersagekapazitidten der Galilei-invarianten Transitionsmodelle unter-
sucht werden. Die experimentellen Arbeiten von Weiss et al. (2019)) stellen qualitativ
hochwertige Transitionslagen fiir Validierungszwecke bereit, die mittels temperatursen-
sitiver Farbe (TSP) bestimmt wurden. Der volle Versuchsaufbau fiir den steifen Zwei-
blattrotor ist in [Weiss et al.| (2019)) beschrieben.

Abbildung 4.31: Rechengitter fiir Simulationen des 3D-RTG-Helikopterrotors und Rand-
bedingungen

Das in Abb. gezeigte Gitter enthiilt insgesamt ca. 8,6 x 10° Punkte. Das hybri-
de Blattnetz wird unter Verwendung der Chimera-Technik so in das unstrukturierte
Hintergrund-Fernfeldnetz eingebunden, dass an den Uberlappungsriandern eine Interpo-
lation mdglich ist (s. Abb. rechts unten). Unter Verwendung dieser Methode kann
die Qualitit des Blattnetzes in Bezug auf Orthogonalitit und Zellqualitdt sichergestellt
werden, da der Rotor so weitgehend unabhéngig vom Hintergrundnetz diskretisiert wird.
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B1°] Rer/10° Magr f[1/s] wu,[m/s|
131 4851 029 236 208
121 483 029 236 2,04
10 9,29 0,57 47,2 4,05

Tabelle 4.4: Stromungsbedingungen der simulierten Testfille; der Index R kennzeichnet
die radiale Position der Blattspitze r = R

Die radiale und normale Ausdehnung des Blattnetzes orientiert sich dabei an der For-
derung, einen ausreichenden Abstand zwischen Interpolationszone und Grenzschicht zu
gewdhrleisten. Ein weiterer Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass unterschiedliche
Nickwinkel (pitch angle) durch Drehen des Blattnetzes abgebildet werden, ohne dass ein
neues Netz erzeugt werden muss. Von den 8, 6 x 10° Knoten sind 3, 8 x 10® im Blattnetz zu
finden. Fiir die erste Zelle in wandnormaler Richtung ist sichergestellt, dass vy (1) < 1
gilt. In Stromungsrichtung ist das Blatt mit ca. 120 Punkten vernetzt. In der Grenz-
schicht befinden sich ca. 50 Punkte in wandnormaler Richtung. Das Oberflichennetz des

Blattspitze (r/R=1) :

R Il) 5 —(4/ 1 ) Drehf : IV xul
ecr/10° = 4,85 rehfrequenz: | | w5

Mag ~ 0,29 f=23,6s"" ==

Nickwinkel: § = 13, 1°

Steigflug: w., ~ 2 m/s

Abbildung 4.32: Mit ||V x wu| konturierte A-Isofldche fiir den Eigenwert Ay = —350
(links) und ||V X u||-Kontur in einem Fernfeldauschnitt mit Stromlinien
basierend auf dem absoluten Geschwindigkeitsvektorfeld (rechts)

Rotorblattes ist in Abb. (links) gezeigt. Das Hintergrundnetz ist ein unstrukturier-
tes Netz, das lokale Verfeinerungen aufweist (s. Abb. rechts und Mitte). Da es sich
bei dem RTG-Rotor um einen Zweiblattrotor handelt, kann die Geometrie unter Annah-
me von Rotationssymmetrie und Verwendung von periodischen Randbedingungen mit
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einem Rotor, der sich in einem halbzylindrischen Fernfeld befindet, approximiert wer-
den (Randbedingungen in Abb. Mitte oben gezeigt). Die Fernfeldrander befinden
sich horizontal 5 Rotorradien vom Ursprung (d.h. r/R € [0;5]) und vertikal 8 bzw. 10
Rotorradien vom Blatt entfernt (d.h. z/R € [8; —10], vgl. Abb. Mitte oben). An
den Réndern (d.h. Zylindermantel und Grundflichen) ist eine Fernfeldrandbedingung
aufgeprigt. Da fiir alle Simulationen eine vertikale Anstromung vorliegt, ist eine Ver-
wendung spezieller in Stréer und Krumbein| (2017) entwickelter Randbedingungen fiir
Rotorsimulationen nicht zwingend erforderlich.

In Tab. [£.4] sind die Stromungsbedingungen der drei gerechneten Testfille gezeigt. Die
Félle 5 = 13,1° und § = 12,1° haben #hnliche Stromungsbedingungen (die Reynolds-
Zahl unterscheidet sich aus messtechnischen Griinden leicht). Der Fall 5 = 10° weist
hingegen eine hohere Blattspitzen-Reynolds- und Mach-Zahl auf. Die Bestimmung des
Turbulenzgrades ist in Abschn. detailliert beschrieben.

Die Galilei-invarianten Modelle wurden hier in derart angewendet, dass, auf Gradienten
basierende, nicht-rotationsinvariante Gréften durch, auf Basis der relativen Geschwindig-
keit berechnete, Gradienten ersetzt wurden. So ist bspw. der Betrag des Scherratenten-
sors rotationsinvariant, der der Wirbelstiarke hingegen nicht. Auch der Konvektionsterm
ist in allen Transportgleichungen des Losers TAU standardmifig fiir bewegte Gitter
angepasst, indem ein zusétzlicher Fluss beriicksichtigt wird, der aus der Gitterbewe-
gung resultiert (hier anhand einer generischen Transportgleichung fiir die exemplarische

Variable ¢ gezeigt):
X09) 1V - (pud) ~ V- (puge) = Ry, (15)

wobei die rechte Seite hier in Ry zusammengefasst ist.

z/c
]_ _
0,5
0
1
0,5
0

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 17/R

Abbildung 4.33: ||c#||2- (oben) und y-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von g = 13,1° fiir das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von [Weiss et al| (2019) (Symbole)

Abb. (rechts) zeigt fiir eine qualitative Analyse einen Ausschnitt der Fernfeldlosung
inklusive Stromlinien der absoluten Geschwindigkeit. Es zu erkennen, dass der Rotor
eine vertikale Anstromung erfihrt, was einen Steigflug simuliert. Die Kontur des Be-
trages der Wirbelstirke verdeutlicht, dass bereits im gezeigten Ausschnitt nur noch
geringe Geschwindigkeitsgradienten vorliegen und die Entfernung des Fernfeldrandes
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Abbildung 4.34: ||ct||2- (oben) und y-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von 5 = 13,1° fiir das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von [Weiss et al| (2019) (Symbole)

vom Blatt (deutlich grofer als der gezeigte Ausschnitt) auszureichen scheint. Zusétz-
lich sind die Blattspitzenwirbel anhand des Ao-Kriteriums visualisiert (Abb. links).
Aufgrund der vertikalen Anstromung werden die Wirbel abgesehen von der induzierten
Geschwindigkeit aktiv aus dem Rechengebiet heraustransportiert, sodass die Interakti-
on von Blattspitzenwirbel mit der Blattspitze keine gesonderte Gitterauflosung benétigt.

In den Abbildungen bis sind Losungen fiir die Galilei-invarianten 3- und 1-
Gleichungsmodelle im Vergleich zu experimentellen Daten gezeigt. Fiir alle Modelle und
Losungen sind die Grofen ||cg||2 sowie die an der wandnormalen Position v, extrahierte
Groke v geplottet. Zusétzlich sind an jeweils zwei radialen Schnitten (r/R ~ 0,77 und
r/R =0,5), an denen Druckdaten vorliegen, c¢,- und cy-Verldufe gezeigt. Hierbei gilt es
zu beachten, dass ¢y die Komponente cg, bedeutet und dass sich die zur Berechnung
verwendeten Bezugsgrofen auf die Blattspitze beziehen, um Konsistenz zwischen den
csp-Linienplots und den | cg||2-Oberflaichenlosungen innerhalb der Abbildungen sicher-
zustellen. Die c,-Daten sind hingegen so berechnet, dass die relative Anstréomung am
jeweiligen Schnitt fiir eine Entdimensionierung verwendet wird, damit an der Saugspitze
jeweils ¢, ~ 1 gilt. Fiir die gezeigten Konturplots (z.B. Abb. , auf denen das Ro-
torblatt in der Draufsicht betrachtet wird, stromt das Fluid von unten nach oben. D.h.
das Blatt bewegt sich nach unten, rotiert also bzgl. der aus der Blattebene kommenden
Koordinate z im Uhrzeigersinn.

Die Abbildungen und zeigen Ergebnisse fiir einen kollektiven Nickwinkel von
g = 13,1° (Stromungsbedingungen sind Tab. zu entnehmen). Da die Referenzge-
schwindigkeit fiir die Berechnung des Beiwertes ||cs||2 die Blattspitzengeschwindigkeit
ist, variieren die Werte entlang des Radius und die Transitionslinie ist anhand von ||cg||2
gerade fiir kleinere r/R schwer erkennbar. Daher ist hier und im Folgenden zusétzlich
der Verlauf von v an der wandnormalen Position y,r, an der Re, in der Grenzschicht
maximal wird, gezeigt. Fiir das 3-Gleichungsmodell ist so zu erkennen, dass die Tran-
sitionslinie insgesamt in sehr guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten
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Abbildung 4.35: Vergleich der c,- und cg-Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al.|2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von § =13,1°

wiedergegeben wird. Fiir r/R < 0,5 liegt die Linie leicht stromab, gibt den in den expe-
rimentellen Daten zu erkennenden Trend jedoch wieder. An der Blattspitze /R > 0,9
ist zu sehen, dass die Transitionslinie deutlich stromab der experimentellen Daten liegt,
was vermutlich damit zusammenhéngt, dass der als konstant angenommene Turbulenz-
grad hier durch eine Interaktion mit dem Blattspitzenwirbel unterschitzt wird. Das
1-Gleichungsmodell zeigt eine im Vergleich zum Experiment insgesamt weiter stromab
liegende Transitionslinie. Fiir den Bereich 0,5 < r/R < 0,75 ist die Ubereinstimmung
mit den experimentellen Daten gut. Fiir die anderen Positionen liegt die Transitions-
linie stromab. Einen genaueren Blick ermdglichen die an zwei radialen Schnitten ex-
trahierten Daten. Beide Modelle zeigen fiir die betrachteten Schnitte eine sehr gute
Ubereinstimmung mit der experimentellen Druckverteilung (Abb. [4.35] rechts). Die Ver-
laufe der entdimensionierten Wandschubspannung bestétigen bereits Beschriebenes. Das
3-Gleichungsmodell zeigt fiir den Schnitt r/R =~ 0, 77 eine nahezu perfekte Ubereinstim-
mung mit den Positionen beginnender und auch abgeschlossener Transition. Fiir das
1-Gleichungsmodell ergibt sich eine Stromabverschiebung. Fiir den Schnitt /R = 0,5
liegen beide Modelle stromab. Fiir das 3-Gleichungsmodell wird die Position beginnender
Transition getroffen, die Produktion scheint in Folge jedoch nicht stark genug zu sein,
um den experimentell vorhergesagten Anstieg der Wandschubspannung korrekt vorher-
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Abbildung 4.36: ||cs||2- (oben) und v-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von g = 12,1° fiir das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von [Weiss et al| (2019) (Symbole)
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Abbildung 4.37: ||cs||2- (oben) und v-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei einem
kollektiven Nickwinkel von g = 12,1° fiir das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al| (2019) (Symbole)

zusagen.
Fiir den kollektiven Nickwinkel g = 12,1° zeigt das 3-Gleichungsmodell ebenfalls ei-
ne sehr gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten. Analog zum Winkel
B = 13,1° liegt das Experiment auch hier fiir kleine r/R leicht stromauf. Der Trend
einer sich fiir kleine r nach stromab verschiebenden Transitionslinie wird jedoch wieder-
gegeben. Die Transitionspositionen an der Blattspitze werden fiir diesen Fall in besse-
rer Ubereinstimmung mit dem Experiment vorhergesagt, lassen aber anhand des in -
Richtung letzten Datenpunktes vermuten, dass das Modell fiir /R > 0,97 etwas zu weit
stromab liegt. Fiir das 1-Gleichungsmodell zeigt sich im Vergleich zu den Ergebnissen
fiir § = 13, 1° eine deutlich bessere und insgesamt sehr gute Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Fiir tiefe r/R ergibt sich ein dhnliches Verhalten wie fiir das 3-
Gleichungsmodell. Eine genauere Betrachtung der Blattspitze offenbart, dass der zweite
Datenpunkt in —r-Richtung nicht getroffen wird und das 1-Gleichungsmodell Transi-
tion zu weit stromauf vorhersagt. Das 3-Gleichungsmodell detektiert diesen Effekt. Es
scheint, als sei der leichte Stromabsprung der Transitionslinie druckgetrieben und der lo-
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Abbildung 4.38: Vergleich der c,- und cs-Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al.|2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von § =12,1°

kale Druckgradientenparameter unterschétzt infolge der lokalen Approximation die Sta-
bilitdt der Stromung. Der erneute Stromauftrend der Transitionslinie, den der erste Da-
tenpunkt in —r-Richtung andeutet, ist vermutlich infolge eines lokal hohen Turblenzgra-
des zu begriinden. Dieser Stromauftrend nahe der Blattspitze wird von beiden Modellen
nicht wiedergegeben. Insgesamt liegt die Transitionslinie des 1-Gleichungsmodells leicht
stromab und im Vergleich zum 3-Gleichungsmodell in leicht schlechterer Ubereinstim-
mung mit den experimentellen Daten. Die experimentellen Druckdaten werden fiir beide
Modelle erneut sehr gut getroffen. Anhand der c¢s-Verldufe bestétigt sich fiir r/R ~ 0, 77,
dass beide Modelle leicht stromab liegen, aber insbesondere das 3-Gleichungsmodell eine
gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten zeigt. Fiir /R = 0,5 liegen bei-
de Modelle wie auch fiir § = 13, 1° etwas weiter stromab und die Turbulenzproduktion
scheint wie auch fiir den Fall g = 13, 1° zu schwach.

Der Testfall 5 = 10° zeichnet sich im Gegensatz zu den bereits diskutierten Strémungs-
bedingungen durch eine héhere Reynolds- und Mach-Zahl an der Blattspitze aus. Fiir
beide Modelle ergibt sich eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Transiti-
onslagen. Das 1-Gleichungsmodell liegt leicht stromab, das 3-Gleichungsmodell stromauf.
Fiir ersteres ist zu erkennen, dass die Ubereinstimmung im #ufReren Bereich des Blattes
inkl. der Blattspitze sehr gut ist und die Abweichung zur Wurzel hin leicht gréfier wird.
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Abbildung 4.39: ||cs||2- (oben) und y-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei ei-
nem kollektiven Nickwinkel von g = 10° fiir das 3-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von Weiss et al| (2019) (Symbole)
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Abbildung 4.40: ||ct||2- (oben) und ~y-Konturen (unten) auf der Blattoberseite bei ei-
nem kollektiven Nickwinkel von 8 = 10° fiir das 1-Gleichungsmodell im
Vergleich zu experimentellen Daten von [Weiss et al| (2019) (Symbole)

Ein Blick auf Abb. (links) bestiitigt diese Beobachtung. Fiir beide Schnitte liegt die
Position beginnender Transition stromab. Die Lange des Transitionsbereiches wird gut
wiedergegeben. Das 3-Gleichungsmodell liegt insbesondere im Bereich 0,6 < r/R < 0,9
stromauf der experimentellen Daten. Abb. bestétigt fiir den Schnitt r/R ~ 0,77
einen zu frithen Beginn der Transition, zeigt aber insgesamt eine gute Ubereinstimmung
mit dem experimentellen Transitionsbreich. Fiir r/R = 0,5 ergibt sich eine nahezu
perfekte Ubereinstimmung, die vermutlich eine Folge der insgesamt stromaufliegenden
Transitionslinie ist. Die Druckverteilung (Abb. [{.41] rechts) treffen beide Modelle an
beiden Schnitten sehr gut.

Insgesamt konnen fiir diesen Testfall die folgenden Schlussfolgerungen gezogen werden:

e Unter Verwendung hybrider Gitter und der Chimera-Technik konnte ein stabiler
Rechentestfall aufgesetzt werden.

e Die Druckdaten kénnen in allen Fillen in sehr guter Ubereinstimmung mit dem
Experiment wiedergegeben werden.

119



4.4 Bewegte Gitter

Cr
0,004
0,002 3 Gl. GI
0,5 F O Exp.

O C 1 L 1 L 1 1 1 - 1 1 1 1
Cf CP
0,004 F{r/R=0,5

Exp.: Tend/C

0,002 | ze/e

OB vy ww‘l\”w‘"’w:/.wlwww :“‘l“‘l“‘l“‘l“‘

02 04 06 08 /0 0 02 04 06 08 ./

Abbildung 4.41: Vergleich der c,- und cs-Verteilung an zwei radialen Schnitten mit expe-
rimentellen Daten (Weiss et al.|2019) bei einem kollektiven Nickwinkel
von 3 = 10°

e Da die experimentellen Daten sowohl eine Position beginnender als auch abge-
schlossener Transition angeben, kann eine valide Aussage iiber den Transitions-
breich gemacht werden. Die Daten deuten darauf hin, dass der cy-Anstieg unter
Verwendung des Zusatzterms (Gl. realistische cg-Verldufe ergibt. Es scheint
damit sinnvoll, den Zusatzterm neben seinem bekannten Anwendungsgebiet in
Bereichen laminar abgeldster Stromungen auch fiir solche Félle, bei denen T'S-
Transition im niedrigen Reynolds-Zahlenbereich unter Gegendruck auftritt, anzu-
wenden.

e Insgesamt ergeben beide Modelle eine sehr gute bis gute Ubereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Die einleitend beschriebenen, deutlich stromab (im Bereich
der laminaren Ablésung) liegenden Transitionspositionen des 7-Reg-Modells kon-
nen unter Verwendung der vorliegenden Modelle mit signifikant héherer Uberein-
stimmung vorhergesagt werden.

e Zur Nabe hin werden die Abweichungen in allen Fillen grofer, sodass es scheint,
als bestiinde auch hier ein Zusammenhang zur kleiner werdenden Reynolds-Zahl,
die dazu fiihrt, dass die Transitionsbereiche ldnger als im Experiment vorhergesagt
werden. Ein weiterer Grund kann der konstant angenommene Turbulenzgrad sein.
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Durch die zur Nabe hin kleiner werdende Bezugsgeschwindigkeit miisste, unter der
Annahmen eines naherungsweise konstanten Feldes der turbulenten kinetischen
Energie, ein zur Nabe hin grofser werdender Turbulenzgrad resultieren.

e An der Blattspitze kann in fast allen Féllen beobachtet werden, dass die Transi-
tionslinie qualitativ einen Stromauftrend zeigt, den die Modelle nur bedingt wie-
dergeben. Es scheint, als wire auch hier eine Beriicksichtigung eines lokalen Tur-
bulenzgrades sinnvoll.
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5 Schlussfolgerungen und Ausblick

5.1 Schlussfolgerungen

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der physikalischen Modellierung der laminar-
turbulenten Transition und stellt eine neue in Abb. gezeigte, stabilitdtsbasierte Fa-
milie von Transitionsmodellen vor, die aus drei Modellen besteht, welche sich in Kom-
plexitit, Rechenaufwand und Approximationsgrad unterscheiden. Die Modelle kompen-
sieren einleitend beschriebene Defizite bestehender Transitionsmodelle (fiir Tollmien-
Schlichting-Transition) bei niedrigen Reynolds-Zahlen, die mit Gegendruckgradienten
assoziiert sind, und bei hohen Reynolds-Zahlen, bei denen Transition oftmals in be-
schleunigter Stromung auftritt. Zusitzlich zeigt die Arbeit allgemeine Eigenschaften
dieser Klasse von Transitionsmodellen und deren Auswirkungen auf die Modellierung
auf.

4-Gleichungsmodell
theoretische Basis

P

3-Gleichungsmodell
Galilei-invariant

Rechenaufwand

1-Gleichungsmodell
Galilei-invariant

Approximationsgrad

Abbildung 5.1: Einordnung der stabilitdtsbasierten Transitionsmodelle in ein Framework
zur Transitionstransportgleichungsmodellierung hinsichtlich Rechenauf-
wand und Approximationsgrad

Die Modelle basieren auf der semi-empirischen Familie von stabilitdsbasierten Transi-
tionskriterien nach Arnal et al.| (1984) und Habiballah (1981) (Arnal, Habiballah und
Delcourt, AHD) fiir Tollmien-Schlichting-Instabilitdten. Die reine Form dieses AHD-
Kriteriums zeigt in Voruntersuchungen eine gute bis sehr gute Ubereinstimmung mit
experimentellen Daten. Es gilt zu beachten, dass fiir Abwandlungen dieser Kriterien,
wie das simple AHD-Kriterium (vgl. Perraud et al.|2014), gezeigt werden konnte, dass
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diese vereinfachten Kriterien fiir viele gezeigte Fille eine deutlich schlechtere Uberein-
stimmung mit den experimentellen Daten aufweisen. Daher basiert die folgende Mo-
dellierung auf der reinen (d.h. originalen), dafiir aber etwas aufwendigeren, Form des
Kriteriums. Das simple Kriterium wurde dennoch fiir alle Modelle verifiziert und kann
innerhalb des Frameworks verwendet werden.

Das 4-Gleichungsmodell ermoglicht eine genaue Berechnung/Bereitstellung des Kri-
teriums (d.h. Reg:) in gitterpunktlokaler Art und Weise. Da das Transitionskriterium
die physikalische Basis dieser Klasse von Transitionsmodellen darstellt und das Modell
moglichst allgemeingiiltig gehalten werden soll, wurde auf eine Kalibrierung auf Basis
bestimmter Testfélle verzichtet.

Generell kann gezeigt werden, dass eine Modellierung des AHD-Kriteriums in einen
Transportgleichungsansatz, der die generellen Anforderungen dieser Klasse von Modellen
erfiillt, moglich ist. Dieses Modell bildet somit eine eigene Methode der Transitionsvor-
hersage und stellt den theoretischen Uberbau der weiteren Modelle des Frameworks dar.
Das 4-Gleichungsmodell basiert auf vier partiellen Transportdifferentialgleichungen, von
denen zwei entwickelt wurden, um eine Integration in Stromungsrichtung zu realisieren
und so einen gemittelten Druckgradientenparameter bereitstellen zu konnen. Es kann
geschlussfolgert werden, dass integrierende Transportgleichungen in der Lage sind, einen
mittleren Druckgradientenparameter hinreichend genau wiederzugeben. Die Integrati-
on selber ist als nahezu exakt einzustufen. Limitierend ist in diesem Zusammenhang der
lokal approximierte Integrand. Eine dritte, neue Gleichung macht eine physikalische Gro-
fse des kritischen Punktes unter Verwendung eines neuen Produktionsterms stromab des
kritischen Punktes verfiighar und eine vierte Gleichung wird fiir das Setzen der berech-
neten Transition- Onset-Position benotigt. Hierzu werden zwei Methoden bereitgestellt.
Zusétzlich ergeben sich aus der Entwicklung dieses 4-Gleichungsmodells folgende wich-
tige Erkenntnisse:

e Die Approximation der Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl Rey erfolgt unter Ver-
wendung von der Vorticity-Reynolds-Zahl Re,. Abweichend vom Standardvorge-
hen wird hier ein Parameter definiert, der in Abhéingigkeit des lokalen Druckgra-
dientenparameters unterschiedliche lokale Proportionalititskonstanten verwendet.

e Es wird ein neuer, auf Re, basierender Druckgradientenparameter definiert, der
einen modellierungstechnisch vorteilhaften wandnormalen Verlauf aufweist.

e Das Maximum von Re, innerhalb der Grenzschicht skaliert mit der Grenzschicht-
dicke. Der Transport einer Grofe entlang einer Stromlinie erzeugt inhérent einen
Fehler, wenn alle Grofen an der Stelle, an welcher Re, innerhalb der Grenzschicht
maximal wird, ausgewertet werden.

e Es wurde eine neuartige, spezifische Geschwindigkeit hergeleitet, die den Trans-
port einer Stromungsgrofe entlang der Maxima von Re, ermoglicht. Diese Ge-
schwindigkeit wird innerhalb einer partiellen Differentialgleichung in einem neuen
Konvektionsterm angewendet.
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e Es konnte ein Kriterium identifiziert werden, das vorgibt, in welchen Fillen die Ver-
wendung einer modifizierten, spezifischen Konvektionsgeschwindigkeit notwendig
ist. Zuséatzlich konnte gezeigt werden, dass der Einfluss der spezifischen Geschwin-
digkeit insbesondere fiir dicke Grenzschichten relevant wird.

e Fiir bestimmte Fille kann gezeigt werden, dass die Beriicksichtigung von Kon-
vektionseffekten / History-Effekten durch den mittleren Druckgradientenparameter
notwendig ist.

Ein grofser Nachteil dieser Modellvariante ist, dass an verschiedenen Stellen der Grund-
satz der Galilei-Invarianz verletzt wird.

Zusétzlich wurde das 4-Gleichungsmodell an das kompressible AHD-Kriterium gekop-
pelt und im transsonischen Bereich untersucht. Entgegen der Vermutung, dass Kom-
pressibilitdtserweiterungen im transsonischen Bereich einen vernachlissighbaren Einfluss
haben, konnten Stromungszustande definiert werden, bei denen auch in diesem Mach-
Zahlbereich der stabilisierende Einfluss beriicksichtigt werden muss. Das betrifft zum
einen Transition im beschleunigten Bereich und zum anderen typische superkritische
Profile, die zwei lokale Druckminima aufweisen und daher insbesondere stromab des ers-
ten Druckminimums sehr sensitiv gegeniiber kleinen Anderungen des Kriteriums sein
konnen.

Eine Kopplung des kompressiblen 4-Gleichungsmodells an das Gleyzes-Kriterium hat
eine geringfiigige Verbesserung der Vorhersage bei Stromungen, die unter hohem Ge-
gendruck stehen, ergeben. Aus anwendungsorientierter Sicht scheint jedoch nicht die
Vorhersage der Transition- Onset-Position, sondern eine zu schwache Produktion des
Turbulenzmodells, der limitierende Faktor in der Vorhersage des Transitionsbereiches
laminar abgeloster Stromungen und der Wiedergabe einer entsprechend schnellen Druck-
riickgewinnung zu sein. Die vorhergesagte Position beginnender Transition ist aufgrund
der verwendeten Approximation integraler Grofen inhérent sensitiv gegeniiber starkem
Gegendruck, da Rey; hier schnell abfillt. Insgesamt hat das Gleyzes-Kriterium fiir die
untersuchten Fille somit nur einen geringen Einfluss und wurde daher nur anhand des
Eppler 387-Testfalls untersucht. Fiir die im Folgenden diskutierten Galilei-invarianten
Modelle wird ein Zusatzterm verwendet, der basierend auf diesen Erkenntnissen bei ab-
gelosten Stromungen eine starke Turbulenzproduktion und entsprechend schnelle Druck-
riickgewinnung sicherstellt.

Das 3-Gleichungsmodell und das 1-Gleichungsmodell stellen eigenstindige Model-
le dar, die basierend auf dem 4-Gleichungsmodell Galilei-invariant entwickelt wurden.
Ein Vorteil dieser Modelle ist, dass statt des mittleren Druckgradientenparameters auch
der lokale Druckgradientenparameter verwendet werden kann. So erhélt ein Nutzer zwei
Modelle mit unterschiedlichem Approximationsgrad und Rechenaufwand bei gleichblei-
bendem Implementierungsaufwand (s. Abb. [5.1]).

Kernaufgabe bei der Entwicklung dieser Modelle ist die Invariantmachung verschiede-
ner Gleichungen und Terme, wodurch wichtige Stromungsgroken /Informationen fiir die
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Modellierung nicht mehr verfiighar sind und durch invariante Ausdriicke unter Beibe-
haltung der Genauigkeit ersetzt werden miissen. So z.B. die integrierenden partiellen
Differentialgleichungen, die den Betrag des lokalen Geschwindigkeitsvektors im Produk-
tionsterm verwenden, welcher in Anlehnung an Menter et al. (2015) durch einen Galilei-
invarianten Ausdruck ersetzt wurde. Ein in diesem Zusammenhang wichtiges Ergebnis
ist, dass sich fiir diese Gleichungen der Einfluss der invarianten Formulierung des lokalen
Geschwindigkeitsbetrages im mittleren Zielparameter nahezu heraushebt und damit eine
potentielle Fehlerquelle bei dieser Art der Abbildung von Konvektionseffekten inhérent
ausgeschlossen werden kann. Ferner wurde ein neuartiger Galilei-invarianter Druckgradi-
entenparameter auf Basis des erstmals von [Stroer et al.| (2020b)) definierten Parameters \,
hergeleitet, der dem von Menter et al.| (2015) verwendeten Galilei-invarianten Druckgra-
dientenparameter dhnlich ist. Die Gleichung fiir den Transport der Impulsverlustdicken-
Reynolds-Zahl am kritischen Punkt wurde durch zwei Annahmen vermieden und durch
einen Galilei-invarianten Ausdruck ersetzt, der lokal ohne eine weitere Transportglei-
chung berechnet werden kann.

Eine weitere wichtige Erkenntnis der vorliegenden Arbeit ist, dass eine lokale transi-
tionssetzende Gleichung wie die 7-Gleichung einen deutlichen Einfluss auf die fi-
nal gesetzte Transitionsposition haben kann, der als unerwiinscht einzustufen ist, da
bei dieser Klasse von Transitionsmodellen zunéchst nur das Transitionskriterium die
physikalische Grundlage beinhaltet. Das Verhalten einer typischen y-Gleichung in Ver-
bindung mit einem k-w SST-Turbulenzmodell wurde daher phinomenologisch in Ab-
hiangigkeit der Reynolds-Zahl beschrieben. Fiir niedrige Reynolds-Zahlen ergibt sich ein
charakteristischer y-Keil. Fiir hohe Reynolds-Zahlen ist eine Stromaufwirkung zu be-
obachten. Fiir Félle mit niedrigen Reynolds-Zahlen, bei denen Transition iiber einen
Tollmien-Schlichting-Mechanismus stattfindet, ist neben dem beschriebenen v-Keil die
Produktion des SST-Turbulenzmodells deutlich zu schwach. Fiir Strémungen bei starken
Gegendruckgradienten, die bis zur laminaren Ablésung fiithren, wird daher im Modell ein
Zusatzterm verwendet, der eine verstirkte Turbulenzproduktion erméglicht. Dieses Vor-
gehen ist in der Literatur bekannt und wird in verschiedenen Modellen angewendet. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein Term entwickelt, der dieses Prinzip erweitert
und zusétzlich auch bei schwicheren Gegendruckgradienten aktiv wird, um Transition
bei verzogerter Stromung im niedrigen Reynolds-Zahlenbereich abzubilden. Aktuell wird
der Term so angewendet, dass er fiir hohe Reynolds-Zahlen deaktiviert werden kann, um
unerwiinschte Effekte zu vermeiden. Dieses manuelle Schalten des Anwenders ist nicht
im Sinne dieser Klasse von Modellen und bedarf weiterer Modellierung.

Fiir Testfalle mit ablésungsinduzierter Transition kann unter Verwendung dieses Terms
eine deutlich bessere Ubereinstimmung mit der experimentellen Wiederanlegeposition
und der c,-Verteilung im abgelosten Bereich beobachtet werden. Die lokal beschleunigte
bzw. verstirkte Turbulenzproduktion fiithrt zu einer besseren Vorhersage der experimen-
tellen Druckriickgewinnung.

Anhand von Verifikations- und Validierungstestfillen kann gezeigt werden, dass
das 4-Gleichungsmodell in guter bis sehr guter Ubereinstimmung mit den experimen-
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tellen Daten liegt und es mit den Galilei-invarianten Modellen gelingt, die Qualitit des
4-Gleichungsmodells zu erhalten. Insbesondere mit dem 4-Gleichungsmodell ldsst sich
das zugrundeliegende Kriterium in allen Féllen sehr genau in gitterpunktlokaler Art und
Weise abbilden. Insgesamt ergeben sich fiir die untersuchten Testfille, die das Ziel ha-
ben, einen moglichst breiten Bereich an Stromungsbedingungen zu reprisentieren, unter
Verwendung aller Modelle im Vergleich zu Experimenten gute bis sehr gute Ergebnisse.
Die Verwendung eines mittleren Druckgradientenparameters kann insgesamt als vorteil-
haft eingestuft werden, da fiir das 1-Gleichungsmodell durch die Vernachlissigung von
Konvektionseffekten in einigen Fillen gezeigt werden kann, dass Druckgradienteneffekte
iber- oder unterschitzt werden. Ferner wurden die Galilei-invarianten Modelle so im-
plementiert, dass eine Verwendung in Nicht-Inertialsystemen moglich ist. So konnte ein
Helikopterrotor im axialen Flug erfolgreich simuliert werden.

Da grundsétzlich das zugrundeliegende Transitionskriterium die physikalische Basis von
Transitionsmodellen enthélt, wird im Rahmen dieser Ansétze (bis auf wenige Stellen)
auf eine umfangreiche Kalibrierung auf Basis bestimmter Testfille verzichtet. Ein in
diesem Kontext besonders interessanter Testfall ist die generische Ellipsoidkonfigurati-
on, fiir die fiir das reine Transitionskriterium gezeigt werden konnte, dass bestimmte
Effekte von stabilitdtsbasierten Kriterien nicht wiedergegeben werden (bereits von Ar-
nal |1986| beschrieben). Anstelle einer Kalibrierung sollte hier also zunéchst das reine
Transitionskriterium fiir diese dreidimensionale Stromung bei stark divergierenden und
konvergierenden Stromlinien untersucht werden.

5.2 Ausblick

Vor dem Hintergrund sich wandelnder Anforderungen in der Luftfahrt gewinnt die phy-
sikalische Modellierung der laminar-turbulenten Transition an Bedeutung. Diese Klasse
von Transitionstransportgleichungsmodellen und allgemeiner die Bemiihungen, Transiti-
onsvorhersagemethoden automatisiert in Stréomungsldsern zu implementieren und weiter
zu verbessern, sind ein wichtiger Bestandteil der physikalischen Modellierung. Insbeson-
dere fiir Laminaranwendungen und fiir viele weitere Bereiche ergibt sich ein deutlicher
Einfluss auf die Simulationsgenauigkeit. Zusétzlich haben diese Methoden perspektivisch
einen iiber reine RANS-Simulationen hinausgehenden Anwendungsbereich (z.B. inner-
halb hybrider RANS/LES-Methoden).

Folgearbeiten zum vorgestellten, semi-empirischen Transitionsmodellierungsframeworks
sollten sich nach Ansicht des Autors auf die folgenden Punkte konzentrieren:

e Modellierung bei stark dreidimensionalen Stromungen

e Kopplung des Modells an Transitionskriterien fiir querstromungsinduzierte Tran-
sition

e Kopplung des Kriteriums nach |Abu-Ghannam und Shaw| (1980) fiir hohe Turbu-
lenzgrade und des Kriteriums nach Mayle, (1991)) fiir Bypass-Transition
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e Validierung einer lokalen Approximation des lokalen Turbulenzgrades

e Genaue Trennung der Effekte zwischen Modellgleichungen und Physik (y-Glei-
chung) sowie weitere Modellierung des Zusatzterms, der bei Transition unter Ge-
gendruck angewendet wird.

e Anwendung und ggf. Weiterentwicklung der Modelle fiir hypersonische Strémungen

Verschiedene Formen der Stabilitdtstheorie konnten zeigen, dass sie den Prozess der
laminar-turbulenten Transition in vielen Fallen hochgenau abbilden und ein tiefgehen-
des physikalisches Verstindnis vermitteln. Perspektivisch sollten daher nach Ansicht
des Autors der vorliegenden Arbeit anstatt stark kalibrierter, empirischer Methoden
die vorhandenen Theorien auf natiirliche, mit CFD-L&sern kompatible und konsisten-
te Art und Weise verfiigbar gemacht werden. Neben den im Rahmen der vorliegenden
Arbeit verwendeten, stabilitdtsbasierten Kriterien wére es hierzu erstrebenswert, reine
(d.h. nicht-approximierte), lokale, lineare Stabilititstheorie in Verbindung mit der e-
Theorie oder einen Ansatz von vergleichbarer physikalischer Vorhersagequalitit unter
Verwendung von Transportgleichungen in ein vollstindig lokales Transitionsmodell zu
tiberfithren (z.B. die linearisierte Stordifferentialgleichung).

Die Verwendung von Methoden, die in irgendeiner Form starke Approximationen enthal-
ten, werden bei Testféllen, bei denen Grundannahmen verletzt werden, natiirlicherweise
zu Problemen fiithren. Daher ist es erstrebenswert, die Modelle moglichst transparent
auszuwerten. Auf diese Weise konnen modellierungstechnische Probleme von Fragestel-
lungen, die die physikalische Grundlage betreffen, getrennt werden.
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A Zusammenfassung der
Modellgleichungen

A.1 4-Gleichungsmodell

Integrale GrenzschichtgroBen

e Impulsverlustdicken-Reynols-Zahl:

2||S
1%
Re,
Reg == ¢ (AQ)
TH

mit 7y = min(5; max(2, 193;0,0717H3, — 0, 7319H2, + 4, 2563H,5 — 5, 1743))

e Formfaktor:

Ay = Re2K = Re2— A.
25 P\ ] pee
Ue = 4 | U + 1—— — (A4)
Kk—1 Poo Poo
d 1 =
Lo Y - Vu,, wobei Vu, = — (i) Vp (A.5)
ds  Jlu2 UePos \ Poo

Hip = —1,2433 A2 — 2,9805 \> — 2,2245 A2 — 1,5196 )\, + 2, 5979 (A.6)

Abschirmung der Grenzschicht

4 _(1sl3
I's = e_(%) e < v10° > (A?)
mit
5 = 375 0)|Q| -2 (A.8)
[l
und R
= (A.9)
Ue
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A.1 4-Gleichungsmodell

Spezifische Transportgeschwindigkeit

e Gleichungssystem:
V2V (n-VRe,) sk, =0

u |
st |[-——xn)]=0
frew (HU||2 >

u u |
sf —— - =0
(Re” Hullg) a2

-1 a>7)/2
Xoo = 1;  sonst

a = cos ! (SRe” u)
[l

1
& == (1 + tanh {100 cos (Xa SRe, L) — 2000})
2 [Jufl2

e Finale spezifische Transportgeschwindigkeit:

o Korrekturfunktionen:

Uge, = [(1 = T's)u+Ts(Xa Sre, [ul2)] &+ (1 - &)u,
wobei Sge, = SEev/||31§ev||2

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

e Transportgleichung:

d(pRey,)

5+ V- (pRegune,) = (P — D).

Rch
+V - ((/L + ,ut)O'ch/R5/690> — KRVG;C
mit K+ = Rey,V - (p (wpe, — ), 0. = 0,0001 und

(P D)z =l F g Ts (Reec - Regc>

e Sensorfunktion:

1
Frp =~ [1 — tanh (90 ~ 100 geg )} [tanh (110 ~ 100 569 ) + 1]

Coe 4 €oc €oc

e Kompressibilititserweiterung:

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13a)

(A.13b)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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A.1 4-Gleichungsmodell

1 R
e = Fog [1 _ tanh <90 ~ 100 R€9 )}

Re@c 60()

[tanh <11o 100 JEee ) + 1]
Re@c

1 + tanh <10 — 100 Z%)

1
F£:§

Mittlerer Druckgradientenparameter

° ng—GleiChung:

(pAos)
ot

Aox
mit K5 == XQEV - (p(URe, —u)) und

’])~

Ags

= p Fal's||ull2X0

mit
B 0? du,

v ds

Ao

. Zg—GleiChung:

a(/)lcE)
ot

mit K7 = sV - (p (Uge, — u)) und

Pr_ = p Falsllu2

lcE o

e Sensorfunktionen:

1 R
Fr= = |1—tanh (90 — 100 [ —2 + 102155y, F;
2 Reg. T

Fi,, = % [1 ~ tanh (104 10 Hy (s ) /2, 65)]

. N
=3 [1 + tanh (104 - 104lcE/yw>]

e Kompressibilitatserweiterung:

+ V- (ngguRev) =P +V- ((,u + [Lt)U@CVXQE> — Kxez

+ V- (,OllzuRev) = ’P’l‘cz + V- <<,u + ut)UQCVZNCE> — Kllz:

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26a)

(A.26b)

(A.26¢)
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A.1 4-Gleichungsmodell

Fi=

R
{1 — tanh (90 — 100 (Ree + 1055 Py, F + FR))}
i

€oc

N —

1 ~—x
Fr=3 [1 + tanh(1000 — 100 Reec)]
e Mittlerer Druckgradientenparameter:

X
No = 2ZF + (1= F)e

ch]

Transition-Onset Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

e Original: B
Reg, — Rej, = —206 €™ [In(16,8Tw) — 2, 7T

52
Reg, — eThs 14,8

e Kompressibilitdtserweiterung:
Regr — Rej, = A e [In(C Tu) — DXy

Rey, = /Hi2=F

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30a)
(A.30b)

(A.31a)

(A.31b)

Werte fiir A(Ma.), B(Ma.), C(Ma.), D(Ma.), E(Ma,) und F(Ma,) sind Abschn.

zu entnehmen.

(k=1)/K
a. = /KR, T, mit T, = <£> T

o

ue
Ma, = —

Qe

Berechnung Intermittenzfeld

e Moglichkeit 1:

@ + Ve (pyu) =Py =Dy + V- (1 + pe/0,)V7)
wobei o, = 2
Py = pEEG|SII(1 =)
und
D, = apF||Qy(c2y — 1)
mit ¢; = 3/50 und ¢y = 50

#t/#)4

the_( 3

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

F, = max(F,y — F,3;0) min(1; Fy + 1 — F}) (A.38a)
Reg
F, = A.38b
"= R ( )
F5 = min (max (Fyi; ) ;2) (A.38¢)
3
F.s — max (1 - (“t/“) ;0) (A.38d)
3,0
1 Reg
= — |1 h{10—10— A.
I3 6+24FRT.7-“A2[ + tan (0 0400)1 (A.39)
e Moglichkeit 2: B
o) | (pul,) = P; — D> (A.40)
at V4 'Y) Ty, Iy :
P = pLsl|lul2F, (A.41)
Dy = pls|lull2(1 = F5) (A.42)
1
F, = S min [2: (14 tanh {10559 105
2 Regt
(A.43)

+ (14 tanh (1022 — 107
15p
1 SZY 5
T=5 1 + tanh | 10 7 10 (A.44)

A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

Integrale GrenzschichtgroBen

MG = %V(u ‘n)-n (A.45)
Hyp = 0,0031 A2, + 0, 1037 Ayg + 2, 3551 (A.46)
g = 0,0015204 A2, — 0,02506 Ao + 0, 04696 (A.47)
V—1,6<Aa<T7
Rey = 2 (A.48)
TH

Kritische Impulsverlustdicken-Reynolds-Zahl

Eé;c = Rey, = Reec(Hm(Xo)) (A.49)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

mit His(Ng) = —354, 0245X, + 56, 9761\, — 6, 7442Xg + 2, 586

Mittlerer Druckgradientenparameter
1-Gleichungsmodell

Der lokale Druckgradientenparameter wird fiir das 1-Gleichungsmodell im Folgenden
statt des gemittelten Druckgradientenparameters verwendet, d.h.:

Ao = Ng (A.50)
3-Gleichungsmodell
e Transportgleichungen:
Fiir ¢ € {)\gg,lcg} mit ¢ € {)\9, 1}1
ANP9) | . (puo) = pl|S FIs+V v A51
ot (pug) = pl|S|yw/csV Fal's + V- (1 + p11) oy V@) (A.51)
mit ¢cg = 0,2 and o4 € {0;0, 1}
- )
Xo = Fao 4 (1= Fa)h (A.52)
cx
e Sensorfunktionen:
1 Re,
Fr=- {1 ~ tanh (90 ~ 100 ( o | 1OﬂF5FH12FZ)>} (A.53a)
2 T Rege Iz
1 _
Fin, = 5 [1 — tanh (10* — 10*H12(Ng) /2, 65] (A.53b)
1 4 42‘;2
F, = 5 1+ tanh [ 10® — 10— (A.53c)
Yuw
e Abschirmung der Grenzschicht:
Ty = e~ (ISl/0v10)° (A.54)

Transition-Onset Impulsverlustdicken Reynolds-Zahl
Regr — Rejy, = —206 2™ [In(16, 8Tw) — 2, T7A] (A.55a)

— 52 1438
Rey, = emin(725H12) (A55b)
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A.2 3-Gleichungsmodell und 1-Gleichungsmodell

Berechnung Intermittenzfeld

d(py
X0 - (pur) = Py =Dy 4 V- (4 g1fr) V) (4.56)
mit o, = 2
Py = pl|S| FiF(1 =) (A.57a)
D, = c1p|| Q| Fy(eay — 1) (A.57b)
mit ¢; = 0,06 und ¢y = 50
F,=min(1; 5 +1 - F) (1 — tanh(10° — 10°¢)) (A.58a)
Re, \' (m)Q 2
_ 2) 4 A.58b
e= () + (%) +n (A.58b)
Fi= 6+ 24Fp Frs |14 tanh 10 — 10 22 (A.59)
b sy 400 '
F, = e (") (A.60)

AblGésungsinduzierte Transition und effektive Intermittenz

’)/Vp = C1 va FRengFm ]—}F(;FRQ (A61)
mit ¢; =5 |
Fy, = 3 (1 — tanh (20 — 20H12/3, 25)) (A.62a)
1 F,.
F,, = max(3 — p/11;0) 3 [1 — tanh (4 - 4%)} (A.62b)

1
mit Flepn = 5 [1 — tanh (10* — 10*H}5/3,5)]

F, = max(y —0,2;0) (A.62¢)

R€9

. 1
Fre, = min ll; Foepo + 3 (1 + tanh (103 — 103%))} (A.62d)

1
mit Flepo = 5 [1 — tanh (10 — 10?H5/3, 3)]

Fge = = (14 tanh (10* — 10*Re/10°%)) (A.62e)

N —

Verr = min(2;y + yvp) (A.63)
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A.3 Randbedingungen

A.3 Randbedingungen

°® ¢ - {}%ZC,XGE7E;27E}:

Wand:
(Vo-n)|, =0 (A.64)
Fernfeldrand:
P =0 (A.65)
Initialbedingungen:
p(x,t* =0)=0VzcQCR? (A.66)
e ~-Gleichung:
Fernfeld:
Initialbedingung:
Y(x,t* =0)=1Vx € QCR? (A.68)
Wand:
(Vy-n)[, =0 (A.69)

A.4 Kopplung an das
k — w-SST-Wirbelviskositatsmodell

O(pk)

5 T V- (pku) = v Py — max(7;0,1) Dy + V - (1 + o) VE) (A.70)
Je nach Modellvariante ist hier v durch ¢ zu ersetzen.
9 w
(ap;U) + V.- (pwu) =P, =D, + V- ((t+ oup)Vw) +2(1 — Fl)p(; 2Vk - Vw (A.7T1)
8
Fy = max (Fiorig; Fliam) mit Flgm = ¢~ (v k/(1200)) (A.72)
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B Implementierung und
Losungsverhalten

Generell gilt es zu beachten, dass das Losungsverhalten partieller Transportdifferenti-
algleichungen stark loserabhéngig ist. Nachfolgend sollen einige numerische Details der
Implementierung und des Modellverhaltens fiir den Stromungsloser DLR-TAU darge-
legt werden. TAU ist ein kompressibler, unstrukturierter, Finite-Volumen Navier-Stokes
Stromungsloser.

Die Konvektionsterme der Hauptstromungsgleichen werden mit einem zentralen Schema
und zusatzlicher Matrixdissipation diskretisiert. Fiir Stromungen tiefer Mach-Zahl wird,
um eine korrekte Skalierung dieser kiinstlichen Dissipation sicherzustellen, eine Vor-
konditionierung (sogenanntes Low Mach number preconditioning) verwendet. Zur Kon-
vergenzbeschleunigung wird ein Mehrgitterverfahren angewendet. Fiir die Turbulenz-
und neuen Transitionsgleichungen wird darauf aus Griinden der Stabilitat verzichtet.
Abgesehen von wenigen nachfolgend diskutierten Ausnahmen werden die zusétzlichen
Gleichungen analog zu den Transportgleichungen des Turbulenzmodells behandelt.

B.1 Zeitliche Integration und Quellterme

Die zeitliche Integration erfolgte im Rahmen der vorliegenden Arbeit mit einem im-
pliziten Euler-Schema in Verbindung mit einem LUSGS-Lésungsalgorithmus analog zu
den Gleichungen des Turbulenzmodells. Die CFL-Zahl wird identisch zu den Hauptstro-
mungsgleichungen und dem Turbulenzmodell gewihlt. Die Quellterme werden entspre-
chend definiert. D.h. neben der expliziten Definition existieren Funktionen, die implizite
Terme bereitstellen.

B.2 Konvektionsterm

Die Konvektionsterme werden analog zum Turbulenzmodell mit einem numerischen Roe-
Schema diskretisiert. Im Gegensatz zum Turbulenzmodell ist eine Extrapolation zu den
Faces (Seitenflichen des Kontrollvolumens) deaktiviert. Fiir das 4-Gleichungsmodell
wurde in allen Féllen, die Geschwindigkeit w durch die spezifische Transportgeschwindig-
keit wge, ersetzt. Das Konvergenzverhalten ist in den untersuchten Féllen unabhéngig
von der verwendeten Konvektionsgeschwindigkeit dhnlich. In den im Folgenden gezeigten
Testfillen wird der Fall mit spezifischer Transportgeschwindigkeit betrachtet.
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B.3 Konvergenzverhalten

B.3 Konvergenzverhalten

Es gilt zu beachten, dass es sich im Gegensatz zu den Hauptstromungsgleichungen bei
den zusétzlichen Differentialgleichungen um keine physikalischen Erhaltungsgleichungen
handelt. Die zusédtzlichen skalaren Gleichungen sind so hergeleitet, dass die Struktur einer
Transportgleichung erhalten bleibt und durch entsprechend konstruierte Produktions-
/Destruktionsterme eine bestimmte Operation gitterpunktlokal erméglicht wird. Daher
werden an diversen Stellen Funktionen verwendet, die ein quasi-unstetiges Schalten[g]
realisieren, was die Steifheit der Gleichungen erhéht und die numerische Losung er-
schwert.

B.3.1 Eppler 387-Profil
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Abbildung B.1: Residuenverldufe fiir das 4-Gleichungsmodell (4 Gl. k ~): Dichtere-
siduum (zusétzlich fiir das 3 Gl. GI-Modell) und integrale Beiwerte
(links) sowie nicht-normierte Resiuden zusétzlicher Transitionsgleichun-
gen (rechts)

Das Konvergenzverhalten der zusétzlichen Gleichungen soll an zwei Testfillen demons-
triert werden. Mit dem Eppler 387-Profil liegt ein Fall vor, bei dem Transition iiber eine
laminare Abloseblase stattfindet. Hierbei gilt es zu beachten, dass das 4-Gleichungsmodell
keinen Zusatzterm verwendet, der eine verstirkte Turbulenzproduktion und schnelleres
Schliefsen der Abloseblase erzwingt (vgl. Kap. . Das Dichteresiduum fallt daher fiir das
3-Gleichungsmodell zwei Grofenordnungen tiefer als das 4-Gleichungsmodell (Abb. ,
links).

8 Auch wenn die hiiufig verwendeten Tangens Hyperbolicus-Funktionen an sich stetig differenzier-
bar sind, kann das Schalten je nach Konstruktion dieser Funktionen vom Ldser als quasi-
unstetig/sprunghaft empfunden werden.
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Abbildung B.2: Feldlosungen der zusétzlichen Gleichungen des 4-Gleichungsmodells (4
Gl k v) an der wandnormalen Position y,r (links) sowie c,- und cy-
Verlaufe (rechts) fiir unterschiedliche Tterationszahlen

Im Folgenden soll die Konvergenz der zusatzlichen Gleichungen fiir das 4-Gleichungs-
modells analysiert werden (Abb. B.1] rechts). Generell kann hierbei kein Fallen des Re-
siduums auf Maschinengenauigkeit erwartet werden kann. Wie einleitend beschrieben,
ist diese Art zusitzlicher Gleichungen aufgrund vieler sprunghaft steigender oder fal-
lender Funktionen mathematisch besonders steif. Zusétzlich gilt es zu beachten, dass es
sich bei den gezeigten Residuen um quadratische Mittelwerte handelt (sogenannte RMS-
Residuen). D.h. auch, wenn die Gleichungen innerhalb der Grenzschicht konvergieren,
konnen Werte aufserhalb der Grenzschicht den quadratischen Mittelwert dominieren. An-
hand der Feldlosung an der Stelle y,,zr sowie der c,- und cy-Verldufe kann jedoch gezeigt
werden, dass die Gleichungen, sobald ihre Residuen um zwei oder drei Grofenordnungen
gefallen sind, eine hinreichend genaue und zeitlich konstante Losung liefern (Abb. .
So liegen die Losungen nach 50000 Iterationen in allen Werten nahezu exakt aufeinan-
der. Selbst bei 25000 Iterationen (Dichteresiduum zwischen O(10™*) und O(107°)) sind
die zusétzlichen Gleichungen schon nah an ihrem konvergierten Zustand.

B.3.2 CAST 10-2-Profil

Als zweiter Testfall wird das CAST 10-2-Profil gezeigt. Es ist ersichtlich, dass die Re-
siduen fiir sehr hohe Iterationszahlen deutlich fallen (Abb. [B.3). Das Dichteresiduum
fallt ungefihr auf Maschinengenauigkeit. Die weiteren Residuen fallen spéter. Das ist
sinnvoll, da die Hauptstromungsgleichungen Konvergenzbeschleunigungstechniken ver-
wenden und die Losungen der zusitzlichen Gleichungen auf der Losung der Hauptstro-
mungsgleichungen basieren. So ist unabhéngig von der Art und Steifheit der zusétzlichen
Gleichungen zu erwarten, dass diese langsamer konvergieren.
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Abbildung B.3: Residuenverldufe fiir das 4-Gleichungsmodell (4 Gl. k ): Dichteresidu-
um und integrale Beiwerte sowie nicht-normierte Resiuden zusétzlicher
Gleichungen
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Abbildung B.4: Feldlésungen der zusétzlichen Gleichungen des 4-Gleichungsmodells (4
Gl k ) an der wandnormalen Position y,r (links) sowie c,- und cy-
Verldufe (rechts) fiir unterschiedliche Iterationszahlen

Auch fiir dieses Profil ist anhand der Feldlosung an der Stelle y,z (Abb. zu erken-
nen, dass sich, auch wenn die Residuen der zusétzlichen Gleichungen erst um ca. zwei
Grokenordnungen gefallen sind (vgl. Abb. i =~ 50000), eine stabile und konstante
Feldlsung einstellt (Abb. , i = 50000), die identisch zur Losung bei tiefen Residuen
und hohen Iterationszahlen ist. Fiir sehr hohe Iterationszahlen fallen jedoch auch die
Residuen der zuséitzlichen Gleichungen deutlich und die iiberlagerten hochfrequenten
Schwingungen scheinen geddmpft.
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B.3.3 Schlussfolgerungen

Die diskutierten Testfélle zeigen, dass die Aussagekraft der RMS-Residuen fiir diese
Art von zusédtzlichen Gleichungen begrenzt ist. Erfahrungsgemifs kann ein Fallen des
RMS-Residuums um zwei Gréfsenordnungen als hinreichend betrachtet werden.
Zusétzlich kann die Sinnhaftigkeit der Losungen einfach iiberpriift werden: So wird bspw
fiir die [x- Gleichung ein lineares Anwachsen in Stromungsrichtung und fiir die Ree

Gleichung eine Produktion am kritischen Punkt und ein konstanter Transport stromab
dieser Position erwartet (vgl. Abb. [B.2] links und Abb. [B.4] links).
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