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Kapitel 1

EinfUhrung

Ein unbestreitbarer Fakt ist, dass die numerischen Léasuathoden und speziell die Finite-Elemente-Methode
(FEM) den Horizont der Ingenieuranwendungen erweiterehalks ist heutzutage moglich mit Hilfe dieser
Methode analytisch nichtlosbare partielle Differerglalchungen numerisch zu I6sen und die dazugehorigen
Problemstellungen zu simulieren. Die wesentliche Ideé,dau die FEM basiert, ist die Diskretisierung
des geometrischen Gebietes in eine endliche Anzahl von dften und die folglichdJberfilhrung der
Differentialgleichung in ein Gleichungssystem. Die Ligules Problems erfolgt auf der Elementebene und
wird im nachhinhein zu einer gesamten Losung assembliestist aber nicht zyverheimlichen®, dass die
einzelnen Schritte des Losungsverfahrens mit Schwieiigk verbunden sind, obwohl manche friheren
Stolpersteine, wie die fur die Losung der Gleichungssyst nicht ausreichenden Rechnerkapazitaten,
,beseitigt‘wurden. Eine aktuelle und herausfordende Rrobtellung ist, dass es keinen Element gibt, das
fur die Losung aller problemspezifischen Differentiaighungen geeignet ist. Der eigentliche Knackpunkt
bei der Anwendung der FEM ist die richtige Wahl des Elemefiieslas zu behandelnde Problem. Obwohl
manche Elemente zufriedenstellende Ergebnisse liefeiissem wir feststellen, dass einige unerwiinschte
Nebeneffekte auftauchen, die das echte Verhalten schédatiitden. Aus diesem Grund werden heutzutage
Elemente entwickelt, die diese bereits erkannten Nebektefbeheben kdnnen.

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wird ein dreidimensiaaegenanntesMakro-Element‘mit linea-
ren Ansatzfunktionen entwickelt und verifiziert, das fiie d.dsung statischer Probleme fur nichtlinear
elastisches und inelastisches Materialverhalten geeighdokussierend auf Situationen, die unerwiinschte
Nebeneffekte wie Locking oder Hourglassing hervorrufenten. Das Makro-Element basiert auf dem in (1)
entwickelte 3D Cosserat Brick Element, das sich in der Behghvon Locking und Hourglassing bewahrt
hat. Das Makro-Element wird in kleine Elemente, sogenahikgo- oder Subelemente unterteilt, in denen
erstmal die Spannungen wie in einem rein homogenen 3D Gadck Element berechnet und dann auf das
urspringliche Element abgebildet werden. Aus diesem Gwmurde das ElemeniMakro-Element‘getauft.
Ein schoner Nebeneffekt bei der Verwendung dieses Elezséasitder Verzicht auf die numerische Integration
Uber das Gebiet aufgrund einer speziell entwickelten iiagk.

In dem ersten Teil dieser Arbeit wird die Theorie des Maktenientes flr das nichtlineare, elastische
Materialverhalten vorgestellt. Das implementierte Elatnveird einem Patch-Test und anderen Tests unterzo-
gen, um es auf seine Richtigkeit zu Uberprufen, und um ¥erhalten in heiklen Situationen im Vergleich
zu anderen Elementen zu evaluieren. Im zweiten Teil wirdTdieorie um das inelastische, insbesondere
um das nichtlineare, plastische Materialverhalten eeviitEs wird die Von-Mises-Plastizitat verwendet mit
Beschrankung auf isotrope Verfestigung. Das plastischdeéd wird mit Hilfe des Radial-Return-Mapping-
Algorithmus numerisch umgesetzt. Diese Erweiterung inmelet wird implementiert und fiir einen speziellen
Fall untersucht.
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Kapitel 2

Makro-Element flr nichtlineares
elastisches Material

2.1 Grundlage: Cosserat-Punkt-Theorie

Es ist erstmal wichtig den Hintergrund fur die Entwickludgs Makro-Elementes zu verstehen. Wie bereits
in der Einfuhrung erwahnt wurde, basiert das Makro-Eletaeif dem in (I) entwickelten 3D Cosserat Brick
Element, das wiederum auf die Cosserat-Punkt-TheorieiéundEin gutes Argument fur die Verwendung
dieser Theorie ist die richtige Darstellung der inhomogebeformationen wie Biegung oder Torsion. Um
diese Theorie herleiten zu kdbnnen, muss man wie in jedendlgelichen FEM-Problem vorgehen, in dem man
das Gleichgewicht aufstellt, eine konstitutive Gleichumgl eine geeignete Kinematik wahlt.

2.1.1 Material

Die Cosserat-Punkt-Theorie ist fur hyperelastische kelten entwickelt worden, die durch eine Verzerrungs-
energiefunktiom gegeben sind ¥ lasst sich aufgrund der in dieser Theorie benutzten Kiridnma einen
homogenen und einen inhomogenen Anteil aufspalten.

\I}(C) = \I}hom(chom) + \I}inh(/@i)a (21)

wobei der homogene Anteil von dem homogenen rechten CaGcbgn-Verzerrungstensor abhangt, der wie
folgt definiert ist:
Chom = FL . Fhom. (2.2)

3, sind MaRe fur den inhomogenen Anteil der Deformationefhdim inhomogenen Anteil der Verzerrungs-
energie mochte ich nicht nadher eingehen, da er irreleigrfiir die Herleitung der Theorie des Makro-
Elementes.

Der Split der Verzerrungsenergiefunktion wirkt wie ein zsehineidiges Schwert. Auf der einen Seite kdnnen
die inhomogenen Deformationen dapvitunderbar‘dargestelltwerden. Auf der anderen Seite eniiig jedes
Material die Verzerrungsenergiefunktion und damit diehfalgenden Gleichungen neu aufgestelllt werden.

2.1.2 Kinematik

Im Rahmen dieser Theorie wurde eine neue Kinematik entWtjaiie den Split der Verzerrungsenergiefunk-
tion ermoglicht. Bevor ich diese neue Theorie kurz votstehtchte ich das bisher von uns bekannte Vorgehen
in Erinnerung rufen. Die Geometrie eines in FEM benutztesnténtes wird mittels seine Konfigurations-
lage bestimmenden Koordinaten beschrieben, die wiedehsn die Knotenkoordinaten mittels im Element
definierter Ansatzfunktionen interpoliert werden. In neattatischer Schreibweise lautet dies wie folgt:

X=> N'X;. (I=1,.,8) (2.3)
I
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Hier stehtX fiir die Koordinatenfunktion des gesamten Systemsfiir die Ansatzfunktionen un& ; fur die
Knotenkoordinaten. Im Prinzip wird die Berechnung der Kbioaten bei der Cosserat-Punkt-Theorie analog
zu dem oben erlauterten Ablauf durchgefiihrt. Anstella den Knotenkoordinaten filhrt man sogenannte
DirektorenD ein, die auf dem Element konstant definiert sind.

X =Y N'D;. (I=1,.,8) (2.4)
I

Analog dazu berechnet man die Knotenkoordinaten im moment®eformationszustand mit den in der Mo-
mentankonfiguration definierten Direktorén

x=> N'd. (I=1,.,8) (2.5)
I

Die Direktoren lassen sich wie folgt berechnen:

8

D; = Y AnXy, (I,J=1,..,8) (2.6)
J=1
8

d; = ZAIJCCJ- (2.7)
J=1

Hier ist X ; der Koordinatenvektor des J-ten Knotens uhg; sind skalare Werte, die sich aus den Abmes-
sungen des Makro-Elementes in der Ausgangskonfigurati@theen lassen. Sie sind (I) zu entnehmen. Die
Verwendung der Direktoren ist der Grund dafir, dass diearisohe Integration tber das gesamte Gebiet nicht
mehr explizit durchgefuhrt werden muss. Im Falle des dmegthsionalen Cosserat-Elementes, das einen Qua-
der mit acht Eckknoten darstellt, hat man fuir den Direktaresatz die folgenden Ansatzfunktionen eingefuihrt:

N =1 (2.8)
N? = ¢, (2.9)
N3 = 62 (2.10)
Nt = 63, (2.11)
N° = 016, (2.12)
NS = 963, (2.13)
N = 6263, (2.14)
NS = 0'6%6°, (2.15)

wobeif!, #2 und#? die Knotenkoordinaten beziiglich des Elementschwermsriktder Referenzkonfiguration
sind.
Mit Hilfe dieser Kinematik kann nun der homogene Anteil def@mationsgradienten aufgestellt werden:

OX
F = X (2.16)
3 .
= ) g,06, (2.17)
j=1
(2.18)
mit 5 5X
€T .
= Q==
9= 2p5 G 507 (2.19)
Der konstante Anteil des Deformationsgradienten wird sovig folgt definiert:
3 .
Fcon = Z dz & D*. (220)
1=1

10
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D’ undd; sind die kontravarianten bzw. die kovarianten Direktoredér Ausgangs- bzw. der Momentankon-
figuration.
Mit dem konstanten Anteil des DeformationsgradientestlaEh der homogene Anteil wie folgt berechnen:

4
Fhom - Fcon <1 + Z ﬁm ®Vm> y (m = 1, ,4) (221)
m=1
mit
v - D1/2v /Zie AV, (m = 1,..,4) (2.22)
Qo k=1
DYy = / dv, (2.23)
Qo
ﬂi = Fcond1+3 - l+3 (Z = 1’ 4) (224)

2.1.3 Schwache Form des Gleichgewichts

Nach der Umformulierung der Grundgleichung der Kontinuomashanik fur den statischen Fall mit dem Prin-
zip der virtuellen Verriickung, erhalt man die folgendewache Form bezogen auf die Momentankonfigura-
tion:

/a.gradn dv — /p.b.ndv — /t.n da =0, (2.25)

Q Q r
wobeio der Cauchy-Spannungstensgodje Dichte des Kontinuumg die virtuelle Testfunktiont die aul3eren
Krafte undb die Volumenkrafte sind.
Mit der in der Cosserat-Punkt-Theorie eingefuhrten Kiagknund speziell mit Hilfe der Direktoren kann
man diese schwache Form weiter umformen, in dem man aus jédedrei Integrale eine auf die Direktoren
bezogene Grole konstruiert:

3

n ;/fg]ag dv—/]\”fdv—/]\“tda = 0. (i=1,.,8) (2.26)
- Q
A/—/ H/_/
t' f mi

Somit erhalt man eine auf die Direktoren bezogene Gleiefgfgsgleichung:
t'—f —m’=0. (i=1,.,8) (2.27)

Hier sind¢’ die auf den Direktoren bezogenen inneren Krajte die auf den Direktoren bezogenen Volu-
menkrafte undn’ die auf den Direktoren bezogenen Oberflachenkraftedii-tie Mikroelement. Der innere
Anteil der schwachen Forti wird tiber die konstitutive Beziehung ermittelt, wobei d@inomogene Anteil
der Verzerrungsenergiefunktionim Folgenden nicht miiezogen wird.

tt = o, (2.28)
t = [dvonem— Y t'ed;|d, (i =2,..4), (2.29)
j=5
d'%y / dv, (2.30)
Q
£+ / F-7 92(Chom) C’“””) av, (i=1,,,4). (2.31)

o~

2

11
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2.2 Makro-Element: die Theorie

Die Modellierung des Makro-Elementes erfolgt anders asvdin dem 3D Cosserat Element. Es wird in acht
Mikro-Elemente unterteilt, die mit den Eckknoten des Makiementes verbunden sind. Die Knoten sind
mit Hilfe von trilinearen Ansatzfunktionen miteinanderrlianden (Siehe Abbildung 1) Bei der Aufteilung
des Makro-Elementes in Mikro-Elemente, teilen sich auehMasse m und die einzelnen Energieforni#n
(Verzerrungsenergie, kinetische Energie, Dissipatinesge etc.) auf alle Mikro-Elementen auf:

8
m=Y mip, (2.32)
I=1
8
E" =" E}. (2.33)
I=1

Bei der Assemblierung der Mikro-Elemente in das ursprichgin Makro-Element, lassen sich die in der Mo-
dellierung aufgeteilten GroRen aufsummieren. Es gilsatdem, dass sich die Hyperelastizitat des Makro-
Element-Materials auf die Mikro-Elemente Ubertragesstaund umgekehrt auch. Das Makro-Element wird
aber trotz dieser Modellierung als ein Standard-Quaderonfit Knoten betrachtet, damit man die unter 2.1
aufgefuhrten Gleichungen mit der Beschrankung auf hamedpeformationen und Spannungen {ibernehmen
kann. Um diesen Ansatz machen zu durfen, muss die ArbtEtdes Makro-Elementes gleich der Summe
der Arbeitsraten der Mikro-Elementen sein. Die Arbeitsidgs Makro-Elemented/. unter Beriicksichtigung
aller durch die Verwendung der Mikroelemente gegebenaff@mn’lasst sich wie folgt berechnen:

8 27 3
We= > mmew™+> > 7, (2.34)
m=1

i=9 r=1

wl will
c

c

wobeim™ die auf die Direktoren bezogenen aufReren Krafte am Knoteri die Schubspannungen am Kno-
teni,v™ die Geschwindigkeit am Knoten m urid die Freiheitsgrade(die Knotenverschiebungsgeschwindig
keiten) des Knotens i sind. Im Vergleich zu der Arbeitsrateg linearen dreidimensionalen 8-Knoten Brick
ElementV;:

8
Wi=) mmev™, (2.35)
m=1

muss der zweite Summand der Arbeitsrate des Makro-Elemgvité in Gleichung (2.34) verschwinden. Es
ist bekannt, dass die Schubspannungen bei einem hypéesetast Material zu Null werden. Somit verschwin-
det WX und die Arbeitsrate degMikro-Makro Elementes “entspricht in diesem Fall der deéiren drei-
dimensionalen Quader-Elementes. Da wir das Makro-Elefiierdas elastische Material und insbesondere
fur ein hyperelastisches Material, das Ogden-Materiaiywenden werden, ist diese Bedingung erfullt. Das
Odgen-Material ist wie jedes hyperelastische Materiatdulie eine Verzerrungsenergiefunktibrgegeben.

U speziell fur ein Ogden-Material lautet; 1, o, und K sind Materialparameter.

~ o e e a K1
\I/()\k):Z%()\lp+)\2”+)\3p =3)+ (55— 1+ i), (2.36)
p=1 P
Xe = VeigC, My =J 3N\, J=detF. (2.37)

Damit das Verhalten des linearen dreidimensionalen Eléesedurch diese Modellierung nicht verletzt wird,

mussen die Mikro-Elemente einen gemeinsamen innerenglnwdben. Ausserdem diirfen sich die Mikro-
Knoten, die auf der Oberflache des Makro-Elementes liegenauf den Kanten oder auf den Seitenflachen
des Makro-Elementes bewegen. Der innere Knoten, der alkeoMtlemente verbindet, darf sich im Raum

frei bewegen (Siehe Abbildung 1). Die Losung des FE-Problerfolgt zunachst in dem Mikro-Element unter

der Verwendung der homogenen Cosserat-Punkt-TheorieKimbéenwerte aller Mikro-Elemente werden der

Reihe nach sortiert und anschlieBend auf die Knoten desdvlalkamentes projiziert. Die Berechnung mit dem

Makro-Element lauft in den folgenden Schritten ab:

12
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2.2.1 Modellierung der Mikro-Knoten und -Elemente

Bei der Aufteilung des Makro-Elementes in acht Mikro-Eleneeentstehen zusatzlich neunzehn Knoten (siehe
Abbildung 1), deren sowohl urspriingliche als auch moment&oordinaten sich mit Hilfe der am Makro-
Element definierten Direktoren berechnen lassen:

X

> N'D;, (i=1,..,8) (2.38)
z = Y Nid, (i=1,.,8) (2.39)

wobei N’ die unter 2.1 definierten Ansatzfunktionen sind. In der Refekonfiguration liegen die Mikro-
Knoten immer mittig zwischen zwei Makroknoten.

Abbildung 1: Mikro-Elemente und -Knoten

Nehmen wir als Beispiel den Knoten mit der Nummer dessen Koordinaten sich wie folgt berechen lassen:

8
Xu = Y NiD, (2.40)
=1
= N} D)+ N2 Dy + N3 D3+ N{yDy + NP, Ds + NS Dg + N7, D7 + N%, Ds, (2.41)
= Dl + 9%1D2 + 9%1D3 + 9§1D4 + 9%19%1D5 + 9%19§1D6 + 9%19§1D7 + 9%19%19§1D8=(2-42)
W H WH
= D1+7D2—5D3+0~D4—TD5+O~D6+0-D7+O~D8, (2.43)
W H WH

Das Makro-Element hat dann im allgemeinen Fall insgesarfréiheitsgrade, die sich auf der Bewegung des
inneren gemeinsamen Knotens und auf dem Gleiten der Mikrotéh auf die Kanten oder auf die Seiten des
Makro-Elementes beziehen.

2.2.2 Berechnung der inneren Knotenkafte am Mikro-Element

Im Endeffekt bleiben alle fir das 3D-Cosserat-Elemengastellten Annahmen und Gleichungen erhalten und
kdnnen weiterhin fur das Makro-Element benutzt werderanhgeht bei der Berechnung Uber alle Mikro-
Elemente und lost jedesmal die folgende aus Direktomgnddestehende Gleichgewichtsgleichungen im I-ten
Mikro-Element.

th — fi —mi=0. (i=1,..,8) (2.45)

Am Ende erhalt man die inneren Knotenkraftean den zugehorigen Mikro-Knoten.

13



- ] - .
Universitat Hannover I.I I

| T / 5 8
|5 | | 8
A 1,
7 7 s 4
y | 6
el L
RSV 2 & 3
R i
//2 //3

Abbildung 2: Berechnung der Spannungen

2.2.3 Sortieren der inneren Knotenkiafte

Nachdem man die Gleichgewichtsgleichung an jedem Mikeg¥ent separat gelost hat, stellt man fest, dass
man an einigen Knoten mehr als einen Werttftiat. Da man bei der Spannungsberechnung am Mikro-Element
die Nachbarelemente nicht beriicksichtigt hat, hat marFa@éimicht betrachtet, dass einige Elemente gemein-
same Knoten haben kdnnen. Um diesen Fehler zu beheberemalid Eintrage fiur jede Spannungskompo-
nente an dem gemeinsamen Knoten tiberlagert. Fir diesgfigition braucht man keine Wichtungsfaktoren,
da die Werte direkt an den Knoten berechnet werden. Sohnitifiian hier lediglich eine Assemblierung durch.

|
|
- Z /’
~ 7
N IS
s o -~ — /‘ - =
A .
/, // /, Z
9 Y,
7/
PMNY |GG\
e s 'S 7
7 7
Ve e
7 7

Abbildung 3: Sortieren der Spannungen

2.2.4 Projektion der inneren Knotenkrafte auf die Makro-Knoten

Nachdem man die Spannungen sortiert hat, erhalt man 2h8pgsavektoren, die auf die acht Makro-Knoten
projiziert werden mussen. Fur diese Abbildung hat manatzfanktionen eingefiihrt, die an jedem Knoten
wie folgt definiert sind:

N = Ap + 0} Agyy + 62 Asyy + 02 Ay + 0102 Ay + 0167 Agyy + 0267 Agy, + 016263 A, (2.46)

Der untere Index an den Ansatzfunktiortgn67,6% steht fir derj-ten Knoten(j = 1, ..,27), (m = 1, .., 8)

14



- ] - .
Universitat Hannover I.I I

Abbildung 4: Projektion der Spannungen

Falls ein Mikro-Knoten mit einem Makro-Knoten Uibereinstnt, wird sein Anteil direkt zu dem Knotenwert
addiert. Die Spannungen an den anderen Mikro-Konten wemdeden oben definierten Ansatzfunktionen
gewichtet und zu dem Knotenwert addiert.

27
T = 0T 0P + 05Ty + Oy + 00 + 0T + 0L + 00 Ey + Y N, (m = 1..8)2.47)
r=9
i 1 wenn =7
J )
& = { 0 wenn i#j. (2.48)

Hier istm der Index des Makro-Knotens ump=[t1,....,t§] ist der Spannungsvektor dggen Mikro-Elementes
an seinem lokalefrten Knotens.

15
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Kapitel 3

Makro-Element: Implementierung und
Verifizierung

3.1 Das Feap-Element

Die Routine zur Losung des statischen Gleichgewichtdprob fir das Ogden-Material unter Verwendung
des Makro-Elementes wurde in der Programmiersprache F@RTRiplementiert und als Element in dem
Finite-Element-Analyse-Programm FEAP eingebunden.

3.1.1 Pre- und Post-Processing

Unter isw=1 im FEAP-Element, werden die Materialparaméierdas Ogden-Material aus dem input-File
eingelesen. Unter isw=4 oder isw=8 werden die Cauchy-Spagen auf die Makro-Knoten projiziert. Nor-
malerweise mussten die Spannungswerte an den GauRppngfiziert werden. Im Fall des Makro-Elementes
werden die homogenen Cauchy-Spannungenin den Mikro-Elemerojiziert. D.h. an jedem Mikro-Element
hat man im dreidimensionalen Fall neun Spannungskompenekitir machen den gleichen Ansatz, wie bei
der GauRpunkt-Projektion und wichten die Spannungsentatlden entsprechenden Faktoren. Es bietet sich
an, die Volumina der Elemente als Wichtungsfaktoren zu tremu

Z O Mikroelement -VMikroelement
Mikroelemente (3 1)

T Knoten =
VI\IakroElememﬁ

Die Projektion erfolgt in der subroutirstcn3344

3.1.2 Berechnung der numerischen Tangente

Das Problem lasst sich mit Hilfe des Newton-Raphson-Vegas l6sen. Man hat das folgende nichtlineare

Gleichungssystem:

ou

Hier ist P die auf3ere angreifende Lastist der Lastparameter, undsind die Knotenverschiebungen.
Unter isw=6 wird die numerische Tanger&r (u;) wie folgt berechnet.

or(u;
Kofuw) = 2% 33)
K, - (U, ..... ,uj+5,...,un)2—€ri(u1,....,uj—a....,un)’ e =10, (3.4)

nl
r(u) = (3.5)

48

17
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t' sind die Spannungen an den Makro-Knoten und werden in deoStibenodeStresses4Berechnet.

subroutine microNodes44
Modellierung der Mikro-Knoten und -Elemente

Gehe uber alle Mikro-Elemente

Y
subroutine getMicrostresses44
Berechnung der inneren Knotenkrét;leam Mikro-Element

Y
subroutine sorttik44
Sortieren der inneren Knotenkrafte

Wenn die Spannungen an allen Mikro-
Elementen ermittelt wurden

subroutine tikmapping44
Projektion der inneren Knotenkrafte auf die Makro-Knoten

Abbildung 5: Ablaufschema der Subroutine nodeStresses44

3.2 \Verifizierung und Patch-Test

Um das implementierte Makro-Element auf seine Richtigbierpriifen zu kdnnen, werden zwei Verifizie-
rungstests und ein Patch-Test durchgefuihrt. Es ist etsttnéberprifen, ob konstante Spannungennd
Verzerrungere im Element vorhanden sind, und ob die Verschiebungdimear sind. Der erste Verifizie-
rungstest ist damit erfullt und die Konvergenz der Losigtghachgewiesen. Es ist auch noch zu tiberprifen,
ob die mittels des Makro-Elementes ermittelten Ergebnig$gig sind. Somit hat man das Programm auf
Implementierungsfehler untersucht. Die Ergebnisse wendi¢ den mittels eines Standard-8-Knoten-Element
(kurz Q1) berechneten Werte verglichen. Das Q1-ElemeetnsQuader mit trilinearen Ansatzfunktionen und
vollstandiger Integration. Die Werte miissen miteinarisleereinstimmen, weil die beiden Elemente gegen
die analytische Losung konvergieren Im zweiten verifizngystest wird tberprift, ob die Losung unabhéangig
von der Anzahl der Freiheitsgrade und von der Diskretisigsart konvergiert. Es kdnnen mittels diesem Test
andere Fehler detektiert, die aus dem ersten Verifizietaagsicht erkannt werden konnten. Mit dem Patch-
Test soll gezeigt werden, dass konstante Spannungen soe@gd Verschiebungen darstellbar sind, auch in
schiefen Netzen.

3.2.1 \Verifizierungstest mit einem Makro-Element

Im ersten Verifizierungstest besteht die Geometrie ausreginzigen Makro-Element mit den Abmessungen
H, W und L, das an drei Seiten eingespannt und in 1-Richtutiginieiner Oberflachenlag gezogen wird.
Die geomertischen und physikalischen Daten sind der Abhgdb zu entnehmen.
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X Geometrie
| W =4 mm
| H=3mm
I
|

L=2mm

Bl- - L - —_ Material
e 2 K =1000 MPa
< 1 = 600 MPa
py 1y a=20
) 7 3=-10
. Belastung
e’ ¢ =50 N/mn?

A

Abbildung 6: Der erste Verifizierungstest

Das Makro-Element weist den erwarteten homogenen Spasnungd Verzerrungszustand auf, wie man aus
der Abbildung 7 erkennen kann.

sssssss

DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2. DISPLACEMENT 3

000E+00
Be5E03
17302
260E02
346E02
azmER
519802
605E02
69202
779802
B65E02
as2E02
LoaE01

Rt

ime = 1.00E+00

169E02
-155E02

337E02

126802
112602
9830
‘843803
702603
®E0

s
421E08

26108
140803

843E.03
562603

281803 .
0.00E+00 0.00E+00

Time = L00E+00 Time = L00E+00

Abbildung 7: Spannungen (1. Reihe) und Verschiebungen ¢heR

Die mittels des Makro-Elementes berechneten GroRRen gihtlg, da sie mit den Werten tUbereinstimmen, die
mit dem Q1-Element ermittelt worden sind.

3.2.2 \Verifizierungstest mit mehreren Elementen

Im zweiten Verifizierungstest wird die Geometrie in achtagkr gleich groRe Makro-Elemente unterteilt. Alle
Groflen und Randbedingungen aus dem ersten Verifizieesigstrden ibernommen.

Geometrie
W =4 mm
H=3mm
L=2mm

Material

K =1000 MPa
=600 MPa
a=20
3=-1.0

Belastung
g =50 N/mnt

Abbildung 8: Der zweite Verifizierungstest
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Hierbei erkennt man auch, dass die Spannungen und die Yengen auf dem gesamten Element konstant
sind (siehe Abbildung 9). Die Knotenverschiebungen sirghigch mit den Werten aus dem ersten Test.
Somit haben wir Uberprift, dass die Ergebnisse gegemadytesschen Losung konvergieren unabhangig davon,
wieviel Knoten das gesamte Modell hat.

_STRESS1 _STRESS2
4B9E13
430813
anen
312613
25913
19013
L3E13
75414

458E40L
agsEw0L
a75E401
483E401
452Ev01
500E+01
509401
5176401
s26E401
534E401
5426401
SS1E40L
559E401

16314
4284
102613
1e1E13
220823

Time = 100E+00 Time = L00E+00

DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2 DISPLACEMENT 3

16902
“LssE02
140802

a0
20002
261802

000E+00
a65E03
173802
126802

112602

983E-03

54303

702603

562603

421803

281600

L4003
0.00E+00

25302
225602
197602
169602
LaoE02
112602
54303
562603
-281E03
0.00Ev00

260802
24502
43902
510802
60502
692602
779802
aesE02
952602
LoaE01

Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00

Time = 1.00E+00

Abbildung 9: Spannungen (1. Reihe) und Verschiebungen éheR

3.2.3 Patch-Test mit schiefen Elementen

Im Patch-Test wird die Geometrie in acht schiefe Makro-Eata unterteilt. Alle Grdzen und Randbedingun-
gen aus dem ersten Test werden weiterhin Ubernommen.

X Geometrie
1 \ W =4 mm
| \ H=3mm
L=2mm

Material

K =1000 MPa
1 =600 MPa
a=2.0
B=-1.0

Belastung
¢ =50 N/mn?

Abbildung 10: Der dritte Patch-Test

In diesem Fall hat man konstante Spannungen und Verzemumgklineare Verschiebungen (siehe Abbildung
11). Die Knotenverschiebungen dieses Modells bilden daysische Losung exakt ab. Mit Erfullung des
Patch-Testes ist es gewahrleistet, dass die Losung mitvizkro-Element mit einer anderen Diskretisierungs-
art gegen die exakte Losung konvergiert.
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STRESS 1 sTRESS? STRESS S
458E40L 810613 67613
pre
a75E401
483E401
4526001
500E+01
509401
5176401
s26E401
534E401
5426401 84313
SS1E40L Lotz
5.59E+01 LE2 1172

Time = L00E+00 Time = L00E+00

DISPLACEMENT 1 DISPLACEMENT 2. DISPLACEMENT 3
000E+00 337602 16902
6503 300E02 155802
17302 281602 P
260E02 25302 126602
346E02 225802 112602
ey L9702 98303
519602 L69E02 84300
605E02 140802 702603
Prey 112602 562603
77902 84300 421603
B65E02 562603 261603
95202 281803 140803
10401 0.00E+00 0.00E+00

Time = 1.00E+00 Time = L00E+00 Time = 100E+00

Abbildung 11: Spannungen (1. Reihe) und VerschiebungeRéthe)
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Kapitel 4

Makro-Element: Evaluationstests

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des Makro-Elemeirtegerschiedenen kritischen Fallen evaluiert,
die Locking oder Hourglassing hervorrufen konnen. Diedbmjsse des Makro-Elementes werden mit den
Ergebnissen des bereits verwendeten Q1-Elementes, n@hdkes Cosserat-Elementes und mit denen eines
Standard-27-Knoten-Element (kurz Q2) verglichen. DasE@Event ist ein Standard Verschiebungselement
mit triquadratischen Ansatzfunktionen und vollstanditjgegration. Das Cosserat-Element benutzt eine Di-
rektorformulierung basierend auf der Cosserat-Punkiiibedie in Abschnitt 2.1 beschrieben wird (Siehe
z.B. (V) oder (I)). Dabei wird die Verzerrungsenergiefuoktin einen homogenen und einen inhomogenen
Anteil aufgeteilt. Die durch inhomogene Deformationenjoegerufene kinetische Antwort wird durch konsti-
tutive Konstanten berechnet, die mittels analytischesungen an einem rechteckigen Quader unter Biegung,
Torsion und Hourglassing bestimmt werden.

4.1 Balkenstrukturen

4.1.1 Schiefvernetzter Balken

Der schiefvernetzte Balken ist ein Kragarm, der an seiraeffr Ende in 2-Richtung belastet wird. Die Ver-
netzungsfeinheit des Balkens wird bei diesem Test variibei das Modell und die Randbedingungen nicht
verandert werden. Bei diesem Test wird auch die Form dené&ite gesteuert durch den ParametéBiehe
Abbildung 12). Material- und Geometrieparameter sind inAlgbildung 12 gegeben.

u1=0 g Geometrie

u1=0 : P A T Ih [=10mm
é_u1=u2=u;;=0 ol h=2mm

w1=u2=0 / )./K w=2mm

w a=0.0,3.0,5.0 mm
a Material
2 Last p=-1.0
T F=6N 1 =600 MPa
IS SO T I a=20
3 —a K =1000 MPa

Abbildung 12: Schiefvernetzter Balken

Es wird eine Konvergenzstudie fur die Verschiebung deskiagP (siehe Abbildung 12) in 2-Richtung in
Abhangigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade durchbgf”

Es werden drei unterschiedliche Werte fiir den Netzvertorgsparameter verwendet, um den Einfluss der
Elementform auf die Makro-Element-Ergebnisse zu studiei®ir beschranken uns auf die Darstellung der
fir a = 5mm verwendeten Netze:
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Abbildung 13: Netze des schiefvernetzten BalkensaféirSmm

Zur Interpretation der Ergebnisse werden die Verschieditnetheitsgrade-Kurven fur die vier Elementefor-
mulierungen (das Makro-, das Q1-, das Q2- und das Cossknaieht) dargestellt.

(a) a=0.0mm

a=0.0
11 T
1.05
1k
0.95
o 091
<
S
=
S
& 0851
o~
=
o
S 081
0.75
/ Makro-Element
| - Q1-Element
0.7 - Q2-Element 7
Cosserat-Element
|
0.65 / : T
0.6 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Anzahl der Freiheitsgrade im Balkenmodell

Abbildung 14: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktéser die Anzahl der Freiheitsgrade

(b) a=3.0mm
a=3.0
12 T
11 a
1+ / gun 1
0.9r-
= 081
c
S
=
L
T o07f
~
£
o
S 061
051
Makro-Element
Q1-Element
041 Q2-Element n
Cosserat-Element
0.3r o
0.2 I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Anzahl der Freiheitsgrade im Balkenmodell

Abbildung 15: Konvergenzstudie-Verschiebung des PuriRtéker die Anzahl der Freiheitsgrade
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(c)a=5.0

11 T

° o
© ©
T T
I I

e
3
T
I

—Richtung

u_in2
P

Makro-Element
Q1-Element

Q2-Element ml
Cosserat-Element

03

0.2

I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Anzahl der Freiheitsgrade im Balkenmodell

0.1

Abbildung 16: Konvergenzstudie-Verschiebung des PuriRtéker die Anzahl der Freiheitsgrade

Man kann aus den Kurven erkennen, dass das Verhalten desM#kmentes von der Feinheit des Netzes und
von der Form der Elemente(Netzverformungsparanataohangt. Bei dem geraden Netiz{ 0.0 mm) verhalt
sich das Makro-Element gut. Die Ergebnisse konvergiergeigealie exakte Losung. Schon bei groberen
Netzen ist das Ergebnis nah an der auskonvergierten LoflagjElement ist weicher als das Q1-Element aber
sichtbar steifer als das Q2-Element. Mit grol3erem Nefovarungsgrad: verschlechtert sich das Verhalten
des Makro-Elementes. Ekckt“und konvergiert sehr langsam gegen die exakte IgsDas Netz des Modells
muss stark verfeinert werden, um akzeptable Ergebnissehalten.

4.1.2 Biegetest

Um ein Biegetest durchfiihren zu kdnnen, wird der Balkehaimem Biegemoment/ an seinem freien Ende
belastet. Die Modellierung des Biegebalkens wird auf eertél des gesamten Modells reduziert aufgrund der
unten abgebildeten Symmetriebedingungen.

Symmetrieebene

Symmetrieach Symmetrie-RB

Symmetrie-RB_E_ 3-Richtung fest
1-Richtung fesE £ |

3 Ursprung ganz fest

Abbildung 17: Symmetrierandbedingungen

Auch in diesem Test spielen die Netzauflosung und die Neiawaung eine wichtige Rolle. Die Verfeinerung
und die Netzverformung des Netzes werden analog zu demnigeneTest durchgefiihrt. Die physikalischen
und die geometrischen Grol3en sind der Abbildung 18 zu éntea.
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u1=u3=0

. ‘ h
puiTug=ug=0 D]

Geometrie

=10 mm
h=2mm

w=1mm
a=0.0, 3.0,5.0mm

Material
68=-1.0

1 =600 MPa
a=2.0

K =1000 MPa

Last
’ M =1000 Nmm

Abbildung 18: Biegebalken

Das Moment\M wird als eine lineare veranderliche Spannung Uber deangtesprofil aufgebracht.

Abbildung 19: Moment M als lineare Spannungen

Um das Verhalten des Makro-Elements in diesem Belastulhggierpretieren zu kdnnen, wird eine Konver-
genzstudie fur die Verschiebung des Punktes P (siehe duofogl 18 ) Uber die Anzahl der Freiheitsgrade fir
drei verschiedene Netzverformungsgradiurchgefiihrt.

Im Rahmen dieser Konvergenzstudie werden Netze in verdehan Verfeinerungsstufen verwendet. In der
folgenden Abbildung ist dies beispielhaft fur den NetZzsenungsparameter= 5mm dargestellt:

Abbildung 20: Netze des schiefvernetzten Balkens untegdtieanspruchung

Die fur die anderen Netzverformungsgrade verwendetereNgerden analog zu den oben dargestellten Netze
diskretisiert, d.h. die Anzahl der Elemente im Modell je Meinheit bleiben unverandertl, wernvariiert
wird. Es andert sich nur die Form der Elemente. Zur Evadueties Makro-Elementverhaltens, werden die
Verschiebung-Freiheitsgrade-Kurven abgebildet.
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(@a=0.0
a=0.0
1.8
1.7+ -
1.6 a
15 a
i=2)
E
5
© 14 .
o~
£
S
1.3 —
124l Makro-Element |
) — Q1-Element
’ - Q2-Element
| ~ Cosserat-Element
1.1 ﬁ -
1 ! L L
0 5000 10000 15000
Anzahl der Freiheitsgrade im Biegebalkenmodell
Abbildung 21: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktéser die Anzahl der Freiheitsgrade
(b)a=3.0

a=3.0
18

161/ q

14

12 o
=)
c
S
=
L
x 1 i
4
£

o

S

0.8 4

06 Makro—-Element i

) Q1-Element
Q2-Element
| Cosserat-Element
0.4 4
I I
0.2
0 5000 10000 15000

Anzahl der Freiheitsgrade im Biegebalkenmodell

Abbildung 22: Konvergenzstudie-Verschiebung des PuriRtéker die Anzahl der Freiheitsgrade
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(c)a=5.0

a=5.0

18

16F .

14 : : .

121 . . 4

[
T

—-Richtung

u_in 2
P
=3
o

0.6

Makro-Element
Q1-Element o
Q2-Element

Cosserat-Element

0.4

RIIR

Il Il Il
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Anzahl der Freiheitsgrade im Biegebalkenmodell

Abbildung 23: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktébser die Anzahl der Freiheitsgrade

Es lasst sich in diesem Test das gleiche Elementverhalemwersten Test beobachten. Die Form der Ele-
mente beeinflusst digseschwindigkeit “der Konvergenz und die Losungsquialiffas Verhalten des Makro-
Elementes bleibt in diesem Test auch besser als das desg@ieftles, aber ist weiterhin schlechter als das des
Q2-Elementes. Das Cosserat- und das Makro-Element libisrdem zweiten{ = 3mm) und bei dem dritten
Fall(e = 5mm) beinah die gleichen Ergebnisse.

4.1.3 Kragarm

Um das Biegeverhalten des Makro-Elementes zu studierehdeir in Abbildung 24 Kragarm in 2-Richtung
belastet und mit unterschiedlich feinen Netzen diskmatisiin diesem Fall fihren wir eine Konvergenzstudie
fur die Durchbiegung im Punk® in 2-Richtung Giber die Anzahl der Freiheitsgrade im gesarModell durch.
Die Diskretisierungsfeinheit des Netzes wird variiertleAphysikalischen und geometrischen Informationen
fur diesen Test sind in der Abbildung 24 gegeben.

F Geometrie
|2 h= 11mm
w=1mm
Y . l ﬁh U ['=100 mm
P L P )
I ). u w Material
V4
A 7 S K =5000 MPa
1 =1000 MPa
Belastung ps=-1.0
F =0.08N a=2.0

Abbildung 24: Kragarm

Die folgenden Modelldiskretisierungen wurden fur die Kergenzstudie verwendet. Um die Diskretisierung
anschaulich abbilden zu kdnnen, ist die Lange des Kragdiimdie in Abbildung 25 dargestellten Netze auf
10mm verkiirzt worden. Die Berechnung erfolgt aber mit devagnten LangéEé 100mm):

Abbildung 25: Netze des Kragarms
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Der deformierte Kragarm ist in Abbildurig?:

Abbildung 26: Deformierter Kragarm

Die Konvergenzstudie liefert die folgenden Verschieblmgiheitsgrade-Kurven. Die Q2-Element-Kurve ist
deswegen nicht fur alle Freiheitsgrade aufgetragen, #ieiMerformung der Q2-Elemente fur die feineren
Netze zu Durchdringungen gefuihrt hat, die zum Abbruch ageBhnung fuhrten.

-Richtung

P

u_in2
IS
S
T

Makro-Element
Q1-Element
Q2-Element
Cosserat-Element

N
S}
T
=~

I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Anzahl der Freiheitsgrade im Kragarmmodell

Abbildung 27: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktéser die Anzahl der Freiheitsgrade

Es lasst sich das bisher beobachtete Verhalten des Md&melates bestatigen. Die Ergebnisse sind zufrieden-
stellend, da die Elemente in der Ausgangskonfigurationtexaderformig sind. Bei ca. 4500 Freiheitsgraden
(128 Elemente in Langsrichtung) verhalt sich das MaKkesrent besser als das Cosserat-Element, und es lie-

fert fur alle Netze bessere Ergebnisse als das Q1-Element.

4.2 Dunne Strukturen

4.2.1 Durchbiegung einer Platte

Ein Viertel einer eingespannten Platte wird modellierg durch eine Kraftt' an dem Punkf belastet wird.
Das Modell und die physikalischen und geometrischen Datnden in der Abbildung 28 dargestellt.
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Geometrie
h=1mm
=50 mm
w =50 mm
d=5.0mm

Material

K =1666667 MPa
= 3335.56 MPa
£5=-1.0

a=20

Belastung
F=4.092N

Abbildung 28: Durchbiegung einer Platte

Eine Konvergenzstudie fur die Verschiebung des Punktés 3-Richtung Uber die Anzahl der Freiheitsgrade
wird durchgefuhrt. Die verwendeten Netze sind unten datedié

Abbildung 29: Netze des Plattenmodells

Das Ergebnis der Konvergenzstudie:

0.7

O.GT“

Makro-Element
Q1-Element
Q2-Element

0.4 Cosserat-Element T

—Richtung

u_in3
P
o
w

0.2

0.1

Il Il Il
0 05 1 15 2 25 3 3.5 4 45
Freiheitsgrade in dem Plattenmodell 4

Abbildung 30: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfkiéser die Anzahl der Freiheitsgrade

Hier sieht man, dass das Makro-Element genauso wie das éiefk sehr starkockt‘. Es besteht ein groler
Unterschied zu dem Cosserat- und dem Q2-Element, die sehelsgegen die Losung konvergieren.

4.2.2 Eingespannte Schale

Ein Achtel eines eingespannten Zylinders mit steifen Bddehen wird modelliert. Der Zylinder wird in
seiner Mitte mit einer Einzellast’ belastet. Die geometrischen und die physikalischen Angalral in der
Abbildung 31 gegeben.
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Geometrie
h=3mm
r =300 mm
[ =300 mm

Material

K = 2500000 MPa
u = 1153846 MPa
8=-1.0

a=2.0

Belastung

F=1N

Abbildung 31: Eingespannte Schale

Eine Konvergenzstudie fur die auf die analytische Los{ing248810~°) normierte Verschiebung des Punktes
P wird durchgefuihrt, wobei die Netzdiskretisierung ventsit wird. Die folgenden Netze werden fiir die Studie
verwendet:

Abbildung 32: Netze des Schalenmodells

Unten ist das Verformungsverhalten der Schale fur diesadBungsfall abgebildet, wobei die Verformungen
mit einem Faktor von ca. 100000 skaliert sind.

[7THF
IR
#7177 TN
PITTEEIR
PR
[ﬁ!!'g".%‘%

Abbildung 33: Verformtes Schalenmodell

Die Konvergenzstudie liefert die unten abgebildeten Karve
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Abbildung 34: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktéser die Anzahl der Freiheitsgrade

Fur solche diinnen Strukturen liefert das Makro-Elemephéur sehr feine Netze keine verniinftige Losung.
Es verhalt sich wie das Q1-Element und wird bei der Bereogrdurch den Locking-Effekt gehindert.

4.2.3 Cola-Dose

Ein Achtel einer Cola-Dose wird modelliert. Die Dose wirdd@ar oberen Mitte durch eine Oberflachenlast
belastet. Die notwendigen Angaben fur das Modell sind inAdsbildung 35 gegeben.

? 2 Geometrie

t =0.065 mm
r=33mm
[ =60.5 mm

sym

Material

K =68627.451 MPa
1 =26315.789 MPa
8=-1.0

a=2.0

Belastung

g = 5N/mn?

Abbildung 35: Cola-Dose

Es wird das Konvergenzverhalten des Makro-Elementesdbiehiider Verschiebung des Punktes P in 2-
Richtung Uber die Anzahl der Freiheitsgrade im gesamtedeMlstudiert. Die folgenden Netzdiskretisie-
rungen werden benutzt:

NN
QORI
RIS
RRRRRRRIRN
RIS
AR
RORERIEIXSASAASIS

Abbildung 36: Netze der Cola-Dose

Die Cola-Dose verformt sich wie in Abbildung 37 gezeigt:
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Abbildung 37: Verformte Cola-Dose

Aufgrund der gekruimmten Form der Cola-Dose liefern die pdspannungen eine anschauliche Darstellung

des Modellverhaltens. Es lasst sich beobachten, dassaliem Spannungen, wie man es erwarten wirde, an
der Belastungsstelle auftreten.
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Abbildung 38: Hauptspannungen der Cola-Dose

Die durchgefuihrte Konvergenzstudie liefert die folgemdferschiebung-Freiheitsgrade-Kurven fur das Makro-
Element, das Q1- und das Cosserat-Element:
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Abbildung 39: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktébser die Anzahl der Freiheitsgrade

Es genugt in diesem Fall, die Ergebnisse des CosserateBtesfur die grobsten Aufldsungen darzustellen,
da man bei diesen Netzen schon erkennen kann, wie die LgidesmiMakro-Elementes im Vergleich zu dem
Cosserat-Element aussieht. Das Makro-element lieferigisedn Fall auch ein besseres Konvergergenzverhal-
ten als das Q1-Element aber ein wesentlich schlechterdasi€osserat-Element.

4.3 Ein rechteckiger Block unter Druckbelastung
Ein dunner Block aus einem nahezu inkompressiblen Mateird durch eine Oberflachenlast belastet. Der

Block ist verschieblich gelagert und kann sich dementspmed unter der Druckbelastung verbreitern. Alle
geometrischen und physikalischen Daten dieses Testsrsitet iAbbildung 40 gegeben.
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Abbildung 40: Inkompressibler Block unter Druckbelastung

Ziel dieses Tests ist, das Verhalten des Makro-Elemenfdd@urglassing zu Uberprifen. Es treten in diesem
Test grol3e Deformationen auf, die die klassischen Howsglésden hervorrufen konnen. Sobald ein Nullei-
genwert in der tangentialen Steifigkeitsmatrix auftritink eine Eigenwertanalyse durchgefiihrt werden, die
Aufschluss Uber das Vorliegen eines Hourglass-Mode §ibie die Geometrie, das Material und die Randbe-
dingungen anzeigen, liegt hier ein rein homogenes Sparszustand vor, bei dem keine instabilitaten auftre-
ten surfen. Wir fuhren eine Eigenwertanalyse mit dem Maklement durch, um auftretende Nulleigenwerte
auf Hourglassing zu untersuchen. Als Vergleichselemeind, &n unterintegriertes (1-Gauf3punkt-Integration)
Q1-Element gewahlt.

Abbildung 41: Eigenwertananalyse Makro-Element (links)l @1-Element (rechts)

Die obigen Bilder stellen zwei Eigenvektoren der beharaeElementen dar. Das Hourglassing-Effekt tritt
bei dem unterintegrierten Q1-Element allerdings abertiehdem Makro-Element auf. Es treten aul3erdem
bei dem Makro-Element keine Nulleigenwerte auf. Das newiekelte Element hat diesen Test bestanden. Es
kann nicht verallgemeinert werden, dass das Makro-Eleineaiten Fallen kein Hourglassing hervorruft. In
diesem Sinne mussen andere Tests durchgefuhrt werdemgiiches Hourglassing zu detektieren.
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Kapitel 5

Erweiterung um plastisches
Materialverhalten

5.1 Die Theorie

5.1.1 Kinematik

Die Idee bei der Berechnung der Spannungen am Makro-Eldneht im Grunde genommen die gleiche. Es
wird hier versucht die nichtlinearen plastischen Verfongen zu beriicksichtigen. Da es um grol3e plastische
Deformationen geht, kann man nicht mehr von einer Additien elastischen und plastischen Anteile der
Verzerrungstensoren ausgehen. D.h. die folgende Gleickaim in diesem Fall nicht verwendet werden.

e=¢e°+¢eb. (5.1)
Eine Alternative zur einfachen Berechnung der nichtliraaslastischen Verformung besteht darin, eine Zwi-
schenkonfiguration einzufuihren, die die elastische Anteles Materials charakterisiert. Diese Idee wurde im
Rahmen einer mikromechanischen Beschreibung der kiigtalMetallplastizitat entwickelt. Durch den eben
erwanhten Ansatz lasst sich der Deformationsgradiesiriem multiplikativen Split aufstellen:

F(X,t) = FS(X,)FP(X,1), (5.2)

wobei F¢ die Deformationen infolge Dehnung und Rotation des Kiigitdérs undF' die gesamten Deforma-
tionen beschreiben.

Fy

Fl
[ ]

§

Abbildung 42: Multiplikativer Split des Deformationsgiiadten
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Mit den eingefuhrten GroReR® und F?, lassen sich die elastischen und plastischen kinematisén&3en
der Momentan- und der Referenzkonfiguration formulieren:

cr = F'TEP, (5.3)
be _ FeFeT ) (5 4)

Da es sich hier um eine nichtlineare Theorie handelt, vértler additive Split des Verzerrungstensors
(e = edev + %tr(a)l) seine physikalische Bedeutung. Aus diesem Grund musgeisathoren und die
deviatorischen Deformationsanteile neu definiert werda.lassen sich mittels des Deformationsgradienten
wie folgt beschreiben:

F=J'/3F, (5.5)
J = detF, (5.6)

wobeiJ die lokalen Volumenanderungen beschreibt #hden volumenerhaltenden Anteil des Deformations-
gradienten darstellt.

5.1.2 Das plastische Modell

In einem nachsten Schritt, muss ein plastisches Modathéidiert werden. Im Rahmen dieser Arbeit, wird die
von-Mises-FlieRtheorie, eine einfache Formulierungweardet. Die von-Mises-Flie3theorie setzt voraus, dass
die Spannungsantwort isotrop ist und dass das plastis@f&dflisochor istdet F* = 1).

Die Spannungsantwort (ie Kirchhoff-Spannunggriasst sich durch die Verzerrungsenergiefunktion berech
nen. Es gilt:

T = J%l+s, (5.7)
k(J? -1)

_ 5.8

p 2 Je Y ( )

s = dev[T] = pdev[b”, (5.9)

5° = J°PF°F, (5.10)

¢ = F'F, (5.11)

wobeiy der Schubmodul und der Kompressionsmodul sind.
Wir beschranken uns auf die lineare isotrope VerfestigiegyMaterials und verwenden die folgende Flie3be-
dingung (Mises-Huber-FlieRbedingung):

f(7,a) = ||dev[7]|| + \/g(ay + ka)), (5.12)

o, ist die Flie3grenze ist der Verfestigungsmodul undist der Verfestigungsparameter. Die Definition der
FlieBbedingung reicht nicht aus, um das plastische Moadistandig zu beschreiben. Eine FlieRregel muss
mittels des Prinzips der maximalen plastischen Dissipaitgwickelt werden. Die zugehorige Fliel3regel lautet
wie folgt:

2

E(6”)—1 = —gy((cp)—l :C)F 'nFT, (5.13)
n = s/|sl, (5.14)
s = dev[T]. (5.15)

Als letztes, geht man davon aus, dass die Evolution der Stgfengsvariable (sie kann auch als innere Variable
betrachtet werden) durch die folgende Evolutionsgleighgegeben ist:

do 2
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wobei~ der Konsistenzparameter ist, der durch die Kuhn-TuckemnBd Entlastungsbedingung gegeben ist:

7 >0, f(r,a) <0, vf(T,a)=0. (5.17)
Mit der folgenden Konsistenzbedingung ist die Formuligrdas Modells abgeschlossen:

df (1, @) B
T = 0. (5.18)

5.1.3 Numerische Umsetzung des plastischen Modells

Die Gleichungen (5.11) und (5.14) beschreiben das Evalstierhalten des Modells tiber die Zeit. Sie werden
mit Hilfe einer Euler-Ruckwarts-Zeitintegration dighisiert. Man erhalt die folgenden Gleichungen:

n

Opt1 — Q= \/%Av. (5.20)

Durch Umformungen und mit Benutzung der unter (5.1.2) defiean GroRen, bekommt man auch die folgen-
den diskreten Evolutionsgleichungen:

—p—1  —p—1 2 _ _ _
Coi—C. = —SM[CT: Con]Fopinn i Frgy, (5.19)

—e — —e =T 2 —€

b1 = faopbofoi— gAy[an]nn +1, (5.21)
- R —

fopn = FouF, (5.22)
M1 = Spg1/[Sntals (5.23)
Spt1 = dev[Tpt1] (5.24)

Wir haben bis jetzt das gesamte plastische Modell diskeetiDie Losung des numerischen Problems erfolgt
mittels des Radial-Return-Mapping -Algorithmus. Das %aren funktioniert folgendermafen: Zunachst geht
man von reinen elastischen Verformungen aus. Maert‘das plastische FlieRen ein. Dabei bleibt die vorde-
finierte Zwischenkonfiguration unverandert. Dieser Stiuird als Pradiktorschritt bezeichnet und wird durch
die folgenden Gleichungen definiert:

™ = el s, (5.25)
By = FaribuFoins (5.26)
sy = pdev[B ), (5.27)
port = S = D/, (5.28)
04y = o (5.29)

Hier stehtpr fir den Pradiktorschritt. Mit diesen definierten Gro3@uss man Uberprifen, ob die FlieBbedin-
gung erfulltist. D.h. es muss gelten, dass:

ny1(T,a) <0. (5.30)

Wenn dies der Fall ist, dann gilt es, da8s = 0 und die Kuhn-Tucker-Bedingung damit erflllt ist. Die im
Pradiktorschritt berechneten Grof3en sind die tat§@odnh Losungen zum Zeitpunkt ;.
Wenn die FlieBbedingung aber verletzt ist, d.h. es giltsdas

T(T,a) >0, (5.31)

dann gilt es, dass die berechneten Spannuagén nicht zulassig sind und nicht als Losung angenommen
werden konnen:

Tt 7 (532)
—epr

b1 # Dyt (5.33)
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Es lasst sich festsstellen, dads > 0 sein muss, um die obigen Gleichungen erfullen zu missen.dig
richtigen GroRen zum Zeitpunkt,; ermittlen zu konnen, fihrt man einen sogenannten KooreRchritt
durch. Die Korrektur der falsch ermittelnen GroRen erfolgch dem Return-Mapping-Verfahren. Es erfolgt
anschaulich ein Zurtickbringen aller GroRen auf dem Bke&ich.

A TII1

Abbildung 43: Radial Return Mapping

Die neuen GroRRen werden wie folgt berechnet:

f(T’ Oé)ffﬂ/Qﬁ

by = ST (5.34)
A T (5:35)
no= sp/lspal, (5.36)

Spy1 = SV — 2[AYn, (5.37)

sl = am+ \/gA% (5.38)

Tpt1 = Jpr1Pn+1l+ Spt1- (5.39)

5.2 Implementierung und Verifizierung

Das in dem ersten Teil implementierte Element wird um demddeschriebenen aus (II) entnommenen Return-
Mapping-Algorithmus erweitert. Die Berechnung erfolgdiesem Fall auch mit Hilfe der numerischen Tan-
gente, obwohl sie fur plastische Verformungen nicht g@tigeet ist. Das Neo-Hooke-Material wird hier als
elastisches Material verwendet.

Die Ergebnisse des Elementes werden zunachst geprifzéenden dazu den in Abbildung 44 vorgestell-
ten einfachen Patch-Test. Alle geometrischen und physidten GrofRen sowie die Materialparameter fur das
Neo-Hooke-Material sind in der selben Abbildung gegeben.
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Abbildung 44: Der plastische Patch-Test

Zuerst wird das Element mit einer Spannung mﬂ% belastet. Da diese Spannung die FlieRspannung
nicht iberschreitet, muss sich das Element elastisclonaeh und die gleichen Ergebnisse wie das elastische
Makro-Element unter den gleichen Bedingungen liefern. taidachlich, die FlieBbedingung wird bei der
Berechnung immer erfillt. Die Knotenverschiebungen daste-plasische Makro-Element stimmen mit den
Verschiebungen des elastischen Makro-Element Gibereamnéch wird das Element einmal belastet bis die
FlieBspannung uberschritten ist und danach elastis¢hsgett Das Element plastiziert wie erwartet ab einer
Spannung vor00—Y. Die Plastizitat wird durch die verletzte FlieBbedingutegektiert. In der folgenden

mm?2 "

Abbildung, sind die Kraftd" = 20 aufgetragen.

500

400 . 4

200 . u

Spannung

-100 L 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

Verschiebungen u

Abbildung 45: Be- und Entlastungskurve

Die Steigung der Kurve im plastischen Bereich hangt von @tnopen Verfestifgungsparameteab.

5.3 Evaluationstest: Kragarm mit plastischen Verformungen

Die Stabilitat und die Losungsqualitat des elastofaken Makro-Elementes wird in dem Kragarmtest stu-
diert, derin Abbildung 46 dargestelltist. Wir benutzerrtgbenfalls das Neo-Hooke-Material mit den gleichen
Materialparametern wie fur den plastischen Patch-Test.
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Abbildung 46: Kragarm mit plastischen Verformungen

Der Test besteht darin, den Kragarm bis Bilrerschreitung der FlieBspannung zu belasten und dartisetas
zu entlasten. Dann wird die Losungsqualitat des Makmeteintes mittels einer Konvergenzstudie Gber die
Anzahl der Freiheitsgrade Uberprift. Ein Be- und Entlagsversuch des Kragarms mittels einer transienten
Last ergibt fur die vier Elemente die folgenden Kurven:

Makro-Element
Q1-Element

Q2-Element .
Cosserat-Element

Reaktionskraft an dem Punkt P in 3-Richtung

-1 i i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Verschiebung des Punktes P in 3-Richtung

Abbildung 47: Be-Entlastungszyklus des Kragarms

Das Makro-Element gibt ein exaktes elastisches Verhalteiick, wie auch alle anderen Elemente. Die
Ergebnisse unterscheiden sich in dem nichtlinear pldsis8ereich, wobei das Makro-Element nicht optimal
gegen die exakte Losung konvergiert. Die plastischem®miéna wie diéJberschreitung der FlieBgrenze, die
Verfestigung und die plastischen Dehnungen werden im Raftieses Beispiels beobachtet.

Diese Beobachtung lasst sich auch im Rahmen der folgendewekgenzstudie bestatigen:
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Abbildung 48: Konvergenzstudie-Verschiebung des Purfktéser die Anzahl der Freiheitsgrade

Wir stellen hier das gleiche Elementverhalten und die gkeiklassifizierung fest, die unter den elastischen
Versuchen vorgewiesen wurde. Das Makro-Element besitzbesseres Konvergenzverhalten als das Q1-
Element und ein schlechteres als das Q2- und das CosseratH.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit bestand darin, das Veehatines neu entwickelten finiten Elementes, das
Makro-Element, fir besondere Belastungsfalle zu stedieDie Theorie fir die Berechnung der Spannungen
am Element basiert auf die Cosserat-Point-Theorie, dietdueue Kinematikansatze charakterisiert ist.
Das Elementverhalten wurde speziell fur nichtlinear tedabe und plastische Deformationen betrachtet.
Die zugrundliegende Theorie wurde im Rahmen dieser Arhesfidarlich dargestellt. AnschlieBend wurde
die Theorie numerisch umgesetzt und in das Finite-ElemAmatysis-Programm FEAP implementiert.
Fokussierend auf zwei Problemen, Locking und Hourglasswgde eine Reihe von Tests durchgefiihrt.

Das Makro-Element wurde zunachst fur die numerischeuhgsvon elastischen Belastungsfallen von
klassischen Balkenbeispielen, diinnen Strukturen undhéie8end auch fir ein inkompressibles Material
verwendet. Konvergenzstudien wurden fir vier unterstifube Elemente durchgefiihrt: das Makro-Element,
das Q1-Element, das Q2-Element und das Cosserat-Elemetiesem Teil konnte man schon feststellen, dass
das Makro-Element im Hinblick auf das Locking-Problem leegptimale Losung darstellt. Er ist immerhin
ein klein wenig besser als das Q1-Element aber seine Legistaterscheidet sich sehr von den anderen
Elementen im Hinblick auf die Konvergenz der Losung. ES8 l&ch auch bemerken, dass die Netzqualitat
die Losungsqualitat stark beeinflusst. Bei dem elastiscrest fir das inkompressible Material tauchte kein
Hourglassing auf.

Die Kombination der elastischen und plastischen Deforonagm wurde in einem nachsten Schritt be-
handelt. Ein Kragarm wurde mit dem Makro-Element modeliierd einmal belastet bis ziitberschreitung
der FlieRgrenze und anschlieRend elastisch entlastetseMeozedur wurde fur mehrere Netzaufldsungen
durchgefuhrt. Es lasst sich daraus schlieen, dass desoNEement vergleichbares Konvergenzverhalten
wie unter den elastischen Belastungen aufweist. In and&ieten, das Makro- Element liefert ein besseres
Konvergenzverhalten als das Q1-Element aber ein schieshtds das Q2-und das Cosserat-Element. Ein
Be- und Entlastungszyklus konnte mit dem Makro-Elemertikgerechnet werden, wobei der nichtlineare
plastische Bereich realistisch wiedergegeben wurde.
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