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Le probleme de I'enseignement des mesures des grauods géomeétriques a
partir de I'exemple des aires.
Marie-Jeanne Perrin-Glorian, Université d’Artoid).F.M. Arras
et équipe DIDIREM, Université Parig.7

Introduction

Le terme grandeur, couramment utilisé autreforssda&nseignement, a pratiquement
disparu du vocabulaire utilisé dans le secondare tle la réforme des mathématiques
modernes et n’a pas reparu depuisest difficile de le définir proprement de mare un tant
Soit peu générale. On peut se reporter pour destitexs dans ce sens a Bourbaki, a la brochure
"Grandeur mesure" de I'A.P.M.E.P. (1982) et a uiclarde Nicolas Rouche dans Repéres-
IREM (1994%. En ce qui nous concerne, nous nous limiteronsgaardeurs géométriques,
longueurs, aires, volumgsnseignées dans le cours de mathématiques dsesoledaire, les
autres étant plutdt du ressort d’un cours de plgsitjous ne nous interdirons pas pour autant
de référer a des grandeurs physiques comme la maissst qui est abordée en primaire avant
I'aire ou le volume. Nous tentons dans cet artécla fois d’élucider un certain nombre de
points théoriques concernant la mesure de ces gumanet de proposer quelques réflexions
didactiques aussi bien sur les difficultés que eoisurmonter les éléves que sur les problémes
gu’on veut les amener a pouvoir resoudre. Noussaphrs particulierement étudié le probleme
de la mesure des aires, c’est pourquoi notre riéflesera un peu plus approfondie dans ce cas
que dans celui des volumes.

1. Les objets en présence, les cadres en jeu.

Dans un probléme concernant la mesure, ap@aori au moins trois types d’objets en
jeu, référant a trois cadres ou domaines d’actwuiiférents : un objet matériel qui renvoie a
la réalité physique, par exemple un cube de bais, grandeur physique ou géométrique
renvoyant a la physique ou aux mathématiques y@mnple la masse de ce cube ou son volume
ou la longueur de son aréte et un nombre qui reocdnapte de la mesure de la grandeur
considérée une fois qu’on a choisi une unité. Adeng’intéresser aux unités, remarquons que
dans le cas des grandeurs géométriques (longuaites, volumes), il faut distinguer un
quatrieme objet qui est I'objet géométrique culbepime partie de I'espa® (a isométrie prés
ou non suivant le cas), distinct de I'objet matége de la grandeur. Comme nous nous
intéressons ici aux grandeurs géométriques, nousd&Ererons des objets géométriques, c’est-
a-dire que nous négligerons, en la considérant aoitnamsparente, la relation entre I'objet
matériel et I'objet géométrique qui le modélisegoe comme chacun sait est une hypothése
hardie quand on s’intéresse a I'enseignement dagsolNous ferons une petite parenthése a
ce sujet pour distinguer mesure et mesurage au mtapaenous parlerons d’approximations.
Nous identifierons donc le plus souvent l'objet métrique et I'objet matériel ou sa
représentation sur une feuille de papier, ce qusrmmnne le schéma suivant :

1 Cet article a été écrit aux alentours de 199%ielqyes notes ont été ajoutées en 2016.
2 Depuis les programmes ont réintroduit la notiomyandeur en 2005.

3 Voir aussi Perrin (2011).

4 Nous n’abordons pas le cas des angles.
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Une unité a été choisie.
Elle est représentée par I'objet géométrique A erndeur a correspondante.

Précisons le vocabulaire que nous utilisons pouartiele puisqu’il a beaucoup varié (Perrin-
Glorian, 1990) et qu'il n’est pas sOr gu'il soittiémement fixé. Pour les longueurs, nous
parlerons de segment pour l'objet géométrique etlahgueur pour la grandeur ; en
dimension 2, nous parlerons de surface pour I'aigemeétrique et d’aire pour la grandeur ; en
dimension 3, nous essaierons de réserver le mamehk la grandeur et de parler de solide
pour I'objet géométrique. Dans le cadre des grarsjewous ne distinguons pas la grandeur
comme "caractéristique-a-quantifier" (sans mesatdn grandeur mesurée, "caractéristique
quantifiee" quand une unité a été fixée (3 cm pangle) comme le fait C. Janvier (1996),
puisque nous cherchons a caractériser ici la nateseobjets et des domaines étudiés. En
revanche, cette distinction est pour nous tres itapte au niveau des taches. Nous considérons
en effet qu'il faut travailler sur la grandeur samssure avant d’introduire la notion d’unité et
la mesure. Nous nous expliquerons plus bas surioé i nous faut d’abord préciser quel sens
nous donnons a la notion de grandeur. Signalomstdée que, dans cet article, le mot grandeur
aura nécessairement deux sens que seul le coperxtettra de distinguer : d’une part c’est
un terme général qui sert a opposer les pointsudecomme ci-dessus pour distinguer la
grandeur de I'objet ou du nombre, d’autre paresgigne chacune des grandeurs particuliéres
comme aire ou volume.

2. La notion de grandeur. Intérét de I'exemple deaires.

L'intérét de la mesure est de traduire en probtesw les nombres des problémes
portant sur des objets matériels (comparaisonjoaun.). La grandeur permet de dire de quel
point de vue on considére l'objet : longueur deéfa, aire latérale, volume, masse. Mais,
comme le dit Lebesgue (1931-1935, réed.1975, pebbipnathématiques, on peut se passer de
la notion de grandeur'emploi du mot mesure dans la dénomination "mesigs aires" a la
méme signification que pour la "mesure des longsleuil rappelle qu’on doit avoir choisi
une unité pour parler de l'aire ou de la longuelgsquelles sont des nombres. Ce sont ces
nombres qui, seuls, servent en mathématiques e Bbchacun de surajouter a ces notions
mathématiques des notions métaphysiques mais -celles doivent pas intervenir dans
I'enseignement"Rappelons qu’il s’agit d’enseignement dans lass#s terminales.

Cependant, a I'issue de nos recherches sur I'gmseient des aires (Douady et Perrin-
Glorian, 1989), il nous semble que I'identificatidés le début de I'apprentissage de la grandeur
et du nombre améne des confusions chez les élgasye nous le montrerons ultérieurement,
c’est pourquoi les distinctions entre ces troisepOhous paraissent essentielles dans
I'enseignement élémentaire et au début du collégmains, non pour que I'on demande a
I'éleve de les distinguer mais pour que I'enseigsait bien au clair sur ces distinctions et soit
toujours conscient du niveau ou il se place poahyaer correctement son enseignement et les
difficultés que peuvent rencontrer les éléves. Ceminpar exemple comprendre la notion
d’unité et les changements d’unité si I'on ideptgrandeur et nombre ? Le mathématicien peut
fixer une fois pour toutes I'unité, pas le physicre le professeur de college.
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Notons dés maintenant que le probleme du choiredwnité se pose a deux niveaux
pour les grandeurs géomeétriques "produit” commaites et les volumes. Il se pose de maniére
directe comme pour toutes les grandeurs : mesumersurface a l'aide une surface unité
quelconque, en reportant ou en la découpant, cestque nous appellerons l'aspect
unidimensionnel de la mesure des aires. Mais das®e tout autrement quand on choisit une
unité d’aire définie a partir d’'une unité de longueles mesures d’aires vont alors se déduire
de mesures de longueurs par un calcul et I'étaiisat de formules, c’est ce que nous
appellerons I'aspect bidimensionnel de la mesuseades. Pour les volumes, nous aurons aussi
un aspect unidimensionnel (mesurer des volumes d@gwolumes) qui prévaut dans le cas
des capacités ou nous avons d’ailleurs un systéleités en base 10, un aspect
tridimensionnel visible dans le systeme d’unitéseli®u les unités de volume sont dérivées
des unités de longueur, et qui se complique icil@dait qu’'un volume peut aussi étre vu
comme le produit d'une aire par une longueur.

Reste a savoir comment on peut définir une granetesi on peut donner un fondement
mathématique a cette notion. On peut définir landear comme une classe d’équivalence
d’objets, comme le font les auteurs de la broch@eandeur mesure" de I'A.P.M.E.P. ou
Rouche (1994) dans son axiomatique et c’est aesgoint de vue que nous prendrons.
Cependant, suivant le cas, on peut ou non défatie celation d’équivalence directement sur
les objets. Dans la brochure de I'A.P.M.E.P., Ie das segments est traité en détail : dans ce
cas on dispose d’un instrument qui permet de reptas longueurs, le compas ; de plus deux
segments de méme longueur sont superposablessldesaires est un peu différent et c’'est
en cela qu’il est intéressant : nous ne disposassdfinstrument qui permette de comparer
directement les aires ; si I'on veut définir larglaur en ne se limitant pas aux polygones, on
est obligé de passer par la mesure ou par une guaingleur pour laquelle la comparaison
directe est possible (masse ou volume de peinfrexemple) en réalisant un objet matériel
qui respecte certaines conditions (matériau homogkams un cas, bien lisse et non poreux
dans l'autre). Le volume est en fait moins difctle ce point de vue puisqu’on peut comparer
directement les volumes creux par transvasemeesetolumes pleins par immersion. Pour
donner un fondement mathématique a la notion dadgwa, en I'absence de moyen de
comparaison directe, on peut toujours passer paetre définie sur les objets.

Sur un plan théorique, on ne peut donc guére idédiigrandeur aire sans passer par la
mesure définie sur les objets géométriques : ldimae surface sera la classe d’équivalence de
cette surface pour la relation "avoir méme mesuBspendant on peut donner un sens a
I'expression "deux surfaces ont méme aire" sansegpgsar la mesure dans des contextes,
limités certes, mais suffisamment significatifs,mtoe le découpage et recollement sans
chevauchemeht Nous allons maintenant examiner les définitioossibles de la mesure des
aires d’un pur point de vue mathématique.

3. Des définitions possibles de la mesure des aires

Le plus souvent, dans I'enseignement on admetité ga choix d’'une unité, I'existence d’'une
fonction qui, a une surface pas trop excentrigeggee sa mesure et on se contente de trouver
des moyens de calculer ses valeurs a partir dailcest mesures de longueur. En fait il n’est
pas nécessaire de supposer I'existence et on pénirda fonction mesure en méme temps
gue I'ensemble des surfaces sur lequel elle estidéNous esquissons ici les grandes lignes
de deux exposés, celui de Lebesgue (1931/1975¢ parit est le plus économique sur le plan

5 Ainsi, le théoréme de Bolyai assure que si delixgames ont méme aire, on peut passer de I'unudrégar
découpage et recollement.
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théorique et celui d’Hadamard (1900) parce quilmsche de la démarche qu’on adopte en
général dans I'enseignement élémentaire.

Dans les deux cas, on peut dire, en termes maglequéon cherche a définir une
application p définie sur une parfiede ?(R?), u :S — Rt qui vérifie les propriétés :
- 1 est positive :[{SOS) u (S)>0
- W est additive :[{$,00 8) (OSU 5) [S1n S, = 9= pu(SUS) = u(S) + ()]
- F est invariante par isométrie : pour toute ismi@é deR2 on a (ISO S) u(f(S)) = u(S)
Une telle mesure est appelée mesure simplemenivaddu étendue. Remarquons que nous
ne demandons pas I'additivité pour un ensemble ménable de surfaces : cette demande
pourrait donner une autre famille de surfaces,sla$aces Lebesgue-intégrables. On peut
montrer que les conditions ci-dessus entrainentsgoea choisit un carré C, qu’on appellera
carré unité, pour lequel on décide que p(C) = gsjudéterminée de maniere unique sur un
certain ensemblé de surfaces (une surface est une partiB2Jeui contient les polygones,
est contenu dans I'ensemble des parties bornéeg)@t appelle 'ensemble des surfaces
quarrables. On peut de plus montrer que p estidéfinn coefficient de proportionnalité prés
surs : en effet, si on change de carré unité, toutesnesures sont multipliées par k, ou k est
la nouvelle mesure de I'ancienne unité, c’est-a-diron choisit C’' et qu’on définyttelle que
Y(C) = 1, pour tout A1 S, on ay(A) = Y(C)U(A) [ou p(A) = L(C'Y(A) puisque p(CYC) = 1].
L’ensembleS a une structure d’anneau de Boole ou clan, c'ekteaqu’il est stable par union,
intersection, différence et différence symétriguais cet anneau n’est pas unitaire puisgée

tout entier n'est pas quarrable et il n’est pas plus stable par complémentaire : les parties
quarrables sont bornées.

a) exposé de Lebesgue

Pour définir I'aire qul identifie a sa mesur
Lebesgue consideren quadrillage a maille carr =
(fixé) Qo et des raffinements j@le ce quadrillag
obtenus en coupant les c6tés des carrésgdEnQ0 H4
(par exemple) a chaque fois. : m===
Si D est une partie du plan, on considére le nomrs
de carrés du quadrillagg Qui sontcontenus dans

et le nombre N de carrés du drillage qui

Ni_n
rencontrent D. SW — 0 on dit que D es N N
am== \
quarrable et on définit F(D) | l;m — = lim = =

OOL -0 1OOL

Il n’est pas évident de voir que l'aire ainsi déiveérifie bien les propriétés qu’on voulait,
en particulier I'invariance par isométrie, ni méieefait que les polygones sont quarrables.
Lebesgue traite d’abord le cas des polygones guipode deux points cruciaux : la
démonstration du fait qu’'un segment a une aireenetll’invariance de I'aire d’'un polygone
par symétrie orthogonale. L'ensemble de la dématistr passe par les étapes suivantes :

1. - Tout rectangle dont les c6tés sont paralleleslignes du quadrillage a une aire qui vaut
absia etb sont les mesures des c6tés du rectangle en preorante unité la longueur du coté

du carré. On a donc aussi l'invariance par traiwsiadt 'additivité pour les rectangles dont les
cOtés sont paralleles aux lignes du quadrillage.
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2. - Tout polygone a une aire. Cela repose esdlentient sur le fait que les carrés qui
comptent dans lesNsans compter dans leg sont ceux qui rencontrent la frontiére du
polygone, que le bord d’'un polygone est formé diambre fini de segments et qu’'un segment
a une mesure nulle.

3. - L'aire est invariante par isométrie. Lebestyage d’abord le cas des polygones. Il montre
en premier lieu l'invariance par translation engidérant la famille de quadrillages (carrés V
transformés des quadrillages initiaux (carrdgdr la méme translation et en se servant du fait
que l'aire des rectangles paralléles aux bordsuduligjlage est invariante par translation, donc
que l'aire des carrési\est la méme que celles des carr¢gs@ela lui permet de montrer
I'additivité de l'aire des polygones et de donnee wcondition nécessaire et suffisante pour
gu’'une surface soit quarrable : "pour qu'un domdnait une aire, il faut qu’il puisse étre
couvert par un polygone E et qu'il couvre des pohaps | extérieurs les uns aux autres de
maniere que l'aire de E surpasse la somme des @@®d d’aussi peu qu'on le veut. La
réciproque est vraie". Il montre ensuite l'invagarpar symétrie orthogonale en construisant
un nouveau réseau de quadrillages (carr@scbihstruits sur un carré dont un coté est ponté pa
I'axe (d) de la symétrie.

4. - Grace al'’encadrement des surfaces quarrgbisonques par des polygones, l'invariance
par isométrie de I'aire des polygones entraineadsltoutes les surfaces quarrables. Ce résultat
permet d’affirmer que I'aire ainsi définie ne dégaque du choix de l'unité de longueur (de la
taille du carré unité et pas de sa position).

5. - ll reste a voir I'effet d’'un changement d’unide longueur : si ¢ est la nouvelle longueur du
carré unité de I'ancien quadrillage, A I'ancienne &t A’ la nouvelle, on a A’ = AZ |l faut
remarquer que cela donne en méme temps |'effeteddimilitude de rapport k sur les aires :
elle multiplie les aires parzk

b) exposé d’'Hadamard

La méthode que propose Hadamard dans son cougéaeétrie élémentaire (1898)
consiste a traiter d’abord le cas des polygoneseeservant de I'additivité et a n'utiliser les
encadrements que dans le cas de surfaces pluseca@apDans sa premiére édition, il admet
I'existence de I'aire et se contente de donnemadegens de la calculer mais dans les éditions
suivantes, il ajoute la note D ou il montre quét éutile de supposer I'existence de I'aire : on
peut la démontrer. Nous retracons ici les grantlgses de cette définition.
Il faut remarquer d’abord qu’Hadamard définit lmgomme une grandeur et qu'il distingue la
grandeur de sa mesure qui est un nombre. |l énsgxeesultats en termes de grandeurs en
faisant remarquer que tout ceci n'a de sens quaitnda convention formulée au début (n°18,
106). Par exemple, dire que "l'aire d’un rectarggele produit de ses dimensions" signifie que
"le nombre qui mesure l'aire d’'un rectangle estl égaproduit des nombres qui mesurent
respectivement sa base et sa hauteur”. Cela reviding qu’il cherche a définir 'aire comme
"grandeur-quantifiée” (Janvier, 1996) en prenanirpmité l'aire du carré qui a pour coté
'unité de longueur ou qu’on ne peut définir lamptaur qu’en passant par la mesure. C’est
exactement le point de vue que nous avons adoptélegaragraphe précédent.
Exposons d’abord les grandes lignes de la présemtdt corps de I'ouvrage. Il établit en
premier lieu que I'aire d’'un rectangle est égalepeaduit des deux dimensions. Il en déduit
'aire d'un parallélogramme par découpage et reoodnt, puis d'un triangle (demi-
parallélogramme), et d'un polygone par découpagéiengles, avec les cas particuliers du
trapeze et du polygone régulier.
Pour la définition de la note D, Hadamard montebdrd que, pour un triangle quelconque, le
produit d’'un c6té par la hauteur correspondantéeastéme pour les trois cotés (en se servant
des triangles semblables). Il appelle aire du ¢fimice produit multiplié par un facteur k fixé.
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Cette définition assure l'invariance par isométReur définir I'aire d'un polygone a partir
d’'une décomposition en triangles, le probleme esndntrer que le résultat obtenu ne dépend
pas de la décomposition choisie. Pour cela Hadapraagde tres astucieusement en montrant
I'équivalence de deux définitions de l'aire.

Etant donné un point quelconque O du plan du tk&ABC, il considere les trois triangles
ABO, ACO, BCO. Chacun de ces triangles sera diithddO est du méme c6té que ABC par
rapport a la base commune, il sera dit soustrdatifs le cas contraire. || montre ensuite, en
examinant tous les cas possibles, la propriétéaatevpour un triangle ABC et un point
guelcongue O de son plan : la somme des airesidaglées additifs diminuée de la somme des
aires des triangles soustractifs (s’il en exisgt)égale a I'aire du triangle ABC.

Il étend cette propriété au polygone en établispantécurrence sur n la propriété suivante :
"Soit un polygone décomposé d’'une fagcon quelcoagus nombre quelconque n de triangles,
et un point quelconque O du plan, que l'on joirtbas les sommets, la différence S entre la
somme des aires des triangles additifs et la someseaires des triangles soustractifs de
sommet O est égale a la sommales aires des n triangles en lesquels est décaimigos
polygone.” Cette propriété va permettre de montrer d’'une gaetS ne dépend pas du choix
de O et d’autre part gue ne dépend pas de la décomposition en trianglderat de définir
I'aire du polygone comme la valeur commune de &ét

On peut ensuite étendre la définition de l'aireea durfaces non polygonales en recourant a
des encadrements par des polygones et a la naitimite, comme le fait Lebesgue.

4. Quelques questions théoriques concernant les ed et les volumes résolues au 20éme
siecle.

Ce n’est qu’'au début de ce siécle qu'ont été ussglielques problemes concernant les
aires et les volumes, en patrticulier celui de gasida mesure des aires pouvait se prolonger a
toutes les parties bornées du plan. Il y a deuanggs possibles suivant que I'on s’intéresse a
la mesure de Lebesgue (dénombrablement additivé ndais n'avons pas parlé ici) ou a l'aire
définie sur les surfaces quarrables comme dangd®xde Lebesgue pour 'enseignement que
nous avons présente.

1) On ne peut pas prolonger la mesure de Lebesgmet & plan en conservant I'additivité
dénombrable. Ceci se démontre en utilisant 'axidionehoix. On montre méme que "il existe
une partie de R non Lebesgue-mesurable” est éguivall’axiome du choix (AC). Pour cela,
on utilise un énoncé équivalent a AC : il existe base de R comme espace vectoriel sur Q.
2) Cependant, on peut prolonger la mesure descasrtpuarrables a tout le plan (avec additivité
simple) mais on perd l'unicité :

Plus précisément, Banach (1923, 19@vinontré qu’il existe un prolongement H de la
mesure des surfaces quarrables défini sur tousgsaldies bornées et un ensemble W qui est
Lebesgue-mesurable de mesure nulle et tel que #HMat il existe un autre prolongement qui
coincide avec la mesure de Lebesgue quand I'ensessblLebesgue-mesurable.

En revanche ceci n’est pas vrai dans I'espac@a@aet TarsKj s’appuyant de maniére
essentielle sur un résultat de Hausdorff (1914),neontré en 1924 qu’étant données deux
boules de rayons différents B et B’ on peut enweowne décomposition finie :

6 Voir l'article de Banach "Sur le probléme de lasme" publié en 1923 dans Fundamenta Mathematfcde n
[p. 7-33] repris dans les ceuvres complétes de Bafmd7...)

7 Ce résultat a été publié dans Fundamenta Matleaeat® 6. p. 244-277 et repris dans les ceuvrepléoas
de Banach p. 118 a 148.
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i=n i=n
B= UBi et B = UBi avec B et Bj isométriques pour tout i.
i=1 i=1
Evidemment, les morceaux ne peuvent pas étre nigesnma au sens d’'une mesw-additive,
ni au sens d’une mesure simplement additive.
Sur cette question, qu'on appelle le paradoxe desétaff-Banach-Tarski, on peut trouver des
explications élémentaires dans un petit livre dedWauinot (1991) aux éditions Aléas.

Un autre probléeme posé par Hilbert (3éme problémeHilbert) au congres des
mathématiciens de 1900, que Dehn a résolu pardatiwé la méme année, était de savoir si
deux polyédres de méme volume étaient équidécorhlessan polyédres. On savait que cette
décomposition était possible pour des polygoneséme aire (théoréme de Bolyai) mais la
question était alors ouverte pour les polyedresbddi pense qu’on peudtirouver deux
tétraedres de méme base et de méme hauteur qué sebslivisent d’aucune maniére en
tétraedres superposables, et qui ne se laissent@apléter par des tétraedres superposables
en des polyedres pour lesquels une telle subdivesidétraedres superposables soit possile.
Le théoreme de Dehn a fait I'objet d’'un problem&@agrégation de mathématiques (1985).

5. Les différentes taches liées a la mesure

Dans ce paragraphe, nous allons caractériseiffésedts types de problemes que les
éléves de colléege peuvent rencontrer dans les érmsd de mesure. Nous avons jusqu’ici
examiné des questions théoriques concernant laremeSunous nous intéressons maintenant
aux taches a proposer aux éleves, il nous fauhdistr 'aspect mathématique de la mesure,
auquel nous réserverons le mot "mesure” de sonciagbgsique lié a l'utilisation d'un
instrument et a la réalisation effective d’'une nmmesur un objet matériel que nous appellerons
"mesurage”. Comme nous nous intéressons aux megaoesétriques au college et plus
spécialement aux aires, c’est surtout a la mesuwgenqus pensons, les problemes de mesurage
concernant surtout les longueurs et les grandelysigues. Nous y reviendrons dans le
paragraphe sur les approximations. Cependant tddgmes de mesurage restent a l'arriére-
plan des taches concernant la mesure répertodees i

Pour caractériser les problemes de mesure augeoll®us nous inspirerons de la
classification que Paula Moreira-Baltar a établangl sa thése (1996) pour les aires en
s’'appuyant sur la théorie des champs conceptuel #ergnaud (1991) et sur les hypothéses
didactiques que nous avions formulées en conclusiome recherche menée avec R. Douady
(1989). Nous reprenons son plan qui distingueyiess de questions et les types de procédures
en tachant d’y inclure aussi le volume.

- Situations statigues de comparaison : il s’agitadmparer plusieurs aires ou plusieurs
volumes donnés. Les données sont des objets géguestrou des grandeurs quantifiées ou
non, la réponse attendue est une comparaison. ruesadonnées plusieurs procédures sont
possibles :
* comparaison directe par inclusion : la procédanelus élémentaire mais qui ne permet
pas toujours de conclure,
* ¢quidécomposabilité (découpage de chaque sudaate chaque domaine en parties
isométriques) : théoriquement toujours possibler pesi polygones de méme aire, mais
pas toujours facile a mettre en ceuvre dans laqutipas toujours possible pour les
polyédres (théoréme de Dehn),

8 Traduction de P. Cartier dans son exposé suljé¢ su séminaire Bourbaki en juin 1985.
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* procédure numérique (comparaison de nombres)orsidispose des mesures de ces
aires ou volumes, on se raméne alors a la compards nombres. Si I'on dispose de
mesures de longueurs on pourra se ramener a cettédpre en effectuant d’abord une
tache de calcul gu'on peut effectuer de diversesiénas (pavage ou formules),

* mesure comme grandeur unidimensionnelle : regiarte unité, c’est un cas particulier
de I'équidécomposabilité qui permet des encadresnenii peuvent suffire pour
conclure ; c’est le pavage pour les aires (quuastsous-tache pas forcément évidente),
procédure privilégiée sur quadrillage (& mailleréarou non, que le quadrillage soit
fourni ou a construire) ou pour les volumes cre@mplissage de récipients avec des
verres),

* recours a des mesures d’autres grandeurs : mpesedes aires ou pour les volumes,
volumes pour les aires (pots de peinture),

* utilisation de l'aspect bidimensionnel de l'ai@i tridimensionnel du volume :
comparaison de longueurs pour les aires, de lomgweud’aires pour les volumes. C’est
une procédure utilisable surtout pour les surfamevolumes usuels par le biais des
formules : par exemple si des parallélogrammesiomdté de méme longueur, les aires
sont dans le méme ordre que les hauteurs correapts] une médiane partage un
triangle en deux triangles de méme aire, les votutleecOnes de méme hauteur sont dans
le méme ordre que les aires de leur base... Cescan@®ne sont pas de méme nature
que les procédures numériques de calcul de l'eliles demandent la maitrise de I'aspect
multidimensionnel de la mesure des aires ou voluaiess que le calcul demande
seulement I'application d’'une formule et la recassance des éléments pertinents de
I'objet géométrique.

- Situations dynamiques de comparaison : il s’dgivoir comment I'aire ou le volume varie
quand certains éléments de I'objet géométriquesmgrie plus souvent dans le cas de surfaces
ou volumes usuels, par exemple comment varie |dirgarallélogramme articulé, comment
varie le volume du prisme dans une déformationoguiserve les sections paralléles a une
direction de plan et les hauteurs dans la directierpendiculaire ; mais aussi 'effet des
transformations géométriques ou des agrandisserm@niiss aires et volumes, la relation entre
aire et périmetre, surface latérale et volume danelles déformations. Ces situations sont en
relation étroite avec le point de vue précédentvisent a la maitrise de l'aspect
multidimensionnel des grandeurs en jeu (longueaires, volumes) en méme temps qu’'a
I'articulation de ces différentes grandeurs pae€léses : dissociation mais aussi mise en place
des relations qui les lient ; elles peuvent vadermaniere différente sans pour autant étre
totalement indépendantes. Les éleves peuventifdneenir le point de vue dynamique méme
guand la question posée est une comparaison sat@deux aires ou deux volumes.

- Situations de mesure, une unité étant fixée’'amit ici de produire un nombre a partir de la
donnée d’'un objet géométrique, cette tache peet édcidée par I'éleve lui-méme pour
répondre par exemple a un probleme de comparai€on.retrouve ici les aspects
unidimensionnels ou multidimensionnels de la mesureant que I'unité fournie est une aire
ou un volume représentés par un objet géométripgtit pavé par exemple) ou que c’est une
unité dérivee des unités de longueurs. Parmi lexéplures, on retrouve celles déja
mentionnées pour la comparaison : mesure directepart de I'unité, découpage de la surface
ou du volume en éléments disjoints (additivitégoras aux formules.

Il faut distinguer les situations ou I'on pourratefir une mesure exacte (il s'agit d’objets
géomeétriques et non d’objets matériels) des cd®oaura seulement un encadrement comme
pour les surfaces a bords arrondis pour lesquetias ne disposons pas de formules. Nous ne
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considérons pas ici les formules approchées conatescgu’on pouvait trouver dans des
manuels anciens pour calculer le volume d’'un tounéous reviendrons dans le dernier
paragraphe sur un autre aspect des approximatiemsadrements : celui de I'imprécision des
mesures due a l'instrument et aux encadrementsrgdécoulent, en particulier encadrement
d’aires ou de volumes a partir de longueurs.

- Situations de changement d’unité : il s’agitdei passer d’'un nombre a un autre nombre par
comparaison des unités. Suivant le cas, cela pasister en un simple calcul numeérique si la
mesure d’une unité avec l'autre est connue oupmild se ramener a une tache de pavage siles
unités sont données dans le cadre géométrique,amaipeut demander aussi le passage par
une troisieme unité si le rapport entre les deutéariournies n’est pas facile a trouver. On va
donc trouver des sous-taches d’ordre géométriqumimerique qui peuvent constituer a elles
seules un véritable probleme pour les éleves. &®s auxiliaires devront alors étre des outils
disponibles pour les éleves. Le changement d’'urdiss le systeme légal d’'unités fait
intervenir de maniére essentielle I'aspect multehsionnel des grandeurs en jeu et demande
la disponibilité des formules d’aire du carré etvlume du cube ainsi que celle du pavage.

- Production de surfaces ou de solides d’aire oualigme donné, de méme aire ou de méme
volume gu’une surface ou qu’un volume donné, d’pius grande ou plus petite gu’une surface
donnée, de volume plus grand ou plus petit qu’darae donné.

Les procédures qu’on peut mettre en ceuvre vontndiégpeles données et figurent parmi celles
gue nous avons explicitées dans le cas de la caimspar

- Rapports d’'aires et de volumes. Ces situationsqrd référer a des pavages, a des mesures,
a l'usage des formules ou a des agrandissemeniss MNidrouverons suivant les cas les
procédures déja evoquées.

Nous avons ici répertorié les situations en fomctie la question qui est posée aux éleves et
des procédures qu’ils peuvent mettre en ceuvre iatépau passage un certain nombre de
variables de ces situations. Il est clair que beapad’autres variables interviennent pour
expliquer les procédures ou les résultats des €léxaamment le matériel (papier blanc ou
quadrillée par exemple), la complexité de la tachee( situation peut faire intervenir
simultanément plusieurs des taches répertoriées eiplicitement ou implicitement),
l'initiative laissée aux éleves pour mettre en ceues outils (ouverture du probléme au niveau
de la réponse, de la méthode...), les nombres exigeu Pour une analyse précise de situation,
il faudrait prendre en compte ces autres variables.

6. Les conceptions des éleves, les difficultés. [pesnts essentiels pour 'enseignement.

Les problémes répertoriés ci-dessus font en geiméesagir les cadres géometrique et
numeérique, les éléves risquent donc de rencongéedificultés spécifiques de chacun de ces
cadres en plus des difficultés relevant plus paliécement de la mesure puisque les taches que
nous avons caractérisées contiennent des soust&gwmmeétrigues ou numériques. De
nombreux travaux existent dans ces domaines, neymrerons pas des difficultés sur les
nombres et, dans le domaine géométrique, nouslimoiisrons a ce qui est spécifique de la
mesure : découpage des surfaces en parties degpjpdivage, reconnaissance des éléments
géométriques pertinents pour utiliser les formuMmus trouvons la des difficultés cognitives
liées a l'utilisation des représentations, notamnderregistre des figures géométriques que V.
Padilla-Sanchez (1990) a étudiées dans sa thégiejharement la recomposition de figures)
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et de coordination entre le registre des figuresygriques et celui des formules. Pour notre
part, nous nous placerons sur un plan plus proekemhthématiques elles-mémes en essayant
de dégager les conceptions que les éléves mettertigre pour traiter les problemes d’aire et
de pointer des points clé dans I'apprentissage.

Comme nous I'avons analysé dans la partie théemtjgomme il ressort de l'inventaire
des situations concernant la mesure des airelée®s peuvent disposer de procédures
relatives au cadre numérique ou au cadre géométimdifficulté réside dans les interrelations
entre les deux cadres. Dans la recherche que nous anenée avec R. Douady (1989), nous
avons identifié deux conceptions de l'aire, I'uret ée au cadre numérique —I'aire est un
nombre qui se calcule—, l'autre est liee au cadrentgtrique —c’est un invariant d’'une
famille de surfaces. Les difficultés des élévesvpatiétre analysées a partir de la difficulté a
articuler ces deux conceptions. Dans la concepiimnérique, le risque est de ne pas distinguer
les différentes grandeurs en jeu, de confondrendss et d’étendre 'usage des formules a des
cas ou elles ne sont pas valables (par exempke l&aiproduit des longueurs des cotés pour
calculer l'aire du parallélogramme). Dans la coticgp géométrique, le risque est d’étre
sensible a la forme des surfaces et a difféeremices perceptifs (on concevra par exemple
difficilement la possibilité d'évaluer I'aire d’utriangle en c) et aussi d’amalgamer les
différentes caractéristiques de la surface, cecguduit par exemple a penser qu'aire et
périmétre varient nécessairement dans le méme e que c’est vrai dans le cas des
agrandissements ou réductions. A la suite de éattde, nous avons formulé les hypotheses
didactiques suivantes, que la these de P. Moreil@B(1996) tend a conforter :

- (H1) - Le développement dans I'enseignement cheept d’aire en tant que grandeur aide les
éleves a établir les relations nécessaires ergrealdres géométrique et numeérique.

- (H2) - Une identification trop précoce entre gtanrs et nombres favorise I'amalgame des
différentes grandeurs (ici aires et longueurs).

- (H3) - Dans le cadre géométrique, une interaaiare les points de vue statique et dynamique
est nécessaire dans la conceptualisation de lalguaraire et dans sa dissociation de la
longueur.

L’apprentissage des éleves concernant les mesatakesur une trés grande période allant de
I'école élémentaire (et méme la maternelle si atuindes expériences sensibles préalables)
jusqu’a l'université pour le calcul d’'aires et volas par des intégrales, sans parler des
questions théoriques concernant la mesure. Il rpast question ici de survoler tous les
problemes de cet enseignement, nous voulons macuetgques points qui nous paraissent
importants pour I'école élémentaire et le collegkos veut que les aires soient disponibles
ensuite dans des démonstrations ou pour constdgéir@eouveaux concepts comme celui
d’intégrale :

- travail sur 'aire sans mesure par découpagelsrnent et sur papier non quadrillé pendant
une période suffisante avant l'introduction des unes,

- travail sur papier quadrillé et déplacementsangements de points de vue entre le quadrillage
et le papier blanc,

- pavage avec des unités variées, pas seulemecaidés et pas seulement sur papier quadrillé,
pour bien installer I'aspect unidimensionnel darlasure de I'aire avant d’aborder I'aspect
bidimensionnel et la coordination avec les longsgur

- dissociation de l'aire et du périmetre sans nederl’aire, avec ou sans mesure du périmetre.

9 P. Moreira Baltar explicite dans sa thése un tertambre de "théorémes en acte" utilisés parléegs.
(Précisons que le théoréme en acte est une catistrdel chercheur : tout se passe comme si I'élglisait ce
théoreme, méme s'il ne le formule pas).
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La recherche dont jai parlé est déja assez aneidnone dizaine d’années) et on trouve
maintenant dans beaucoup de manuels des exercsegs & montrer qu’aire et périmétre ne
varient pas forcément dans le méme sens mais sespluvent c’est par l'intermédiaire des
nombres que I'on établit ce résultat. Il nous semilportant que les éleves puissent travailler
cette dissociation sur les caractéristiques géaonués des figures, dans le cadre géométrique
puisque c’est plutdt a la conception géométrique fgwt rattacher cette difficulte.

- établissement des formules en relation aveaiewiants géométriques des figures, y compris
dans le cas ou la hauteur tombe a I'extérieur.diférents moyens de calculer doivent étre
considérés et déclarés équivalents. Nous reviesdiance point dans le paragraphe suivant,

- changements d’unités non seulement pour lesautégales mais pour des unités variées,
appuyés d’abord sur I'aspect unidimensionnel dadaure des aires.

- utilisation d’encadrements pour des surfaces mu® peut pas mesurer exactement, que ce
soit par pavage ou par des formules.

En ce qui concerne le volume, un certain nombreailes étudiés dans le cas des aires
peuvent sans doute étre transférés. Une étudéglepe de Vergnaud (1982), réalisée au début
des années 80, analyse un certain nombre de dliéicd’éléves de cinquieéme ainsi que des
séquences didactiques qui leur ont été proposétte €ude est surtout centrée sur la mesure
(passage au nombre) et le lien entre les aspeasnamsionnels et tridimensionnels de la
mesure des volumes qui apparait notamment dansideme du "cube du coin” : faut-il ou
non le recompter a chaque fois quand on cherchéieonon peut mettre de cubes dans la
longueur, dans la largeur et dans la hauteur daafie parallélépipédique ?

Dans le cas du volume I'aspect grandeur physiqos slan interaction avec d’autres grandeurs
physiques comme la masse intervient plus fortemeet pour les aires et la manipulation
d’objets matériels est sans doute un élément foedtahdans la conceptualisation. De plus,
dans ce cas, viennent se greffer les problemesptésentation plane d’objets de I'espace, ce
qui fait que le passage a I'objet géométrique e¢tannaissance des éléments pertinents pour
utiliser les formules sont plus difficiles. De mén@rmis le cas du prisme et de certaines
pyramides, I'établissement des formules est pratigent impossible avant la classe de
Terminale. Il faut espérer que le travail réaliaéglle cas des aires puisse porter ses fruits aussi
pour l'utilisation des formules dans le cas desinws.

Les problemes de mesure interferent avec beaw®mdpmaines mathématiques : nous
avons parlé des nombres et de la géométrie bianaigril y a aussi la proportionnalité qui met
le plus souvent en relation des grandeurs et le@sures, et aussi des rudiments de calcul
algébrique par le biais des formules. Notons ge&’dgit bien d’'une interaction : des
connaissances sur les nombres et la proportioarnsdiht nécessaires pour aborder certains
problemes de mesure mais inversement la résolutemproblemes de mesure intervient
fortement dans la conceptualisation des notionsotebre et de proportionnalité.

7. Le rble des formules. Conditions pour qu’elles gissent jouer ce role.

Nous avons déja évoqué plusieurs fois I'usagefatesules au cours des paragraphes
précédents. On pense toujours a l'intérét des fasmour calculer des aires et des volumes et
c’est en effet le premier usage qu’on leur donnmament ou on les établit, mais les formules
ont bien d’autres réles a jouer dans la conceaiddin des grandeurs et des mesures,
notamment dans leur aspect multidimensionnel (adyt de mesures), aussi bien pour
remettre en cause des conceptions erronées quétpoiier les effets des agrandissements ou
réductions sur les aires et les volumes. Ellesatui@tre disponibles aussi pour leur usage dans
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les démonstrations : les aires sont notamment igsamnt outil de démonstration en géométrie
plane qu’on peut utiliser dans de nombreux prob&ae college. Nous reviendrons sur ce
point dans le paragraphe suivant.

Relatons un exemple qui nous a été communiqu&ggalnie Giron, stagiaire PLC2 a
I'lUFM Nord-Pas-de-Calais.
ABCD est un parallélogramme, E est I'image de
dans la translation de vecteur BD, F est I'image
B dans la translation de vecteur AC. Comparer ;W\F

aires des triangles ADE et BCF.

Pour résoudre ce probleme, les éleves doWearablir que ED = CF et que les hauteurs
relatives a ces cotés dans les deux triangles @mammesure. Or 'un de ces triangles a
nécessairement un angle obtus, donc pour ce tedmbhuteur intéressante tombe a I'extérieur.
Mais les éleves calculent les aires a l'aide d’base telle que la hauteur tombe a I'intérieur.
C’est souvent dans ce seul cas que la formuledatié démontrée et s'il est vrai que ce cas
suffit si I'on veut calculer I'aire d’un triangle( d’'un parallélogramme ou d’'un trapeze), cela
devient un obstacle dans les démonstrations pulisgupeut alors qu’'une seule hauteur soit
intéressante au regard des hypotheses.

Ce cas est indispensable aussi pour remettre etiguees conceptions erronées. Par exemple
si 'on veut établir que la déformation du paraiamme obtenue par glissement d’'un cété
sur une paralléle au cété opposé et celle obteaut parallégramme articulé ne produisent
pas les mémes effets sur les longueurs et leseditpson a conservation de I'aire dans un cas,
du périmétre dans I'autre, il est nécessaire gtaraule utilisée pour I'aire reste valable quelle
que soit 'ampleur de la déformation, y compris calans le cas ou la hauteur tombe a
I'extérieur.

Il est donc trés important que les éleves aiaiiliéfa formule dans le cas ou la hauteur
tombe a I'extérieur pour qu’ils soient convaincessd validité parce que ce n’est plus le méme
découpage qui est pertinent.

Il est en effet plus facile dans ce cas,

s’appuyant encore sur l'additivite, d F E D c
procéder par  équi-complémentarit
'équidécomposa-bilité devenant trop
difficile & établir. Sur la figure ci-contre :
aire de ABCF = aire de ABCD + aire ¢
ADF = aire de ABEF + aire de BCE.
Mais aire de ADF = aire de BCE donc aire de ABChire de ABEF.

Il faut aussi que les éléves sachent que dansiamgle, on peut se ramener de 3 maniéres
différentes a un rectangle, qu’'on a donc troisudalpossibles et que ces calculs donnent le
méme résultat. La démonstration pourrait aussaise &vec des triangles semblables.

8. Les aires comme outil de démonstration.

Les aires sont un outil de démonstration puisaardollége : on peut trouver dans les
manuels et dans la littérature des IREM beaucoepethples. Certains théoréemes du cours de

10|Is pourraient aussi résoudre le probléme samsicah voyant les triangles comme des demi-
parallélogrammes.

11 pour les relations entre équicomplémentarité eidégomposabilité, on peut se reporter a Hilbert
(1899/1971). Ces deux notions ne sont équivaleniessi I'on dispose de I'axiome d’Archiméde. Saet ¢
axiome, on peut fabriquer des parallélogrammescéguplémentaires et non équidécomposables.
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college peuvent étre démontrés en utilisant dess.at’est bien sdr le cas du théoreme de
Pythagore pour lequel on connait de nombreuses riratons faisant appel aux aires,
certaines faisant appel aux mesures, d’autres reenteau découpage et recollement. La
démonstration classique et simple faisant appedéoupage et la recomposition du grand
carré de c6té a+b d’'une part en un carré de cétéddriangles rectangles et d’autre part en
deux carrés et 4 triangles rectangles, tous lasgles étant superposables pourrait méme étre
tout a fait correcte si nous disposions des camuiétrie des triangles rectangles ou du moins
du fait qu’un triangle rectangle est déterminé&adiétrie pres, par les cotés de I'angle droit, ce

qu’il faut admettre au préalable.
D H (]

On trouve aussi des déemonstrations du théorémEehdkes a l'aide des airés par
exemple celle de Duperret (1996). Il faut alorse &ren conscient qu’il faut dans ce cas
admettre un exposé des aires comme celui que &bedgue ou utiliser une définition
axiomatique des aires.

9. Les problemes d’encadrements et d’approximations

Je voudrais aborder un dernier point dans ceftexién, celui des encadrements et des
mesures approchées. Comme je l'ai déja dit, ilrutat pour deux types de raisons : des
raisons théoriques et des raisons physiques liéesrgprécisions des instruments de mesure.
Sur le plan théorique cette question est importpateque c’est ce qui ménera a l'intégrale de
Riemann. C’est aussi un exemple qui donne du séasiation de limite, par exemple pour
calculer I'aire du disque ou du segment de paradwolelasse de premiere.

Mais aborder la question de I'imprécision des mesulés les premiers niveaux
d’enseignement est tres important pour donner ds &é¢a notion de nombre réel et apprendre
a raisonner sur des inégalités. Le chapitre suvdésurs approchées et encadrements donne
beaucoup de fil a retordre aux éleves de seconitleait d’autant plus de mal a franchir ces
difficultés qu’on les a laissé croire que les mesuwbtenues avec les instruments étaient des
mesures exactes. Or, on peut aborder ce problétagpdécision des mesures avec des enfants
tres jeunes comme le montrent Guy et Nadine Braus$®991-1992) sur I'exemple des
masses. Cette question est généralement laisgd®ysigcien mais le cours de mathématiques
ne peut pas l'ignorer et dans le cas de la messaies, nous avons I'occasion d’aborder le
probleme des encadrements de deux facons : encaardml’aire de surfaces a bords arrondis
ou méme de polygones par pavages ou sur papieridgiaghcadrement de I'aire de rectangles
ou autres surfaces usuelles pour lesquelles onsksge formules si on connait les dimensions
a un millimetre pres par exemple.

En conclusion, nous avons d’abord soulevé danartiete le probleme de la définition de la
mesure des grandeurs a partir du cas de l'airegjuieprésentatif du probleme général. Nous
avons ensuite tenté de caractériser les typesotdepnes concernant les mesures de grandeurs

12 voir aussi le concours des médianes, les théordmdsénelaiis et Céva etc. dans Perrin (2011).
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et les difficultés spécifiques a la géométrie qrrecontrent les éléves dans le cas des aires. En
effet, l'aire est a détacher de la forme maislisation des formules de calcul demande la mise
en ceuvre de propriétés géométriques et d’'une vggomeétrique des figures qui conditionne
aussi 'usage des aires comme outil de démongtrgieu utilisé dans I'enseignement actuel et
pourtant trés puissant. Le cas des volumes esha pgntionné et les angles ne sont pas du
tout abordés alors que des travaux de didactigsiend¢ghématiques existent dans les deux cas.
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