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Resumen:

La viga es uno de los elementos estructurales fundamentales en la Ingenieria Civil, que debido
a las cargas que debe soportar presenta un desplazamiento vertical o deflexiébn como
caracteristica principal. Su estudio se basa en teorias tales como la de Euler-Bernoulli y la teoria
de Timoshenko que ha sido de interés para el presente trabajo. Esta teoria se basa en la solucion
de ecuaciones diferenciales para lo cual se necesita el uso de métodos numéricos entre los
cuales destaca el Método de los Elementos Finitos (MEF), no siendo el unico, pero si el mas
utilizado en la actualidad. Una de las variantes es la de Galerkin que destaca por su eficiencia
y que es muy conocido en otros campos de la Fisico — Matemaética, no asi en el Andlisis
Estructural, en donde la solucion para el problema discreto se puede encontrar explicitamente
como una combinacion lineal de las funciones base o funciones de forma con coeficientes
desconocidos, es decir, se obtiene un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas que
permite determinar los coeficientes. Se realiza por tanto la implementacion de la variante de
Galerkin para la formulacién de elementos finitos de la teoria de Timoshenko en MATLAB
para la solucién de distintos casos de vigas sometidas a diferentes estados de carga (puntual,
distribuida) y apoyo (empotrada, simplemente apoyada). Los resultados muestran la diferencia
existente entre el valor de las deflexiones obtenidas por el método clésico de deformacién de
vigas y la teoria de Timoshenko, debido principalmente a la consideracion de la accion del
cortante que hace esta Ultima y que es véalida para vigas en donde los valores de la esbeltez son
bajos.

Palabras claves: Viga. Galerkin. Timoshenko. Elemento finito. Funciones de forma.
Deflexion. Radio de giro. Matriz de rigidez.

Andrés Fernando Calle Nieto
Christopher William Orellana Sarmiento
Pagina 2



éf% Universidad de Cuenca

Abstract:

The beam is one of the fundamental structural elements in Civil Engineering, which due to the
loads it must support presents a vertical displacement or deflection as its main characteristic.
Its study is based on theories such as the Euler-Bernoulli theory and the Timoshenko theory,
which has been of interest for the present work. This theory is based on the solution of a
differential equation for which the use of numerical methods is required, among which the
Finite Element Method (FEM) stands out, not being the only one, but the most used at present.
One of the variants is that of Galerkin, which stands out for its efficiency and is well known in
other fields of Physics-Mathematics, but not in Structural Analysis, where the solution to the
discrete problem can be found explicitly as a linear combination of the basis functions or shape
functions with unknown coefficients, i.e., a system of n linear equations with n unknowns is
obtained, which allows determining the coefficients. Therefore, the implementation of the
Galerkin variant for the finite element formulation of the Timoshenko theory in MATLAB is
performed for the solution of different cases of beams subjected to different load (point,
distributed) and support (embedded, simply supported) states. The results show the difference
between the value of deflections obtained by the classical beam deformation method and the
Timoshenko theory, mainly due to the consideration of the shear action by the latter, which is
valid for beams where the slenderness values are low.

Keywords: Beam. Galerkin. Timoshenko. Finite element. Form functions. Deflection.
Turning radius.
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CAPITULO 1

1. Introduccién.

La viga es una estructura horizontal que puede sostener carga entre dos apoyos sin crear empuje
lateral en éstos. Es un elemento fundamental en la construccion, ya que, en funcién de su
geometria, longitud y materiales, se puede determinar la capacidad de la misma para soportar
las cargas a las que se encontrara sometida; se debe comprender ademas que es un elemento
que se comporta a flexion y tension. Debido a estos esfuerzos la viga se deforma curvandose,
siendo el desplazamiento vertical de la curva elastica la deflexion de la misma. Para su estudio
existen varias teorias, como la de Euler-Bernoulli (teoria clésica) y la de Timoshenko (primer
orden). La teoria de vigas de Euler-Bernoulli hace la suposicion de que la seccion transversal
perpendicular al eje neutro de la viga permanece de esta forma después de que ha sido
deformada considerando que el esfuerzo cortante transversal es cero (en realidad se considera
que no influye considerablemente). En la teoria de vigas de Timoshenko no se realiza esta
suposicion, ya que el plano de la seccidn transversal permanece recto, pero no necesariamente
perpendicular al eje neutro de la viga (Ofiate, 2013). Esto le otorga una ventaja al método,
debido a que en vigas cortas los esfuerzos cortantes son considerables.

Los problemas de vigas son analizados por ecuaciones diferenciales que en ciertos casos
resultan ser de dificultosa resolucion por los métodos analiticos clasicos y se debe recurrir,
entonces, a soluciones discretas aproximadas. Entre los distintos métodos que existen, cobra
fuerza el Método de los Elementos Finitos que en la actualidad es de los més utilizados.

El Método del Elemento Finito (MEF) es uno de los métodos numéricos para aproximacion de
soluciones de problemas que necesitan resolver ecuaciones en derivadas ordinarias y parciales,
mas eficaz y utilizado en la actualidad, y, también, de mas objeto de investigacién tanto en la
teoria como en su aplicacion. Su potencial se basa en su solida base matemaética, su capacidad
para ser aplicado a una gran variedad de problemas de diferente origen y su aptitud cuando los
dominios de analisis son complejos, debido a que la discretizacién se adapta facilmente a
cualquier elemento de estudio, considerando no linealidades y distintos tipos de condiciones
de contorno. Por tanto, a la hora de solucionar un problema, el MEF resulta ser una herramienta
de andlisis adecuada, 6ptima y en varias ocasiones la Unica solucién.

Se pretende entonces dar un enfoque del uso del MEF en la solucién de vigas, de acuerdo a la
teoria de Timoshenko, que estén sometidas a distintas cargas y utilizando la variante de
Galerkin.

1.1 Estado del arte.

El MEF es ampliamente utilizado en la Ingenieria de Estructuras donde aparecen trabajos de
investigacion que analizan deflexiones de vigas, tales como Turner, Clough, Martin y Topp,
analizaron larigidez y deflexion de estructuras complejas mostrando que al aumentar el nimero
de nodos aumenta la precision de los resultados, dentro de su investigacion analiza una viga en
cantiléver (Turner, Clough, Martin, & Topp, 1956). Cheng, Han y Huang, aplican el MEF
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Petrov-Galerkin a la viga de Timoshenko, usan integracion reducida para evitar el fenGmeno
de bloqueo y asi aumentar la precision de la solucién (Cheng, Han, & Huang, 1997).
Eisenberger, presenta un método para obtener funciones de forma exactas, directamente de las
ecuaciones diferenciales de la teoria de la viga de Timoshenko. Estas funciones de forma son
CcUbicas y parabdlicas para la deflexion y la rotacion respectivamente (Eisenberger, 1994).
Friedman y Kosmatka, basan su enfoque en el Principio de Hamilton para la formulacion del
MEF con elemento de dos nodos, polinomios de Lagrange cubicos y cuadraticos, ademas
matriz rigidez libre de bloqueo de cortante; para analizar una viga corta de Timoshenko
obteniendo resultados exactos para la deflexion (Friendman & Kosmatka, 1993). Mukherjee y
Prathap, analizan el fendmeno de blogueo de una viga de Timoshenko con elemento de tres
nodos y llegando a la conclusion de que este tipo de elemento no es muy vulnerable al
fendmeno de bloqueo (Mukherjee & Prathap, 2002). Lee, Koo y Choi, obtienen una
formulacion variacional de la viga de Timoshenko al separar el modo de deflexion por flexion
y deflexién por cortante. Los desplazamientos se interpolan como una funcion de interpolacion
continua de Hermite para la deflexion por flexion y una interpolacion lineal para la deflexion
por cortante. El elemento desarrollado no sufre bloqueo de corte, y el resultado de la aplicacion
de este elemento es bueno de acuerdo con la solucién analitica. La ventaja adicional del
elemento desarrollado es que el momento se puede calcular exactamente en cualquier ubicacion
del elemento (Lee, Koo, & Choi, 1994). Edem, analiza con el MEF una viga de Timoshenko
con elemento de dos nodos, pero utiliza un nuevo modelo para representar la rotacion de la
viga, funciones de forma interdependientes; esto conduce al uso de funciones de interpolacion
de Hermite y lineal para la deflexion y la rotacion respectivamente. La nueva formulacion que
propone elude el fenémeno de bloqueo (Edem, 2006). Reddy, utiliza dos enfoques: El modelo
de elementos finitos de deformacidn supuesta de la teoria de viga de Timoshenko convencional,
y el modelo de elementos finitos de desplazamiento asumido de una teoria de viga de
Timoshenko modificada. Para obtener la matriz de rigidez 4 x 4 (para el caso de flexién pura)
del modelo de elementos finitos superconvergentes para problemas estaticos. Analiza vigas de
Euler-Bernoulli y Timoshenko. Demuestra que el elemento de interpolacion interdependiente
proporciona valores nodales exactos para los desplazamientos. El elemento de interpolacion
interdependiente basado en la teoria de la viga de Timoshenko es ideal para el anélisis
estructural de marcos, ya que un elemento por miembro estructural todavia produce
desplazamientos y fuerzas nodales exactos (Reddy, 1999). Paiva y Guimardes, hacen un
analisis comparativo de las deflexiones entre las vigas Euler-Bernoulli y Timoshenko, tomando
en cuenta el coeficiente de esbeltez, aplicando el Método de Diferencias Finitas (MDF). (Paiva
& Guimarées, 2018)

1.2 Planteamiento del problema.

El comportamiento real de las estructuras ha sido foco de estudio durante muchos afios por
fisicos e ingenieros civiles preocupados de entender la razon de la estabilidad de sus disefios
basandose en las leyes de la fisica. Esto ha llevado a la formulacion de diferentes hipotesis
basadas en ecuaciones que puedan representar el modelo fisico lo mas aproximado a la realidad.
La matematica detras de dichos modelos en muchos casos ha requerido la implementacion de
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nuevas teorias, técnicas y metodos aproximados frente a la dificultad del desarrollo de una
solucion y en donde ha sido necesario el uso de herramientas computacionales que han servido
de apoyo, facilitando el desarrollo de dichos métodos, en las Gltimas décadas. En la época
actual las teorias que modelan de forma eficiente el comportamiento real pueden optimizar el
disefio estructural logrando impactar en la evaluacion de costos de proyectos de gran
envergadura.

Existen varias teorias de analisis entre la cual destaca la de Timoshenko, por considerar el
esfuerzo cortante en la seccidn transversal y otorga una ventaja en el analisis de vigas cortas
en donde los efectos debido a esfuerzos cortantes son considerables. Al ser analizada de
acuerdo a la técnica del método de los elementos finitos (MEF) se utiliza la variante de
Galerkin, llegandose a obtener la matriz de rigidez correspondiente y con ello la solucion
aproximada del problema.

1.3 Justificacién.

Debido a que el andlisis asistido por computadora se ha convertido en una herramienta de gran
utilidad, que permite conocer el comportamiento de la viga sin requerir ensayos previos en
laboratorio, reduciendo asi los costos y tiempos de prueba, este ha permitiendo mejorar
caracteristicas como resistencia, estabilidad y seguridad. Los problemas generales relacionados
con el andlisis de este elemento estructural responden al planteamiento de ecuaciones
diferenciales de no facil solucion por via exacta y que requieren de soluciones discretas a través
de distintos métodos, como los de colocacion, Galerkin, diferencias finitas, etc., pero, sin
embargo, métodos tales como MEF (Método de los elementos finitos), MEC (Método de
elementos de contorno), MED (Método de las diferencias finitas), etc. han encontrado mas
aceptacion, probablemente, por ser méas eficaces en cuanto a su programacion, entre otras
ventajas. Estos Ultimos métodos, mas que sus capacidades para modelar las ecuaciones
matematicas que se derivan de estos problemas, modelan su comportamiento fisico, de ahi su
eficacia. Por tanto, el MEF (Método de los elementos finitos) no es el unico método, sino el
mas usado hasta la actualidad. Siendo asi, y, a manera de una simple aplicacion para el presente
trabajo, se desarrolla el método de Galerkin que destaca por su eficiencia con respecto a otros
(por ejemplo, Ritz), y que es muy conocido en otros campos de la Fisico — Matematica, no asi
en el Analisis Estructural, lo que justifica su interés.

1.4 Hipotesis.

La variante de Galerkin resuelve de manera més eficaz el problema de la viga Timoshenko, al
utilizar como funcién de peso arbitraria la misma funcion para aproximar la ya conocida, y en
donde la solucion para el problema discreto se puede encontrar explicitamente como una
combinacion lineal de las funciones base con coeficientes desconocidos. El planteamiento de
esta variante permitira desarrollar la formulacion de elementos finitos para la viga Timoshenko
y la solucidn del sistema matricial. Debido a las consideraciones en las que se basa la teoria de
Timoshenko el efecto de la fuerza cortante es mas significante en vigas menos esbeltas.
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1.5 Objetivo General.

Obtencion de la matriz de rigidez de la viga Timoshenko por el MEF a partir de la variante de
Galerkin.

1.6 Objetivos especificos.

Seleccion de los tipos de vigas y cargas a analizar.

Descripcion de las ecuaciones gobernantes de la viga Timoshenko.
Desarrollo del modelo de elemento finito.

Ensamble de la matriz de rigidez.

Obtencion de deflexiones en diferentes vigas ejemplares.

Comparacidon con el método clésico de los resultados adquiridos con el método Galerkin
mediante software, (MATLAB).
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CAPITULO 2

2. Marco Tedrico.
2.1 Material de estudio.

Viga.

La viga es un elemento estructural que se caracteriza por tener una longitud mucho mayor a su
largo y ancho. Generalmente son usadas para soportar cargas perpendiculares entre dos apoyos
sin crear empuje lateral en éstos. Comunmente utilizadas en puentes y edificaciones.

Una viga estructural comun tiene las siguientes caracteristicas:

e Homogénea: Aquella que tiene las mismas propiedades el&sticas en todos los puntos de
la viga.

e Isotrdpica: Que tiene las mismas propiedades elasticas en todas las direcciones en cada
punto de la viga.

e Lineal: Cuando la relacion entre las tensiones y deformaciones es lineal.

e Elastica: Porque tienen la capacidad de recobrar su forma y dimensiones primitivas
cuando cesa el esfuerzo que habia determinado su deformacion.

Cuando la viga se encuentra sometida a esfuerzo de flexion, tanto por cargas externas como
por el propio peso de la misma, se produce un desplazamiento vertical AZ (Figura 1), a la
diferencia entre el posicionamiento final y el inicial se le denomina deflexion.

Figura 1 . Deflexion de la viga.

2.1.1 Tipos de apoyo.
Los apoyos son definidos por los grados de libertad de movimiento que presenta una viga
horizontal frente a la accion de las fuerzas internas actuantes en una seccién que pueden ser
axiales, cortantes y de momento flector. Se le denomina simple apoyo cuando el
desplazamiento a lo largo del eje longitudinal de la viga y el giro de ésta no estan impedidos
mientras que el desplazamiento transversal es impedido mediante una reaccion en ese sentido.

Cuando el apoyo permite el giro de la viga, pero impide el desplazamiento en cualquier
direccion mediante una reaccion que se puede dividir en una componente a lo largo del eje
longitudinal de la viga y otra a lo largo del eje transversal, se le denomina apoyo fijo. Para
determinar estas dos componentes es necesario hacer uso de dos ecuaciones de la estéatica.
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Cuando el apoyo impide el desplazamiento a lo largo de los ejes y el giro de la viga mediante
una reaccion que se puede dividir en una componente longitudinal, otra transversal y una
reaccion de momento hablamos de un empotramiento.

APOYOS, DESPLAZAMIENTOS Y REACCIONES PARA VIGAS
Tipo de apoyo Figura Desplazamientos u Reacciones f;,
Ay=0 V, #0
Empotrado | A,=0 V. #0
=0 M=#0
| ]
Ay=0 V, #0
Apoyo simple o I 1 A,# 0 V, no existe
rodillo ;; p+0 M no existe
[ ]
/7': A,=0 v, #0
Apoyo fijoo A,=0 V. #0
pasador | | o #0 M no existe

Tabla 1 .Apoyos, desplazamientos y reacciones para vigas.

2.2 Cargas.

Las cargas son las fuerzas que actdan a lo largo de la viga y producen cambios en los estados
tensionales y deformaciones de la misma. Se pueden distinguir:

2.2.1 Carga Puntual.
Es la que actta sobre una longitud tan pequefia de la viga que puede suponerse que lo hace
sobre un punto.

| |

o

Figura 2 .Viga simplemente apoyada con carga puntual.

2.2.2 Carga distribuida.
Es la que actla sobre una longitud finita considerable de la viga. Puede ser uniformemente
distribuida en toda su longitud o sobre una parte de ella.
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IV

Figura 3 .Viga simplemente apoyada con carga distribuida.

2.3 Método de Galerkin.

El método de Galerkin se puede desarrollar a partir de la siguiente ecuacion unidimensional
diferencial (Ottosen & Petersson, 1992):

Lw(x)+gx)=0 ; a<x<bh (2.1)

Siendo L un operador diferencial, w(x) es una funcion desconocida y g(x) es la funcion
conocida.

Considerando las cantidades conocidas de frontera a 'y b que se obtienen analiticamente segun
las formas de apoyo de la viga, tendremos las condiciones de frontera respectivas de la ecuacion
(2.2):

w@=w, ; wb)=w, (22

Con el fin de aproximar una solucion para la ecuacion (2.1) que cumpla las condiciones de
frontera indicadas en (2.2) se reformula la ecuacion (2.1), multiplicando la misma por una
funcion de peso arbitraria v(x) donde se obtiene:

v(lw+g) =0
Integrando la expresion anterior entre los limites a y b obtenemos:
b
J,vAw+g)dx =0  (2.3)

Se debe demostrar que tanto (2.1) como (2.3) son formas equivalentes. Para esto la funcion
arbitraria v se denota como:

v=ILw+g

Entonces la ecuacion (2.3) llega a ser:

b
f (Lw + g)?dx =0
a
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que llega a ser verdadero si cumple (2.1). Para probar que (2.1) y (2.3) son equivalentes es
necesario integrar por partes (2.1) y de esta manera se obtiene:

b
f v(lw+ g)dx =0
a

Al buscar una solucion numérica que sea aproximada, se debe establecer una aproximacion
para la funcion desconocida w. Se asume entonces la siguiente aproximacion para cumplir las
condiciones de frontera (2.2):

WP =ya; +ya; + -+ Ppay (2.4)

Donde a4, ..., a,, son parametros desconocidos y ¥y, ..., ¥,, son funciones de x y se denominan
funciones de base o funciones de prueba. Buscando determinar los parametros ay, ..., a,, ,que
dependeran de la naturaleza fisica del problema, la solucion aproximada (2.4) se puede expresar
entonces como:

waPP =1ha  (2.5)

donde:

l)lj = [lpp l)l}Z 1nl]n] ,  a= 612 (26)

Reemplazando w en (2.3) por w? se obtiene:
[ v(Lw™P + g)dx =0 (2.7)

De la misma forma se puede reemplazar w por w®P en la ecuacion diferencial (2.1)
obteniendo:

Lw?P +g=e (2.8)

Ya que w?P no satisface exactamente la ecuacién, e(x) es el término residual o medida de
error. Con lo expresado en (2.8), la ecuacion (2.7) resulta ser:

b
J, vedx =0 (2.9)
Algunas caracteristicas relacionadas con la ecuacion 2.9 son:

e La Ortogonalidad entre las funciones v(x) y e(x) dentro del intervalo a- b
e Laecuacion sirve como medio para determinar las incognitas a,, ..., a,

La funcidn peso arbitraria se puede escribir generalmente como:
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V= V161+V262++‘/ncn (210)
donde V4, ..., V, son funciones de x conocidas y Cj, ..., C, sSon parametros.

La ecuacion 2.10 puede expresarse como:

v=VC (2.11)
en donde:
¢y
V=[V,V] 5 € =0 (212
Cn

Debido a que la funcidn de peso v es arbitraria y V se conoce, se puede concluir que los
pardmetros C son arbitrarios. La ecuacién (2.11) puede ser expresada también como:

v=VTCT  (2.13)

esto en consideracion a que v es un nimero y su transpuesta resulta ser el mismo ndmero, es
decir v = vT.

Reemplazando (2.13) en (2.9) y tomando en cuenta que CT no depende de x se obtiene:

[VTedx=0 (2.14)

La matriz VT tiene dimension nx1 segun (2.12), la expresion (2.14) entonces comprende n
ecuaciones y puede escribirse como:

[7 Viedx =0
ﬁ:f’ Vyedx =0 (2.15)
[7 Vyedx = 0

De la expresion (2.15) se puede observar que el residuo depende de las n incognitas a4, ..., a,
y sirve como un sistema de ecuaciones para determinar las mismas, con lo cual, si
reemplazamos (2.5) en (2.8) y considerando que la matriz a no depende de x se obtiene:

Lpla+g=e (2.16)

Diferenciando la matriz y de la expresion (2.6) se obtiene que:

L) = [LW1), L) -~ L))  (2.17)
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Siendo L(3) una matriz de 1 x n y reemplazando (2.16) en (2.14)

(JPviL@ydx)a= - [ VTgdx (218)

Se puede definir entonces:
b
K= [ VILQ{)dx
I8 2 2.19)
f=—[Vgdx
Donde K y f son independientes de a, quedando la expresién (2.18) como:
Ka=f (2.20)

Esta expresion consiste en n ecuaciones lineales en donde a puede ser determinada para luego
ser sustituido en la expresion (2.5) y asi obtener la solucién aproximada.

Debido a que V7 tiene dimension n x 1 y L(y) tiene dimension 1 x n, K y f pueden
expresarse como:

_-valL(lpl)dx _LbV1L(1/Jz)dx _vall'(llin)dx_ -LbVlgdx_

b b w. b b
K = LVZL(lpl)deVZL(¢2)dx LV2L(¢n)dx i f=-— favzgdx (2.21)

| i [Mnrwoae ban@n)dx_ [ Vaga|

siendo la matriz K una matriz cuadrada de nxn.

En el método de Galerkin las componentes de la matriz V son iguales a las funciones de prueba
P, es decir:

Vi = 'llii ; i = 1, W, n (222)
Por tanto:
[Ppedx=0; i=1,..,n (223)

Ademas, las funciones de prueba son ortogonales al residuo. Reemplazando (2.22) en (2.21) se
puede obtener la matriz coeficiente K y el lado derecho f como:
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fb¢1L(¢1)dx fbl»blL(Ebz)dx fbll)lL(ll)n)dx fbllJlgdx
K =| [wal@dx [Jwol@de . [VwalGdx |, g = |[¥298x | (200

N wnL(wl)dx.ff Yuldx [ PaL(Pa)dx I, ¥ngdx

2.4 Teoria de modelado de flexién de vigas.

Se considera una viga de longitud [ dirigida a lo largo del eje (x), seccion transversal de area A
simétrica al eje (X, y), que tiene modulo de inercia | sobre la que actian una serie de cargas
verticales y momentos contenidos en el plano principal de inercia de la seccidn transversal (X,
y) como se indica en la siguiente figura:

Figura 4 .Viga convencional sometida a cargas y momentos. Fuente: (Ofiate, 2013)

2.4.1 Teoria de Euler Bernoulli.
La teoria clasica de vigas o llamada también de Euler Bernoulli se basa principalmente en las
siguientes hipotesis:

1. Los desplazamientos verticales de todos los puntos de una seccion transversal son
pequefios e iguales a los del eje de la viga.

2. El desplazamiento lateral es nulo.

3. Las secciones transversales normales al eje de la viga antes de la deformacion,
permanecen planas y ortogonales a dicho eje después de la deformacion. (Ofate, 2013)

2.4.2 Teoria de Timoshenko.
El interés central del trabajo actual se dirige hacia la teoria establecida por Timoshenko, que
comparte las dos primeras hipdtesis antes mencionadas, pero con respecto a la hipdtesis 3
realiza una suposicion cinematica fundamental estableciendo que “las secciones transversales
normales al eje de la viga permanecen planas, pero no necesariamente normales al eje de
la viga después de la deformacion” (Ofiate, 2013). Esta hipOtesis representa una mayor
aproximacion a la deformacion real de la seccion transversal en vigas de gran grosor, ya que
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mientras la relacion entre la longitud y el canto disminuye, las secciones transversales dejan de
ser planas una vez que se deforman.

Se puede decir, ademas, que la viga de Euler Bernoulli no considera que el esfuerzo cortante
es nulo como tal, sino que dicho esfuerzo no influye significativamente en la deformacion
transversal del elemento, mientras que si lo hace la viga de Timoshenko, que por su parte, no
considera la influencia de los esfuerzos normales en la direccién transversal de la viga, como
lo hace por ejemplo la viga pared (viga-diafragma), la cual no acepta ninguna de las hipotesis
de partida de las vigas anteriores.

| I

_——
- i
/
f
— T %
9/92 _"‘--—-——-—-"‘\ /

-

\
L
!

o |

-
=

X

Figura 5. Giro de la seccidn normal. Fuente: (Piedra, 2019)

Analizando el giro de la seccion normal a la fibra media, considerando el efecto de la
deformacion por cortante a la seccion transversal se tiene las siguientes relaciones de la figura

anterior:
. ux
sin@; =— = @,
y

de donde:
Uy = =Yz (2-25)
La expresion general para la deformacion viene dada por:

du,
& =
X

que relacionada a la ecuacion (2.25) resulta:
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La teoria de Timoshenko por tanto considera el efecto de la deformacion por cortante
transversal, coincidiendo la magnitud de dicha deformacion con el giro adicional de la normal
(Piedra, 2019) y en base a la Figura 5 se puede decir que:

du
Pz = d_xy — Vxy (2,27)
en donde:
Yxy €S Un giro adicional debido a la deformacion por cortante.

El esfuerzo normal o, y el esfuerzo cortante 7,, se relacionan con las deformaciones
correspondientes segun las siguientes expresiones:

o, =Ee, (2.28)
Txy = GVxy (2.29)
Donde:
E : es el moédulo de elasticidad
G: es el mddulo cortante que se puede expresar en funcion del moédulo de elasticidad

E vy el coeficiente de Poisson v:
E

G = (2.30)

T 2(14v)

Ademas, el esfuerzo cortante puede ser expresado como la fuerza cortante Q,, que acttia en un
area de seccion transversal equivalente A, asi:

Ty =2 (231)

y de la relacion entre el area cortante A, y el area de la seccién transversal del elemento A se
puede obtener el factor de correccion para el cortante K:

LS

K. =2 (232

El valor de K, depende de la seccion de la viga; la Tabla 2 muestra algunos valores de K
para distintas secciones

Seccion transversal Figura Valor de K,

5
Rectangular 6

DN
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Circular

N o

Circulo-hueco
6(1+m?)?
(1+m2)2 +20m2’ ™

a
b

Tubo cuadrado de pared
delgada

Tabla 2 .Valor de Ks para distintas secciones de viga.

El momento flector puede ser escrito utilizando las expresiones (2.28) y (2.26) como:
M,(x) = EL, 22 (2.33)

en donde el momento de inercia I, = [ y2dA.

El esfuerzo cortante puede ser escrito utilizando las expresiones (2.29), (2.31) y (2.32) y de
acuerdo a la ley de Hooke como:

Qy (x) = KSGA)/xy (2.34)

2.4.3 Ecuaciones descriptivas de la linea de flexién.
Diferenciando la ecuacion 2.33 del momento flector, se obtiene la relacion entre el momento
interno y la rotacion de la seccidn transversal:

dM,(x) _ i de,(x)
LD = £ (5L, (2.35)

La relacion entre la fuerza cortante y momento flector obtenidas a través de relaciones de
equilibrio se expresa como:

dMz(x)

dx

~0,(@) = (2.36)

Con la ayuda de esta relacion remplazando 2.34 y 2.35 en 2.36 se puede establecer que:

d (1 dos()
= (B, %222 = —K,GAy,, (2.37)

dx x

Remplazando el giro adicional producida por la deformacion a cortante y,,, por su expresion
en el sistema de referencia deducida en 2.27 tenemos:

“(p, d<p;:x)) YK,GA(~g, + %Y) =0 (2.38)
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Esta es la ecuacion diferencial de flexion.

Considerando un elemento infinitesimal en el plano xy donde la reaccion de cortante interno
esta unicamente en funcion de la carga distribuida constante g, (Piedra, 2019) se puede
expresar la relacién como:

dQy(x)
—ay = =5~ (2:39)
A partir de la diferenciacién de (2.36) obtenemos la relacion entre la carga distribuida y el

momento flector que es:

_ —dQy(x) _ d?M,(x)
Yy a4, — ax

(2.40)

Retomando el esfuerzo cortante de acuerdo a la ley de Hooke 2.34 después de la diferenciacién
y la consideracién de equilibrio se obtiene:

d d
d_x (KsGA (_‘Pz + dixy)) = —qy (2-41)

La expresion 2.41 representa la ecuacion diferencial del cortante parael rango 0 < x < L

La viga Timoshenko queda descrita por las ecuaciones 2.38 y 2.41, que son dos ecuaciones
diferenciales de segundo orden donde:

e u es ladeflexion

e ¢ es larotacion,

e ¢ es la carga transversal distribuida,

e G esel mbdulo de cortante,

e Aesel areade la seccién transversal,

e K.es el factor de correccion por cortante,
e Ees el modulo de Young,

e | es el momento de inercia.

Las condiciones de frontera esenciales son:

w(0) = u,
@(0) = u,
w(l) = us
P(L) = uy

y las condiciones de fronteras naturales:

duy
K,GA| -, + =Q1
d x=0
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x=L
2.5 Método de los elementos finitos.

El método del elemento finito es una técnica en la que el dominio esta representado como un
conjunto de dominios simples, llamados elementos finitos, tal que, es posible construir
sisteméaticamente las funciones aproximacion necesitadas en una aproximacion variacional o
residuo pesado de la solucién de un problema sobre cada elemento. Por lo tanto, el método del
elemento finito difiere de los métodos tradicionales en la manera de cémo se construyen las
funciones aproximacion. El método del elemento finito tiene las siguientes caracteristicas
bésicas:

1. Division del todo en partes.

Se representa geométricamente un dominio, como un conjunto geométrico de dominios
simples, que dan lugar a una derivacion sistematica de las funciones aproximacion. Para un
dominio unidimensional, el cual es una linea recta, los elementos son pequefios segmentos
interconectados que forman la linea original.

2. Derivacion de funciones aproximacion sobre cada elemento.

Las funciones aproximacion son por lo regular, polinomios algebraicos que se derivan usando
la teoria de interpolacion. Los polinomios de mayor orden, se aproximan mas a la solucion.
Una vez que el orden del polinomio se selecciond, podemos obtener una expresion para la
incdgnita en un elemento.

3. Discretizacion de la ecuacion.

Se discretiza la ecuacion diferencial hasta formular un sistema de ecuaciones algebraicas. Para
este paso, se usa el método de Galerkin. Este proceso transforma las ecuaciones diferenciales
en un sistema de ecuaciones algebraicas, que se pueden escribir en forma matricial. Este
proceso tiene tres sub-pasos:

e Formulacion de las ecuaciones elemento: Estas se obtiene utilizando las funciones
forma locales y usando Galerkin sobre cada elemento. Con esto se obtendra la
matriz de rigidez, el vector frontero, el vector de carga uniforme y el vector de carga
puntual de cada elemento
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e Ensamble de elementos. usando la matriz de conectividad, se suma apropiadamente
todos los sistemas elemento obteniendo un sistema de ecuaciones global. Con esto
se obtendra la matriz de rigidez global y el vector de fuerza global

e Imposicion de las condiciones de contorno: el sistema obtenido, es singular
mientras no se incorpore las condiciones de contorno, cuya implementacion genera
un sistema viable para resolverse.

4. Solucidn del sistema discreto (Implementacién computacional).

El paso final en el proceso del elemento finito es resolver el sistema de ecuaciones
algebraico, generalmente son matrices banda. (Piedra, 2019)

2.6 Métodos de resolucién matricial.

El objetivo de la obtencion de la matriz de rigidez global y su respectivo vector de fuerzas
radica en la solucion de la igualdad k - @ = f es decir encontrar los valores numéricos de los
elementos de a. Para esto es necesario la resolucion de la matriz aumentada k=1 £, esto implica
utilizar métodos ampliamente conocidos.

2.6.1 Resolucion por el método de eliminacion de Gauss.
El método de eliminacion de Gauss consiste en ir eliminando los elementos bajo la diagonal en
la columna del pivote, con el objeto de ir reduciendo los arreglos en forma triangular superior.
Al hacer esto, la ultima ecuacion tendra una sola incégnita, y esta puede ser facilmente
determinada. La (n-1) ecuacion contiene la incdgnita anterior n y una nueva n-I sustituyendo
la primera incdgnita de la Ultima ecuacion anterior se puede resolver la nueva y asi
sucesivamente.

2.6.2 Resolucion por el método de eliminacion de Gauss-Jordan.
El método de Gauss-Jordan consiste en ir eliminando las incognitas en forma similar que, en
el método de eliminacion de Gauss, El primer paso es dividir el coeficiente del pivote en la
ecuacioén y hasta dejaren términos de un ultimo pivote n asi para cuando estos finalicen ya se
obtendra la matriz en forma escalonada reducida.

2.7 Analisis de elementos finitos.

Partiendo del sistema de ecuaciones diferenciales que rigen el modelo de viga de Timoshenko,
expresiones (2.38) y (2.41), establecidas en el apartado 2.4.3, y teniendo en cuenta solo las
condiciones de contorno arbitrarias y multiplicando estas expresiones por una funcién de peso
v e integrando por partes, se obtiene que:

d b b dw\ d b
—K,GA (—(p + d—‘:’) v1|a + [ K;GA (—(p + d—f)di;dx = J, quidx (2.42)
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EI—v2| — [ Ezd"’d”Zd + I} KGA (=@ +5*) vad, = 0 (2.43)

La formulacion débil del sistema de ecuaciones diferenciales (2.38) y (2.41) se puede obtener
sumando las expresiones (2.42) y (2.43):

f Elawd"zd +f KGA( @+ )(%—vz)dx=fabqvldx+KsGA(—<p+Z—Z)v1|Z+EIZ—f1J2:
(2.44)

Debido a que la rotacién ¢ y la deflexién w son independientes se pueden aproximar mediante
las siguientes expresiones:

P

Nou  (2.45)
=N,u (2.46)

en donde:

=[0 N<p1 0 N<p2 0 N(pn] ; u=\92 (247)

Ny=[Ny1 0 Ny, 0 -+ N, 0] ; u=\92 (2.48)

siendo u; y @; los valores nodales y n el nimero de incognitas. Diferenciado con respecto a x
las expresiones (2.45) y (2.46), se puede obtener:

dg _ dNy(x)

il (2.49)
aw _ Mu (2.50)
dx dx

Hay que notar que tanto la rotacion ¢ como la deflexion w son de clase C,, lo que significa que
garantizan que el desplazamiento axial es continuo dentro del elemento y entre elementos.
Ademas N,,; ¥ Ny; son las denominadas funciones de forma o funciones de interpolacion
polindmicas definidas en el dominio del elemento. Estas funciones de forma interpolan dentro
del elemento Unicamente los desplazamientos y giros correspondientes al nodo i; se puede
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establecer entonces que la funcidn de forma vale la unidad en el nodo i y cero en el resto de
los nodos (Onate, 2013), como se observa en la Figura 6.

Nuw1(X) NWZ(X)

Figura 6. Funciones de forma.

La funcion de peso arbitraria, de acuerdo al método de Galerkin se puede expresar como:
v; = N, 6, (2.51)
v, = N,6, (2.52)

Como v es un nimero y su transpuesta resulta ser el mismo nimero, es decir v = v, las
expresiones (2.51) y (2.52) pueden ser reescritas como:

v, =68,"N,T (2.53)
v, =68,/ N, (2.54)
y diferenciando con respecto a x se obtiene que:

dv; _ o T dNy (%)
=8, — (2.55)

dvy _ 5 TN @)
dx u

(2.56)

Sustituyendo (2.53), (2.54), (2.55) y (2.56) en (2.44), y tomando en cuenta que &,,” es arbitrario
por la existencia de las funciones arbitrarias v, y v,, se obtiene:

b dN,T(x)dN, b dN,, " (x)\ /dN
El—2 ——_°2 fK Al-N,T s ( W—N) =
fa i dx dxu + j G ( o T i ix p | dxu

2 qN,"@dx + Q@N, @] +M@)N," )| (2.57)

La expresion (2.57) es la Formulacién de Galerkin, la cual se utilizara para la formulacion de
los elementos finitos.
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2.7.1 Formulacion mediante elementos finitos.

Se define a la viga como un elemento lineal horizontal que recibe una carga en la direccion
transversal a su eje y se divide en un nimero finito de partes, las cuales se denominan elementos
finitos, y que se encuentran unidas por los llamados nodos. Los desplazamientos generados en
cada nodo son los grados de libertad, que para las deflexiones se expresan como uj y u§ y
para los giros como @5y 5. (Figura 7).

Y
b Py
o 0’
Q O e @ O
X
a Xi Xe 5 b

Figura 7. Elemento finito.

Se considera una aproximacion local para un elemento de viga, en donde la deflexion w y la
rotacion ¢ son independientes, de clase C, y se pueden aproximar de acuerdo a las siguientes
expresiones:

$° = Neue  (2.58)
e = Neue  (2.59)

en donde:

Ne=[0 N O Ng| 5 we=|%%  (260)

ug

e
Ng=[Ng O Ny 0] ; wue= ‘5; (2.61)
2

®;

siendo u; y ¢@; los valores nodales. Diferenciado con respecto a x las expresiones (2.60) y
(2.61), se puede obtener:

dNg dNgq dNS,
dx [0 dx 0 dx ] (2'62)
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dNg  [dN§, dNg,
Tdx [ dx 0 dx2 0] (263)

La ecuacion (2.57) puede ser definida entonces sobre un subdominio [x5; x5] del dominio [a,
b]:

¥ dNET (x)dN, X3 dNET (x)\ (dNE
El—2 ——¢ d K,GA| —NZgT ad Y _ NE |dxu® =
fxf dx  dx fxf s < T )( ax e)H

[ a N @)dx + QNS L +MENGT ([ (2.64)

La expresion (2.64) es entonces la Formulacion de Elementos Finitos para la Viga
Timoshenko. La ecuacion puede ser descrita de otra forma mediante la definicion de las
siguientes matrices:

> Kf = fxz EI dNZx(x) N gx : Matriz de rigidez correspondiente a efectos de flexion.
e _ (X5 _ el 4 ANGT GO (dNg ) . - .
> K = fxf K GA ( Ng" +—— ) ( ™ (p) dx : Matriz de rigidez correspondiente

a efectos de cortante.
> £ =Qx)NST (x)|;c§+M (x)NgT(x)E:i : Vector frontera
1

> ff = f;;qN,f,T(x)dx . Vector de carga
De acuerdo a estas expresiones se puede definir la matriz de rigidez como:
K¢ =K{ + K (2.65)
y el vector fuerza como:

Fe=ff+ff (2.66)

De esta manera la ecuacion (2.64) puede ser escrita en forma matricial como:

Keu® = F¢ (2.67)

De acuerdo con las expresiones (2.58) y (2.59) la aproximacion para la deflexion y la rotacion
pueden ser definidas como:

d(x) = N<p1(x)§01 + N(pZ(x)(pZ (2.68)

w(x) = N1 (0ug + Ny, (u,  (2.69)
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Los nodos en los cuales se aplican los desplazamientos y rotaciones (u; ¢), asi como también
los momentos y las fuerzas, se ubican en los extremos del elemento de viga y siguen lo

designado en la Figura 8.

al
;
H t Hz
P pr
‘D
0 O—
T g
/ b
F, t F,
4, 4,
(D
@ O
| . | *

Figura 8. Definicidn de la direccién positiva para el elemento en el plano xy: a) pardmetros de deformacion b) pardmetros de
carga.

Se puede observar en las matrices de rigidez Ky y K¢ que aparecen las derivadas de primer
orden de las funciones de forma, las cuales serdn, como minimo, polinomios lineales para la
rotacion y deflexion, es decir:

N1 () = N1 () =1 =7 (2.70)
Nz (x) = Npp () =7 (271)

derivando las expresiones:

Wr - Wor _ 1 (2.72)
dx dx L '

dez _ dN(pZ _ l (2 73)
dx  dx L ’

Se calculan las integrales de K¢ y K¢:
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0 0 0 O
. dNyy dNyq 0 dNyq ANy,
e _ 0 dx dx dx dx
K¢ = EI fo 0 0 0 o dx
0 dNyydNy, 0 dNyy ANy,
dx dx dx dx
0O 0 0 O
e
Ks=Ellg o o ol@7
1
o - 0 %]
L N L LT S WV
dx dx dx ¢ dx dx dx ¢
dN, dN,,,
E[(Np) =2 (Vg (NpD) (N =22 (~Np2) (~Ny2)
K¢ = K.GA f X x dx
o | dNwz2 ANy ANy (=N,.) dN,, dN,,, dN,, (=N
dx dx dx 1 dx dx dx ¢2
dN,,, dN,,,
(N2 == (N2 (“Npn)  (=Ng2) == (=Ng2) (—Ny2)|
rl 1 1 1y
L 2 L 2
r L _1 L
K¢ =KGA| %, 3 2 °| (275)
L2 L 2
r L _1 L
2 6 2 3

De acuerdo a lo expresado en (2.65) la matriz de rigidez total de la viga Timoshenko puede ser

expresada como la suma de (2.74) y (2.75):

- K.GA K,GA  K.GA K,GA
L 2 L 2
K4 KGA BL KGA KGAE
3 L
K=K +KE=| Coa K,GA KSGfl KS6GA "
L ) L 2
K.GA  K,GA EI  K,GA K,GA EI
2 6 L 2 3 7T

Si se establece que p = ;—Z se puede expresar K¢ como (Piedra, 2019):
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4 2L -4 2L
4 4
-1*+p -2L =-L*-p
e _ e e _ KsGA| 2L 3 6
K=Ky + K == 124 —21 4 -2 @70
2L ELZ_p —2L sz_l_p
6 3
0, a Su vez, se puede establecer también que A = LZ
KsGAL
6 3L -6 3L
e _ e e EI |3L L*(2+61) —-3L L*(1-61)
K¢ =Ky +K =——|"¢ _3], 6 _3L (2.77)

3L [2(1-61) -3L L2(2+6X)

Para el caso del vector frontera f;, se toma en cuenta las condiciones de las funciones de forma:

[Q(L)Nwl(L) — Q(O)Nwl(O)]
5 | ML)Nps (L) = M(0)N,1(0)|
b [Q(L)NWZ(L) — Q(0)N,,,(0) J
M(L)Ny,(L) — M(0)N,,(0)

—Q(0)
—M(0)
Q(L)
M(L)

fo = (2.78)

y para el caso del vector de carga f, se tiene que:

Nwl

fq = fOLq(x) NOWZ dx (279)
0

2.8 Integracién Numeérica.

El calculo analitico de las integrales de los elementos de viga puede resultar laborioso, por lo
que se recurre a la integracion numeérica. Para el desarrollo del presente trabajo se utiliza la
integracién numérica Gauss-Legendre, por ser el procedimiento méas popular en relacion al
método de los elementos finitos, ya que utiliza el minimo numero de puntos de integracion para
conseguir un error determinado en el célculo de la integral y por tanto minimiza el nimero de
veces que hay que calcular el valor de la funcion a integrar (Ofate, 2013).
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Se considera entonces que los puntos de integracién estan expresados en el espacio
normalizado:

—1<&<1

donde:

Las funciones de forma pueden ser expresadas como:
Nu1(§) = Nyt () =7(1-§)  (2.80)

Nuz(©) = Npp(§) = (1 + ) (281)

siendo &Y = 4N 48
dx dé dx

El célculo de la matriz de rigidez de flexion K, exige un solo punto de integracion, esto debido
a que todos los términos del integrando son constantes (Ofiate, 2013). De esta manera
realizando la integracion numérica de -1 a 1 se obtiene que:

0

Ll 282

O~ O
[y

S O O O

0
0
K§ = Elf,
0

~lr O

La integracién de la matriz de rigidez para el cortante precisa en cambio dos puntos de
integracion por aparecer en el integrando términos de segundo orden (Ofiate, 2013) . De esta
manera realizando la integracion se obtiene que:

1
N[R R
=
BN
= =
BN

K¢ = K,GA | 2.83)

I

I

I

I
=

I

|

1
2

&
I
|
&

Si se suman las ecuaciones (2.82) y (2.83) se obtiene la matriz de rigidez total y si ademas se

EIl
> resulta:
KsGAL

asume que A =
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6 3L —6 3L
23 _ 203 _
e = ke 4 ge = EL[3L PC+61) —3L L*(GG—64) -
= Ky T = A3 | —6 -3 6 —3L (2.84)

3L 2C—61) —3L L*(2+64)

De estos resultados se puede observar que (2.82) es igual a (2.74), esto nos indica que la
ecuacion de Gauss Legendre a un solo punto de integracion es precisa, no siendo asi para (2.84).

2.9 Uso del software Matlab.

En este apartado se explica la implementacion de los cddigos, la secuencia logica, rutinas y
subrutinas necesarias para el procesamiento de datos de entrada, interpretacion de datos,
calculo de la matriz de rigidez, la implementacion de las condiciones de borde y, finalmente,
calcular la solucion. Ademas, se define la parte grafica del programa que muestra los datos de
entrada, posiciones y tipos de apoyos, magnitud y tipos de carga, cantidad y localizacion de los
elementos y sus respectivos nodos, asi como la grafica de salida que mostrara las deflexiones
en los puntos de interés de la viga.

2.9.1 Explicacién de codigo y uso de sentencias.
Entendida la metodologia y su correspondiente desarrollo utilizando célculo variacional y los
conceptos fisicos aplicados a la mecanica de materiales, resta explicar la implementacion del
lenguaje de programacion de MATLAB. Para esto, es necesario explicar algunos flujos propios
del programa utilizados en el presente trabajo.

a) Sentencia if.

Sintaxis.
if expression

statements
elseif expression
statements
else
statements
end
Descripcion:

if expresién, statements, end evalla unaexpresiony ejecuta un grupo de
declaraciones cuando la expresion es verdadera. Una expresion es verdadera cuando su
resultado no estd vacio y contiene solo elementos distintos de cero (l6gicos o numéricos
reales). De lo contrario, la expresion es falsa.

Los bloques elseif Yyelse son opcionales. Las declaraciones se ejecutan solo si las
expresiones anteriores en el bloque if...end son falsas. Unbloque if puede incluir
varios bloques elseif (MathWorks, 2021).
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b) Sentencia for.

Sintaxis.
for index = wvalues
statements
end
Descripcion:

for index = values, statements, end ejecutaun grupo de declaraciones en un bucle
durante un numero especifico de veces (MathWorks, 2021).

c) Zeros.
Sintaxis.

X = zeros (n)
Descripcion:

X = zeros (n) devuelve una matriz de ceros n-por- n (MathWorks, 2021).

d) Plot

Sintaxis
plot (X,Y)

Descripcion:
plot (X, Y)crea unagrafica de linea 2-D de los datos en Y versus los valores correspondientes
en X.

e Six ey sonambos vectores, entonces deben tener la misma longitud. La funcion plot
traza Y versus x.

e Six e yson ambas matrices, deben tener el mismo tamafio. La funcion p1ot traza las
columnas de Y en comparacion con las columnas de x.

e Sixo0 vyesun vectory el otro es una matriz, la matriz debe tener dimensiones de forma
que una de sus dimensiones sea igual a la longitud del vector. Si el numero de filas de
la matriz equivale a la longitud del vector, la funcion piot traza cada columna de matriz
en comparacion con el vector. Si el numero de columnas matriciales equivale a la
longitud del vector, la funcion trazaré cada fila de matriz en comparacion con el vector.
Si la matriz es cuadrada, entonces la funcion traza cada columna frente al vector.
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e Sixovyesunescalary el otro es un escalar o un vector, entonces la funcion piot traza
puntos discretos. Sin embargo, para ver los puntos debe especificar un simbolo de
marcador, por ejemplo, p1ot (X,Y, 'o"). (MathWorks, 2021)

e) Funciones propias del usuario.

El programa Matlab ofrece la facultad al usuario de realizar comandos personalizados mediante
la funcion function descrita a continuacion:

Sintaxis
function [yl,...,yN] = myfun(xl,...,xM)
Descripcion:

function [yl,...,yN] = myfun(xl,...,xM) declara una funcidbn nombrada myfun
que acepta entradas x1,...,xMy devuelve salidas v1, ..., yN.Esta declaracion de
declaracion debe ser la primera linea ejecutable de la funcion. Los nombres
de funciones vélidos comienzan con un carécter alfabético y pueden contener letras, nUmeros
0 guiones bajos.

Puede guardar su funcion:
En un archivo de funciones que contiene solo definiciones de funciones. EI nombre del archivo
debe coincidir con el nombre de la primera funcion del archivo.

En un archivo de secuencia de comandos que contiene comandos Yy definiciones
de funciones. Las funciones deben estar al final del archivo. Los archivos de script no pueden
tener el mismo nombre que una funcién en el archivo. Las funciones se admiten en scripts en
R2016b o posterior.

Los archivos pueden incluir multiples funciones locales o funciones anidadas. Para facilitar la
lectura, use la palabra clave end para indicar el final de cada funcion en un archivo. La palabra
clave end es necesaria cuando:

¢+ Cualquier funcién del archivo contiene una funcion anidada.

0,

% La funcién es una funcion local dentro de un archivo de funcién, y cualquier funcion
local del archivo utiliza la palabra clave end.

% Lafuncion es una funcién local dentro de un archivo de secuencia de comandos.

(MathWorks, 2021)

2.9.2 Ingreso de datos e interfaz del programa.

Para facilidad del usuario, los datos del problema se introducen mediante tablas en archivo
XlIsx. Los datos necesarios son:

e Geomeétricos: Area, Inercia, Longitud, factor de correccion para cortante (Ks)

e Caracteristicas mecanicas: Modulo de elasticidad (E), Modulo de Poisson (v).

e Cargas y apoyos: Posicion de cargas, posicion de apoyos, tipos de cargas, grados de
libertad del apoyo.

e Descripcion de los elementos: cantidad y posicion de nodos.
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2.9.3 Descripcion de Funciones propias.
a) Funcion para exportar datos (Exportar Datos_Entrada).

Se extraen los datos de las tablas con informacidén, generandose matrices para cada tipo de dato
(nodos, elementos, apoyos, cargas nodales).

b) Funcion extraer los datos de partida (Formar Datos_Partida).

Se extraen datos indirectos a partir de las matrices de datos, como son los nimeros de elementos
en la matriz (nodos, elementos, apoyos, cargas nodales), se crean vectores que caracterizan
cada uno de los nodos con su respectiva condicion de posicion y carga. Ademas, se define las
caracteristicas geométricas y mecanicas de la viga y se la particiona para cada elemento. Se
forman vectores para la longitud de los elementos, para representacion de las cargas puntuales
en los nodos y para las cargas distribuidas de los elementos.

c) Funcion para dibujar el modelo (Dibujar_modelo).

Se asigna una matriz con el nombre del elemento que contiene las coordenadas en x e y de los
nodos que conforman cada elemento, se dibuja una linea definida entre dos nodos contiguos.
Seguido, se grafica el apoyo caracterizado por una figura geométrica en su posicion segun los
datos de entrada.

d) Funcion para dibujar cargas (Dibujar_cargas).

Se asignan el valor de cada fuerza puntual P a su coordenada de aplicacion y se dibuja a una
escala adecuada. Se asignan de igual manera la cantidad de cada carga distribuida g, en caso
de existir, a su coordenada de aplicacion y extension de aplicacién dibujando a lo largo de los
elementos sometidos a dicha carga.

e) Funcion para formar la matriz K elemental (Ensamblado_K_elem).

Por comodidad de programacion se crean variables como factores numéricos que afecta a
elementos de la matriz de rigidez elemental K¢, con el fin de que se asemeje a la expresion
2.77 antes deducida en este documento. Se crea la matriz K€.

f) Funcion para ensamblar la matriz K global (Ensamblado K global).

Se asigna la posicion de cada matriz elemental dentro de la matriz global y se suma a su
posicion correspondiente, creando un proceso de ensamblaje interno a partir de las submatrices
elementales.

g) Funcion vector fuerza elemental (Ensamblado F_elem).
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Se crea un vector cero de cuatro elementos y se evalta la existencia de cargas puntuales o
distribuida, cuando hay presencia de cargas se asigna su respectivo valor.

h) Funcion vector fuerza global (Ensamblado F glob).

Se crea un vector global de fuerzas afiadiendo cada uno de los vectores elementales en su
respectiva posicion.

i) Funcion para la solucion del sistema. (Solucion Sistema).

Para encontrar las deflexiones y giros, se particiona la matriz K global en cuatro matrices: Kpp,
Kps, Ksp y Kss. De la misma manera se particiona el vector de fuerzas en los nodos en
un vector de fuerzas p Yy en un vector de fuerzas s. El vector de fuerzas p son las fuerzas
aplicadas en los nodos que no tienen restriccion y el vector de fuerzas s es desconocido ya
que depende de las reacciones en los apoyos. De igual manera se particiona el vector de fuerzas
de empotramiento en p y s. Se soluciona el sistema para Up que contiene los
desplazamientos desconocidos y posteriormente con estos se encuentran las fuerzas internas de
los elementos multiplicando sus matrices de rigidez por los desplazamientos ya conocidos y
sumandoles las fuerzas de empotramiento.

f) Funcion dibujar deformada analitica. (Dibujar_Deformada_Analitica).

Se selecciona el tipo de apoyos y el tipo de carga puntual o distribuida que afecta a la viga, en
caso de ser puntual se indica la posicion en la que se encuentra aplicada, la funcién plotea los
nodos de entrada en su posicion (x) y los resultados de las ecuaciones cargadas segun el tipo
de modelo seleccionado como (y).

g) Funcion dibujar deformada de Galerkin. (Dibujar_Deformada_Galerkin).

A partir del arreglo del sistema matricial resuelto, plotea los nodos cargados como datos de
entrada en la posicion (x) y los resultados de las deflexiones en su posicién (y), ademas
compara los resultados y remarca graficamente el punto de mayor deflexion.

h) Funcién exportar datos solucion.

Guarda en formato .xIsx las matrices de rigidez global (Kp), desplazamientos y giros de los
nodos (Up), vector de reacciones y fuerzas en los elementos (Fp).

2.9.4 Entorno grafico del programa.
El programa implementado en Matlab cuenta con una interfaz gréfica que facilita al usuario la
entrada de datos, la visualizacion del modelo implementado vy las graficas de las deflexiones,
asi como también la posterior exportacion de los resultados. La ventana interactiva cuenta con
botones, barras y menus que cumplen funciones especificas, las cuales se explican a
continuacion:
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Permite cargar el archivo .xIsx que contiene los datos del modelo de viga que se desea
calcular.

= Permite guardar los cambios realizados en el modelo cargado, siendo las opciones
presentadas Guardar y Guardar como.

]

& . - : .
== Permiten visualizar en pantalla los datos cargados en el archivo .xlIsx tales como: nimero

de elementos, nimero de nodos, cargas, condiciones de apoyo, geometria de la viga.

y

Permite graficar el modelo cargado en el archivo .xIsx, mostrando las cargas y apoyos
especificados.

L

Permite ejecutar el programa para la obtencion de los resultados.

Permite crear un archivo .xIsx con los resultados obtenidos. El archivo contiene la matriz
K global, desplazamientos, reacciones y fuerzas en los elementos.

Permite visualizar las deflexiones de la viga, tanto la “exacta” como la obtenida por la
teoria de Timoshenko.

Daformada Tenashankn - Galarkin

H Elementos Galerkin= | 3 Graficar Defleonas [ Mostrse vakores:

Permite modificar la escala gréfica de la deflexion obtenida
por la teoria de Timoshenko, mostrar los valores, elegir la grafica de deflexién o giro y el
numero de elementos existentes entre nodos que se desea conocer su deflexion.

Delemads Soluckn Angiftica

Grahcsr Defsxionas

Permite modificar la escala gréfica de la deflexion obtenida por
la teoria de clésica y elegir la grafica de deflexion o giro.

KM, m

Aporyada con P

&= 02

Permiten elegir las unidades, el tipo de modelo cargado para las gréaficas de
deflexion: empotrada con carga puntual, simplemente apoyada con carga distribuida,
simplemente apoyada con carga puntual a una distancia a del apoyo izquierdo. El valor de a
representa la ubicacion de la carga puntual (en porcentaje) en referencia a la longitud de la
viga. Asi, si la viga tiene 1m de longitud y a=0,5 (50%) la carga se ubicara en el centro del
claro.
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Para mayor informacion acerca del desarrollo del programa puede consultarse la seccion de
Anexos que contiene todo el codigo utilizado para la ejecucion del programa.

El proceso general que se sigue para la obtencion de los resultados se lo representa en el
siguiente diagrama de flujo:

Inicic

Y

Ingrese de dates cn archivo xlsx:-
Geométricos: Area, Ineroia, Longitud, factor de correcciin para
cartante (Ka)

Carpcteristicas mecinies: Madula de elasticidad (F), Madula
de Paiszon (v),

Cargas ¥ apoyes: Posicido de cargas, posicidn de apoyos, tpos
de cargas, prados de libertad del apoyo,
Deseripeidn de los elementos: cantidad y posicidn de nodos,

v

-Caleule de las matrices K clementales.
- Ensamblaje de la matriz K global

'

-Céleule de la solucion debida
alas condiciones asignadas.

v

- Expertacidn de dates,
-Creacion de grificas
correspondientes a las deflexiones de la viga

1

Fin

Diagrama 1. Diagrama de flujo para la solucion del problema computacional.
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CAPITULO 3

3. Ejemplosy analisis de resultados.
3.1 Solucion de una ecuacién diferencial por el método de Galerkin.

Se desea resolver la siguiente ecuacion diferencial con sus respectivas condiciones de frontera:

dy? 4 5
vy = -2
dx? 3y x
.. y(0) =1
condiciones de rontera{
/ ¥(5) = 2
Para la obtencién de la solucion exacta se establece:
e Homogénea:
4
D? — _) — 0
( 3)”
despejando:
D 4 D 2 D 2
= - = = — ; = — —
3 V3 V3
por tanto:
2. 2 .
V= cCc1eV3" +cye V3
e Particular:
s 3 , 27 3
Yp =Ax>+Bx*+Cx+E -y, =—Zx —§x+§

La solucion general es de la forma:

Parax =0:

de donde:
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C1+C2=_E

Parax =5:

de donde:

Resolviendo el sistema:

se obtiene que:
c; = 0.34547903
¢, = —0.84547903
De esta manera la solucion de la EDO es:

2 2 3 , 27 3
Vexacta = 0.34547903e%3 * — 0.84547903e V3~ + (—Zx -G Xt E)

Se aplica el método de Galerkin y con el fin de aproximar una solucion para la ecuacién, que
cumpla las condiciones de frontera indicadas, se establece que:

y(x) = ay + a;x + a,x?
Reemplazando en la aproximacion las condiciones de frontera:

y0)=1-a,=1
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57(5)=2—>2=1+a15+a225

1=+a,5+ a,25 1-5a,
= e d =
a; a; a; o5
. 1-5a; ,
yx)=1+ax+ T
o0 =1+ 5 g
YO =1+ =+ ax(1-3)

Se establece la aproximacién y(x) en base a las funciones arbitrarias V, y V;
x2
25

y(x) = Vo(x) + a, V1 (x)

X
yx)=1+—=+a;x(1 — E)

siendo:
2

x
=1+
Vo(x) +25

B =x(1-3)

Reemplazando y derivando:

2

¥ = 14— + agx(l — =
yXx) = o5 ayx( 5)
d37_2x+ 2x_|_1
dx 25 TuCCF+D
dy? 2 2
dx?2 25 5

La funcion residual queda expresada como:

R—2 2_4 1+x2+ (1 x) 342
~25 “573 25 TR\ FTE) )T

Para determinar el coeficiente a, se usa la siguiente integral ponderada:
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5
f V,R,dx =0
0

—(130a; + 1849) 0
18 -

1849

“ =" 730

De esta forma la solucion aproximada queda de la siguiente forma:

_ _1+x2 1849 = x
Y =1+5e 730 X1 -3

La solucion aproximada ha sido desarrollada mediante una funcion de aproximacion
cuadrética, la cual no se ajusta todavia a la solucion real de acuerdo con la grafica (). Por lo
tanto, ahora se establece una funcion de aproximacion cubica de la forma:

y(x) = ag + a;x + a,x? + azx3
Reemplazando en la aproximacién las condiciones de frontera
y0)=1-a5=1
y(5)=2-2=1+a,5+a,25+a3125

1-— 25a2 - 125a3

1= +a15+a225+a3125 > a = 5

1 - 25(12 - 125a3
5

y(x) =1+ x + a,x? + azx?

X

z + ayx(x — 5) + azx(x? — 25)

y) =1+
Se establece la aproximacion y(x) en base de las funciones arbitrarias Vy y V;:
Vo(x) = x(x = 5)
V;(x) = x(x? — 25)

Reemplazando y derivando:
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4y 1
e §+ a,(2x — 5) + a;(3x% — 25)

5,’2
d_x2 = Zaz + 6a3x
La funcion residual queda expresada como:

4 X
R =2a2+6a3x—§<1+§+a2x(x—5)+a3x(x2—25)>—x3 + 2

Para determinar los coeficientes a, y a5 se usa las siguientes integrales ponderadas:

5

11 = f VoRxdx = 0
0

26a, +195a; =75 (1)

5

12 == j Vledx == 0
0

1365a, + 1052a; = 4507  (2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (1y 2) paraa, y as :

[1325 1109552 ' [Zﬂ - [42(5)7

-1
[Z§]=[126 1951741 75

365 1052 4507
se obtiene:
—17973
Ay = ————
1469
1139
% = 565

De esta forma la solucion aproximada queda de la siguiente forma:

x 17973 5 +1139 3_oe
(7 = 5%) + o= (8 — 25%)

Repitiendo el proceso ejecutado para una funcion de aproximacion de orden 2 y 3 se resuelve
para una de orden 4, dando el siguiente resultado:
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27169569
2975968

_ —37504273
43 = 7743992

18585

% = 56336

a,

La solucion aproximada queda de la siguiente forma:

x 27169569 37504273 18585

~ _ i 2 _ _
Y =1+ g+ 55 caeg (F ~5%) ~ =507

Se puede observar en la grafica () las soluciones aproximadas con respecto a la solucion exacta;
conforme el orden de la funcién de aproximacion aumenta la solucion tiende a ser la exacta.

Y(x)

—@—exacta cuadratica —@—cubica —@—cuarta

Gréfica 1. Soluciones aproximadas y exacta de la EDO.

3.2 Aplicacion del método del MEF mediante la variante de Galerkin para la viga
Timoshenko.

Ejemplo 1: Viga en voladizo con carga puntual en el extremo libre.
La viga en voladizo con carga puntual en el extremo derecho tiene las siguientes caracteristicas:

L=1m, | =—m*E =205-10° 25,1 = 0.3,4 = 0.1m? K, = >, P = 100KN
120 m 6

Se determinaran los desplazamientos verticales de la viga mostrada a continuacion:
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®  Nodos

L ] Empotramiento
-100

Figura 9.Grafico en Matlab de la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre. Fuente: propia.

1) Discretizacion del dominio.

e Seeligen 3 elementos de viga e=1,2,3

e Cada elemento de viga esta definido con dos nodos, volviéndola un elemento lineal.

e Cada elemento de viga cuenta con 4 grados de libertad, 2 para la deflexion y dos para
el giro.

e Cada elemento de viga tiene longitud L, = x5 — x{. Para este caso particular todos los
elementos tienen la misma longitud igual a L, = L/e.

2) Matriz rigidez y vector fuerza para cada elemento.

A partir de los datos del problema: L = 1m, I = Flt)m4’E = 2.05-108 %,v =03,A4=

0.1m? K, = %,P = 100K N y debido a que los elementos poseen la misma longitud se tiene
que para los elementos 1,2,3, la matriz de rigidez es:

6 3L =6 3L
K= K2 = k32| 3L e +_6§12 _zL fg(Ll =D donde L =1

3L [2(1-61) -3L I2(2+6X)

siendo A = KSZLZ Y G =5 = 78846153.85 - 1 = KS(’ZLZ = 2.34469

Resolviendo la expresion se tiene que 6523 = 3287256.41

Entonces:

6 1 -6 1
K' = K? = K> =3278756.41| | 178935 —1 —1A45202

1 —-1.45202 -1 1.78535
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El vector de desplazamiento para cada elemento es:

I
e _ |7
Hs
P2
El vector frontera conformado por las fuerzas de reaccion, para cada elemento queda expresado
por:
Ve
po_ |Mi
b VZe
M3

3) Ensamblaje de las ecuaciones del elemento.

Debido a los 4 desplazamientos globales, la matriz de rigidez ensamblada resulta ser de 8x8,
y, ademas, hay que recordar que K es una matriz en banda y también simétrica. De lo analizado
para la viga considerada con mas de dos elementos y con cuatro desplazamientos por elemento,
se puede deducir que el ensamble graficamente es como se muestran en la Figura 10.

T |
A -t Y,

Figura 10. Ensamblado de la matriz de rigidez. Fuente: (Piedra, 2019)

6 1 -6 1 0 0 0 0
1 178535 -1 —1.45202 0 0 0 0

-6 -1 6+6 -1+1 -6 1 0 0
1 —145202 —-1+1 1.78535+1.78535 —1 —1.45202 0 0

K = 32787541 0 0 -6 -1 6+6 -1+1 -6 1

0 0 1 —1.45202 —141 1.78535+41.78535 —1 —1.45202
0 0 0 0 -6 -1 6 -1

L 0 0 0 0 1 —1.45202 -1 178535 |
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El vector frontera ensamblado para los tres elementos se resuelve como muestra en la Figura
11:

N H J

Figura 11. Ensamblado del vector frontera. Fuente: (Piedra, 2019).

— V1 -
11 —Vl— _ Vl .
1M1 2 My M,
VZ + Vl V2 O
£ = M} + M? _ M, _ 0
P2+ Vs 0
M2+ M3 e 0
V23 V4. 0
M L—100-
| M3 *

Debido a que el ejemplo no cuenta con cargas distribuidas el vector fuerza es igual al vector
fo =71
El vector de desplazamiento global es:

a=[u; @1 Uy @2 Uz @3 Uy @4]”

Imponiendo las condiciones de frontera debido a que la viga se encuentra empotrada en el nodo
1 se tiene que paraa' — u; = 0y ¢,=0, mientras para a?, a3, a* uy ¢ son diferentes a 0.
Esto eliminaria las columnas y filas 1 y 2 de la matriz de rigidez ensamblada y las filas 1y 2
del vector fuerza.

4) Solucidn del sistema discreto.

Para encontrar la solucion del sistema reducido k - @ = f, obteniendo asi los giros en los nodos
y sus desplazamientos verticales. Para esto se procede mediante eliminacion Gaussiana.
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k-a=f
0 (3.5707)¢p, —1u; —1.45202¢, 0 0 0
—6u —1¢ (12)u 0 —6u 1o 0
3278756.41 - 2 9 3 4 4
1u, —1.45202¢, 0 (3.5707)¢; —1u, —1.45202¢, 0
0 0 —6uy —1¢; 6u, —1¢, 0
0 0 lug —1.45202¢; —1u, 1.78535¢, —100

Las deflexiones y los giros en los nodos son:
—0.0768 * 1.0e — 04 m
—0.1569 Rad
—0.1954 * 1.0e — 04 m
—0.2511 Rad
—0.3354 « 1.0e — 04 m
—0.2826 Rad

La deflexion maxima se da en el dltimo nodo y resulta ser de —0.3354 * 1.0e — 04 m o
0.33mm.

5) Polinomio de aproximacion.

Ya que se ha considerado una relacion lineal para todos elementos basada en las ecuaciones
2.69, 2.70 y 2.71 se tiene que las ecuaciones aproximadas de deflexién para los 3 elementos
son:

Elemento 1: {(1 - 0} + {( x ) . —0.0768 - 1.0e — 04 } cuando x € [0,1/3]

0.333 0.333

X
0.333

Elemento  2: {(1 2 ) . —0.0768 - 1.0e — 04} + {(

) . —0.1954- 1.0e — 04}
0.333
cuando x € [0,1/3]

Elemento  3: {(1 - 0.2‘33) . —0.1954 - 1.0e — 04 } + {(0_;‘33) . —0.3354- 1.0e — 04}
cuando x € [0,1/3]

Graficando las ecuaciones de aproximacion se tiene:
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1,2

-0,15

-0,2

-0,25

desplazamiento en mm

-0,3

-0,35

-0,4

Longitud en m

Gréfica 2. Polinomios de aproximacion para viga empotrada con carga puntual.

Debido a que la resolucion por el método de los elementos finitos sigue un proceso iterativo,
mediante el software Matlab se facilita el procedimiento para un mayor nimero de elementos.
A continuacién, se muestran las deflexiones maximas, vector desplazamiento y comparacion
de los resultados obtenidos con el programa para 5,10,100 y 1000 elementos.

= Para5 elementos:

Vector desplazamiento:

1 —0.0408 7
—0.1040
—0.1002

Up = 1.0e — 04 - m

—0.3429
-—0.2890-

Vmax — 0.03429mm
Omax = —0.2890 - 1075 rad

Se puede comparar graficamente mediante el software Matlab la solucién de Timoshenko
(linea azul) con la analitica, explicada méas adelante (linea roja):
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---------------------------- =
e -__-'_"'"——-..__ -
e 81951205
= - -
————
- e -
== w3 420005
| 1 1
4] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1
Dieformada Tengshankn - Galarkn X [m] Datemada Salucidn Anailica HH.m
.| .| Voladizo con P
H Elementos Galerki= | 3 Graicar Defenionas = [ Mostrar vakess Girahcar Dafexianes = 05

Figura 12. Deflexiones en la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre para 5 elementos.

Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia

= Para 10 elementos:

Vector desplazamiento:

r—0.0180 7
—0.0554
—0.0412

Up=10e—-04-| ' [m

—0.3462
L—0.2917-

Vmax = —0,03462mm

Omax = —2.926 - 107° rad
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Il T e e T e e e
TtteeeeneL ... TR <= - 81951205
7T - 34621805
! | | | ! | | | !
n 01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 b 1
X [m] Defwmada Solucidn Ansillica fhlm ]

Disfarmads Tenecehenkn - Galamkin

H Elementos Galerki= Graficar Deflexiones =~

Figura 13. Deflexiones en la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre para 10 elementos.

[T Mastrar wakres

CGiralicar Dafexdonas

Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia

= Para 100 elementos:
Vector desplazamiento:

r—0.0016 7
—0.0058
—0.0032

U, = 1.0e — 04 -

—0.3473

—0.03473mm

Ymax =

Omax = —0.2927 - 1075 rad

L—0.2927-

‘oladizo con P
# 05

Linea azul-solucion de
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| | |
4] 0.1 0z 03 04 0.5 0.6 0y 08 0.9 1
Dedormada Tenoahankn - Galaran X [m] Detrmada Solucsdn Angilica N m
.| .| | ' Waladizo con P -
H Elementos Galerkin= 3 Grahcar Deflesanas [ Mastras wakras Grahca Debexionss -~ = 0§

Figura 14. Deflexiones en la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre para 100 elementos. Linea azul-solucién
de Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia

= Para 1000 elementos:
Vector desplazamiento:

r—0.0002 7
—0.0006
—0.0003

Up= 1.0e — 04 - m

—0.3473
L—0.2927-

Vmax = —0.03473mm

Omax = —0.2927 - 107 rad
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] 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 or 0.8 09 1

il KN m
Diefarmada Temashsnko - Galaran X [m] Delormada Solucke Anaiflica

| | r| \l | r| ‘oladizo con P

H Elementos Galeckin= | 3 Graficar Dafemoneg [T Mastrar valoras: Grahcsr Defexioneg & 03

Figura 15. Deflexiones en la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre para 1000 elementos. Linea azul-solucién
de Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia

De los resultados obtenidos se puede observar que a medida que el nimero de elementos crece

la solucion comienza a converger en -0.03473mm, que es la deflexion mé&xima en el nodo

ubicado en el extremo libre de la viga.

También es de interés conocer la diferencia que existe entre los resultados obtenidos con otros
métodos de la teoria clésica de deformacion de vigas en la que se destacan por ejemplo la doble
integracion, viga conjugada, area de momentos entre otros. Utilizando cualquiera de los
métodos antes mencionados la ecuacion de deflexion para la viga del ejemplo es de la forma:

y = L. (BLx? — x3)
6E1

Para este caso se sabe que la deflexion méxima ocurre cuando x = L, entonces la expresion
resulta ser:

PL3
Ymax = _ﬁ
reemplazando los datos del problema se obtiene:
100 = 13

Ymax =

3% 2.05 % 108 % —
120

VYmax = —1.951 * 10™°m
Vmax = —0,0195mm

El giro se expresa como:
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PL?
Pmax = — m

Omax = —2.926 x 1075

La deflexion méxima es de -0.0195 mm (linea roja de las graficas anteriores), siendo la
discrepancia entre los resultados de 0.01523mm. La diferencia entre la deflexion obtenida por
Timoshenko y la deflexion analitica obtenida por la teoria de mecéanica de materiales se debe a
la consideracion del esfuerzo cortante que hace Timoshenko. Para observar de mejor manera
esta diferencia se desarrollara el mismo caso para la discretizacion de un solo elemento de
longitud L.

Partiendo de la ecuacion 2.67 para un elemento se tendria:

Kiyl = F1
- K,GA K.GA  K,GA K,GA
L 2 L 2
K,GA K,GA EI K,GA K,GA EI| ru, 1’4
2 3 L 2 6 L. |¢ _ (M
K,GA K;GA K,GA K,GA Uz P
Tl T2 L2 2 0
KsGA  K,GA EI K,GA K,GA EI
2 6 L 2 3 T

Como no existe desplazamiento ni giro en el empotramiento se tiene que u; = 0y ¢, = 0.
Aplicando al vector desplazamiento y eliminando las filas que se vuelven cero se tiene:

K,GA K,GA

L 2 P
K.GA  K,GA EI‘[ ] [
2 3 T

Resolviendo la inversa de la matriz K (K1) y despejando el vector de desplazamiento se tiene

L N L3 L?
uz]: K,GA 3EI 2E] [P]
) 12
2E1 EI
Resolviendo para u,:
3
K.GA 3EI
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Se puede observar que la diferencia con la expresion obtenida por el método clésico, es el
. L ., .
termino ——, por lo tanto, la deflexion en el extremo de la viga es:
S

. L3
= sin esfuerzo cortante 351 -P

L L3
—)-P
K.GA + 351)

= con esfuerzo cortante (

Ejemplo 2: Viga simplemente apoyada con carga distribuida g.
La viga simplemente apoyada con carga distribuida g a lo largo de su longitud tiene las
siguientes caracteristicas: L = 2m, E = 2.05x 108, v = 0.2, A = 0.03m?, I = 0.00045m?,

5 KN
Kszqu=107

Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo 1 y mediante la programacion realizada en el
software Matlab se obtienen los siguientes resultados para 2, 6, 50 y 100 elementos:

= Para 2 elementos:

= ®  Nedos
“ = Emgolramiento
15— A Apoys Fijn |
®  Apsys Mo
H — Elementos
— 10 -10
g
=z
o 05— —
L™
g o \’ \’ |
CH~

0 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

ml kN,
Detormada Tmashanks - Gaiwrdn X [m] Detormada Solucin Analica =

Figura 16. Modelo en Matlab para 2 elementos de la viga simplemente apoyada con carga distribuida g a lo largo de su
longitud. Fuente: propia.

Vector desplazamiento:

—0.9252
—0.6968 m
0
0.9252

U, = 1.0e — 05 -

La deflexion maxima ocurre en el centro de la viga, en el nodo 2, es decCir y,sy = Uy =
—0.006968mm. De igual manera se puede comparar graficamente mediante el software
Matlab la solucion de Timoshenko (linea azul) con la analitica, explicada méas adelante (linea
roja):
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27 T I I
15—

-
05—

r'eYs&=rr—— o

. . T haemmmmmmmmmmm T " o
“feel. . TEEEE- -5 H6TEEE Lt

05— T e

= --""-..___ J._-r‘-'"'

-------- —eppsRmTE T

15

. ! I L I I ! . . ! I L

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
Defurmada Tanashenkn - Gaberkin X [m] Defmada Seluciin Anailica Kb
'| '| [ v Apcyada con O
H Elemantos Galerkin= 3 Graficar Deflexiones - [ Musirar vakres Graficar Defexiones Lol Lo

Figura 17. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga distribuida para 2 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko; linea roja-solucién analitica. Fuente: propia.

= Para 6 elementos:

2y T T T T T T T
=] ®  MNodos
“ " Emgotramienio
15— & Apoyo Fijo —
& Apoyo Movi
g Eleme nios
— =10 =10 -10 =10 =10 =10
1— - 1
- ]
= |
-
S8 05 -
LT
E o = -
b~
05— -
1= -
15— -
2 | | I ] | | I ] | | 1
[¥] 0z 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X [m] KHm = |

Disformacda Tenoshenkn - Galerkin Deformada Soluckin Anailica

Figura 18. Modelo en Matlab para 6 elementos de la viga simplemente apoyada con carga distribuida g a lo largo de su
longitud. Fuente: propia.

Vector desplazamiento:

[ —0.2893 7
—0.1026
—0.0003

Up = 10e 04| oo

—0.1026
L 0.2893
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La deflexion maxima ocurre en el centro de la viga, en el nodo 4,
—0.02011mm

es deCir ygsx — Us =

I =
e P
R .27
sIea e
- = Sl _ -—_"..-_' .
BN —emiieT
N te —‘__‘.- -
B .l S I T L b
e 7" T2 ee=T
RO —eGERRAETTE T
| | 1 1 | | 1 I | |
o 0.2 0.4 0B 0a 1 12 14 18 1.8
Difarmads Tenashenks - Galeriin X[m] Deformada Selucién Ansilica kH.m

Figura 19. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga distribuida para 6 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia.

=  Para 50 elementos:

2r T T T T T T T T T T
i ® Nodos
. ®  Empotramienio
15 » A Apoyo Fijo
®  Apoyo Movi
& w— E | e koS
é‘ 7 -10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10 -10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10-10
>
.6 05—
e
£ L L
b~
e
05—
1=
15—
2l | | 1 1 | l | 1 l | |
1] 0.2 0.4 06 [oX:] 1 12 14 16 i8 2
X [m] KN

Deformads Tenoshenkn - Galerkin Deformada Sclucién Anailica

Figura 20. Modelo en Matlab para 50 elementos de la viga simplemente apoyada con carga distribuida g a lo largo de su
longitud. Fuente: propia.
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Vector desplazamiento:

r—0.3601 7
—0.0162
—0.3592

U, = 1.0e — 04 - _0 2484

—0.0162
- 0.3601 -

La deflexion méxima ocurre en el centro de la viga, en el nodo 26, es decir y,s, = Uzg =
—0.02484mm .

2 T T T

15

05

-

"~

0 0.2 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2

X [m] kN,m

Deformads Tenoshenko - Galerkin Deformada Sclucin Ansilica

.I l » | 'l ‘ » | Apoyada con O

Figura 21. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga distribuida para 50 elementos. Linea azul-solucion de
Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia.

= Para 100 elementos:

Vector desplazamiento:

[ —0.3610 7
—0.0081
—0.3592

Up = 10e~04 | o000

—0.0081
L 0.3610 -

La deflexion maxima ocurre en el centro de la viga, en el nodo 51, es deCir y,40 = Us; =
—0.02490mm.
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o 0.z 0.4 0.6 oa 1 1.2 1.4 16 18 2

X [m] Deformada Selucin Anallica Hm

Disfarrmada Tenashenks - Galerin

Figura 22.Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga distribuida para 100 elementos. Linea azul-solucion de
Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia.

La ecuacion “exacta” de la teoria de la deflexion de vigas para el caso de una viga simplemente
apoyada (linea roja de las anteriores graficas) con carga distribuida es de la forma:

_—q-x-(L3—2Lx2+x3)
B 24 -E-1

N . : L
Se conoce que la deflexion maxima ocurre en el centro del claro de la viga es decir para x = >
quedando la expresion anterior como:

_—5'q'L4
Ymix = 384 F ]

Reemplazando los datos del problema:

~ —5-.10-24
Ymix = 3847.2.05- 108 - 0.00045

Ymax = 0.02258mm

La diferencia entre la ecuacion “exacta” y la de Timoshenko radica en la consideracion del
cortante tal y como se explicé en el ejemplo anterior.

Ejemplo 3. Viga simplemente apoyada con carga puntual a una distancia x de uno de los
apoyos.

Se tiene unaviga de longitud L = 1m con carga puntual a 0.2m desde su apoyo izquierdo con
8 v =03A=01m*K,=2,P =

m2’

100K N . Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo 1 y 2 mediante la programacion

los siguientes datos: [ = Fl()m4’E =2.05-10
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obtienen

los siguientes

resultados para 5, 55 y 100

-100

®  HNodos

" Emgpoltamiento

A Apoys Fijo ]
& Apoys Movi

LY

01

0.2

Diforrnada Tenashenkn - Galarkan

03

0.4

0.5
X [m]

06

or

Detwemada Seluzién Anailica

08

0.8 1
kHm

Figura 23. Modelo en Matlab para 5 elementos de la viga simplemente apoyada con carga puntual a una distancia a del

Vector desplazamiento:

U, = 1.0e — 05 -

r —0.277 7
—-0.2710
—0.1848
—0.2897

0.1617

L 0.1848 -

apoyo izquierdo. Fuente: propia.

La deflexion méaxima ocurre en el nodo 2, es decir donde se ubica la carga puntual P~ y,,,4, —
u, = —0.002897mm.

Andrés Fernando Calle Nieto

Christopher William Orellana Sarmiento

Pagina 63



Universidad de Cuenca

‘-. B e e ————— L R = A
*u,  TTTTTTESmEs=csmmse--- =® e80T - - - ===~ P
Y pem—=""
.“‘.. ,.—-—-"_-—-- -
~ cmm—
~_ e
- JEp——
e mmm=—
“e2AaT5e0E
| | | | | |
[ 01 02 03 0.4 0.5 08 o7 08 0.9 1
Disfarmada Tenashenkon - Gaaran X [m] Deternada Solucsn Anaiitica i.m
“ | ' ¥ | v Apyada con P
M Elementos Galerkine= 3 Graficar Dafledanes E Muslrar valoras Grahcar Debemonas & 0z

Figura 24. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga puntual para 5elementos. Linea azul-solucion de
Timoshenko; linea roja-solucién analitica. Fuente: propia.

=  Para 55 elementos.

IF Calle_Orellana_Principal —
] Modelo actual  gim_pun_55 xlsx Direccion C:\Users\christopher\Documents\MATLAB\Pro.
2 2 J J J J ‘ T I MATERIALES
coogo | £ | o | @
1205000 0200 ()
g T G
& i
4 400 < >
1F
~
) | -
|05
‘-t
o . 1
= & A
@ 05 =1

Figura 25. Modelo en Matlab para 55 elementos de la viga simplemente apoyada con carga puntual a una distancia a del
apoyo izquierdo. Fuente: propia.
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Vector desplazamiento:

1 —0.2809 7
—0.0272
—0.2802

Up = 1.0e =05 | o oo,

0.1871
- 0.1873 A

La deflexion maxima ocurre en el nodo 12, es decir donde se ubica la carga puntual P
Vmax — Uiz = —0.002934mm .

[} 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 or 0.8 0.9 1
Diefarmada Tmaskenkn - Galaran X [mi Delormada Selucen Analiica .m
| [ | | | | Aparyada con P

H Elementos Galerkins | 3 Graficar Deflemonag [ Mosirar vakees Grahcar Defexionas # 0z

Figura 26. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga puntual para 55 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia.
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= Para 100 elementos.

Calle_Orellana_Principal =

I Modelo actual: sim_pun_100 xlsx Direccion:  |¢AUsers\christopheriDocuments\MATLABPro
2 T T T T T T T T T T T
15 o
-100
1
0.5
T & g A
)05
R
15[
2 1 | | 1 | | 1 | | 1 |
0 0.1 02 03 04 0.5 06 07 0.8 09 1

Figura 27. Modelo en Matlab para 100 elementos de la viga simplemente apoyada con carga puntual a una distancia a del
apoyo izquierdo. Fuente: propia.

Vector desplazamiento:

r—0.2810 7
—0.0150
—0.2807

Up = 10e=05 | o oac

0.1873
- 0.1873 A

La deflexion maxima ocurre en el nodo 21, es decir donde se ubica la carga puntual P y,,4, —
U,; = —0.002935mm
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1] 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0& 0.7 0.8 0.9 1
- o x |_|'T|' . kN, m
Disformada Tengehsnko - Galaron 1 Delormada Selucdn Analitica
.| | .| .| | .| Apoyada con B
H Elementus Galerkinm | 3 Graficar Defaniones  ~ [ Mostrar vakeas Graficar Defexiones = 02

Figura 28. Deflexiones en la viga simplemente apoyada con carga puntual para 100 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko; linea roja-solucion analitica. Fuente: propia.

Para este mismo caso, se obtienen las deflexiones para diferentes longitudes de la viga:

e L[=15m

o 05 1 1.5

1 kN.m
Defonmada Temaskenkn - Galaran X [m] Detormada Solucen Anailica -

Figura 29. Deflexion en la viga simplemente apoyada L= 1,5m con carga puntual para 100 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko.
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e [=2m

S E S0l

0 0.2 0.4 0.6 0 1 12 14 1.6 1.8
Difrmada Tenasksnkn - Gabaran X m] Dutwmads Solucidn Ansilica kh.m

b | -| | b Apoyada con P

M Elememas Galerkin= 3 Graficar Deflemanss [ Mastrar vakras Grafcsr Defexionas & 02

Figura 30. Deflexion en la viga simplemente apoyada L= 2m con carga puntual para 100 elementos. Linea azul-solucién de
Timoshenko.

De las figuras 28, 29 y 30 se puede observar que, cuando se eligen 100 elementos lineales y
diferentes longitudes de viga para aplicar la teoria de Timoshenko mediante el método de
Galerkin, al aumentar la relacion de esbeltez A = L/h la deflexion maxima comienza a alejarse
de la direccion donde se aplica la carga puntual.
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CAPITULO4.

4. Conclusiones.

e El método de Galerkin permite el uso de funciones de prueba en la solucion de EDOs;
en el método las condiciones de frontera ayudan cuando no hay una relacion fisica clara
en un mismo punto de la funcion, pero si cuando se tiene el valor en los extremos del
dominio de la funcion. En el ejemplo desarrollado se puede apreciar que mientras el
orden de la ecuacion de aproximacion es mayor la funcion-solucion aproximada tiende
a ser la exacta.

e La utilidad de los métodos variacionales desde el punto de vista del calculo numérico
es que proporcionan una forma sencilla de obtener soluciones aproximadas, lo cual ha
quedado comprobado mediante la implementacion de la variante de Galerkin para la
formulacion de elementos finitos de la teoria de Timoshenko, utilizando funciones de
aproximacion y en donde la solucién para el problema discreto se puede encontrar
explicitamente como una combinacién lineal de las funciones base con coeficientes
desconocidos, es decir, se obtiene un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas
que permite determinar los coeficientes.

e Las aproximaciones para la deflexién y giro son de clase C,, lo que quiere decir que
garantizan que el desplazamiento axial es continuo dentro del elemento y entre
elementos, ademas que las funciones de forma N,,; y N,; que acompafian las
aproximaciones interpolan dentro del elemento Unicamente los desplazamientos y giros
correspondientes al nodo en el que se encuentran. De ahi que el aporte del MEF
(Método de los elementos finitos) al método de Galerkin consiste en una forma
sistematica y de facil automatizacion para la construccion de las funciones de forma a
partir de funciones definidas de manera local.

e La utilizacién de la herramienta computacional MATLAB ha facilitado la resolucion
de los diferentes modelos de vigas y cargas aplicadas de una manera eficaz y rapida,
debido a la naturaleza reiterativa del proceso de solucion, convierte la programacion
computacional en una poderosa alternativa para el ensamble de sistemas matriciales de
gran tamafio y la obtencién de resultados.

e Los resultados obtenidos de los modelos implementados debido a la teoria de
Timoshenko con la formulacion de Galerkin varian con respecto a la teoria clasica de
deflexion de vigas. Como se explicé en el ejemplo 1 de la seccion 3.2 correspondiente
a la viga empotrada con carga puntual en el extremo libre, la discrepancia radica en la

accion considerable del cortante siendo la diferencia con la expresién obtenida por el
L

KsGA
en parte de la geometria de la viga, siendo de interes la esbeltez (A = L/h), ya que es

método clasico el termino para este caso. Se puede observar entonces que depende
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conocido que valores de A altos (vigas esbeltas) provocan que el efecto del cortante sea
despreciable haciendo que la solucién coincida con la de la teoria clasica. Esta misma
caracteristica mecanica interviene en los resultados obtenidos para la deflexion de una
viga simplemente apoyada con carga puntual para diferentes valores de longitud L (1,
1.5y 2m), en donde se puede observar que al aumentar la esbeltez la deflexién maxima
de la viga comienza a alejarse del punto de aplicacién de la carga puntual.
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6. Anexos.
Vector resultado de fuerzas de los ejercicios uno dos y tres

Ejemplo 1)

Remplazando los desplazamientos obtenidos en el sistema de ecuaciones original se obtiene
el siguiente vector

Fs =
100.0000
100.0000

Que indica una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 100 KN y un momento de 100 KN m.

Ejemplo 2)

Remplazando los desplazamientos obtenidos en el sistema de ecuaciones original se obtiene
el siguiente vector

Fs=
10.0000
10.0000

El vector obtenido indica una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 10 KN en el apoyo
izquierdo, y una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 10 KN en el apoyo derecho y momentos
0 en ambos apoyos.

Ejemplo 1)

Remplazando los desplazamientos obtenidos en el sistema de ecuaciones original se obtiene
el siguiente vector

Fs =
100.0000
100.0000
Que indica una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 100 KN y un momento de 100 KN m.

Fs=

80.0000
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El vector obtenido indica una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 80 KN en el apoyo
izquierdo, y una reaccion en el sentido ‘y’ positivo de 20 KN en el apoyo derecho y momentos
0 en ambos apoyos

Programa en Matlab

La codificacion del programa Calle_Orellana_Galerkin, Extrae los datos cargados de una
hoja de Excel para representar la viga sus cargas y apoyos de forma gréfica, obtiene la matriz
de rigidez de cada elemento, el ensamble de las matrices rigidez, la imposicion de las
condiciones de frontera y las soluciones del sistema reducido, grafica las deflexiones de cada
nodo obtenidas del sistema reducido y la grafica de deflexiones del método clasico.

A) Extraccion de datos cargados en Excel y organizacion de datos en vectores

function
[N Nodos,N Elementos,N Apoyos,N F Nodal,N F Elementos,Nx,Ny,NI,NJ,Pos ID i,
Pos ID j,ID Nodos,ID Nodos Apoyo,ID Elementos, ...

A,I,Ks,L,E,u,GDL,GDLP,GDLS,GDLi,GDL],GDLi_Q,GDL) Q,Pos ID Apoyo Simple,Pos
ID Apoyo Fijo,Pos_ID Apoyo Empotrado, ...
Cord X P i, Cord X P j,Pos ID ElemQ,Cord Y P i,
Cord Y P j,Cord X 9 i, Cord X Q j,Cord Y Q i, Cord Y Q Jj,...
Cargas Nodales, Cargas Distribuidas, Q, P] =
Formar Datos Partida (handles)

%% Se extraen las matrices de las Tablas con los datos del Modelo

M Nodos = get(handles.tab Nodos, 'data'); %3Se extrae los
datos a la matriz nodos

M Elementos = get(handles.tab Elementos, 'data'); %Se extrae los
datos a la matriz elementos

M Apoyos = get(handles.tab Apoyos, 'data'); %Se extrae los
datos a la matriz apoyos

M Cargas_ Nodos = get(handles.tab Carga Nodal, 'data'); %Se extrae los
datos a la matriz de cargas nodales

M Cargas Elementos = get(handles.tab Carga Elementos, 'data'); %Se extrae
los datos a la matriz de cargas en los elementos

M Materiales Data = cellZ2mat(get(handles.tab Materiales, 'data')); %Se

extrae los datos a la matriz de cargas en los elementos

%% Se extrae el numero de elementos y fuerzas

[N _Nodos, ~] = size (M Nodos) ; % # de Nodos

[N Elementos,~]= size (M _Elementos) ; % # de Elementos

[N _Apoyos, ~] = size (M _Apoyos) ; $ # de Apoyos

[N _F Nodal,~] = size (M Cargas_Nodos) ; % # de Fuerzas Nodales
[N F Elementos,~] = size(M Cargas Elementos); % # de Fuerzas en los
Elementos

%% Informacion de los Nodos

ID Nodos = M Nodos(:,1); %Vector con todos los ID de los
Nodos

Nx = M Nodos(:,2); %Vector con la Posicion X de los
Nodos
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$Vector con la Posicion Y de los

Nodos

%% Informacion Elementos

NI = M Elementos(:,2); SVector con nodos inicial de las
Elementos

NJ = M Elementos(:,3); %$Vector con nodos final de las
Elementos

A = M Elementos(:,5); $Vector con las Areas de cada Elemento
I = M Elementos(:,6); SVector con las Inercias de cada
Elemento

Ks = M Elementos(:,7); %$Vector con los Factores de forma de
las secciones

E = zeros(N_Elementos,1); SVector con los Modulos de elasticidad
u = zeros (N _Elementos,1); %Vector con los Modulos de poisson

Pos ID i = [];

Pos ID j = [];

o)

% Se forma la matriz con los datos del material de cada elemento

Cod M = M Elementos(:,4); $Vector con los codigos del
Material de cada Elemento

Codigo Material = M Materiales Data(:,1); % Codigo de los materiales
disponibles

for i = 1:N Elementos

aux find (Codigo Material==Cod M(i));

E(i) = M Materiales Data(aux,2); % Se extrae el modulo de elasticidad
para cada elemento

u(i) = M Materiales Data(aux,3); % Se extrae el modulo de poisson para
cada elemento

aux 1 = find(ID Nodos == NI(i));

Pos ID i(end+l) = aux i;

aux_j = find(ID Nodos == NJ(i));

Pos ID j(end+l) = aux Jj;

end

%% Informacion de los Apoyos
ID Nodos Apoyo = M Apoyos(:,2); % En que nodod estael apoyo
N GDL = N Nodos*2; % Calcula el numero de GDL

GDL = (1:N_GDL) ; % Vector con todos los GDL del Modelo
GDL aux = GDL;

GDLS_X = M Apoyos(:,3);

GDLS Y = M Apoyos(:,4);

GDLS 7 = M Apoyos (:,5);

GDLS = [1:

Pos ID Apoyo Simple = [
Pos_ ID Apoyo Fijo = [
Pos ID Apoyo Empotrado =

|

—
e
e s

~.

for i = 1: N _Apoyos
if GDLS X(i) == 0 && GDLS Y(i) == 1 && GDLS Z(i) == 0
Condicion de apoyo simple
aux_sim = find(ID Nodos Apoyo (i)==ID Nodos) ;
encuentra la posicion del nodo
Pos ID Apoyo Simple(end+l) = aux sim;
almacenan para graficar las posiciones

o\°

o\

Se

o\°

Se
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GDLS (end+1) = aux_sim*2-1;
elseif GDLS X (i) == 1 && GDLS Y (i) == 1 && GDLS Z(i) == 0 %
Condicidén de apoyo fijo
aux fij = find(ID Nodos Apoyo (i)==ID Nodos) ;
encuentra la posicion del nodo
Pos ID Apoyo Fijo(end+l) = aux fij; % Se almacenan
para graficar las posiciones
GDLS (end+1) = aux fij*2-1;
elseif GDLS_X(i) = 1 && GDLS_Y(i) =1 && GDLS_Z(i) = 1 %
Condicion de empotramiento
aux_emp = find(ID Nodos Apoyo (i)==ID Nodos) ;

o°

Se

Pos ID Apoyo Empotrado(end+l) = aux emp;
GDLS (end+1) = aux emp*2-1;
GDLS (end+1) = aux _emp*2;
end
end
GDLS = sort (GDLS) ; % Vector con los grados de liberta S
cont = 0;
for 1 = GDLS
cont = cont + 1;
aux (cont) = find (i==GDL) ;
end
GDL (GDLS) = [1;
GDLP = GDL; % Vector con Grados de Libertad P
GDL = GDL aux;
GDLi = zeros (N_Elementos,2); % Matriz con los GDL iniciales de los
Elementos
GDL7 = zeros (N_Elementos,2); % Matriz con los GDL finales de los
Elementos

%% Se foman vectores de Longitud de los elementos
= zeros (N Elementos,1);
for i=1:N _Elementos

aux 1 = find(NI (i)==ID Nodos) ;

aux_j = find(NJ(i)==ID Nodos) ;

=

L(i) = abs(Nx(aux j(1))-Nx(aux i(1l)));
GDLi(i,:) = [aux i*2-1 , aux 1*2];
GDLj (i,:) = [aux j*2-1 , aux j*2];

end

%% Se forman los vectores para representacion de las cargas puntuales en
los nodos

ID Nodos Cargas = M Cargas Nodos(:,1);

Cargas P = M Cargas Nodos (:,2);

Cord X P i = [];
Cord X P 3 = [];
Cord Y P i = [];

Cord Y P 3 = [];

Cargas Nodales [1; $ Matriz con el GDL y el valor de la carga P [GDL P]

for i = 1:N_F Nodal

if Cargas P(i) ~= 0 % Se comprueba que la carga sea diferente de cero
para tomarla en cuenta
aux = find(ID Nodos Cargas (i) == ID Nodos);
Cord X P i(end+l) = Nx(aux);
Cord X P j(end+l) = Nx(aux);
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Cargas Nodales(end+1l,1) = aux*2-1;
Cargas Nodales (end, 2) = Cargas_P(1);

% Se toma en cuenta si es positiva o negativa
if Cargas _P(i) < O

Cord Y P i(end+l) = Ny(i)+1;

Cord Y P j(end+l) = Ny(i);
else

Cord Y P i(end+l) = Ny(i);

Cord Y P j(end+l) = Ny(i)+1;

end
end
end

%% Se forman los vectores de las cargas distribuidas de los elementos

ID Elementos = M Elementos(:,1); $Vector con todos los ID de
los Nodos

ID Elementos Cargas = M Cargas_Elementos(:,1);

Cargas Q = M Cargas Elementos(:,2);

Pos ID ElemQ = [];

Cord X Q i = [
Cord X Q j

|
—
e
~

~.

Cord Y Q i = [
Cord Y Q j

|
—
e
~

~.

GDLi Q = [
GDL] Q = [

[EN—1
~.

~.

Cargas_Distribuidas = []; % Matriz con informacion de las cargas
distribuidad [GDL 1 GDL j Valor]

for i = 1:N_F Elementos
if Cargas Q(i) ~= 0 % Se comprueba que la carga sea diferente de cero

para tomarla en cuenta

aux = find(ID Elementos Cargas (i) == ID Elementos);

Pos ID ElemQ (end+1l) = aux;

pos nodo i = find(NI (aux) == ID Nodos) ; % Nodo Inicial del
elemento

pos nodo j = find(NJ(aux) == ID Nodos); % Nodo Final del
elemento

Cord X Q i(end+l) = Nx(pos nodo i);

Cord X Q j(end+l) = Nx(pos nodo 3j);

GDLi Q(end+1,1:2) = [pos _nodo_ i*2-1 , pos nodo_ i*2];

GDLj Q(end+1,1:2) = [pos_nodo_ j*2-1 , pos _nodo_ j*2];

Cargas Distribuidas (end+1,1) = pos nodo i*2-1; % Matriz [GDLi
GDLj Q] Es lo mismo de lo anterior pero en Matriz

Cargas Distribuidas (end,2) = pos nodo j*2;

Cargas Distribuidas (end, 3) Cargas _Q(1);

% Se toma en cuenta si es positiva o negativa
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if Cargas _Q(i) < O
Cord Y Q i(end+l) = Ny(i)+1;
Cord Y Q j(end+l) = Ny(i);
else
Cord Y Q i(end+l) = Ny(i);
Cord Y Q j(end+l) = Ny(i)+1;

end
end
end

Q = Cargas Q(:);
P = Cargas P(:);
end

B) Ensamblado de la matriz elemental k

function [Ke] = Ensamblado K elem(A,I,L,Ks,E,QG)
1d = E*I/ (Ks*G*A*L"2); % Factor Lamda
ft = E*I/(6*1d*L"3);
fp = L"2* (2+6*1d) ;
fn = L"2*(1-6*1d) ;
Ke = ft*[6 3*L -6 3*L
3*L fp -3*L fn
-6 -3*L 6 -3*L
3*L fn -3*L L "2* (2+6*1d) 1;
end

c¢) Ensamblado de la matriz global k

function [K glob] = Ensamblado K global (K glob,Ke,GDLi elem,GDLj elem)
$ FILAS = [NI,NI,NJ,NJ];

% COLUM = [NI,NJ,NI,NJ];

% K(FILAS,COLUM) = Ke;

Filas = [GDLi elem GDLj elem];

Columnas = [GDLi elem GDLj elem];

K glob(Filas,Columnas) = K glob(Filas,Columnas) + Ke;

end

D) Ensamblado del vector elemental F

function [Fe] = Ensamblado F elem(Q,L,Xi,X]j)

R = Q*L/2;
Fe = [-R; 0; -R; 0];
end

E) Ensamblado del vector Global f

function [Fglob] = Ensamblado F glob(Fglob, Fe,GDLi, GDLJ)
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Fglob ([GDLi,GDLj]) = Fglob([GDLi,GDLj]) + Fe;
end

r) Llamamiento de funciones y solucién a la ecuacion ka=f

Arreglo Ke = cell (N Elementos,1);
K glob = =zeros(N _Nodos*2,N Nodos*2) ;
for i=1:N _Elementos

G =E(1)/(2*(1+u(i))); % Modulo de cortante

GDLi elem = GDLi(i,:);

GDLj elem = GDLj (i,:);

[Ke] = Ensamblado K elem(A(i),I(i),L(i),Ks(i),E(i),G); %Obtencion de
los coeficientes ke y de las matrices elementales [Kele]

Arreglo Ke{i} = Ke; % Almacena las matrices elementales en este
arreglo

[K_glob] = Ensamblado K global (K glob,Ke,GDLi elem,GDLj elem);
end

%% Se obtiene los vectores Fuerza

F glob = zeros (N Nodos*2,1);

Femp glob = zeros (N Nodos*2,1);

Arreglo Fe emp = cell (N Elementos,1); % Arreglo para almacenar las
fuerzas de empotramiento

for i = 1:N _Elementos

Arreglo Fe emp{i} = [0;0;0;0]; % Se llenan de ceros los vectores de
fuerzas de cada elemento
end

Xi = 0;
Xj 1;

if isempty(Pos ID ElemQ)
N F Elementos = 0;
end

for i=1:N F Elementos

ID Element= Pos ID ElemQ(i); % Se obtien el ID del elemento al que se
le aplica la carga distribuida

GDL i = GDLi Q(i,:);

GDL j = GDLj _Q(i,:);

[Fe] = Ensamblado F elem(Q(i),L(ID Element),Xi,XJj); %Obtencion de los
coeficientes ke y de las matrices elementales [Kele]

Arreglo Fe emp{ID Element} = Fe; % Almacena
los vectores elementales de fuerzas de cada elemento

%[F_glob] = Ensamblado F glob(F glob,Fe,GDL i,GDL j);

[Femp glob] = Ensamblado F glob emp(Femp glob,Fe,GDL i,GDL jJ);

end

for i=1:N_F Nodal
GDL i = Cargas Nodales (i, 1);
P = Cargas Nodales(i,2);
if GDL i ==
% No hace nada
else

F glob(GDL i) = P;
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e resuelve el Sistema por Particion de Matrices
Up, Fs,Kpp]=Solucion Sistema (K glob,F glob,Femp glob,GDLS,GDLP) ;
=0

= zeros (N _GDL,1);

[
a
N GDL = N Nodos*2;
9]
U(GDLP) = Up;

G) grafica del modelo de viga, cargas y apoyos

function [Xmin, Xmax, Ymin, Ymax] =
Dibujar Modelo(Pos_ID i,Pos ID j,Nx,Ny,N Elementos,Pos ID Apoyo Simple, Pos
ID Apoyo Fijo,Pos ID Apoyo Empotrado)

hold on

axis on

box on

%% SE GRAFICAN LOS ELEMENTOS

for k = 1:N _Elementos
Elemento = [Nx(Pos ID i(k)) , Nx(Pos ID j(k))];
ELEMENTOS =

line(Elemento, [0,0], 'LineWidth',3.5, "Color', [0.5,0.5,0.5]);

end

%% SE GRAFICAN LOS NODOS

NODOS =

scatter (Nx,Ny, 'o', 'SizeData', 30, '"MarkerFaceColor', '"black', "MarkerEdgeColor'
[.5 .5 .5]);

14

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo Empotrado) ;

Apoyo_ y = Ny (Pos ID Apoyo Empotrado) ;

APOYO EMPOTRADO = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'s','SizeData',200, '"MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], '"MarkerEdgeColor',[.5
.5 .51);

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo Fijo);

Apoyo_y = Ny(Pos ID Apoyo Fijo);

APOYO FIJO = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'~'",'SizeData',200, '"MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], "MarkerEdgeColor', [.5
.5 .5]);

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo_ Simple);

Apoyo_ y = Ny (Pos ID Apoyo Simple);

APOYO SIMPLE = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'o','SizeData',200, '"MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], '"MarkerEdgeColor',[.5
.5 .51);

legend ( [NODOS, APOYO EMPOTRADO, APOYO FIJO,APOYO SIMPLE,ELEMENTOS], 'Nodos','E
mpotramiento', 'Apoyo Fijo', 'Apoyo Movil', 'Elementos');
Xmin = min (Nx)- min (Nx)*0.1;
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Xmax = max (Nx)*1.05;
if Xmin == 0
Xmin = Xmin - 0.05*Xmax;
end
Ymin = min (Ny)-2;
Ymax = max (Ny)+2;

axis ([Xmin Xmax Ymin Ymax])
end

function []=Dibujar Cargas(Cord X P i, Cord X P j,Cord Y P i,
Cord Y P j,Cord X Q i,...

Cord X Q j,Cord Y Q i, Cord Y Q j,Cargas Nodales,
Cargas Distribuidas)
N Cargas P = length(Cord X P 1i);
N Cargas Q = length(Cord X Q i);

cla % Limpia el espacio de dibujo
hold on
%% Se grafican las cargas P
for i = 1:N _Cargas_ P
Pi [Cord X P i(i),Cord Y P i(i)];
Pj [Cord X P j(i),Cord Y P j(i)]
dp = Pj - Pi;
inicial con el final
quiver (Pi(1),Pi(2),dp(l),dp(2),0, 'color', [0 1 0]); % Se dibuja la
carga inicial
if dp(2) > 0
scatter (Pj(1),Pj(2),'""','SizeDbata',100, '"MarkerFaceColor', [0 1

o

Coordenadas del punto inicial
Coordenadas del punto inicial
Se calculala diferencia del punto

o©

’

o©

0], "MarkerEdgeColor', [0 1 0]); % Fuerza Positiva
text(PJ(1),Pj(2)*1.1, sprintf('%.0f',Cargas Nodales (i)))
else
scatter (Pi(1l),Pj(2),'v','SizeDbata',100, '"MarkerFaceColor', [0 1
0], '"MarkerEdgeColor', [0 1 0]); % Fuerza Negativa
text(Pi(1),Pi(2)*1.1, sprintf('%.0f',Cargas Nodales(1i)))
end
end

o\°

% Se Grafican las Cargas Q
for i = 1:N Cargas Q

salto = (Cord X Q j(i) - Cord X Q i(i))/6; % Para poder dibujar la
carga distribuida

Px = (Cord X Q i(i):salto:Cord X Q j(i)); % Se crea un vector de
cordenadas en xi

for 3=1:7
Pi = [Px(J),Cord Y Q i(i)]; % Coordenadas del punto inicial
Pj = [Px(J),Cord Y Q j(i)]; % Coordenadas del punto inicial
dp = Pj - Pi; % Se calculala diferencia del
punto inicial con el final
quiver (Pi(1),Pi(2),dp(l),dp(2),0, 'color', [0 O 11); % Se dibuja la

carga inicial
if dp(2) > 0
scatter (Pj (
1], '"MarkerEdgeColor', [0
else

1),Pj(2),'~",'SizeData', 50, "MarkerFaceColor', [0 O
1]

)
0 ) % Fuerza Positiva
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scatter (Pj(1),Pj(2),'v', ' 'SizeData',50, '"MarkerFaceColor', [0 O

4
1], "MarkerEdgeColor', [0 0 1]); % Fuerza Negativa
end
if ==

if dp(2) > 0
text(Pj(1),Pj(2)*1.1, sprintf('%.0f',Cargas Distribuidas(i)))

else
text(Pi(1),Pi(2)*1.1, sprintf('%.0f',Cargas_ Distribuidas(i)))
end

end

end
plot ([Cord X Q i(i) Cord X Q j(i)], [Cord Y Q i(i)
Cord Y Q i(i)],'Color','b', 'LineWidth', 1)

end
end

H) Grafica comparativa de deflexiones resueltas por Galerkin y método cldsico

function [] = Dibujar Deformada Analitica(L,E,I,P,W,Xmin, Xmax, Ymin,
Ymax,bandera condicion viga,Escala,a)

hold on

b =1- a;

%% SE GRAFICAN LOS ELEMENTOS

dx = L/100;

x = (0:dx:L); % Discretizo en 100 tramos
N Elementos = length (x)-1;

Y max = [];
X max = [];
for i = 1:N _Elementos
X = [x(1) , x(@{E+1)1;
if bandera condicion viga == % Voladizo P
Y = P/(6*E*I)* (3*L*X."2-X."3);
elseif  bandera condicion viga == % Voladizo W
Y = W/ (24*E*I) .* (X. 4-4*L*X . "3+6*L"2*X."2) ;
elseif bandera condicion viga == % Apoyada P

if X(1) <= a*L % Primera mitad de la Viga
Y = P*D*X/ (6*L*E*I) .* (L"2-b"2-X."2);

else % Segunda mitad de la Viga
Y = P*a* (L-X)/(6*L*E*I).* (L"2-a"2-(L-X) . 2);
end
elseif bandera condicion viga == % Apoyada W
Y = WX/ (24*E*I) .* (L"3-2*L*X."2+X."3);
end
Y max(end+l:end+2,1) = Y';
X max (end+l:end+2,1) = X';

Y = Y*Escala;

line (X, Y, 'LineWidth',1.5, '"Color', [1,0.,0.], 'Linestyle', '-=");
end
Y maximo = min (Y max);
aux = find(Y max == Y maximo); % Posicion
X maximo = X max (aux);
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scatter (X maximo(1l),Y maximo(1l)*Escala, 'o', 'SizeData',30, 'MarkerFaceColor',

'black', "MarkerEdgeColor',[.5 .5 .5]);

text (X maximo (1) ,Y¥ maximo (1) *Escala,string (Y maximo));

legend off
axis ([Xmin Xmax Ymin Ymax])

end
function [] =

Dibujar Deformada (Pos ID i,Pos ID j,Nx,Ny,N Elementos,Pos ID Apoyo Simple, P
os_ID Apoyo Fijo,Pos ID Apoyo Empotrado,Xmin, Xmax, Ymin, Ymax)

hold on
%% SE GRAFICAN LOS ELEMENTOS
for k = 1:N _Elementos

ElementoX = [Nx(Pos ID i(k)) , Nx(Pos ID j(k))];
ElementoY = [Ny(Pos ID i(k)) , Ny(Pos ID j(k))];
ELEMENTOS =

line (ElementoX,ElementoY, 'LinewWidth',1.5, "Color', [0.5,0.5,0.5], "Linestyle"',

L

end

%% SE GRAFICAN LOS NODOS
NODOS =

scatter (Nx,Ny, 'o', 'SizeData', 30, '"MarkerFaceColor', '"black', "MarkerEdgeColor'

,[.5 .5 .5]);

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo Empotrado) ;
Apoyo_y = Ny (Pos ID Apoyo Empotrado) ;
APOYO_EMPOTRADO = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'s','SizeData',200, '"MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], '"MarkerEdgeColor"', [

.5 .5]1);

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo Fijo);
Apoyo_ y = Ny(Pos ID Apoyo Fijo);
APOYO FIJO = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'~'",'SizeData',200, '"MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], '"MarkerEdgeColor"', [

.5 .51);

Apoyo x = Nx(Pos ID Apoyo Simple);
Apoyo_ y = Ny (Pos ID Apoyo Simple);
APOYO SIMPLE = scatter (Apoyo x,Apoyo y-

0.1,'8' 'SizeData', 200, 'MarkerFaceColor',[.5 .5 .5], "MarkerEdgeColor', [.
]

);

.5 .5

legend ( [NODOS, APOYO EMPOTRADO, APOYO FIJO,APOYO SIMPLE,ELEMENTOS], 'Nodos','E
mpotramiento', 'Apoyo Fijo', 'Apoyo Movil', 'Elementos');

axis ([Xmin Xmax Ymin Ymax])

end
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