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Resumen

El efecto Casimir es una de las más importantes consecuencias macroscópicas de las

fluctuaciones del vacío cuántico. Su formulación original o efecto Casimir estático,

consiste de dos placas paralelas infinitas, perfectamente conductoras y eléctricamente

neutras, entre las cuales surge una fuerza atractiva, no predicha clásicamente, como

consecuencia de las condiciones de contorno que imponen sobre el vacío. En la versión

dinámica del efecto, estas condiciones varían con el tiempo y pueden inducir una trans-

ferencia de energía tal que dé lugar a la creación de partículas reales (fotones).

En esta Tesis, exponemos resultados acerca de la investigación realizada sobre di-

ferentes modelos en los que se manifiestan el efecto Casimir estático y el dinámico,

empleando descripciones que tengan en cuenta los grados de libertad microscópicos

o “materiales” de las placas, con el objetivo de representar situaciones más realistas.

Representamos la interacción entre el campo electromagnético de vacío y estos “espejos

imperfectos” a través de la acción efectiva, en lugar de suponer condiciones de contorno

ideales. Obtenemos expresiones generales de las cantidades físicas relevantes para ca-

sos con diferentes geometrías, considerando medios conductores y dieléctricos, y con

especial énfasis en la aplicación de las mismas a ejemplos que involucran materiales

planares, incluyendo efectos como ruptura de paridad.

Palabras clave: EFECTO CASIMIR ESTÁTICO, EFECTO CASIMIR DINÁMICO,

ESPEJOS IMPERFECTOS
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Abstract

Static and dynamic Casimir effect on imperfect mirrors.

The Casimir effect is one of the most relevant macroscopic consequences of the quan-

tum vacuum fluctuations. Its original formulation or static Casimir effect, consists of

two infinite parallel plates, perfectly conductive and electrically neutral, between which

an attractive not classically predicted force arises, as a consequence of the boundary

conditions imposed by the plates on the vacuum. In the dynamic version of the effect,

these conditions vary over time and may induce such a transfer of energy that it gives

rise to the creation of real particles (photons).

In this Thesis, we present results about our research on different models in which the

Casimir effect is manifested, both in its static and dynamic versions, using descriptions

that take into account the microscopic or “material” degrees of freedom, with the aim

of represent more realistic situations. We represent the interaction between the vacuum

electromagnetic field and these “imperfect mirrors” through the effective action, rather

than assuming ideal boundary conditions. We obtain general expressions for the rele-

vant physical quantities in cases with different geometries, considering conductive and

dielectric media, and specially emphasizing on their application to examples involving

planar materials including, among others, parity breaking effects.

Keywords: STATIC CASIMIR EFFECT, DYNAMIC CASIMIR EFFECT, IMPER-

FECT MIRRORS
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Capítulo 1

Introducción

“Cuando te busco no hay sitio en donde no estés.”

— Cactus, Gustavo Cerati.

Aristóteles negaba la existencia del vacío, argumentando que el vacío era la nada

misma, y la nada, por definición, no existe. El vacío, concebido en este sentido, resulta

lógicamente imposible. Los aristotélicos sostenían, consecuentemente, que la naturaleza

aborrecía el vacío. Este concepto, conocido como horror vacui, tuvo gran influencia a

lo largo de la historia, al punto que una y otra vez, y en diferentes contextos, surgió

la idea de que todo el espacio debía estar lleno con una desconocida sustancia sutil y

misteriosa a la que se denominó éter. [1]

En el siglo XVII varios científicos impulsaban la hipótesis del éter. Entre ellos Chris-

tiaan Huygens, motivado por la idea de que toda onda necesitaba un medio en el cual

propagarse, conjeturó que el éter era el medio a través del cual se propagaba la luz. Así

como el sonido se transmite mediante vibraciones del aire, Huygens interpretó que la

luz era una onda que se transmitía mediante vibraciones del éter. Sin embargo el con-

cepto del éter presentaba numerosos conflictos, ya que a medida que se lo incorporaba

en las teorías parecía necesario que cumpliese cada vez más propiedades. Todas es-

tas propiedades resultaban bastante inusuales e incluso difícilmente compatibles entre

sí. El éter debía ser un medio extremadamente elástico, completamente transparente,

totalmente libre de fricción, y debía permear todos los cuerpos y el espacio sin ma-

teria, constituyendo así un sistema de referencia inmóvil para todos los movimientos.

Incluso se daba la contradicción de suponer que debía ser similar a un gas pero que

simultáneamente fuese capaz de propagar ondas transversales, siendo que los gases solo

transmiten ondas longitudinales. Debía además ser muy rígido para que se pudieran

propagar ondas de tan gran velocidad como las de la luz, lo que nuevamente resultaba

inconsistente.

Durante el siglo XIX, apoyándose en lo antes propuesto por Huygens, James Clerk

Maxwell consideró necesaria la existencia de un “éter luminífero” que servía como medio

1



2 Introducción

para la propagación de las ondas electromagnéticas. Cabe destacar que su teoría del

electromagnetismo no requería en modo alguno tal hipótesis. Posteriormente Michelson

y Morley diseñaron el reconocido experimento que lleva sus nombres con el fin de

detectar el efecto de este éter en la velocidad de la luz. Su objetivo final era descubrir

si el movimiento relativo (en el sentido de las transformaciones de Galileo) de la Tierra

con respecto al éter podía ser detectado. Construyeron para ello un interferómetro

capaz de detectar mínimas diferencias que pudiesen existir entre la velocidad de la luz

a favor y en contra del movimiento de la Tierra. Pero como es sabido, no hallaron

diferencia alguna. Lo que encontraron en cambio fue que la velocidad de la luz es

constante independientemente del marco de referencia. Los numerosos experimentos

realizados por ellos con la esperanza de hallar el famoso éter, no dieron evidencia

alguna de la existencia del mismo. En su lugar, estos experimentos sirvieron como base

experimental de la teoría de la relatividad especial de Einstein, quién así como Maxwell

tampoco precisó en el desarrollo matemático de la misma hacer referencia alguna al

éter. Dado que ningún experimento daba cuenta de la existencia de tal sustancia, y de

que resultaba además innecesaria para explicar los fenómenos naturales observables,

tanto el éter como las preguntas acerca del vacío fueron perdiendo interés. En los años

posteriores el vacío pasó a considerarse como un espacio desprovisto de materia, sin

otorgarle ninguna propiedad o característica particular.

Sin embargo, a partir del desarrollo de la mecánica cuántica, el interés sobre el

vacío resurgió, y en este contexto, de ninguna manera se lo considera simplemente

como un espacio desprovisto de propiedades. El vacío, tal como lo comprendemos hoy,

no es la nada misma, sino el estado de menor energía de un sistema. Es importante

notar que esta energía no es nula, y de hecho, en la teoría cuántica de campos, cuando

consideramos el campo electromagnético en el espacio de Minkowski, esta energía es

infinita. Más aún, el hecho de que sea infinita no se debe solamente a que el espacio

sea infinito, sino a que la densidad de energía es infinita.

En mecánica cuántica, los niveles de energía de un oscilador armónico simple de

frecuencia ω pueden expresarse como:

En = ~ω(n+
1
2

) , (1.1)

donde n = 0, 1, 2, ... y ~ = h
4π

siendo h la constante de Planck. Con lo cual la energía

del estado fundamental (n = 0) resulta E0 = ~ω
2

. Esta energía de punto cero, surge

en el contexto de la cuantización canónica y guarda relación con la arbitrariedad del

orden de los operadores al definir el operador hamiltoniano H sustituyendo las variables

dinámicas del hamiltoniano clásico por sus correspondientes operadores.

En la Electrodinámica Cuántica, la energía del estado fundamental del campo elec-

tromagnético es la suma de las energías de los estados fundamentales de cada modo de
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este campo, es decir:

E0 =
~

2

∑

j

ωj , (1.2)

donde el índice j indica los números cuánticos de los modos del campo. Para el caso del

campo electromagnético en el espacio de Minkowski, los modos espaciales tendrán como

índice un vector k de tres componentes, además de las dos polarizaciones posibles, por

lo que esta suma es claramente infinita.

La presencia de esta energía de punto cero no será detectable si es posible redefinir de

manera global el nivel cero para las energías. Esto se logra matemáticamente mediante

el procedimiento de ordenamiento normal. Correspondientemente, cuando no es posible

emplear este procedimiento, la existencia de tales energías podría ser detectable. Como

veremos más adelante, Casimir encontró una forma de hacerlo, mediante la presencia

de ciertas condiciones de contorno.

El estado fundamental carece partículas cuya existencia estable permita detectar

como tales, pero por otro lado no puede decirse que esté realmente vacío. La razón

es que contiene partículas que momentáneamente aparecen y desaparecen, a las que

conocemos como partículas virtuales. Según la Teoría Cuántica de Campos, las partí-

culas y antipartículas pueden aparecer (crearse) y desaparecer (aniquilarse) luego de

pequeños períodos de tiempo, mientras que los mismos sean consistentes con los límites

impuestos por el principio de incertidumbre de Heisenberg. Este principio afirma que

no se puede determinar, simultáneamente y con precisión arbitraria, ciertos pares de

variables físicas que constituyan operadores que no conmuten, como son por ejemplo,

la posición y el momento lineal de un objeto dado. En particular, la energía y el tiempo

satisfacen este principio, que puede expresarse mediante la siguiente relación:

∆E∆t ≥ ~

2
, (1.3)

donde ∆E es la incerteza sobre la energía y ∆t es la incerteza sobre el tiempo. Esto

significa que dentro de un intervalo de tiempo ∆t, no es posible medir la energía con

total precisión, sino que la misma tendrá una incerteza no nula ∆E. Para medir la

energía con mayor precisión (hacer ∆E más pequeño), se debe incrementar ∆t. Este

intervalo de tiempo puede ser la cantidad de tiempo que toma realizar la medición, o

el tiempo que existe un estado particular. Por lo tanto, las partículas virtuales pueden

aparecer en el espacio libre por breves períodos de tiempo (∆t) que dependen de su

contenido energético (∆E) y posteriormente desaparecer. Por lo tanto, el estado de

vacío, al igual que cualquier otro estado cuántico, tiene una energía variable como

consecuencia del principio de incerteza de Heisenberg. Nos referimos a este fenómeno

como fluctuaciones del vacío cuántico.

Puede decirse entonces que el vacío cuántico es una colección permanentemente
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cambiante de partículas virtuales que nacen y mueren para luego ser reemplazadas

por otras que sufrirán el mismo destino [2]. Esto implica que esas partículas cobran

existencia por breves períodos de tiempo aún cuando la energía no es suficiente para

crearlas realmente, de alguna forma “tomando prestada” la energía y devolviéndola un

breve tiempo después. Es importante aclarar que estas partículas virtuales no son un

mero artificio matemático. A pesar de la imposibilidad de observarlas en forma directa,

los efectos debidos a estas partículas pueden ser detectados, y las predicciones en las

que deriva la suposición de su existencia, han sido ampliamente confirmadas.

Salvo por sus posibles efectos como fuente del campo gravitatorio en Relatividad

General, las manifestaciones macroscópicas del vacío cuántico no fueron predichas en

las primeras décadas de la mecánica cuántica. El experimento propuesto en 1948 por

Hendrik Casimir consiste de un sistema capaz de interactuar con el vacío y generar un

efecto macroscópico tal que estas fluctuaciones puedan ser detectadas [3]. Este sistema

consiste de dos placas metálicas infinitas, perfectamente conductoras y eléctricamente

neutras, dispuestas paralelamente entre sí, a las que de ahora en adelante llamamos

“espejos”, y entre las cuales surge sorprendentemente una fuerza atractiva no predicha

clásicamente. Esta fuerza es consecuencia de las condiciones de contorno impuestas por

las placas sobre el vacío cuántico circundante, es decir sobre el estado fundamental del

campo electromagnético.

En la formulación cuántica de este sistema, debido a las condiciones de contorno

impuestas por las placas conductoras sobre el campo electromagnético, las longitudes

de onda de los modos estacionarios se ven forzadas a “encajar” en el contorno que las

contiene. Esto implica, para los modos entre las placas, que la distancia entre ellas

sea un múltiplo entero de la longitud de onda correspondiente, mientras que los modos

externos (a pesar de anularse sobre las placas) siguen admitiendo un continuo de valores

posibles para la longitud de onda. Esta diferencia de energía es la que causa la fuerza

atractiva entre los espejos.

Dado que en esta situación, la Electrodinámica Clásica predice una fuerza nula, la

interacción debida al efecto Casimir constituye un efecto debido al vacío cuántico. El

cálculo original de Casimir predice que, si los espejos están a una distancia a, la fuerza

(atractiva) por unidad de área P (a) que actúa sobre cada uno de los planos, está dada

por:

P (a) = − π2
~c

240a4
. (1.4)

donde c denota la velocidad de la luz en el vacío.

A modo de ejemplo para tomar noción de la magnitud de esta fuerza, apliquemos

la ecuación anterior al caso de dos planos separados por una distancia relativamente

grande (a escala atómica): a = 1µm. En este caso la presión de Casimir resulta de

aproximadamente 1, 3mPa, un valor macroscópico.
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El Efecto Casimir Estático (ECE) o simplemente Efecto Casimir ([4],[5],[6]) es con-

siderado como una de las manifestaciones macroscópicas más notables de las fluctua-

ciones (ya sea cuánticas o térmicas) de un campo, cuando está sujeto a la influencia no

trivial de agentes externos. Esto último usualmente se manifiesta a través de condiciones

de contorno, o de ‘términos de borde’ en la acción para el campo. Estos términos son,

por definición, contribuciones dependientes únicamente del campo y sus derivadas en

el borde. Por lo tanto, puede interpretarse que estas contribuciones son generadas por

términos singulares en el lagrangiano (involucrando distribuciones). El efecto entonces,

resulta de la interacción entre esos agentes externos y las fluctuaciones del campo. En

la versión estática del efecto, se consideran condiciones de contorno independientes del

tiempo, o de forma equivalente, términos de borde que no dependen explícitamente del

tiempo.

Si bien el efecto Casimir es mencionado usualmente como la prueba de la existencia

del campo de vacío cuántico, es importante destacar que no es la única, aunque sí es una

de las pocas en dar lugar a un efecto macroscópico. Actualmente se conocen numerosas

consecuencias observables del campo de vacío, entre las cuales podemos mencionar el

efecto Lamb, el momento magnético anómalo y las fuerzas de Van der Waals, entre

otras, todas las cuales pueden atribuirse, al menos parcialmente, a las fluctuaciones

del vacío. Es interesante además notar que el trabajo de Casimir se originó a partir

del estudio de un problema de química: la estabilidad de ciertos coloides. Los coloides

son mezclas que se dan a escala microscópica, en donde las partículas de una o más

sustancias se dispersan en otra sustancia llamada medio dispersor. Los coloides se

caracterizan por el tamaño de estas partículas llamadas fase dispersante, que tienen un

diámetro de entre un nanómetro y un micrómetro. La estabilidad de estas sustancias

depende de la relación entre las fuerzas atractivas y repulsivas que actúan sobre estas

partículas. En una suspensión de partículas en solución de electrolitos, las fuerzas

repulsivas surgen como consecuencia de que cada partícula cargada está rodeada de

iones de carga opuesta ya que la mezcla es neutra. Por otro lado, el efecto colectivo

de las fuerzas interatómicas de Van der Waals originadas por los billones de átomos

que componen cada partícula, dan lugar a fuerzas atractivas entre ellas. Un modelo

cuantitativo para estudiar estas últimas consiste de considerar dos placas paralelas a

una distancia d con interacciones de London - Van der Waals entre pares de átomos.

Overbeek infirió a partir de experimentos que estas fuerzas entre partículas grandes

de un coloide debían decaer más rápido que r−3, y conjeturó que el factor r−6 de

la energía interatómica calculado por London podría decaer más rápidamente si se

tuviera en cuenta el retardo asociado al valor finito de la velocidad de la luz. En

1948 Casimir y Polder calcularon esta energía de interacción “retardada” de Van der

Waals [7] encontrando que para separaciones interatómicas grandes decae como r−7.

Una derivación de la misma puede hallarse en [4]. Según el propio Casimir, él le comentó
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estos resultados a Niels Bohr durante una caminata [5], mostrándose asombrado por la

simpleza de la dependencia de las expresiones para la interacción de Van der Waals para

distancias grandes, y Bohr murmuró algo sobre la energía de punto cero, que reencaminó

su trabajo. Casimir no tenía de hecho conocimientos previos sobre la energía de punto

cero y se abrió camino por su cuenta en el tema.

“[Bohr] mumbled something about zero-point energy. That was all, but it

put me on a new track. I found that calculating changes of zero-point energy

really leads to the same results as the calculations of Polder and myself.” -

Comunicación privada, 12 de marzo de 1992.

Finalmente, en búsqueda de profundizar su comprensión sobre aquellos resultados,

Casimir halló que la interacción de Van der Waals podía ser atribuida al cambio en la

energía de punto cero del campo debida a la presencia de dos átomos, y luego consideró

los mismos argumentos para el ejemplo sencillo de las dos placas paralelas que derivó

en la predicción de la fuerza atractiva entre ellas que hemos descripto previamente.

La atracción entre placas metálicas eléctricamente neutras en vacío fue observada

por primera vez por Marcus Spaarnay en 1958 [8] mediante una técnica con balanza

de resorte. Estas mediciones no tenían suficiente precisión y tenían errores, pero si-

rivieron para establecer un punto de referencia para las mediciones que le siguieron,

y para clarificar las fuentes más importantes de error y los problemas a superar para

lograr mediciones de gran sensibilidad y reproducibilidad. Entre estos problemas se

pueden mencionar: la necesidad de contar con superficies limpias completamente libres

de impurezas químicas y polvo, la dificultad de medir en forma precisa la distancia en-

tre placas, y el error sistemático introducido por la presencia de cargas electrostáticas

residuales en las placas. Posteriormente hubo otras mediciones importantes, como las

realizadas por P. van Blokland y J. Overbeek [9] sobre superficies metálicas, y las rea-

lizadas por B. Derjaguin et al.([10], [11], [12]) sobre superficies metálicas y dieléctricas.

Los experimentos de Derjaguin fueron muy importantes, ya que fueron los primeros en

los que se utilizaron superficies curvas, evitando así la necesidad de contar con superfi-

cies perfectamente planas precisamente alineadas. Finalmente el efecto Casimir estático

fue medido de forma más precisa por Steve K. Lamoreaux del Laboratorio Nacional

Los Álamos en 1997 [13] utilizando un péndulo de torsión, y por Umar Mohideen et

al. de la Universidad de California en Riverside utilizando un microscopio de fuerza

atómica ([14], [15], [16]). En ambos casos utilizaron una placa plana y otra esférica con

radio de curvatura grande. Actualmente las mediciones del efecto tienen muy buena

precisión y acuerdo con la teoría. En el capítulo 6 del libro de Bordag et al. [17] se

puede profundizar acerca de los resultados experimentales y su comparación con las

predicciones teóricas. Cabe mencionar por último que la fuerza de Casimir entre placas

paralelas fue medida en el 2001 por un grupo de la Universidad de Padua [18] usando
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micro resonadores, con considerable precisión teniendo en cuenta las dificultades que

presenta la configuración de placas paralelas.

Aunque esta fuerza puede parecer pequeña, a distancias por debajo de un micró-

metro, la fuerza de Casimir se convierte en la fuerza más fuerte entre dos objetos

neutros. De hecho, a separaciones de 10 nm, unas cien veces el tamaño típico de un

átomo, el efecto Casimir produce el equivalente a 1 atmósfera de presión [19]. Si bien

estas distancias tan pequeñas no parecieran tener relevancia en nuestra vida cotidiana,

son importantes en estructuras a escala nanométrica y sistemas microelectromecáni-

cos (MEMS). Los MEMS son dispositivos “inteligentes” del tamaño de una micra en

los que los elementos mecánicos y las partes móviles están tallados en un sustrato de

silicio. Luego, los componentes electrónicos se conectan al dispositivo para procesar la

información que detecta o para impulsar el movimiento de sus partes mecánicas. Los

MEMS tienen muchas aplicaciones posibles en ciencia e ingeniería. El efecto Casimir

tiene una cualidad que lo convierte en un buen candidato para aplicaciones en dispo-

sitivos nanotecnológicos, a saber: su fuerte dependencia con la forma, la cual se puede

observar en la presencia de cambios de la fuerza atractiva a repulsiva como función

de la geometría y también de la topología [20]. La fuerza de Casimir puede hacer por

ejemplo, que los elementos de un dispositivo nanométrico se peguen [21], pero también

puede aprovecharse. Federico Capasso y su grupo en Lucent Technologies mostraron

cómo se puede usar la fuerza para controlar el movimiento mecánico dependiendo de

si su frecuencia corresponde a una resonancia de la cavidad o no [22]. A una frecuencia

de resonancia de la cavidad, la presión de radiación dentro de la cavidad es más fuerte

que en el exterior y, por lo tanto, los espejos se separan. Por el contrario, cuando la

presión de radiación dentro de la cavidad es menor que en el exterior los espejos se

acercan entre sí. A fin de cuentas, para dos espejos perfectos, planos y paralelos, los

componentes atractivos tienen un impacto ligeramente más fuerte que los repulsivos,

y por lo tanto la fuerza de Casimir es atractiva y los espejos se juntan.

El efecto Casimir presenta múltiples desafíos, tanto por las refinadas técnicas ex-

perimentales necesarias para observarlo, como por la complejidad que demanda su

adecuada descripción teórica. Con respecto a la relevancia actual del estudio de este

problema, se pueden mencionar un par de aspectos. Por un lado, es muy importante

lograr la introducción de propiedades correspondientes a materiales reales en la des-

cripción de las placas. Llamamos espejos imperfectos a aquellos que no necesariamente

imponen condiciones de contorno perfectas. Por otro lado, existen al menos dos mani-

festaciones dinámicas del efecto Casimir y surgen de considerar condiciones de contorno

que dependen del tiempo. Una es la aparición de una fuerza que actúa sobre el contorno

y la otra es la creación de partículas (fotones) que emergen del vacío, debido a la trans-

ferencia de energía que induce ese movimiento. La energía es transferida desde el campo

externo a las partículas virtuales (oscilaciones de vacío) transformándolas, en condi-
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ciones de resonancia, en partículas reales. También en este caso, resulta fundamental

para entender el fenómeno, estudiar esos efectos disipativos.

Se pueden explorar una gran variedad de situaciones donde este efecto se torna

relevante; una forma natural de agotar todas esas posibilidades, es considerar campos

fluctuantes de distinta naturaleza para cada condición de contorno, o de forma equi-

valente estudiar las consecuencias de imponer diferentes condiciones de contorno sobre

cada campo dado. En principio, tanto la geometría de los espejos como sus propiedades

intrínsecas, son relevantes para el efecto. La ecuación 1.4, ha sido derivada mediante

la aplicación de diversas estrategias y ha sido generalizada en diferentes direcciones. A

modo de enumeración no exhaustiva de tales direcciones, mencionamos las siguientes:

1. Materiales reales: entendemos por esto, una descripción más realista de los medios

materiales que constituyen los espejos [23]. Típicamente, esto se corresponde con

la introducción de las correspondientes permitividades y permeabilidades.

2. Generalización a otras geometrías: la geometría de dos planos paralelos infinitos,

ciertamente constituye la más sencilla desde el punto de vista del cálculo de

la fuerza de Casimir. Sin embargo, la situación es diferente desde el punto de

vista experimental, donde suele preferirse la geometría esfera-plano [24]. Avances

recientes han abierto además la posibilidad de controlar la fuerza de Casimir en

geometrías más complejas [25].

3. Temperatura finita: Cuando los efectos térmicos no son despreciables, ellos con-

tribuyen adicionando fluctuaciones térmicas a las cuánticas [26]. En particular,

cuando a temperaturas altas, los efectos cuánticos resultan despreciables frente a

los térmicos, se tiene el efecto Casimir clásico. Una medida de cuándo los efectos

térmicos son relevantes, a una temperatura T , está dada por el kBT >> 1/a,

donde hemos usado unidades naturales, y kB denota la constante de Boltzmann.

4. Espejos en movimiento: la situación originalmente considerada por Casimir es la

que actualmente se denomina “efecto Casimir estático”, por oposición a la genera-

lización correspondiente a estudiar efectos debidos al movimiento de los espejos:

“efecto Casimir dinámico”. Estas manifestaciones dinámicas del efecto Casimir,

surgen al considerar condiciones de contorno dependientes del tiempo. [27]

En forma general, el Efecto Casimir Dinámico (ECD) abarca un conjunto de fe-

nómenos donde se crean partículas reales a partir del vacío cuántico ante la presencia

de condiciones externas dependientes del tiempo. El interés en este tema se inició en

el trabajo pionero de Moore [28] y subsecuentemente en el de Fulling y Davies [29],

donde se estudia la creación de partículas en una cavidad unidimensional que contie-

ne un espejo perfecto en movimiento. En los últimos años, el ECD ha ganado nueva
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atención, convirtiéndose en un tópico relevante para diferentes fenómenos relacionados,

tales como la electrodinámica cuántica de cavidades, las guías de ondas superconduc-

toras sujetas a condiciones de contorno dependientes del tiempo, la fricción cuántica,

etc., y se han obtenido predicciones sobre manifestaciones potencialmente observables

del ECD para una gran variedad de geometrías y sistemas diferentes, por medio de

herramientas teóricas muy diversas ([30],[31],[32],[33],[34]).

La detección de fotones creados a partir del ECD sería de gran importancia porque

constituiría una medición menos indirecta que el ECE de las partículas virtuales que

constituyen el vacío cuántico. Las grandes dificultades en la verificación experimental

de este fenómeno en su versión original se deben a la imposibilidad práctica de generar

y mantener las oscilaciones en los espejos a muy alta frecuencia, con gran amplitud

y por suficiente tiempo, lo cual resulta necesario para la creación de los fotones y su

posterior detección. Sin embargo, en 2011 Wilson et al. [35] reportaron la observación

de fotones de microondas generados a partir del vacío en un resonador de microondas

superconductor. En este experimento se busca imitar la oscilación del espejo a la ve-

locidad relativista requerida cambiando la longitud efectiva del resonador en función

del tiempo. La razón de cambio de la misma puede hacerse muy rápida modulando

la inductancia de un dispositivo superconductor de interferencia cuántica (SQUID) a

altas frecuencias (>10 gigahertz). Otras observaciones de análogos del ECD han sido

reportadas posteriormente ([36], [37]).

En esta Tesis, exponemos la investigación realizada sobre diferentes modelos teó-

ricos en los que se manifiesta el efecto Casimir, tanto en su versión estática como

dinámica, empleando descripciones que tengan en cuenta los grados de libertad mi-

croscópicos o “materiales”, cuyo principal rol es el de imponer condiciones de contorno.

Para ello se consideran modelos en donde la interacción entre el campo de vacío y

los espejos se representa a través de la acción efectiva, en lugar de considerar el vacío

sujeto a condiciones de contorno ideales. Se describen aquí casos con diferentes geo-

metrías, considerando medios conductores y dieléctricos, y con especial énfasis en la

aplicación a sistemas planares, en particular aquellos que involucran materiales tipo

grafeno. Nuestra motivación para estudiar ejemplos con grafeno radica en que es un

material muy investigado actualmente por sus potenciales aplicaciones nanotecnológi-

cas, que a su vez tiene numerosas propiedades que lo hacen especialmente interesante

para el estudio del efecto Casimir ([38], [39], [40],[41]). El grafeno conduce la elec-

tricidad y posee una estructura bidimensional (comúnmente en forma de láminas del

grosor de un átomo de carbono) que permite que los electrones se comporten como

cuasipartículas sin masa (fermiones de Dirac) capaces de viajar a muy alta velocidad

(aproximadamente 0, 003c). Además se lo puede dopar para modificar su conductivi-

dad. Adicionalmente, las láminas de grafeno pueden apilarse a distancias interplanares

nanométricas sin que las mismas tengan enlaces covalentes o iónicos entre sí, de forma
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tal que las interacciones entre ellas son puramente debidas al efecto Casimir.

La Tesis se organiza de la siguiente forma: En el capítulo 2 introducimos algunas

nociones preliminares relevantes para comprender los modelos y desarrollos expuestos

en los siguientes capítulos (en los cuales se presentan los resultados originales), que

están divididos en tres partes.

La parte 1, contiene los capítulos 3 y 4, y se ocupa del estudio del efecto Casimir

estático en modelos con espejos imperfectos que interactúan con el campo electromag-

nético.

En el capítulo 3, partimos de un abordaje recientemente propuesto de la fórmula

de Lifshitz mediante Teoría Cuántica de Campos, implementado originalmente para

un campo escalar real, y lo extendemos al caso de un campo fluctuante de vacío elec-

tromagnético (EM), acoplado a dos espejos planos paralelos. Se presenta el resultado

general en términos de los invariantes del Tensor Polarización del Vacío (TPV) debido

al material de cada espejo. Consideramos espejos de ancho pequeño, con el límite de

ancho cero como caso particular, y analizamos como ejemplos modelos que involucran

láminas de grafeno. Por ancho cero, queremos decir que los grados de libertad micros-

cópicos de cada espejo están confinados al mismo, como ocurre en el plasma o en una

lámina de grafeno.

En el capítulo 4 estudiamos la energía de interacción de Casimir debida a las fluctua-

ciones del campo de vacío electromagnético (EM) en presencia de dos espejos, descriptos

por acciones en general no locales, en 2 + 1 dimensiones, que pueden contener tanto

términos que conserven paridad como términos que rompan paridad. Comparamos los

resultados con aquellos correspondientes a condiciones de contorno de Chern-Simons,

y evaluamos la energía de interacción para varias situaciones particulares.

La parte 2, contiene los capítulos 5 y 6, y se ocupa del estudio del efecto Casimir

dinámico en modelos con espejos imperfectos que interactúan con el campo electro-

magnético.

En el capítulo 5 examinamos los efectos disipativos cuánticos debidos al movimiento

acelerado de un único espejo imperfecto de ancho cero en un campo EM.

En el capítulo 6 analizamos el Efecto Casimir Dinámico generado por un campo de

gauge abeliano en 2 + 1 dimensiones ante la presencia de uno o dos espejos semitrans-

parentes de ancho cero, que pueden moverse y/o deformarse de forma no trivial en

función del tiempo. Obtenemos expresiones generales para la probabilidad de creación

de pares inducida por el movimiento de los espejos, y expresamos las mismas de manera

más explícita para algunos casos de interés.

Por último, la parte 3, contiene al capítulo 7, donde presentamos nuestras conclu-

siones, y finalmente la bibliografía de referencia.



Capítulo 2

Nociones preliminares

“Todo camino puede andar... todo puede andar.”

— Cantata de puentes amarillos, Luis Alberto Spinetta.

2.1. Formalismo de integrales funcionales

Existen otras formulaciones de la mecánica cuántica además de la ondulatoria de

Schrödinger y la matricial de Heinsenberg. Una de ellas es la formulación mediante in-

tegrales de camino de Richard Feynman. Las dos primeras están basadas en un enfoque

hamiltoniano mientras que la última toma como base el lagrangiano del sistema.

En una integral de camino, se suelen sumar los valores que toma una función cu-

yo dominio es toda una clase de trayectorias, clase que normalmente es determinada

mediante condiciones de contorno en un intervalo temporal común a todas ellas. Si las

trayectorias fuesen discretas, por ejemplo mediante el reemplazo del intervalo tempo-

ral continuo que las parametriza por un conjunto discreto de tiempos, la integral de

camino sería una integral múltiple, en un número posiblemente grande, aunque finito,

de dimensiones. Por ello es que, pensando a cada trayectoria continua como límite de

una aproximación discreta a la misma, una integral de camino resulta una generaliza-

ción de las integrales multidimensionales usuales, a un número infinito de variables de

integración.

En mecánica cuántica, las cantidades físicas pueden expresarse mediante promedios

sobre todos los caminos posibles, cada uno con un peso dado por la exponencial de un

término proporcional a la acción asociada a cada camino e inversamente proporcional

a la constante de Planck, a saber e−iS/~, donde S es la acción del sistema a estudiar. A

diferencia del formalismo de Schrödinger, la formulación de la mecánica cuántica me-

diante integrales de camino constituye una robusta herramienta para estudiar sistemas

con muchos grados de libertad. Asimismo, permite introducir con mayor naturalidad

11
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conceptos y herramientas tales como las simetrías, y diferentes esquemas de desarrollos

perturbativos.

Todo el trabajo expuesto en esta Tesis, ha sido realizado utilizando el formalismo

de integrales funcionales, que surge al extender a las teorías de campos el desarrollo de

integrales de camino aplicado a la mecánica cuántica. En la Teoría Cuántica de Campos

los caminos o historias no representan la trayectoria de una partícula individual, sino

todas las posibles evoluciones temporales de un campo sobre todo el espacio. En este

caso la acción es un funcional del campo, que es a su vez función de las coordenadas

espaciotemporales. En el capítulo 7 del libro de Zinn-Justin y Jean [42] se detalla el uso

de métodos funcionales y teoría de perturbaciones en la Teoría Cuántica de Campos.

Dada su gran similitud con la función de partición definida en la mecánica esta-

dística, se suele llamar función de partición a la integral funcional. Matemáticamente

la única diferencia entre las mismas es un factor i en el exponente de e−βH, donde

β = 1/T , siendo T la temperatura. Por ello, para aprovechar aún más esa similitud se

trabaja con una formulación euclídea que se obtiene realizando una rotación de Wick,

es decir una continuación analítica a tiempo imaginario, que torna la integral funcional

a un formato equivalente al de la función de partición estadística. Esta forma de trabajo

contribuye adicionalmente a reducir las dificultades matemáticas en los cálculos, lo que

convierte a este método en una de las herramientas más poderosas de la física teórica

actual. Luego podremos obtener expresiones explícitas realizando la continuación ana-

lítica β → it/~ de vuelta al tiempo real. En la sección 2.3 de este capítulo mostraremos

el uso de este método para estudiar el ECE y el ECD en modelos sencillos de espejos

imperfectos interactuando con un campo escalar de vacío.

La función de partición cuántica se define de la siguiente forma:

Z(β) = Tr e−βH , (2.1)

y a partir de ella, podemos obtener la energía libre de Casimir por unidad de área,

ΓC(β):

ΓC(β) = − 1
β

ĺım
L→∞

[
1

L2
log

Z(β)

Z0(β)

]
, (2.2)

donde L es la longitud que caracteriza el tamaño de las placas. Se puede escribir Z(β)

como una integral funcional euclídea:

Z(β) =
∫

DAe−S(A) , (2.3)

donde S(A) es la acción euclídea para el campo de gauge, incluyendo su acoplamiento a

los espejos. Suponemos que la integral sobre la coordenada euclídea tipo tiempo x0 debe

tomarse sobre un intervalo finito de longitud β, con condiciones periódicas de contorno

para el campo. Se supone también que las coordenadas espaciales están confinadas a
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una caja de longitud L, con condiciones de contorno de Dirichlet. El resultado final,

para L → ∞, no deberá ser afectado por la elección particular de condiciones de

contorno en la caja.

En el estudio del ECE, estamos interesados en la fuerza de Casimir, por lo que

descartamos factores independientes de l, que es la distancia entre los espejos. Esto

puede hacerse como en (2.2) dividiendo por Z0, que denota la función de partición

cuando los espejos están infinitamente separados. Los observables físicos relevantes en

este caso son la energía de vacío por unidad de área Evac = ĺımβ→∞ ΓC(β), la fuerza de

Casimir por unidad de área, FC(β):

FC(β) = −∂ΓC(β)

∂l
, (2.4)

y su límite a temperatura cero FC ≡ ĺımβ→∞ FC(β).

En el caso de espejos en movimiento, estaremos interesados en los efectos disipativos

debidos a la aceleración de los mismos. Estos efectos se caracterizan por generar una

probabilidad no nula de producir pares a partir del vacío. La probabilidad total P
de producir un par de fotones teniendo en cuenta toda la historia del sistema puede

obtenerse a partir de la acción efectiva Γ. Esta acción efectiva puede hallarse a su vez

integrando sobre las fluctuaciones del vacío de A en presencia del o los espejos:

e−Γ = Z =
∫

DA e−S(A) . (2.5)

La acción efectiva Γ está definida como un funcional de la geometría de los espejos,

y como una función de las constantes que controlan la fuerza del acoplamiento entre

ellos y el campo. Podemos ver a partir de (2.5), que la misma puede escribirse como

sigue:

e−Γ = e−Γ0 e−ΓI , (2.6)

donde

e−Γ0 ≡ Z0 =
∫

DA e−S0(A) , (2.7)

es la acción efectiva en ausencia de espejos, y:

e−ΓI ≡ 〈e−SI 〉 , (2.8)

donde hemos introducido el símbolo 〈·〉 para denotar el promedio funcional, con un

peso gaussiano determinado por la acción libre, es decir:

〈. . .〉 ≡
∫ DA . . . e−S0(A)

∫ DA e−S0(A)
. (2.9)

Por lo tanto, dado que solo el término de interacción puede producir una parte imagi-
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naria distinta de cero, se puede escribir la probabilidad P de la siguiente manera:

P = 2 Im[Γio] , (2.10)

donde Γio es la acción efectiva ’in-out’ a tiempo real que se obtiene realizando la rotación

de Wick inversa sobre la acción efectiva euclídea ΓI de vuelta a tiempo real.

2.2. Fórmula de Lifshitz

El trabajo de Casimir y Polder sobre coloides [7] que hemos mencionado previa-

mente en la introducción, donde se obtiene la fuerza entre moléculas polarizables, fue

extendido posteriormente por E.M. Lifshitz [43] al caso de cuerpos dieléctricos macros-

cópicos caracterizados por su constante dieléctrica ǫ0. En la versión original de este

trabajo, se considera un sistema formado por dos semiespacios disjuntos, con distancia

a entre sí, compuestos de algún medio material, que tienen bordes planos y paralelos.

Adicionalmente el cálculo se realiza a temperatura finita T , y el resultado final para la

fuerza de interacción se presenta en términos de las funciones dieléctricas que describen

macroscópicamente las propiedades electromagnéticas de cada medio. La fuerza puede

escribirse de la siguiente forma:

F (a) = −kBT

πc3

∞∑

l=0

′
ξ3
l

∫ ∞

1
p2dp2





[(
K(iξl) + ǫ(iξl)p

K(iξl) − ǫ(iξl)p

)2

e2a
ξl
c
p − 1

]−1

+
[(
K(iξl) + p

K(iξl) − p

)2

e2a
ξl
c
p − 1

]−1


 , (2.11)

donde K(iξl) ≡ [p2 − 1 + ǫ(iξl)]
1/2, ξl = 2πl/β, ǫ es la permitividad de medio (que es

función de la frecuencia ω), y donde la notación primada significa que el término con

l = 0 de la suma se toma con coeficiente 1/2. La misma puede ser escrita en forma más

conveniente como:

F (a) = −kBT

2π

∞∑

l=−∞

∫ ∞

0
k⊥dk⊥ql{[r−2

1 (ξl, k⊥)e2aql − 1]−1

+ [r−2
2 (ξl, k⊥)e2aql − 1]−1} , (2.12)

donde r1,2 son los coeficientes de reflexión con polarización paralela y perpendicular

respectivamente.

Para el caso de dos superficies dieléctricas planas paralelas de área S, separadas

entre sí por una distancia a, y caracterizadas por una misma constante dieléctrica ǫ0,
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la fórmula se reduce a:

F (a) = − π2

240

~c

a4

(
ǫ0 − 1

ǫ0 + 1

)2

ψ(ǫ0)S , (2.13)

donde ψ(ǫ0) es una función cuyos valores pueden obtenerse numéricamente [43]. En

esta descripción, el caso de conductor ideal se obtiene en el límite ǫ0 → ∞, donde surge

nuevamente la fuerza de Casimir 1.4 tal como en el enfoque de la energía de punto

cero. Esto es porque en el límite de conductor ideal, solo la capa superficial de átomos

interactúa con el campo electromagnético, de forma que las condiciones de contorno

proporcionan una descripción equivalente. La fórmula de Lifshitz, por lo tanto, provee

una herramienta muy útil para la evaluación de la fuerza de Casimir entre cuerpos

con interfaces planas paralelas, compuestos por materiales cuyas funciones dieléctricas

dependen de la frecuencia y son, por lo demás, arbitrarias.

El enfoque microscópico de las teorías de ambas fuerzas, de Van der Waals y de

Casimir, puede formularse de manera unificada. Por un lado la interacción de Van der

Waals aparece entre átomos neutros de cuerpos separados por distancias que son mucho

mayores que las dimensiones atómicas. La fuerza generada por esta interacción puede

obtenerse de forma no relativista a partir de la energía de interacción dipolo-dipolo,

mediante teoría de perturbaciones a segundo orden. Dado que los valores de expecta-

ción de los operadores de momento dipolar son cero, la interacción de Van der Waals

se debe a sus dispersiones, es decir, a fluctuaciones cuánticas. Usando la terminolo-

gía de la teoría cuántica de campos, podemos decir que para cuerpos macroscópicos

separados por una distancia pequeña, el fotón virtual emitido por un átomo de uno

de los cuerpos logra alcanzar un átomo del segundo cuerpo durante su vida, y así las

oscilaciones correlacionadas de los momentos dipolares inducidos instantáneamente de

esos átomos dan lugar a la fuerza de Van der Waals no retardada. Por otro lado, si au-

mentamos ahora la distancia entre los dos cuerpos macroscópicos de forma tal que sea

tan grande que el fotón virtual emitido por un átomo de un cuerpo no pueda alcanzar

el segundo cuerpo a lo largo de su tiempo de vida, la fuerza habitual de Van der Waals

no estará presente. Sin embargo, el correlador del campo electromagnético cuantizado

en el estado de vacío no es igual a cero en los dos puntos donde se encuentran los

átomos pertenecientes a los diferentes cuerpos. Por lo tanto, el efecto no nulo de los

momentos dipolares atómicos inducidos surge una vez más, dando como resultado la

fuerza de Casimir, que en este enfoque teórico, también se denomina fuerza de Van

der Waals retardada. Es importante notar que si bien en el caso de metal perfecto, la

presencia de los cuerpos puede reducirse a condiciones de contorno, en el caso general

es necesario calcular la energía de interacción en términos de la permitividad dieléctri-

ca, dependiente de la frecuencia del medio, y en general también de su permeabilidad

magnética. La relación entre los enfoques de Lifshitz y de Casimir, y su correlación,
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puede estudiarse con mayor detalle en el libro de Milonni [4].

2.3. Espejos imperfectos en el campo escalar

2.3.1. Efecto Casimir estático

Un paso muy importante para refinar los cálculos de la energía de Casimir es el

uso de modelos sensibles a la descripción de los medios que constituyen los espejos.

Resumiremos aquí algunos resultados obtenidos por Fosco et al. [44] en esa dirección, ya

que constituyen la base para comprender los fundamentos de los modelos más complejos

que abordaremos en los capítulos posteriores. En ese trabajo se consideran espejos

descriptos por películas delgadas, provistos de campos de materia confinados a ellos.

Estos campos localizados inducen una acción eficaz para el acoplamiento de los campos

de vacío a los espejos [45] a partir de la cual se obtiene la energía de Casimir para varios

modelos. Nos concentraremos aquí únicamente en el caso de un campo escalar sin masa

(real), a modo de primer acercamiento al tema.

Partamos entonces de considerar la acción efectiva, S(I)
eff , para un campo escalar real

ϕ, que resulta de su interacción con la materia confinada a dos espejos planos, paralelos,

de ancho cero en d dimensiones espaciales, definidos por las ecuaciones xd = 0 y xd = a.

La acción euclídea total S para ϕ será de la forma:

S(ϕ) = S0(ϕ) + S
(I)
eff(ϕ) , (2.14)

donde S0 ≡ 1
2

∫
dd+1x ∂µϕ∂µϕ, define la teoría libre.

Es importante notar que S(I)
eff depende de la naturaleza de los campos confinados

a los espejos y de la estructura de su interacción con ϕ, y su forma funcional se su-

pone cuadrática en ϕ. Esta aproximación se basa en lo siguiente: dado que el medio

material debe imponer de forma aproximada condiciones de contorno de Dirichlet, las

configuraciones relevantes corresponden a valores pequeños de los campos en los espe-

jos. Por lo tanto resulta razonable suponer que los términos de orden superior en esos

campos están fuertemente suprimidos en comparación con el menor orden no trivial.

Considerando esa aproximación, teniendo en cuenta que los campos de materia están

confinados a los espejos, y suponiendo que la interacción es local, tenemos que:

S
(I)
eff(ϕ) = S

(1)
eff (ϕ) + S

(2)
eff(ϕ) (2.15)

donde:

S
(α)
eff(ϕ) =

1

2

∫
dx0

∫
dx′

0

∫
dd−1x‖

∫
dd−1x′

‖

∫
dxd

∫
dx′

d

× ϕ(x0,x‖, xd)λ(x0 − x′
0; x‖ − x′

‖)δ(xd − aα)δ(x′
d − aα)ϕ(x′

0,x
′
‖, xd) , (2.16)
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con a1 ≡ 0 y a2 ≡ a, y donde x‖ denota la coordenada paralela d − 1 del espejo:

x1, x2, . . . , xd−1.

El término de interacción se obtiene como una acción efectiva proveniente de la in-

tegración de los grados de libertad confinados a las paredes que interactúan localmente

con el campo escalar ϕ(x) en xd = 0 y xd = a.

Aplicando una transformación de Fourier con respecto a las coordenadas espacio-

temporales xa con a = 0, 1, . . . , d− 1, se obtiene:

S
(α)
eff (ϕ) =

1

2

∫
ddk

(2π)d
ϕ̃∗(k, aα) λ̃(k) ϕ̃(k, aα) , (2.17)

donde k ≡ (ka)
d−1
a=0, son las variables espaciales de Fourier asociadas a las coordenadas

espaciotemporales del espejo. De esta forma, el efecto de los modos de materia queda

codificado en una única función λ̃(k), que según si la dinámica de los campos de materia

se considera relativista, o no relativista, dependerá de κ ≡ √
kaka, o de k0 y |k‖|,

respectivamente.

Consideremos que S
(1)
eff ≡ Seff se debe al acoplamiento lineal de ϕ a un campo

escalar real microscópico ξ(y), en d dimensiones espaciotemporales, provisto de una

acción Sm(ξ):

e−Seff (ϕ) =

∫ Dξ e−Sm(ξ) + ig
∫
ddy ξ(y)ϕ(y,0)

∫ Dξ e−Sm(ξ)
, (2.18)

donde g es una constante de acoplamiento. El campo de materia ξ puede tener una

autointeracción, controlada por una constante de acoplamiento independiente, implícita

en Sm.

Llamaremos W (J) a la funcional generatriz de funciones de correlación conecta-

das de ξ, relacionado con Z(J), que es la funcional generatriz para las funciones de

correlación completas:

Z(J) =
∫

Dξ e−Sm(ξ) +
∫
ddyJ(y)ξ(y) , (2.19)

por W = log Z. Tenemos entonces que Seff(ϕ) = −W [i g ϕ(y, 0)]. Por otro lado, dado

que solo retendremos la parte cuadrática,

Seff(ϕ) = −W
[
i g ϕ(y, 0)

]

≃ 1

2
g2
∫
ddy

∫
ddy′ ϕ(y, 0)W (2)(y, y′)ϕ(y′, 0) , (2.20)

donde W (2) es la función conectada de 2 puntos. Por último, dado que consideramos

invariancia traslacional a lo largo de las superficies de los espejos, concluimos que:

λ̃(κ) = g2 W̃ (2)(κ) . (2.21)
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Entonces, para este ejemplo, λ̃ puede leerse a partir del propagador completo para el

campo material en el espejo. En el caso relativista, sabemos que:

W̃ (2)(κ) =
z(κ)

κ2 + Π(κ)
(2.22)

donde z y Π denotan la función de renormalización de la función de onda y la au-

toenergía completa, respectivamente. Suponemos que la función de 2 puntos ha sido

renormalizada, de forma tal que no quede ambigüedad en ninguna de estas funciones,

que solo dependen de κ. Dado que el propagador completo puede relacionarse a las

funciones de respuesta para el campo, debidas a los grados microscópicos de libertad

en los espejos, para este ejemplo particular podemos esperar una buena descripción

utilizando directamente el propagador libre:

λ̃(κ) ∼ g2

κ2 +m2
, (2.23)

Consideremos ahora la densidad de energía involucrada al distorsionar el vacío cuando

introducimos los espejos. Teniendo presente la ecuación 2.2 y recordando que estamos

trabajando en una formulación euclídea, podemos definir esta cantidad como

E0 ≡ − ĺım
T,L→∞

1

Ld−1T
log

( Z
Z0

)
, (2.24)

donde T es la extensión del intervalo temporal (imaginario). Además, en el caso de dos

espejos, estamos particularmente interesados en la cantidad sustraída

Ẽ0 ≡ E0 − E0(∞) , (2.25)

donde E0(∞) es la densidad de energía cuando los espejos se hallan infinitamente se-

parados. Valiéndonos de todo lo anterior podemos escribir una expresión general para

Ẽ0 como sigue:

Ẽ0(a) =
1

2dπd/2Γ(d/2)

∫ ∞

0
dκ κd−1 log

{
1 −

[
1 +

2κ

λ̃(κ)

]−2
e−2κa

}
. (2.26)

El comportamiento estándar de λ̃(κ) es ∼ κ−2 para valores grandes de κ; esto implica

que el comportamiento UV debería suavizarse con respecto al caso de un espejo per-

fecto, y por otro lado, la región IR del integrando está fuertemente afectada por la

inclusión de la función de 2 puntos.



2.3 Espejos imperfectos en el campo escalar 19

2.3.2. Efecto Casimir dinámico

En el trabajo de Fosco et al. [46] se utiliza el enfoque funcional para estudiar

varios aspectos la dinámica cuántica efectiva de espejos planos en movimiento, acopla-

dos a campos escalares y a campos de Dirac en diferentes números de dimensiones.

Ese trabajo constituye una base fundamental para comprender los procedimientos que

aplicaremos más adelante a diferentes modelos donde se manifiesta el efecto Casimir

dinámico producido por la interacción del campo electromagnético con los grados in-

ternos de libertad de uno o dos espejos con ciertas características particulares respecto

a su geometría y composición. Resumimos aquí los puntos más importantes del desa-

rrollo mediante el cual se generaliza el enfoque funcional de Golestanian y Kardar [47],

para calcular la acción efectiva euclídea de espejos dispersivos en movimiento acopla-

dos a campos escalares reales y cómo se la utiliza posteriormente para obtener la parte

imaginaria de la acción efectiva ‘in-out’, y para obtener finalmente la probabilidad de

producción de pares a partir del vacío. El punto principal del enfoque de [47], consiste

en la introducción de campos auxiliares en la integral funcional para imponer condicio-

nes de contorno a los campos cuánticos. En [46] se incluye además una parte extra en la

acción, para incorporar la naturaleza dispersiva del espejo. Después de la integración

de los campos cuánticos originales, el problema se reduce al cálculo de una integral

funcional sobre los campos auxiliares. Este es un tipo de teoría (no local) reducida

dimensionalmente, ya que el campo auxiliar vive en el contorno.

Consideremos un campo escalar real masivo ϕ acoplado a un espejo imperfecto, cuya

posición está descripta por una función q(t), de forma tal que la densidad lagrangiana

a tiempo real, L es:

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − 1

2
V (x0, x1)ϕ2 , (2.27)

donde V es una función tipo δ determinada por la posición del espejo:

V (x0, x1) = λ δ(x1 − q(x0)) , (2.28)

donde λ es una constante de acoplamiento positiva. El acoplamiento al campo equivale

a introducir un espejo perfecto en x1 = q(x0) cuando λ → +∞, o uno imperfecto

cuando 0 < λ < ∞. El uso de potenciales tipo δ para los campos cuánticos sirve como

modelo de juguete para describir la interacción del campo electromagnético con una

fina lámina de plasma [48], y da lugar a coeficientes de reflexión y transmisión con

una dependencia particular en frecuencia. Luego, puede generalizarse este desarrollo a

situaciones más realistas incluyendo coeficientes de transmisión y reflexión arbitrarios,

realizando extensiones no locales de los potenciales aquí considerados, tal como lo

haremos en la segunda parte de esta Tesis.
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Realicemos ahora una rotación de Wick: x0 = −iτ , y calculemos la acción efectiva

euclídea resultante Γ[q(τ)] para el espejo, debida a las fluctuaciones de vacío del campo

escalar, en la representación de integrales funcionales:

e−Γ[q(τ)] ≡ Z[q(τ)] =
∫

Dϕ e−S[ϕ;q] , (2.29)

donde S[ϕ; q] es la acción euclídea:

S[ϕ; q] = S0[ϕ] + SC[ϕ; q] (2.30)

y donde S0 denota la parte libre

S0[ϕ] =
1

2

∫
d2x

(
∂µϕ∂µϕ+m2ϕ2

)
(2.31)

y SC el acoplamiento al espejo,

SC[ϕ; q] =
λ

2

∫
d2xδ(x1 − q(x0))

[
ϕ(x)

]2
=

λ

2

∫
dτ
[
ϕ(τ, q(τ))]2 . (2.32)

Las coordenadas euclídeas se denotan como xµ, donde x0 ≡ τ ; el tensor métrico es la

matriz identidad 2 × 2. Para continuar, introducimos un campo auxiliar ξ(τ), que vive

en 0 + 1 dimensiones, cuya función es linealizar el término SC, que acopla el campo

escalar al espejo. La expresión resultante para Z[q(τ)] es:

Z[q(τ)] =
∫

Dξ e− 1
2λ

∫
dτξ2(τ) Z0[Jξ] (2.33)

donde Z0 es la funcional generatriz de la parte libre:

Z0[J ] = e−W0[J ] =
∫

Dϕ e−S0(ϕ)+i
∫
d2xJ(x)ϕ(x) , (2.34)

y Jξ es una corriente localizada es una corriente localizada en el defecto y proporcional

al campo auxiliar: Jξ(x0, x1) ≡ ξ(x0) δ(x1 − q(x0)). Dado que la integral sobre ϕ es

gaussiana, podemos escribir inmediatamente la forma explícita para W0,

W0[J ] =
1

2

∫
d2x

∫
d2x′J(x)∆(x− x′)J(x′) , (2.35)

donde ∆ es la función de correlación euclídea libre:

∆(x− y) = 〈ϕ(x)ϕ(y)〉

=
∫

d2k

(2π)2
e−ip·(x−y) 1

k2 +m2
. (2.36)

Por lo tanto, derivamos para Z[q(τ)] una integral funcional dimensionalmente reducida
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que involucra solo al campo auxiliar ξ,

Z[q(τ)] =
∫

Dξ e− 1
2

∫
dτ
∫
dτ ′ξ(τ)K(τ,τ ′)ξ(τ ′) , (2.37)

donde hemos introducido el núcleo K(τ, τ ′)

K(τ, τ ′) =
1

λ
δ(τ − τ ′) + ∆

[
τ − τ ′, q(τ) − q(τ ′)

]
. (2.38)

Dado que la integral en ξ también es gaussiana, nos permite escribir formalmente

Z[q(τ)] de la siguiente manera:

Z[q(τ)] =
(

det K
)− 1

2 (2.39)

de forma que

Γ[q(τ)] =
1

2
Tr
[

log K
]
. (2.40)

Podemos aproximar (2.40) para pequeños apartamientos con respecto al caso de un

espejo estático, desarrollando K y conservando hasta el término cuadrático. Luego

expandiendo la expresión para Γ[q(τ)], hasta el segundo orden en la fluctuación y

descartando un término independiente de q(τ), se obtiene que

Γ[q(τ)] =
1

2
Tr log

[
K0 + K2

]
≃ 1

2
Tr
[
K−1

0 K2

]
≡ Γ2[q(τ)] , (2.41)

donde Γ2[q(τ)] puede expresarse finalmente como sigue:

Γ2[q(τ)] =
1

2

∫ +∞

−∞
dτ
∫ +∞

−∞
dτ ′(q(τ) − q(τ ′))2F (τ − τ ′) , (2.42)

donde

F (τ − τ ′) =
∫
dω

2π
eiω(τ−τ ′)F̃ (ω) , (2.43)

con

F̃ (ω) =
1

4

∫
dν

2π

[1

λ
+

1

2
√

(ν + ω)2 +m2

]−1√
ν2 +m2 . (2.44)

Como lo hemos mencionado previamente en la introducción de esta Tesis, una de

las señales más distintivas de los efectos dispersivos generados por un espejo acelerado

es una probabilidad constante de producir pares de partículas a partir del vacío. Se

puede obtener la probabilidad total de producir un par teniendo en cuenta toda la

historia del espejo desde t → −∞ a t → +∞, a partir de la parte imaginaria de la

acción efectiva ’in-out’ a tiempo real Γio mediante la ecuación 2.9:

P = 2 Im[Γio] , (2.45)
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recordando que la acción efectiva a tiempo real puede obtenerse a su vez realizando la

rotación de Wick inversa de la acción efectiva euclídea Γ[q(τ)].

La aproximación cuadrática de la acción efectiva a tiempo imaginario Γ2[q(τ)], cuya

forma general en el espacio de Fourier es:

Γ2[q] = −
∫ +∞

−∞

dω

2π
F̃s(ω) |q̃(ω)|2 , (2.46)

lleva a

Γio2 [q] =
∫ +∞

−∞

dω

2π
F̃s(iω) |q̃(ω)|2 , (2.47)

donde mantuvimos la misma notación para la función rotada q. Por lo tanto,

P = 2
∫ +∞

−∞

dω

2π
Im[F̃s(iω)] |q̃(ω)|2 . (2.48)

Para el ejemplo más simple de un campo escalar real sin masa en 1 + 1 dimensiones

con condiciones de contorno perfectas, se puede demostrar que

P =
1

6π

∫ +∞

−∞

dω

2π
|ω|3 |q̃(ω)|2 . (2.49)

En el caso de m 6= 0 y λ → ∞, es interesante señalar que aparece un umbral en la

parte imaginaria de la acción efectiva, cuya consecuencia física es la necesidad de tener

una mezcla de frecuencias positivas y negativas para poder crear partículas, donde la

frecuencia negativa debe ser menor que −m.
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Capítulo 3

Fórmula de Lifshitz para espejos

delgados

“Si ellos de forma quisieran cambiar es muy fácil...

solo en otro espejo tendrán que mirar.”

— Espejos, Sui Géneris.

La fórmula de Lifshitz 2.11 es una forma muy conveniente de expresar la fuerza de

Casimir, tanto a temperatura cero como finita, entre diversos medios materiales, en

función de sus propiedades electromagnéticas. Esta formulación permite por lo tanto,

apartarnos de las condiciones de contorno ideales de conductor perfecto. la misma es

aplicable a una geometría particularmente simple: medios homogéneos, isótropos, y

tales que las interfaces entre los mismos sean planos paralelos. Los medios se supo-

nen descriptos, en la aproximación de respuesta lineal, mediante las correspondientes

permitividades y permeabilidades.

Los sucesivos refinamientos logrados en experimentos de precisión que miden la

fuerza de Casimir, han proporcionado un estímulo continuo para generalizar el alcance

de la fórmula de Lifshitz, de forma tal de abarcar situaciones nuevas y más realistas del

efecto Casimir ([4],[17],[5],[49],[6]). Una de esas generalizaciones ha sido considerar mo-

delos, donde el campo de vacío fluctuante se encuentra ante la presencia de potenciales

de fondo, localizados en los espejos ([50],[45]). El objeto de introducir estos potenciales

es el de implementar versiones suaves de aquellas condiciones de contorno perfectas

que se consideran en la versión original del efecto Casimir, permitiendo una descrip-

ción más fiel del problema. Una posible forma de justificar la introducción de estos

potenciales de fondo es recurriendo al punto de vista microscópico del problema. De

hecho, teniendo en cuenta la interacción del campo fluctuante ([45],[44]) con los grados

internos de libertad pertenecientes a los espejos, uno puede obtener una acción efectiva

aproximada para el campo de vacío, que contiene potenciales que se sustentan sobre

25
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las posiciones de las placas materiales. Si bien a lo largo de este trabajo asumiremos

que estos potenciales tienen propiedades invariantes ante traslaciones e independientes

del tiempo sobre las dos direcciones “paralelas”, a saber x‖ ≡ (x1, x2), serán en general,

funciones no locales del tiempo (x0), así como de x‖ y x3. Esta no localidad permite

la propagación de los grados de libertad internos de los espejos dentro del plano de los

mismos. Una no localidad tal aparece naturalmente cuando incluimos la propagación

de cuasi partículas dentro del medio material. La no localidad en x‖ ≡ (x0, x1, x2) se

puede tratar mediante una transformación de Fourier en x‖, dado que esta transforma-

ción produce un potencial que es local tanto en la frecuencia como en las componentes

paralelas del momento.

El potencial transformado resultante, seguirá conteniendo una dependencia respecto

de la coordenada normal x3, que representa la dirección a lo largo de la cual el efecto

del potencial en el campo fluctuante es más fuerte. El potencial debe ser, entonces,

necesariamente no invariante bajo traslaciones en x3. Sin embargo, supondremos que

su dependencia con x3 es local 1.

En [52], se presenta una derivación de la fórmula de Lifshitz para el caso de un cam-

po escalar real, acoplado a dos placas paralelas; es el objeto de este capítulo extender

tal derivación al campo electromagnético, acoplado a espejos de espesor despreciable,

y descriptos mediante sus respectivos tensores de polarización de vacío. Además, dado

que supondremos que tales espejos tienen espesor despreciable, podemos describirlos

mediante tensores reducidos dimensionalmente al espacio-tiempo (tridimensional) ocu-

pado por cada uno de ellos.

A los efectos de obtener la fuerza de Casimir en el caso que nos ocupa, recapitu-

lemos algunas particularidades de la derivación presentada en [52]: Primero, se define

al modelo mediante su acción euclídea, una funcional del campo de vacío (un campo

escalar), que consta de tres términos: uno, que describe al campo libre, mientras que los

dos restantes dan cuenta del acoplamiento cada uno de los espejos. Éstos se modelan

mediante términos en la acción que son locales, concentrados espacialmente sobre la

región ocupada por los espejos, y cuadráticos en el campo. Es conveniente notar aquí

que precisamente estos términos contienen información acerca de los grados de libertad

microscópicos, confinados a cada espejo, ya que se deben interpretar como el resultado

de haber integrado funcionalmente tales grados de libertad. Dicho de otro modo: los

términos concentrados sobre los espejos, pueden interpretarse como las acciones efec-

tivas parciales, que resultan de las fluctuaciones de vacío de tales grados de libertad,

con el campo escalar aún considerado como externo.

Luego, la derivación procede expresando la energía del vacío mediante la acción efec-

tiva debida a las fluctuaciones cuánticas del campo escalar. Tal acción efectiva resulta

1Pueden incorporarse no localidades a lo largo de la coordenada normal, tal como se hace por
ejemplo, en el enfoque de [51].
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expresada mediante determinantes funcionales, los que, finalmente, pueden evaluarse

exactamente. Esto último resulta posible dado a que el sistema considerado presenta

dependencia espacial solo respecto de una coordenada: la que corresponde a la direc-

ción normal a las superficies de los espejos (supuestos paralelos). Esto permite evaluar

los correspondientes determinantes funcionales mediante la fórmula de Gelfand-Yaglom

(G-Y) ([53],[54]), de donde se obtiene la acción efectiva, que por tratarse de un sistema

estático, resulta ser proporcional a la energía de vacío. De allí se obtiene finalmente la

fuerza entre espejos (ver ecuación (31) de [52]).

Cuando la situación a considerar corresponde a temperatura finita, una modificación

bastante directa del procedimiento anterior permite obtener la energía libre de Casimir,

en lugar de la energía de vacío. Tal modificación corresponde, en el formalismo de

Matsubara, a reemplazar el tiempo euclídeo por una coordenada periódica con período

β.

En lo que sigue, pasaremos a aplicar el mismo enfoque al modelo que nos ocupa:

el campo electromagnético como campo fluctuante, permitiendo además temperatura

finita. El objeto a evaluar será la energía libre de Casimir por unidad de área, ΓC(β)

(dado que los espejos se suponen, por simplicidad, infinitos). La idea es expresar tal

resultado en términos de los invariantes en función de los cuales puede escribirse el

TPV, para cada espejo. Además, aún dentro de las simplificaciones supuestas para el

problema que consideramos, podemos incorporar cierta dependencia en la coordenada

normal, que en adelante denotamos como x3.

3.1. Modelo

El campo EM está acoplado a dos espejos imperfectos, modelados por ‘potenciales’

que se suponen locales en x3. Entendemos por esto que la acción correspondiente a

cada uno de estos términos, involucra una única integral de una función x3. Además,

suponemos invariancia ante traslaciones en x‖ ≡ (x0, x1, x2). Notemos, sin embargo,

que esos potenciales también tendrán una estructura tensorial, dado que se acoplan al

campo de gauge.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos ser más precisos y definir la acción euclídea

S, funcional del campo de gauge abeliano A, como sigue:

S(A) = S0(A) + Sint(A) , (3.1)

donde S0(A) denota la acción del campo de libre, que en el gauge de Feynman tiene la

forma:

S0(A) =
1

4

∫
d4x FµνFµν +

1

2

∫
d4x (∂ · A)2 =

1

2

∫
d4x Aµ(x)(−∂2)Aµ(x), (3.2)
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y donde Sint(A) = SL + SR es el término que da cuenta del acoplamiento entre A y

cada uno de los espejos, indicados con L y R para distinguirlos y considerar que cada

uno de ellos puede tener diferentes propiedades.

Para formular cada uno de estos términos de interacción, recordemos que las propie-

dades de los espejos son homogéneas, isótropas e independientes del tiempo; además,

son locales en la dirección x3 (normal a ambos espejos). Adicionalmente, los términos

de interacción entre A y los espejos, preservan la invariancia de gauge, lo cual queda

garantizado si se conserva la corriente debida a los grados de libertad microscópicos

cargados, que inducen los términos de acoplamiento. Por razones análogas a las invo-

cadas para el campo escalar, las magnitudes relevantes para el campo dentro de los

espejos son pequeñas. Por lo tanto, consideraremos que los términos de acoplamiento

son cuadráticos en Aµ, lo que corresponde a medios lineales. Para estudiar efectos de

medios no lineales ver por ejemplo [55].

Basados en todas las suposiciones anteriores, notamos que cada término SI con

I = L,R puede expresarse más explícitamente (usando una notación abreviada para

las integraciones) de la siguiente forma:

SI(A) =
1

2

∫

x‖,x
′
‖
,x3

Aµ(x‖, x3)Π(I)
µν (x‖, x

′
‖; x3 − aI)Aν(x

′
‖, x3), (3.3)

donde hemos considerado que el espejo I está en x3 = aI , y donde Π(I)
µν = 〈JµJν〉 es el

tensor de polarización del vacío. Este tensor de polarización del vacío puede obtenerse

teniendo en cuenta que la contribución al orden más bajo no nulo de la interacción

entre el campo externo y el medio material es el correlador entre corrientes, para los

campos de materia en el espejo I.

La ecuación (3.3) nos sugiere considerar dos situaciones con respecto a la extensión

del espejo a lo largo de la coordenada normal (siendo la segunda un caso particular de

la primera): primeramente, un espejo cuyo ancho sea pequeño pero finito, en el sentido

de que los portadores de carga presentes en el medio material estén fuertemente con-

centrados en una región finita. Como no hay corriente a lo largo de la dirección x3, el

tensor de polarización del vacío será cero cuando uno o dos de sus índices sean iguales

3. En segundo lugar, trataremos el límite de ancho cero del caso anterior. Este enfoque

nos permitirá partir de espejos de ancho finito (para los cuales las autoenergías por

unidad de área son finitas) y podría entonces utilizarse para tener en cuenta correccio-

nes de orden superior en el ancho de los espejos, que pueden cobrar importancia por

ejemplo cuando los mismos están muy próximos. Por otro lado, uno podría considerar

modelos donde la dependencia en x3 se debe a que el medio material de cada espejo

es de tipo multicapa (donde por ejemplo cada capa consista de una lámina de grafeno

caracterizada por una constante α diferente). Nuestro objetivo final en este capítulo
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consiste en aplicar las expresiones generales para espejos delgados a las que arribemos,

al tratamiento de casos que involucren láminas de grafeno, que como veremos más

adelante pueden considerarse como espejos de ancho cero.

Para comenzar, tengamos presente que para espejos de ancho pequeño las corrientes

son esencialmente planas, y por lo tanto podemos despreciar la acción de Π(I)
µν sobre la

tercera componente del campo de gauge. Por lo tanto tendremos que

SI(A) =
1

2

∫

x‖,x
′
‖
,x3

Aα(x‖, x3)Π
(I)
αβ(x‖ − x′

‖; x3 − aI)Aβ(x′
‖, x3) (3.4)

donde Π
(I)
αβ es el TPV para el medio confinado al espejo I. Empleamos la convención

de que α y β adoptan valores entre 0 y 2. Esto implica que los espejos solo pueden

incluir a las componentes paralelas del campo eléctrico, E‖ y a la componente normal

del campo magnético, B3. Consideraremos que Π
(I)
αβ(y0,y‖; x3), (y ≡ x−x′), está, como

función de x3, concentrado en una región centrada alrededor de x3 = 0.

Proseguimos realizando ahora una transformada de Fourier parcial en (3.4), i.e.,

para el tiempo y las coordenadas paralelas, de lo que resulta:

SI(A) =
1

2

∫

k‖,x3

Ã∗
α(k‖, x3) Π̃

(I)
αβ(k‖, x3 − aI) Ãβ(k‖, x3) . (3.5)

Aquí, y en lo que sigue, usaremos la notación k‖ ≡ (k0, k1, k2) = (k0,k‖). Conside-

raremos implícitamente que la componente k0 está sumada sobre valores discretos,

k0 = ωn = 2πn
β

(las frecuencias de Matsubara) a temperatura finita, e integrada (sobre

valores continuos) a temperatura cero.

Veamos a continuación la descomposición del problema de evaluar ΓC en términos

de sistemas unidimensionales independientes.

3.2. Reducción a sistemas unidimensionales

Hasta aquí hemos logrado caracterizar a cada espejo mediante su tensor polariza-

ción de vacío Π̃(I). Ahora, veremos que se puede descomponer además cada uno de ellos

en términos de funciones escalares; esto último puede lograrse mediante el desarrollo del

tensor en términos de un conjunto completo de proyectores ortogonales. Esta descom-

posición no es una pérdida de generalidad, sino una consecuencia de las suposiciones

que hemos realizado hasta el momento.

En primer lugar, notemos que la conservación de carga de los portadores en el medio

implica que para cada x3, el tensor Π̃
(I)
αβ es transversal, es decir:

kαΠ̃
(I)
αβ = 0 . (3.6)
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Con respecto a esta condición, podemos encontrar dos soluciones independientes para la

condición de transversalidad, de forma que se puede descomponer Π̃
(I)
αβ en dos tensores

transversales irreducibles (proyectores). La suposición de que el medio es isótropo y

homogéneo a lo largo de las direcciones paralelas, significa que podemos construir

dos tensores transversales independientes usando como bloques de construcción los

siguientes elementos: k̆α ≡ kα − k0nα, y δ̆αβ ≡ δαβ − nαnβ, donde n = (1, 0, 0). Notemos

que la presencia de n está permitida, dado que no necesariamente se tiene invariancia

de Lorentz en el plano x3 = 0, ya que la descripción de los medios no es relativista. Se

pueden escribir dos proyectores independientes P t y P l, que son soluciones de (3.6):

P t
αβ ≡ δ̆αβ − k̆αk̆β

k̆2
(3.7)

y

P l
αβ ≡ P⊥

αβ − Pt
αβ , (3.8)

donde

P⊥
αβ ≡ δαβ − kαkβ

k2
‖

(3.9)

es el proyector transversal correspondiente a una teoría covariante de Poincaré en 2 + 1

dimensiones. Introduciremos también, por completitud, un proyector paralelo Q:

Qαβ ≡ kαkβ
k2

‖
. (3.10)

Se puede demostrar que estos proyectores satisfacen las siguientes propiedades:

P⊥ + Q = I , P t + P l = P⊥

P tP l = P lP t = 0 , QPt = P tQ = 0 , QP l = P lQ = 0
(
P⊥

)2
= P⊥ ,

(
Q)2 = Q ,

(
P t
)2

= P t ,
(
P l
)2

= P l , (3.11)

donde Iαβ = δαβ.

Dado que no hay más que dos soluciones independientes, podemos expresar Π̃
(I)
αβ

como sigue:

Π̃
(I)
αβ(k‖, x3) = f

(I)
t (k2

0,k
2
‖, x3) P t

αβ + f
(I)
l (k2

0,k
2
‖, x3)P l

αβ . (3.12)

De este modo, la caracterización del espejo I se realiza mediante dos funciones, f (I)
t,l .

Para proceder finalmente a reducir el problema, realizaremos nuevamente la misma

transformación de Fourier practicada anteriormente para la acción libre S0, ahora en
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los términos de interacción, obteniendo que:

S0 =
1

2

∫

k‖,x3

[
Ã∗
α(k‖, x3)(−∂2

3 + k2
‖)Ãα(k‖, x3)

+ Ã∗
3(k‖, x3)(−∂2

3 + k2
‖)Ã3(k‖, x3)

]
. (3.13)

Luego, la acción completa S puede separarse en dos términos, uno dependiente de

Ã‖ ≡ (Ãα) y otro de Ã3:

S = S‖(Ã‖) + S3(Ã3) , (3.14)

con:

S‖ =
1

2

∫

k‖,x3

Ã∗
α(k‖, x3)

[
(−∂2

3 + k2
‖)δαβ

+
∑

I

Π̃
(I)
αβ(k‖, x3 − aI)

]
Ãβ(k‖, x3) (3.15)

y

S3 =
1

2

∫

k‖,x3

Ã∗
3(k‖, x3)(−∂2

3 + k2
‖)Ã3(k‖, x3) . (3.16)

Notemos que, a causa de (3.14), y del hecho de que S3 no involucra acoplamiento

alguno con los espejos, podemos escribir la razón entre Z(β) y Z0(β) como sigue:

Z(β)

Z0(β)
=

Z‖(β)

Z‖0(β)
(3.17)

con:

Z‖(β) =
∫

DÃ‖ e
−S‖(Ã‖) . (3.18)

Aplicando ahora las propiedades que satisfacen los proyectores, vemos que:

δαβ = P t
αβ + P l

αβ + Qαβ , (3.19)

lo que nos permite escribir:

S‖ =
1

2

∫

k‖,x3

Ã∗
α(k‖, x3)

{[
− ∂2

3 + k2
‖ + Ṽt(x3, k‖)

]
P t
αβ

+
[

− ∂2
3 + k2

‖ + Ṽl(x3, k‖)
]
P l
αβ

}
Ãβ(k‖, x3) , (3.20)

donde

Ṽt,l(x3, k‖) =
∑

I

f
(I)
t,l (k2

0,k
2
‖, x3 − aI) . (3.21)

De este modo concluye la reducción del problema: notemos que la acción se ha redu-
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cido a la forma cuadrática de un operador que ha sido descompuesto en proyectores

ortogonales.

3.3. Fórmula de Lifshitz

En la integral de camino de Z‖, descomponemos ahora el campo de gauge de la

siguiente manera:

Ã‖ = Ã(t) + Ã(l) (3.22)

donde Ã(t,l) ≡ P(t,l)Ã‖, factorizando así la medida de la integral de camino, con un

jacobiano que es trivial. En consecuencia,

Z‖(β) = Z(t)(β) Z(l)(β) (3.23)

donde cada factor se obtiene de realizar una integral funcional sobre un grado de

libertad escalar, a saber,

Z(t,l)(β) =
∫

DÃ(t,l) exp
{

− S(t,l)(Ã(t,l))
}

(3.24)

donde

S(t,l)(Ã(t,l)) =
1

2

∫

k‖,x3

Ã∗(t,l)
α (k‖, x3)

[
− ∂2

3 + k2
‖

+ Ṽt,l(x3, k‖)
]
Ã(t,l)
α (k‖, x3) . (3.25)

Vemos por lo tanto que la energía libre queda expresada como:

ΓC(β) = Γt(β) + Γl(β) (3.26)

donde

Γt,l(β) = − 1

β
ĺım
L→∞

[
1

L2
log

Z(t,l)(β)

Z(t,l)
0 (β)

]
(3.27)

o

Γt,l(β) =
1

2

∫

k‖

log

[
det T̃t,l(k‖)

det T̃0(k‖)

]
(3.28)

donde:

T̃t,l(k‖) = −∂2
3 + k2

‖ + Ṽt,l(x3, k‖)

T̃0(k‖) = −∂2
3 + k2

‖ , (3.29)



3.4 Espejos de ancho cero 33

y donde hemos abreviado la notación de la integral de forma que
∫
k‖

≡ ∫ d3k‖

(2π)3 .

Hasta aquí, hemos reducido el sistema original a dos problemas de Casimir inde-

pendientes, cada uno de los cuales corresponde a un campo escalar real en presencia

de su potencial Ṽt,l. Estos potenciales se han construido en términos de las funciones

que aparecen al descomponer el TPV en un conjunto de tensores irreducibles. Ahora

podemos aplicar la fórmula general derivada en [52], lo que nos permite escribir cada

una de las contribuciones anteriores como:

Γt,l(β) =
1

2

∫

k‖

log


1 +

T
(R)
12

T
(R)
11

T
(L)
21

T
(L)
11

e−2 |k‖| l



t,l

, (3.30)

donde Tt,l es el resultado de aplicar el siguiente cambio de base a la matriz At,l:

Tt,l = B−1At,lB (3.31)

con

B =
1√
2


 1 1

1 −1


 , (3.32)

y con At,l definidos como en [52], y donde cada uno, t o l, se debe a un campo inde-

pendiente, en su propio potencial de fondo.

3.4. Espejos de ancho cero

Aplicaremos lo desarrollado anteriormente para espejos delgados al caso particular

de espejos de ancho cero, a los cuales caracterizamos como sistemas donde la interacción

entre el campo y los espejos está confinada a planos. Por lo tanto, en este caso,

f
(I)
t,l (k2

0,k
2, x3 − aI) = δ(x3 − aI) g

(I)
t,l (k2

0,k
2) , (3.33)

y

Ṽt,l(x3, k‖) =
∑

I

δ(x3 − aI) g
(I)
t,l (k2

0,k
2
‖) . (3.34)

Recordando el resultado conocido de [52] para el caso de un campo escalar real en la

presencia de espejos de ancho cero, vemos que:

Γt,l(β) =
1

2

∫

k‖

log
[
1 − r

(R)
t,l r

(L)
t,l e

−2|k‖|l
]
, (3.35)
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Donde:

r
(R)
t,l ≡ g

(R)
t,l

2|k‖| + g
(R)
t,l

, r
(L)
t,l ≡ g

(L)
t,l

2|k‖| + g
(L)
t,l

. (3.36)

Entonces, la fuerza de Casimir por unidad de área es:

FC(β) = F (t)
C (β) + F (l)

C (β) (3.37)

con

F (t,l)
C (β) =

∫

k‖

|k‖|r(R)
t,l r

(L)
t,l

e2|k‖|l − r
(R)
t,l r

(L)
t,l

. (3.38)

Este resultado puede aplicarse al ejemplo particular de una lámina de grafeno,

que puede ser descripta razonablemente por un espejo de ancho cero ([56],[57],[58]).

Para este ejemplo, las funciones g correspondientes pueden extraerse mirando su tensor

polarización de vacío, obteniendo como resultado:

gt(k
2
0,k

2
‖) = α

√
k2

0 + v2
Fk2,

gl(k
2
0,k

2
‖) = α

k2
0 + k2

√
k2

0 + v2
Fk2

, (3.39)

con α = e2N
16

, donde N es el número de sabores de los fermiones, e es la constante de

acoplamiento, y vF la velocidad de Fermi.

Utilizando estas expresiones en la fórmula general para espejos delgados, podemos

obtener la fuerza de Casimir tanto para casos que involucren dos láminas de grafeno,

como para el caso límite de una lámina de grafeno y un espejo conductor. Esto último

puede obtenerse a partir del caso del grafeno, considerando la velocidad de Fermi igual

a 1 y tomando α → ∞ en uno de los espejos.

En la figura 3.1 graficamos la fuerza de Casimir por unidad de área sobre cada

placa, a temperatura cero, como función de α, multiplicada por l4, para el caso de un

espejo conductor perfecto frente a una lámina de grafeno, para diferentes valores de la

velocidad de Fermi vF , y luego en la figura 3.2 para el caso de dos láminas de grafeno

idénticas. En ambas gráficas la línea sólida corresponde a considerar vF = 1, lo cual

representa el caso de ‘materia relativista’, con f
(I)
t = f

(I)
l , considerado en [44].



3.4 Espejos de ancho cero 35

F l4

0 10 20 30 40 50
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

α

Figura 3.1: Fuerza de Casimir multiplicada por l4 como función de α, para un conductor
perfecto y una lámina de grafeno con diferentes valores de vF . La línea sólida corresponde
a vF = 1, la línea discontinua a vF = 0,2 y la línea punteada a vF = 0.
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Figura 3.2: Fuerza de Casimir multiplicada por l4 como función de α, para dos espejos
de grafeno idénticos caracterizados por su vF . La línea sólida corresponde a vF = 1, la
línea discontinua a vF = 0,2 y la línea punteada a vF = 0.





Capítulo 4

Espejos delgados con ruptura de

paridad

“Si algo callé es porque entendí todo menos la distancia. Des-

ordené átomos tuyos para hacerte aparecer.”

— Puente, Gustavo Cerati.

En el ECE, tanto la geometría de los espejos como sus propiedades intrínsecas

son relevantes para determinar la fuerza. En este capítulo, abordamos un aspecto co-

rrespondiente al segundo ingrediente, ya que consideramos espejos cuyas propiedades

electromagnéticas rompen la simetría de paridad. Por esto último, nos referimos a es-

pejos (paralelos y de ancho despreciable) tales que la parte de la acción que los acopla

al campo electromagnético, puede contener tanto términos que conserven paridad como

otros que rompen tal simetría.

En este caso, cuando nos referimos a ‘paridad’ lo hacemos en el sentido de 2 + 1

dimensiones: el espacio-tiempo que ocupa cada uno de los espejos. Cuando el número

de dimensiones espaciales es par, tal operación de simetría corresponde a la reflexión

a lo largo de un número impar de coordenadas espaciotemporales. La inversión usual,

donde todas las coordenadas espaciales son reflejadas es, en el caso de un número par

de dimensiones, una rotación, ya que el determinante de la matriz que la implementa es

igual a 1. Por supuesto, tales términos deben considerarse como el resultado de haber

incorporado las fluctuaciones de los grados de libertad microscópicos de cada uno de

los espejos. Un ejemplo concreto de un sistema donde surge ese tipo de término, es la

acción efectiva en 2 + 1 dimensiones que representa los efectos cuánticos causados por

un campo de Dirac confinado a un espejo, y acoplado de forma mínima a la proyección

del campo de gauge sobre el mismo.

El efecto Casimir debido a condiciones de contorno de Chern-Simons (C-S) ha sido

estudiado en [59], donde se muestra que la fuerza de Casimir puede tornarse repulsiva

37
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para algunas elecciones particulares de los parámetros involucrados en el problema.

Nuestro objetivo aquí es estudiar el problema de incluir términos que rompen paridad

en la acción del contorno, en contraposición al uso de condiciones de contorno. Si

bien están relacionados, ambos enfoques son esencialmente distintos, hecho que ha sido

destacado anteriormente en [59].

Existen varios desarrollos interesantes relativos a este tipo de sistema. En primer

lugar en [60] se considera el efecto Casimir para una región esférica, con condiciones

de contorno de C-S en presencia de un término θ. Luego en [61], una línea de investi-

gación relacionada trata la fuerza de Casimir para dos dieléctricos de C-S, incluyendo

la dependencia completa en frecuencia del tensor conductividad. También encontra-

mos resultados interesantes en [62, 63], en el contexto de ‘lattice field theory’ [62, 63],

usando un enfoque de cálculo numérico que resulta natural en ese caso. Finalmente,

vale la pena mencionar que las consecuencias de tener términos que rompen paridad,

se manifiestan incluso para el caso de un solo espejo, y de hecho, este es el caso del

interesante ‘efecto Faraday cuántico’ analizado en [64] para el término de borde debido

a fermiones de Dirac masivos en 2 + 1 dimensiones. A pesar del hecho mencionado en

[59], de que no hay una equivalencia exacta entre condiciones de contorno y acción de

borde, mostraremos cómo los resultados presentados en [59] pueden obtenerse hacien-

do una elección apropiada de la acción de contorno. Como veremos, la misma debe

contener tanto términos que rompen paridad como términos que la conservan. Resulta

interesante mencionar que esa es la estructura exacta de los términos principales en un

desarrollo para masa pequeña de la acción efectiva debida a un campo de Dirac masivo

en 2 + 1 dimensiones [65].

4.1. Modelo

La estructura de la acción euclídea del sistema, tal como en el capítulo anterior,

es la siguiente: S(A) = S0(A) + SI(A), donde S0(A) denota la acción del campo EM

libre:

S0(A) =
1

4
FµνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , µ = 0, 1, 2, 3 , (4.1)

y SI representa el acoplamiento entre el campo y los espejos.

Los dos espejos ocupan planos infinitos, a los que denotamos L y R, y que están lo-

calizados en x3 = 0 y x3 = a, respectivamente. En este caso, dado que la región espacial

ocupada por cada espejo es un plano, uno puede interpretar a SI definiendo dos teorías

de campos en 2 + 1 dimensiones, que involucran las componentes del campo de gauge

proyectadas sobre el espacio-tiempo reducido correspondiente a cada uno. Recordemos

que, en el caso de espejos conductores perfectos, el rol de estas teorías 2 + 1 dimen-

sionales es equivalente a imponer que se anulen las componentes del campo eléctrico
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que sean paralelas a los espejos, y también la componente normal a ellos del campo

magnético. Esto puede alcanzarse, por ejemplo, introduciendo campos auxiliares apro-

piados que implementen esas condiciones, o tomando el límite apropiado para ciertas

acciones correspondientes a espejos imperfectos [66]. Estudiaremos un caso bastante

general, que se obtiene considerando que las acciones localizadas correspondientes son

cuadráticas e invariantes de gauge, pero permitiendo la existencia tanto de términos

que conserven paridad como de términos que no. Más explícitamente, la forma de SI
es:

SI = S(L) + S(R) , (4.2)

donde S(L,R) denota la acción concentrada en el espejo correspondiente. Cada una

de esas acciones puede contener términos de paridad par (que denotaremos con e) o

de paridad impar (que denotaremos con o). Es conveniente introducir una notación

especial para las coordenadas paralelas (incluyendo a la coordenada temporal x0):

x‖ = (xα), donde asumiremos que los índices del principio del alfabeto griego corren

sobre los valores 0, 1, 2. De esta forma, podemos escribir formalmente S(L), como sigue:

S(L) = S(L)
e + S(L)

o

S(L)
e =

∫
d4x δ(x3)

1

4
Fαβ f

(L)
e (−∂2

‖)Fαβ

S(L)
o =

∫
d4x δ(x3)

i

2
εαβγAα f

(L)
o (−∂2

‖) ∂βAγ , (4.3)

donde εαβγ denota el símbolo de Levi-Civita en 2 + 1 dimensiones, y f (L)
e,o se escri-

ben como funciones de −∂2
‖ para indicar que en general serán núcleos no locales en el

espacio de coordenadas. Para el espejo R, la estructura es muy similar; los cambios

relevantes son que la función δ debe ser trasladada: δ(x3) → δ(x3 − a) y, que además,

dado que los espejos no serán considerados necesariamente idénticos en sus propie-

dades, los núcleos podrán ser diferentes entre sí. Por lo tanto, en S(R) uno también

puede hacer el reemplazo: f (L)
e,o → f (R)

e,o . Notemos que los núcleos tendrán dimensiones

de masa: [f (L,R)
e ] = −1 y [f (L,R)

o ] = 0. Considerando que las propiedades de los espejos

son invariantes ante traslaciones e independientes del tiempo (es decir, invariantes ante

traslaciones en las coordenadas paralelas x‖), serán locales en el espacio de momentos.

Notemos que los casos de espejos perfectos, o espejos descriptos enteramente por un

término de C-S pueden ser obtenidos tomando los límites particulares apropiados de

los núcleos. Introduciendo las transformadas de Fourier con respecto a las coordenadas

paralelas:

Ãα(k‖, x3) =
∫
d3x‖ e

−ik‖·x‖ Aα(x‖, x3) , (4.4)



40 Espejos delgados con ruptura de paridad

notamos que:

S(L)
e =

1

2

∫ d3k‖
(2π)3

Ã∗
α(k‖, 0) α

(L)
P (k‖) Pαβ(k‖) Ãβ(k‖, 0)

S(L)
o =

1

2

∫ d3k‖
(2π)3

Ã∗
α(k‖, 0) α

(L)
Q (k‖) Qαβ(k‖) Ãβ(k‖, 0) (4.5)

donde

α
(L)
P (k‖) ≡ k2

‖ f
(L)
e (k2

‖) , α
(L)
Q (k‖) ≡ −|k‖| f (L)

o (k2
‖) , (4.6)

y donde hemos definido de los siguientes tensores:

Pαβ(k‖) = δαβ − kαkβ
k2

‖
, Qαβ(k‖) = εαγβ

kγ
|k‖|

, (4.7)

que satisfacen algunas relaciones algebraicas que hemos expresado aquí utilizando no-

tación matricial:

P 2 = P , Q2 = −P , PQ = QP = Q . (4.8)

Para simplificar nuestros posteriores desarrollos, y en forma análoga al procedimiento

realizado en el capítulo anterior, resulta conveniente contar con un conjunto comple-

to de proyectores ortogonales para el espacio de matrices hermíticas de 3 × 3, que

surge naturalmente en la representación de Fourier. La propiedad de ortogonalidad

nos permite tratar con cada subespacio invariante separadamente, descomponiendo

naturalmente el problema original en un conjunto de problemas unidimensionales des-

acoplados. Esos proyectores pueden escribirse por inspección, teniendo en cuenta las

relaciones anteriores. De hecho, definiendo P± ≡ P±iQ
2

y P ′ ≡ I − P (donde I denota

la matriz identidad), vemos que:

P+ + P− + P ′ = I , (P±)2 = P± , P ′2 = P ′ ,

P+P− = P−P+ = P±P ′ = P ′P± = 0 . (4.9)

Finalmente, usando la representación de Fourier anterior, obtenemos la siguiente ex-

presión para la acción completa S (en el gauge de Feynman):

S(A) =
1

2

∫ d3k‖
(2π)3

∫
dx3

{
Ã∗

3(k‖, x3) (−∂2
3 + k2

‖) Ã3(k‖, x3)

+ Ã∗
α(k‖, x3) (−∂2

3 + k2
‖) Ãα(k‖, x3)

+ Ã∗
α(k‖, x3) δ(x3)

[
α

(L)
− (k‖)P

+
αβ(k‖) + α

(L)
+ (k‖)P

−
αβ(k‖)

]
Ãβ(k‖, x3)

+ Ã∗
α(k‖, x3) δ(x3 − a)

[
α

(R)
− (k‖)P

+
αβ(k‖) + α

(R)
+ (k‖)P

−
αβ(k‖)

]
Ãβ(k‖, x3)

}
, (4.10)
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con

α
(L,R)
± = α

(L,R)
P ± iα

(L,R)
Q . (4.11)

4.2. Energía de interacción

Escribiremos ahora la energía del vacío E del campo EM en presencia de los espejos.

La invariancia traslacional existente a lo largo de las coordenadas paralelas, sugiere

el uso de la trasformación de Fourier implementada en (4.10) para evaluar la integral

funcional. Además, el campo de gauge transformado de esa forma puede descomponerse,

para cada conjunto de valores de x3 y k‖ en términos de cuatro vectores unitarios

ortonormales, a los cuales denotaremos como: ê(+), ê(−), ê(k), y ê(3). El vector ê(3) es

paralelo al eje x3, es decir, su componente µ es ê(3)
µ = δ3

µ. Los restantes tres vectores se

encuentran en el subespacio ortogonal al espacio generado por ê(3); uno de ellos, ê(k),

apunta a lo largo de k‖, mientras que ê(±) ≡ ê(1)±iê(2)√
2

, con ê(1) y ê(2), ortogonales a k‖,

son tales que ê(1), ê(2) y ê(k) forman un triplete ortogonal que sigue la regla de la mano

derecha. Entonces, podemos descomponer Ãµ(k‖, x3) como sigue:

Ãµ(k‖, x3) = C+(k‖, x3)ê
(+)
µ + C−(k‖, x3)ê

(−)
µ

+ Ck(k‖, x3)ê(k)
µ + C3(x‖, x3)ê(3)

µ . (4.12)

La acción transformada de Fourier queda expresada entonces como:

S(A) =
1

2

∫ d3k‖
(2π)3

∫
dx3

{
C∗

+

[
− ∂2

3 + k2
‖ + δ(x3)α

(L)
− (k‖) + δ(x3 − a)α

(R)
− (k‖)

]
C+

+ C∗
−
[

− ∂2
3 + k2

‖ + δ(x3)α
(L)
+ (k‖) + δ(x3 − a)α

(R)
+ (k‖)

]
C−

+ C∗
k (−∂2

3 + k2
‖)Ck + C∗

3 (−∂2
3 + k2

‖) C3

}
, (4.13)

donde por claridad hemos omitido los argumentos de los coeficientes C. Por lo tanto la

acción se vuelve una suma, para cada k‖, de cuatro acciones independientes, cada una de

las cuales corresponde a un único grado de libertad representado por el correspondiente

coeficiente C. La medida de la integral funcional se factoriza con respecto a k‖ (cada

valor puede tratarse separadamente) y además, para cada k‖, se factoriza a su vez en

el producto de medidas para cada coeficiente.

Dado que Ck y C3 no ‘ven’ a los espejos, pueden descartarse al evaluar el efecto

de los espejos en la energía del vacío. Tomando en cuenta también que el logaritmo

natural de Z depende de T y del área L2 de los espejos, calculamos la energía por

unidad de área, E :

E = −
∫ d3k‖

(2π)3
log[Zk‖

] , (4.14)
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con

Zk‖
= Z(+)

k‖
Z(−)
k‖

, (4.15)

donde cada uno de los factores anteriores corresponde a la integral funcional sobre el

respectivo coeficiente, y por lo tanto puede expresarse formalmente como el determi-

nante funcional siguiente:

Z(±)
k‖

=
(

det
[

− ∂2
3 + k2

‖ + δ(x3)α
(L)
∓ (k‖) + δ(x3 − a)α

(R)
∓ (k‖)

])− 1
2

. (4.16)

Finalmente, valiéndonos de los resultados conocidos sobre los determinantes funciona-

les, tales como los que surgen en la ecuación anterior [52], vemos que la energía por

unidad de área se puede escribir como sigue:

E =
1

2

∫ d3k‖
(2π)3

log
[(

1 − r
(L)
− r

(R)
− e−2|k‖|a

)(
1 − r

(L)
+ r

(R)
+ e−2|k‖|a

)]
, (4.17)

donde hemos introducido

r
(L,R)
± =

α
(L,R)
±

α
(L,R)
± + 2|k‖|

, (4.18)

que juega el rol de los coeficientes de reflexión euclídeos. Es interesante notar que la

energía del sistema puede pensarse como desacoplada entre dos contribuciones, cada

una correspondiente a un modo de polarización circular, ya sea izquierdo o derecho.

Basándonos en estos modos de polarización, resulta útil realizar la siguiente parame-

trización de los coeficientes de reflexión (inspirada en [59]):

r
(L)
+ = −|r(L)|e2iδL , r

(R)
+ = −|r(R)|e−2iδR (4.19)

(el signo menos da cuenta de una convención de fase para δL,R). Esto nos permite

escribir la energía como:

E =
1

2

∫ d3k‖
(2π)3

log
(

1 − 2 |r(L)||r(R)|cos(2δ) e−2|k‖|a + |r(L)|2|r(R)|2e−4|k‖|a
)
, (4.20)

donde δ = δL − δR.

4.3. Relación entre condiciones de contorno y ac-

ción de borde

En primer lugar vamos a mostrar cómo se pueden recuperar los resultados de impo-

ner condiciones de contorno de C-S, tal como se ha considerado en [59]. Esa situación

involucra tanto términos que rompen paridad como términos que la conservan, dado
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que las condiciones de contorno mezclan las componentes paralelas del campo eléctri-

co con las componentes paralelas de campo magnético, y la componente normal del

campo magnético con la componente normal del campo eléctrico. Por inspección de las

condiciones de contorno debidas a la acción de contorno, y recordando (4.6) y (4.11),

hemos considerado elegir:

f (L)
e = f (R)

e = − 1

|k‖|
f (L)
o = θ(0) , f (R)

o = −θ(a) , (4.21)

donde el signo menos en la última ecuación se coloca únicamente para ser consistentes

con la elección hecha en [59] para introducir las condiciones de contorno (esto es, las

normales correspondientes a las dos superficies son opuestas). Entonces,

rL = −1 + iθ(0)

1 − iθ(0)
, rR = −1 − iθ(a)

1 + iθ(a)
. (4.22)

Ambas expresiones tienen módulo uno, y por lo tanto son fases puras. Definiendo:

rL = −e2iδ0 , rR = −e−2iδa (4.23)

con δ0,a ≡ arctan θ(0, a), vemos que la expresión (4.17) queda:

E =
ϕb(δ)

a3

ϕb(δ) =
1

32π2

∫ ∞

0
dk k2 log

(
1 − 2 cos(2δ) e−k + e−2k

)
, (4.24)

con δ = δ0 − δa = arctan
(
θ(0)−θ(a)
1+θ(0)θ(a)

)
, lo cual coincide con el resultado de [59]. Es im-

portante notar que esta elección para el término de borde puede entenderse también

como la más general posible donde no haya constantes dimensionales en los núcleos.

De hecho, volviendo a la forma de la acción de borde, vemos que puede escribirse (por

ejemplo para el espejo L) como sigue:

S(L) =
∫
d4xδ(x3)

(1

4
Fαβ(−∂2

‖)−1/2Fαβ +
iθL
2
εαβγAα∂βAγ

)
. (4.25)

Vale la pena mencionar que esencialmente, surge aquí la misma estructura que posee

la acción efectiva a un loop para un fermión de Dirac sin masa, donde el término de

paridad impar refleja la existencia de una anomalía de paridad. La misma estructura

también resulta en el proceso de bosonización en 2 + 1 dimensiones [67].
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4.4. Comportamiento de la energía para espejos de

C-S

Podemos también considerar términos de borde que solo contengan términos que

rompan paridad tales que la violación de paridad sea máxima. Este caso equivale a

tomar f (L,R)
e = 0, y f (L,R)

o = θL,R donde cada θL,R es una constante adimensional.

En este caso, el resultado para E puede expresarse como:

E =
ϕ(θL, θR)

a3
(4.26)

con la función adimensional ϕ definida como sigue:

ϕ(θL, θR) =
1

32π2

∫ ∞

0
dkk2 log

[
1 +

θ2
Lθ

2
R

(4 + θ2
L)(4 + θ2

R)
e−2k

+
8θLθR − 2θ2

Lθ
2
R

(4 + θ2
L)(4 + θ2

R)
e−k

]
. (4.27)

En particular, para espejos idénticos: θL = θR ≡ θ, tenemos que

ϕ(θ, θ) ≡ ϕg(θ) =
1

32π2

∫ ∞

0
dkk2 log

[
1 − θ2

(4 + θ2)2
e−k[θ2(2 − e−k) − 8]

]
. (4.28)

Por otro lado, si los coeficientes de C-S poseen igual módulo pero signo opuesto:

θL = −θR ≡ θ, tenemos que

ϕ(θ,−θ) ≡ ϕu(θ) =
1

32π2

∫ ∞

0
dkk2 log

[
1 − θ2

(4 + θ2)2
e−k[θ2(2 − e−k) + 8]

]
. (4.29)

Finalmente, el resultado correspondiente a un espejo perfecto (L) frente a un espejo

de C-S (R) con constante θ puede obtenerse evaluando la expresión general para la

energía de interacción para el caso f (L)
o ≡ 0, f (L)

e → ∞, y f (R)
e ≡ 0, f (L)

o ≡ θ.

La expresión resultante puede escribirse como: E = 1
a3ϕc(θ), con

ϕc(θ) =
1

32π2

∫ ∞

0
dkk2 log

[
1 − θ2

4 + θ2
e−k(2 − e−k)

]
. (4.30)

Para darnos una idea cualitativa del comportamiento de la energía para los diferentes

casos considerados previamente, notemos primero que todos ellos tienen la misma de-

pendencia con la distancia (dado que no hay constantes dimensionales en el problema).

Por lo tanto tendrán la estructura E = ϕ(θ)
a2 , con un ϕ que puede ser ϕg, ϕu o ϕc, depen-

diendo del caso a considerar. Lo mismo ocurre para dos espejos conductores perfectos,

donde recuperamos el conocido resultado, dado por E = ϕp

a3 , con ϕp = − π2

720
. Usando

esta constante como referencia, en Fig. 4.1 hemos graficado una versión normalizada
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de ϕ para cada caso, es decir, ϕn ≡ ϕ
π2

720

, como función del coeficiente de C-S θ para los

casos particulares considerados anteriormente. La línea punteada horizontal representa

el caso de dos espejos conductores perfectos como referencia, la línea sólida más gruesa

corresponde a dos espejos de C-S idénticos, la línea sólida más fina corresponde a dos

espejos de C-S con coeficientes de igual módulo y signo opuesto, y la línea discontinua

representa un conductor perfecto frente a un espejo de C-S.

Notemos que, en todos los casos donde hay espejos de C-S, la energía tiende a la de

dos conductores perfectos a medida que θ tiende a infinito, y sus valores no presentan

una diferencia significativa a partir de θ = 50.

En particular, es importante notar que para el caso de dos espejos de C-S con

coeficientes iguales, observamos que ϕn se vuelve positiva cuando θ es menor que ∼
2,07, lo que corresponde a una fuerza repulsiva entre los espejos. Para θ tendiendo

a cero, es esperable que la energía se anule, pero la existencia de otro cero ubicado

aproximadamente en θ = 2,07 implica que el coeficiente presenta un comportamiento

no monótono.

2 4 6 8 10
Θ

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4
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Figura 4.1: ϕn vs. θ para: (a) Dos conductores perfectos (línea punteada horizontal inferior),
(b) dos espejos de C-S idénticos (línea sólida y gruesa), (c) dos espejos de C-S con coeficien-
te opuestos (línea sólida y fina), (d) un conductor perfecto frente a un espejo de C-S (línea
discontinua).
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Capítulo 5

Espejos imperfectos en 3+1

dimensiones

“Quiero atrapar el sol en una pared desierta.”

— En el hospicio, Pastoral.

En este capítulo, estudiamos los efectos disipativos cuánticos debidos al movimiento

acelerado de un único espejo imperfecto de ancho cero en un campo EM. En un trabajo

reciente [68], se analiza el ECD para espejos imperfectos desde el punto de vista de

amplitudes de scattering, para un campo escalar. Aquí, en su lugar, consideramos el

caso electromagnético, para espejos que pueden ser descriptos por medio de sus TPV,

los que a su vez suponemos que provienen de la integración de grados de libertad

microscópicos cargados restringidos a los espejos. Para ello nos basamos en trabajos

previos [46, 69], correspondientes al campo escalar y campo espinorial, en los cuales se

utilizó el enfoque de integrales funcionales propuesto en [47]. Dicho enfoque se basa en

la introducción de campos auxiliares dentro de la integral funcional para el campo de

vacío, cuyo rol consiste imponer las condiciones de contorno apropiadas para el campo

en cada espejo. Utilizamos aquí una versión adaptada de este método, diseñada para

tratar el caso de espejos imperfectos en presencia del campo cuántico EM.

A continuación, basados en ciertas suposiciones acerca del modelo microscópico del

espejo, definimos la acción efectiva correspondiente, dentro del marco de un desarrollo

perturbativo. Tal desarrollo es en potencias del apartamiento del espejo con respecto

al equilibrio, entendiendo por equilibrio una configuración estática y plana.

5.1. Modelo

Comencemos por definir las características del sistema y su geometría, así como las

convenciones y aproximaciones adoptadas para su descripción. El sistema a considerar

49
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consta de un único espejo móvil, cuya interacción con el vacío cuántico queda repre-

sentada mediante el TPV Παβ . Consideramos que el mismo se encuentra concentrado

sobre una superficie cuya posición es dependiente del tiempo.

Tal como en los capítulos anteriores, utilizamos aquí coordenadas de espacio-tiempo

euclídeas x0, x1, x2, x3, con la métrica (gµν) = diag(1, 1, 1, 1). Consideramos el campo

fluctuante de vacío como un campo de gauge abelianoAµ, con µ = 0, 1, 2, 3, interactuan-

do con un espejo de ancho cero. Nuevamente consideramos que en una aproximación

de respuesta lineal, esta interacción puede representarse mediante el TPV debido al

medio confinado a esa superficie.

Adicionalmente, tomamos la siguiente aproximación para este modelo: la curvatura

de la superficie debe ser lo suficientemente pequeña como para permitir una descrip-

ción donde la función de respuesta lineal correspondiente a un plano pueda ser usada

localmente. En otras palabras, en cada plano tangente, utilizamos el TPV debido a un

espejo plano. Analicemos ahora las razones detrás de esta aproximación y el tipo de

efectos que estamos descartando al implementarla.

El caso más general de movimiento a tratar consiste en un espejo cuya forma y

posición pueden definirse por una única función escalar ψ, tal que x3 = ψ(x‖), donde

x‖ ≡ (x0, x1, x2). Dentro de esta situación general, nos enfocamos en un caso particular

de interés: un plano infinito moviéndose de forma rígida. En este caso la superficie del

espejo puede definirse mediante una ecuación de la forma x3 = ψ(x0). La razón para

considerar este caso es que nos permitirá hallar expresiones explícitas para algunos

modelos interesantes. No obstante, presentaremos aquí también expresiones correspon-

dientes a funciones más generales en el resultado correspondiente a la acción efectiva.

Tal como en los capítulos previos, consideramos que la acción efectiva S guarda

la misma estructura general 3.1, con un término para la acción libre y otro para la

interacción. La diferencia es que en este caso, el término de interacción SI da cuenta del

acoplamiento entre A y los grados de libertad microscópicos del espejo en movimiento,

y por lo tanto debe ser función tanto de A como de ψ0. Para construirlo, empecemos por

definirlo para el caso de un espejo plano y estático localizado en x3 = ψ0 = constante:

SI(A,ψ0) =
1

2

∫

x‖,y‖

Aα(x‖, ψ0)Παβ(x‖ − y‖)Aβ(y‖, ψ0) , (5.1)

donde Παβ(x‖ − y‖) denota el TPV del medio que conforma la lámina plana, y donde

α, β = 0, 1, 2. En este caso, el mismo depende de la diferencia entre sus argumentos,

dado que el medio se asume homogéneo.

Notemos que la componente del campo de gauge, normal al plano del espejo, no se

acopla al medio, lo cual es consistente con la suposición de que el espejo tiene ancho

cero.

Por consiguiente, la forma general del término de interacción se puede escribir de
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la siguiente forma:

SI(A,ψ) =
1

2

∫

x‖,y‖

√
g(x‖)

√
g(y‖)Aµ(x‖, ψ(x‖))

× eµα(x‖) Παβ(x‖, y‖)e
ν
β(y‖)Aν(y‖, ψ(y‖)) , (5.2)

donde eµα(x‖), con α = 0, 1, 2, son tres vectores tangentes al volumen de mundo barrido

por el espejo durante su evolución temporal:

eµα(x‖) = δµα + δµ3 ∂αψ(x‖) , (5.3)

y g(x‖) = det[gαβ(x‖)] = 1 + ∂αψ(x‖)∂αψ(x‖), donde gαβ es la métrica inducida sobre

la hipersuperficie curva:

gαβ(x‖) = δαβ + ∂αψ(x‖) ∂βψ(x‖) . (5.4)

Παβ(x‖, y‖) denota el TPV del medio en el espejo curvo. No supondremos que Παβ(x‖, y‖)

se conoce para un ψ arbitrario; en su lugar, utilizaremos un procedimiento aproximado

basado en el tensor de un espejo plano, Παβ(x‖ − y‖), considerando pequeños aparta-

mientos respecto de la métrica plana gαβ ≃ δαβ .

Para llevar a cabo esta aproximación comencemos escribiendo la representación en

momentos de Παβ(x‖ − y‖),

Παβ(x‖ − y‖) =
∫ d3p‖

(2π)3
eip‖·(x‖−y‖) Π̃αβ(p‖)

= 〈x‖|Π̃αβ(−i∂‖)|y‖〉 , (5.5)

y definamos

Παβ(x‖, y‖) = 〈x‖|Π̃αβ(−i∇‖)|y‖〉 , (5.6)

que se obtiene reemplazando las derivadas por las correspondientes derivadas cova-

riantes (con la conexión determinada por la métrica inducida). En esta aproximación

estamos descartando la excitación inercial de los grados de libertad discutida en [70], y

acoplamientos específicos entre el campo electromagnético y la curvatura asociada con

gαβ.

Nuestro siguiente paso consiste en introducir Γ(ψ), la acción efectiva para la confi-

guración del espejo:

e−Γ(ψ) =
Z(ψ)

Z(0)
, (5.7)

donde

Z(ψ) =
∫

[DA] e−S(A,ψ) , (5.8)
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y [DA] es la medida de la integral de camino incluyendo la fijación de medida.

5.1.1. Campos auxiliares

Utilizando un campo vectorial auxiliar en 2 + 1 dimensiones, al que denotamos

ξα(x‖), podemos escribir una forma equivalente del término SI :

e−SI(A,ψ) = N
∫

Dξ δ(∇ · ξ) (5.9)

× e
− 1

2

∫
x‖,y‖

ξα(x‖)Λαβ(x‖,y‖)ξβ(y‖)+i
∫

x
Jµ(x)Aµ(x)

donde hemos introducido una corriente Jµ(x), concentrada en el volumen de mundo

del espejo:

Jµ(x) =
√
g(x‖) e

µ
α(x‖) δ(x3 − ψ(x‖)) ξα(x‖) , (5.10)

y donde Λαβ(x‖, y‖) es la inversa (con respecto a índices continuos y discretos) de

Παβ(x‖, y‖). Dentro de esta aproximación,

Λαβ(x‖, y‖) = 〈x‖|
[
Π̃(−i∇)

]−1

αβ
|y‖〉 , (5.11)

donde la inversa es interpretada en el espacio de los campos y satisface ∇αξ
α = 0, es

decir que la divergencia covariante del campo auxiliar es nula. El motivo para introducir

el factor con un funcional δ de esta divergencia tiene que ver con la naturaleza trans-

versal del TPV (identidades de Ward-Takahashi): la representación gaussiana usada

en Ec.(5.9) no debe ser construida con campos vectoriales sin restricciones sino solo

con los que sean transversales. De hecho, Παβ es invertible, y su inversa es Λαβ, en el

subespacio de los campos transversales. Además, la condición sobre la divergencia de

los campos auxiliares implica la conservación de Jµ, y por lo tanto la invariancia de la

acción ante transformaciones de gauge Aµ → Aµ + ∂µω.

Usando la Ec.(5.9) en Ec.(5.8), e integrando A, vemos que:

Z(ψ) = Z0 N
∫

Dξ δ(∇ · ξ) e−Seff(ξ) , (5.12)

donde Z0 es la amplitud del vacío para el campo electromagnético libre, y

Seff(ξ) =
1

2

∫

x‖,y‖

ξα(x‖)Kαβ(x‖, y‖)ξ
β(y‖) , (5.13)

donde

Kαβ(x‖, y‖) =
√
g(x‖) eµα(x‖)Gµν

(
x‖ − y‖, ψ(x‖) − ψ(y‖)

)

× eνβ(y‖)
√
g(y‖) + Λαβ(x‖, y‖) , (5.14)



5.1 Modelo 53

con Gµν(x−y) denotando el propagador del campo de gauge. Encontramos conveniente

usar el gauge de Feynman, de forma que

Gµν(x− y) = δµν

∫
d4k

(2π)4

eik·(x−y)

k2
. (5.15)

Notemos que, dado que el campo auxiliar está restringido a verificar la relación ∇·ξ = 0,

podemos descartar en la Ec.(5.13) toda contribución de Kαβ que se anule cuando actúa

en el subespacio de campos que satisfacen esa condición.

5.1.2. Desarrollo perturbativo a segundo orden

Implementemos ahora un desarrollo perturbativo para la acción efectiva Γ(ψ) a

segundo orden en ψ, la distancia del espejo de su posición de equilibrio. Notamos que

el resultado formal de integrar el campo auxiliar es:

Γ(ψ) =
1

2

[
Tr log K − Tr log K|ψ≡0

]
. (5.16)

Denotando por K(a) el a-ésimo término en un desarrollo en potencias de ψ, obtenemos

la correspondiente expresión para Γ. Tanto el término de orden 0 como el de orden 1

se anulan, mientras que el término de segundo orden Γ(2) es:

Γ(2) =
1

2
Tr
[(

K(0)
)−1K(2)

]
. (5.17)

La forma explícita del término de orden cero, que es invariante ante traslaciones, es

K(0)
αβ(x‖, y‖) =

∫ d3k‖
(2π)3

eik‖·(x‖−y‖) K̃(0)
αβ (k‖) (5.18)

donde

K̃(0)
αβ (k‖) =

1

2|k‖|
P⊥
αβ(k‖) + Λ̃αβ(k‖) , (5.19)

con P⊥
αβ ≡ δαβ − kαkβ

k2
‖

.

Con respecto al objeto de segundo orden K(2), el mismo recibe muchas contribu-

ciones diferentes. Sin embargo, aquí solo estamos interesados en obtener los términos

disipativos. Por ello, podemos ignorar cualquier término que produzca una contribu-

ción local en el tiempo. En particular, como la desviación de la métrica inducida con

respecto al tensor identidad ya es cuadrática en ψ, podemos reemplazarla por el tensor

identidad, y a las derivadas covariantes por derivadas usuales en el espacio plano. Sin

embargo, notemos que existe una contribución no trivial proveniente de los vectores

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina

tamara.carcamo
Texto escrito a máquina
(Biblioteca Leo Falicov - CAB)
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tangentes eµα, que contiene términos lineales en ψ. Por lo tanto,

K(2)
αβ(x‖, y‖) = −1

2
ψ(x‖)ψ(y‖)

∫ d3k‖
(2π)3

eik‖·(x‖−y‖) |k‖|δαβ

+ ∂αψ(x‖)∂βψ(y‖)
∫ d3k‖

(2π)3

eik‖·(x‖−y‖)

2|k‖|
. (5.20)

Podemos obtener una fórmula más explícita para la contribución de segundo orden de

Γ, tomando en cuenta la estructura del TPV, que aparece en K̃(0). Bajo la suposición

de invariancia ante rotaciones espaciales en los planos x3=constante, este tensor puede

descomponerse en proyectores ortogonales de forma análoga a la realizada en el capítulo

3. Obteniendo finalmente que para un medio general el TPV puede expresarse como:

Π̃αβ(k) = gt
(
k0,k‖

)
P t
αβ + gl

(
k0,k‖

)
P l
αβ , (5.21)

donde gt y gl son funciones escalares dependientes del modelo.

En lo que sigue, particularizaremos nuestro estudio al caso del movimiento rígido

de un espejo plano a lo largo de su dirección normal. En este caso Γ(2) tiene la forma:

1

L2
Γ(2) = −1

2

∫

x0,x′
0

q(x0)f(x0 − x′
0)q(x

′
0) (5.22)

(L2 denota el área del espacio x1, x2). Usando los proyectores definidos previamente, y

luego de algunos pasos algebraicos, vemos que la transformada de Fourier de f , f̃(p0),

se descompone naturalmente como sigue:

f̃(p‖) = f̃t(p‖) + f̃l(p‖) (5.23)

donde

f̃t(p0) =
∫ d3k‖

(2π)3
rt(k‖) |k‖|

√
(k0 + p0)2 + k‖

2 , (5.24)

y

f̃l(p0) =
∫ d3k‖

(2π)3
rl(k‖)

[
|k‖|

√
(k0 + p0)2 + k‖

2

− k‖
2 p2

0

|k‖|
√

(k0 + p0)2 + k‖
2


 , (5.25)

donde

rt,l(|k‖|) =
1

1 +
2|k‖|
gt,l(k‖)

. (5.26)

Es interesante notar que los coeficientes rt,l que aparecen en la fórmula final son justa-

mente los coeficientes estáticos de reflexión TE y TM del espejo. En efecto, en [71] ha
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sido demostrado que para un espejo delgado caracterizado por su TPV, los coeficientes

de reflexión euclídeos están dados por

rTM =
1

1 +
2k2

‖

|k‖|Π̃00

, (5.27)

rTE =
−k2

‖ Π̃00 + k2
‖ Π̃αα

−k2
‖ Π̃00 + k2

‖ Π̃αα + 2|k‖|k2
‖
. (5.28)

A partir de la Ec.(5.21) y de las definiciones de los proyectores transversal y longitu-

dinal, resulta fácil ver que

Π̃00 =
k2

‖
k2

‖
gl ,

Π̃αα = gl + gt . (5.29)

Reemplazando estos resultados en las ecuaciones (5.27) y (5.28), uno puede verificar

que rt = rTE y rl = rTM .

Es importante observar que en f̃ , dada por (5.24), quedan aún contribuciones que se

cancelan por la sustracción de ψ = 0, efectos independientes del tiempo. En el espacio

de Fourier podemos imponer esto simplemente sustrayendo de f̃ su valor en p0 = 0.

Además, según el comportamiento para momentos grandes de las funciones rt,l, po-

demos necesitar también realizar la sustracción de más términos dentro de la integral

sobre el momento. En efecto, según el grado de divergencia superficial, necesitaremos

sustraer del integrando un polinomio de orden mayor en p‖. Notemos que estos términos

no afectarán la parte imaginaria de la acción efectiva, y pueden absorberse mediante

una redefinición de la masa y, eventualmente, términos con derivadas de orden superior

en la acción clásica del espejo.

La descomposición en ecuaciones (5.23)-(5.25), que conforma el resultado general

de este problema, implica que el mismo puede ser descompuesto en dos contribuciones

independientes, una debida a rt y otra debida a rl, que son versiones euclídeas de los

coeficientes de reflexión TE y TM del espejo.

Sabemos que los efectos disipativos pueden obtenerse a partir de la parte imaginaria

de la acción efectiva ‘in-out’ para tiempo real Γ
(2)
in−out, que está relacionada a la proba-

bilidad P de producir un par de fotones a partir del vacío. De forma más general, P es

la probabilidad total de decaimiento del vacío, que incluye también la posibilidad de

excitación de los grados de libertad internos del espejo. Estos grados de libertad inter-

nos producen además fuerzas inerciales y efectos disipativos sobre el espejo acelerado
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[70]. Podemos calcular estos efectos disipativos de la siguiente forma:

P ≃ 2 Im[Γ
(2)
in−out] , (5.30)

descripta previamente en las nociones preliminares de esta Tesis. Luego, rotando la

acción efectiva euclídea al espacio-tiempo de Minkowski obtenemos

Γ
(2)
in−out

L2
=

1

2

∫
dp0[f̃t(ip0) + f̃l(ip0)]|q̃(p0)|2 , (5.31)

donde hemos conservado la misma notación para las funciones rotadas q̃.

A continuación evaluaremos f̃ y su continuación analítica para algunos ejemplos

interesantes.

5.2. Espejo delgado conductor perfecto

Empecemos considerando el caso más simple de conductividad perfecta, para rt,l = 1.

Para evaluar la contribución del modo TE, necesitamos evaluar la integral

f̃t(p0) =
∫ d3k‖

(2π)3
|k‖|

√
(k0 + p0)2 + k‖

2 , (5.32)

o, usando coordenadas esféricas

f̃t(p0) =
1

4π2

∫ ∞

0
dk
∫ π

0
dθk3 sin θ

√
k2 + p2

0 + 2kp0 cos θ. (5.33)

Esta integral es por supuesto divergente. Para renormalizar el factor de forma f̃t segui-

mos el esquema de renormalización de BPHZ, sustrayendo del integrando su desarrollo

en serie de Taylor en p2
0 alrededor de 0, hasta orden p4

0 (dispuesto por el grado de diver-

gencia superficial). Luego de la sustracción, las integrales en θ y en k pueden resolverse

analíticamente [72]. Es importante notar que luego de realizar la integración en θ, la

función resultante se anula para k > |p0|. El resultado es el siguiente:

f̃t(p0) = − |p0|5
360π2

, (5.34)

que es el resultado conocido para la contribución TE [73]. Consideremos ahora la con-

tribución TM. Utilizando otra vez coordenadas esféricas, el factor de forma esta dado
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por

f̃l(p0) =
1

4π2

∫ ∞

0
dk
∫ π

0
dθk3 sin θ

√
k2 + p2

0 + 2kp0 cos θ

×
(

1 − p2
0 sin2 θ

k2 + p2
0 + 2kp0 cos θ

)
. (5.35)

Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior obtenemos

f̃l(p0) = −11|p0|5
360π2

, (5.36)

que reproduce la contribución para TM obtenida mediante otros métodos [73].

El límite de conductor perfecto es útil, no únicamente como un control de consis-

tencia para nuestros cálculos. De hecho, como se señala en [74], hay una sutil diferencia

en las condiciones de contorno para conductores perfectos delgados y gruesos. Si bien

esta diferencia no se manifiesta en el efecto Casimir estático, influye en la interacción

de Casimir-Polder. Hemos observado que este no es el caso para el ECD.

5.3. Un medio con funciones gt,l constantes

Consideremos ahora el caso en que las funciones gt,l son constantes; a saber, gt,l = λt,l.

Esto corresponde a un medio que suprime tanto el campo magnético normal como el

campo eléctrico transversal. La longitud caracterítica para el decaimiento de cada uno

de los campos es g−1
t para el campo magnético y g−1

l para el eléctrico. El cálculo puede

realizarse siguiendo los mismos pasos que para el caso de conductor perfecto, introdu-

ciendo los coeficientes de reflexión en las integrales

rt,l(|k‖|) =
1

1 +
2|k‖|
λt,l

. (5.37)

Vale la pena enfatizar que la expresión para la contribución TE coincide exactamente

con la de un campo escalar cuántico con un potencial δ, como fue considerado en [46].

Por lo tanto, un TPV con funciones gt constantes da, para el modo TE, la generalización

natural EM del problema escalar, lo cual fue considerado en varios trabajos previos

donde se analizan el efecto Casimir estático y el dinámico [75].

Utilizando nuevamente coordenadas esféricas, sustraemos primero los términos del

desarrollo en serie de Taylor hasta el orden p4
0, y luego resolvemos la integral en θ. La

expresión resultante puede integrarse analíticamente en k. El resultado es:

f̃t(p0) = −|p0|5 ϕt
( |p0|
λt

)
, (5.38)
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donde

ϕt(ξ) =
24ξ5 − 60ξ4 − 220ξ3 − 150ξ2 − 30ξ

5760π2ξ6

+
15(2ξ + 1)3 log(2ξ + 1)

5760π2ξ6
. (5.39)

En el límite de acoplamiento fuerte (casi conductor perfecto), obtenemos:

f̃t(p0) = − |p0|5
360π2

+
|p0|6

420π2λt
− |p0|7

420π2λ2
t

+ . . . (5.40)

Entre estos términos, una vez realizada la continuación analítica a tiempo real, solo

contribuyen a la parte imaginaria de la acción efectiva, aquellos con potencias impares

de |p0|:
Im
[
f̃t(ip0)

]
=

|p0|5
360π2

− |p0|7
420π2λ2

t

+ . . . (5.41)

donde identificamos que el término principal es idéntico al de un campo escalar con

condiciones de contorno de Dirichlet, y al perteneciente a los modos TE de un cam-

po electromagnético para conductores perfectos. En el límite de acoplamiento débil,

obtenemos:

f̃t(p0) = −|p0|4λt
240π2

+
|p0|3λ2

t

96π2

− |p0|2 (−11 + 6 log(2|p0|) − 6 log λt)λ
3
t

288π2
+ . . . (5.42)

donde descartamos términos de mayor orden en λt. Por lo tanto obtenemos, al orden

principal

Im
[
f̃t(ip0)

]
=

|p0|3λ2
t

96π2
. (5.43)

El factor de forma asociado al coeficiente de reflexión TM puede obtenerse siguiendo

los mismos lineamientos. El resultado puede escribirse como

f̃l(p0) = −|p0|5 ϕl
( |p0|
λl

)
, (5.44)

donde

ϕl(ξ) =
−872ξ5 + 1020ξ4 + 20ξ3 − 690ξ2 − 210ξ

28800π2ξ6

+
15(2ξ + 1)3(8ξ2 − 12ξ + 7) log(2ξ + 1)

28800π2ξ6
. (5.45)
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En el límite de acoplamiento fuerte obtenemos

f̃l(p0) = −11|p0|5
360π2

+
|p0|6

60π2λl
− 17|p0|7

1260π2λ2
l

+ . . . (5.46)

que reproduce el resultado para conductor perfecto para λl → ∞.
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Figura 5.1: La línea punteada representa Im[f̃t(ip0)]/λ5 dividido por el resultado de TE para
un conductor perfecto, como función de |p0|/λ para un movimiento rígido en un medio de gt = λ
constante. La línea sólida corresponde a Im[f̃l(ip0)]/λ5 dividido por el resultado de TE para un
conductor perfecto, como función de |p0|/λ. Para |p0|/λ pequeño la línea punteada coincide con
el resultado de conductor perfecto, mientras que la línea sólida tiende a 11, que es límite correcto
[73].

En la Fig. 5.1 hemos graficado la parte imaginaria Im
[
f̃(ip0)

]
dividida por el resul-

tado de TE para conductor perfecto, como función de la frecuencia externa. La línea

sólida representa el resultado de la Ec.(5.38) que, en el límite de |p0|/λ → 0, tiende

a 11, tal como se observa en [73]. La línea punteada corresponde a la Ec.(5.44) y se

aproxima a 1 en el límite de frecuencia cero (lo cual coincide con el límite de conductor

perfecto para el modo TE). Los efectos disipativos crecen con p0.

5.4. Evaluación de f̃ (p‖) para el grafeno

Para el caso del grafeno, podemos aplicar las herramientas presentadas previamente

para descomponer el TPV en términos de proyectores irreducibles:

Π̃αβ(k) =
e2N |m|

4π
F
(k2

0 + v2
Fk2

4m2

)[
P t
αβ +

k2
0 + k2

k2
0 + v2

Fk2
P l
αβ

]
(5.47)
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donde

F (x) = 1 − 1 − x√
x

arcsin[(1 + x−1)− 1
2 ] , (5.48)

m es la masa (gap), N es el número de campos fermiónicos de 2 componentes, y vF es

la velocidad de Fermi (en unidades donde c = 1). Usualmente, el caso más relevante

corresponde a m = 0; cuando ese es el caso:

Π̃αβ =
e2N

16

√
k2

0 + v2
Fk2

[
P t
αβ +

k2
0 + k2

k2
0 + v2

Fk2
P l
αβ

]

=
e2N

16

√
k2

0 + k2

[√√√√k2
0 + v2

Fk2

k2
0 + k2

P t
αβ

+

√√√√ k2
0 + k2

k2
0 + v2

Fk2
P l
αβ

]
. (5.49)

Luego, volviendo a la formulación general, vemos que (para fermiones sin masa), los

coeficientes de reflexión son

rt(k‖) =
1

1 + 32
e2N

√
k2

0+k‖
2

k2
0+v2

F
k‖

2

(5.50)

y

rl(k‖) =
1

1 + 32
e2N

√
k2

0+v2
F

k‖
2

k2
0+k‖

2

. (5.51)

Dado que el TPV no contiene constantes con dimensiones, realizando un análisis di-

mensional vemos que

f̃(p0) = |p0|5C(Ne2, vF ) , (5.52)

es decir, que el resultado es proporcional al hallado para un conductor perfecto. La

función adimensional C depende de la constante de acoplamiento y de la velocidad de

Fermi.

Para calcular explícitamente esta función, introducimos los coeficientes de reflexión

del grafeno en las ecuaciones (5.24) y (5.25), sustraemos los términos del desarrollo en

serie de Taylor hasta el orden p4
0, y evaluamos las integrales usando coordenadas esféri-

cas. A diferencia de los ejemplos previos, la complicada dependencia de los coeficientes

de reflexión con el ángulo θ, hace imposible resolver analíticamente esta integral, y es

por ello que la calculamos numéricamente. De esta forma se obtienen los factores de

forma para diferentes valores de las constantes de acoplamiento y de la velocidad de

Fermi. Los resultados se muestran en la Fig. 5.2. Como se esperaba, los factores de

forma tienden al límite de conductor perfecto C → −1/(30π2) cuando Ne2 → ∞, y

tienden a cero en el límite de acoplamiento débil Ne2 → 0. Observamos que, para va-

lores pequeños de la velocidad de Fermi, el comportamiento respecto a la constante de
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acoplamiento es no monótono. Es importante notar además que, para algunos valores

de los parámetros, los efectos disipativos pueden ser mayores para el grafeno que para

un conductor perfecto.
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Figura 5.2: Las curvas representan a C(Ne2, vF ) como función de la constante de acoplamiento
adimensional Ne2 para dos velocidades de Fermi diferentes: vF = 0,5 para la línea sólida, y
vF = 0,05 para la línea punteada (vF está expresado en unidadedes tales que c = 1). Los factores
de forma tienden a cero en el límite de acoplamiento débil Ne2 → 0, y tienden lentamente al
límite de conductor perfecto −1/(30π2) a medida que Ne2 → ∞

En el caso particular donde vF → 1, correspondiente al límite de fermiones rela-

tivistas, los coeficientes de reflexión se vuelven constantes, y los resultados para los

factores de forma de TE y TM son los mismos del conductor perfecto divididos por el

factor 1 + 32/(e2N).

Para terminar, es importante señalar que, dado que los grados de libertad internos

son fermiones sin masa, la aproximación utilizada en Ec.(5.6) puede no resultar comple-

tamente adecuada. Sería necesario en este caso, calcular el TPV en espacios curvos, y

verificar que las contribuciones no locales que hemos despreciado no produzcan efectos

disipativos cuánticos para movimientos no relativistas de la lámina de grafeno.





Capítulo 6

Espejos semitransparentes en 2 + 1

dimensiones

“La indómita luz se hizo carne en mí.”

— Rezo por vos, Charly García y Luis Alberto Spinetta.

A lo largo de este capítulo analizamos el ECD generado por un campo de gauge

abeliano en 2 + 1 dimensiones ante la presencia de uno o dos espejos semitransparentes

de ancho cero, que pueden moverse y/o deformarse de forma no trivial en función del

tiempo. Buscamos obtener expresiones generales para la probabilidad de creación de

pares inducida por el movimiento de los espejos, y calcular las mismas de manera más

explícita para algunos casos de interés.

Las teorías de campos de gauge abelianos en 2 + 1 dimensiones juegan un papel

importante en modelos relevantes para el estudio de aplicaciones a la Física de la

Materia Condensada ([76],[77],[78]), en descripciones efectivas de la teoría cuántica

de campos. Estas teorías aparecen por ejemplo cuando utilizamos bosonización en

2 + 1 dimesiones para tratar el efecto Hall cuántico [79]. Nuestro objetivo aquí es

considerar el fenómeno de la radiación inducida por el movimiento en ese tipo de

sistema, dada su potencial importancia en los modelos antes mencionados, además

de su interés teórico intrínseco. La radiación inducida por el movimiento de espejos

imperfectos ya ha sido estudiada para el caso de un espejo en movimiento no relativista

en 1 + 1 dimensiones [48]. También otros modelos han sido considerados por varios

autores ([80],[81],[82],[83],[84],[85],[86],[69],[68],[87],[88]).

En el trabajo de Fosco et al. [89], se estudia el efecto Casimir resultante del mo-

vimiento oscilatorio de uno o dos espejos semitransparentes acoplados a un campo

cuántico escalar real sin masa, siguiendo el formalismo de integrales funcionales. El en-

foque utilizado en ese trabajo consiste en evaluar perturbativamente la acción efectiva

resultante del acoplamiento entre los espejos y el campo, y luego valerse de la misma

63
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para obtener la probabilidad de creación de partículas. La aproximación involucrada en

tratar los espejos perturbativamente permite desacoplar el cálculo puramente cuántico

debido al campo del tratamiento del movimiento de los espejos, que puede ser incorpo-

rado al final del cálculo. Allí se analizan en detalle los casos de uno o dos espejos planos

infinitos de ancho cero en movimiento oscilatorio de amplitud no necesariamente peque-

ña, tanto para movimientos relativistas como no relativistas. Se encuentra que el caso

de un único espejo, solo presenta efectos significativos cuando se mueve a velocidades

relativistas, a diferencia del caso de dos espejos, donde se observan interesantes efectos

de interferencia incluso para movimientos no relativistas. Nuestra intención radica en

extender la idea desarrollada en ese trabajo al caso de un campo abeliano de gauge, y

a geometrías y estados de movimiento más generales. En particular, deseamos permitir

deformaciones de los espejos que sean dependientes del tiempo.

A continuación vamos a introducir el tipo de modelo a considerar en nuestro estu-

dio y definir la notación y convenciones que hemos adoptado. De forma análoga a lo

desarrollado en el capítulo anterior, calcularemos perturbativamente la acción efecti-

va y su parte imaginaria, en función del acoplamiento entre cada espejo y el campo,

tanto para un espejo como para dos. Recordemos nuevamente que la parte imaginaria

de la acción efectiva está relacionada con la probabilidad de decaimiento del vacío, y

por lo tanto con los efectos disipativos generados por la interacción del campo con los

espejos. Finalmente, nos interesa evaluar las expresiones generales antes mencionadas

para algunos tipos de movimiento particulares de los espejos para obtener expresiones

más explícitas. Para ello consideramos la forma adoptada por las contribuciones de

segundo orden a la parte imaginaria en una serie de ejemplos de interés. En particular

nos interesa analizar los casos en que la geometría de cada espejo en función del tiempo

puede ser modelada por una onda estacionaria, tanto para el caso en que el o los espejos

realicen pequeños apartamientos con respecto a una hoja de mundo plana, como para

el caso de ondas estacionarias de amplitud arbitraria.

6.1. Modelo

El sistema que vamos a considerar tiene como variable dinámica cuántica, un campo

de gauge abeliano Aµ(x) en 2 + 1 dimensiones 1. La dinámica de este campo y de su

acoplamiento a los espejos móviles, estará codificada por una acción euclídea S(A),

para la cual asumimos la siguiente estructura:

S(A) = S0(A) + SI(A) , (6.1)

1Consideramos que los índices provenientes del medio del alfabeto griego (µ, ν, λ, . . .) corren sobre
los valores 0, 1 y 2.
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donde S0 denota la acción del campo de gauge libre:

S0(A) =
∫
d3x

[
1

4
FµνFµν +

λ

2
(∂ · A)2

]
, (6.2)

que incluye un término de gauge-fixing (utilizaremos λ ≡ 1), mientras que SI representa

el acoplamiento entre el campo y uno o dos espejos según el caso que se quiera analizar.

En nuestra convención, la métrica euclídea del espacio-tiempo es equivalente a la matriz

identidad δµν . Por lo tanto no habrá diferencia entre una dada expresión y otra obtenida

subiendo o bajando uno o más índices espacio-temporales.

Podemos construir la forma explícita de SI para un solo espejo; y luego para con-

siderar más de un espejo, simplemente agregaremos términos análogos para cada uno

de ellos. Se supone que los espejos están localizados, es decir, que ocupan una curva

espacial a cualquier tiempo dado, y por lo tanto SI(A) es una integral sobre la hoja

de mundo barrida por el o los espejos durante su evolución temporal. Por lo tanto, la

hoja de mundo M para un espejo puede parametrizarse usando dos coordenadas σα,

de la siguiente manera 2:

σ ≡ (σ0, σ1) → yµ(σ) . (6.3)

Notemos que subir o bajar índices correspondientes a la hoja bidimensional (en general

curva) de los espejos, puede de hecho ser relevante, dado que hay una métrica no trivial

inducida (ver (6.7)).

Tomando en cuenta que hemos asumido localidad, podemos expresar el término de

interacción SI = SM(A, y) de la siguiente manera, de forma tal que resulte simple y

sea invariante ante transformaciones de gauge y reparametrizaciones:

SM(A, y) =
1

4ξ

∫

M
d2σ

√
g(σ) gαα

′

(σ) gββ
′

(σ) Fαβ(σ)Fα′β′(σ) , (6.4)

donde hemos introducido:

Fαβ(σ) ≡ ∂αAβ(σ) − ∂βAα(σ) , (6.5)

con Aα(σ) denotando la proyección de Aµ(x) sobre la superficie M:

Aα(σ) ≡ Aµ[y(σ)] eµα(σ) , (6.6)

eµα(σ) siendo los vectores tangentes eµα(σ) = ∂yµ(σ)/∂σα. Los índices correspondientes

2Consideramos que los índices pertenecientes al principio del alfabeto griego (α, β, γ, . . .) corren
sobre los valores 0 y 1.
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a objetos que viven en M pueden subirse o bajarse con el tensor de métrica inducida:

gαβ(σ) = eµα(σ)eµβ(σ) , (6.7)

y g(σ) ≡ det[gαβ(σ)].

Por otro lado, la constante ξ (que tiene dimensiones de masa) controla la fuerza de

las condiciones de contorno; de esta forma ξ → 0 corresponde a un conductor perfecto,

y ξ → ∞ corresponde a no imponer condiciones de contorno sobre M. Por último,

valores finitos de ξ, representan condiciones de contorno imperfectas distintas de cero.

Una relación que resultará de utilidad en los desarrollos que prosiguen, es que puede

demostrarse que SM es equivalente a:

SM(A, y) =
1

2ξ

∫

M
d2σ

√
g(σ)

(
n̂µ(σ)F̃µ[y(σ)]

)2
, (6.8)

donde F̃µ(x) = ǫµνλ∂νAλ(x), y n̂µ(σ) es el vector unitario normal a la superficie:

n̂µ(σ) =
Nµ(σ)√
N2(σ)

, Nµ(σ) =
1

2
ǫαβ ǫµνλe

ν
α(σ)eλβ(σ) , (6.9)

(es sencillo verificar que
√
N2(σ) =

√
g(σ)).

En el caso de dos espejos, denotados por L y R, en lugar de tener SI = SM como

antes, tendremos:

SI(A) = SL(A, yL) + SR(A, yR) , (6.10)

donde hemos introducido dos parametrizaciones, denotadas respectivamente yµL(σL) y

yµR(σR) para cada espejo. Las constantes de acoplamiento ξL, ξR, no son necesariamente

iguales, y las acciones se suponen con la misma estructura que SM(A, y).

6.2. Cálculo perturbativo

El observable que nos concierne aquí es la probabilidad de creación de pares P, que

obtendremos tal como en el capítulo anterior, a partir de la acción efectiva ‘in-out’ para

tiempo real, que aquí denotaremos Γ. Consideremos ahora el cálculo perturbativo de

ΓI (la parte de interacción de Γ), y su parte imaginaria, pero sin dar especificaciones

sobre el movimiento particular de los espejos.

Si expandimos ahora ΓI en potencias de SI , ΓI = Γ
(1)
I + Γ

(2)
I + . . ., podemos escribir

los términos de primer y segundo orden como sigue:

Γ
(1)
I = 〈SI〉 , (6.11)
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y

Γ
(2)
I =

1

2
〈SI〉2 − 1

2
〈S2

I 〉 = −1

2
〈(SI − 〈SI〉)2〉 . (6.12)

Para un solo espejo, podemos obtener ΓI → ΓM mediante la siguiente sustitución:

SI → SM (donde hemos definido SM como en (6.4)), y para dos espejos simplemente

realizamos la sustitución SI → SL + SR obteniendo:

Γ
(1)
I ≡ Γ

(1)
L + Γ

(1)
R , Γ

(2)
I ≡ Γ

(2)
L + Γ

(2)
R + Γ

(2)
LR , (6.13)

donde:

Γ
(1)
L

R
≡ Γ

(1)
M

∣∣∣∣
M→L,R

, Γ
(2)
L

R
≡ Γ

(2)
M

∣∣∣∣
M→L,R

,

Γ
(2)
LR = −〈(SL − 〈SL〉)(SR − 〈SR〉)〉 . (6.14)

En otras palabras, a este orden, tenemos términos que involucran a cada uno de los

espejos individualmente, más un término que los combina a ambos. Por lo tanto, nece-

sitamos únicamente calcular la acción efectiva Γ
(1,2)
M , correspondiente a un término de

interacción SM, y la acción efectiva Γ
(2)
LR que da cuenta de la interacción de los espejos

entre sí. Los términos restantes pueden hallarse realizando las sustituciones apropiadas

en un conjunto de términos independientes. Explícitamente, la forma de estos términos

(hasta segundo orden) está dada por:

Γ
(1)
M =

1

2ξ

∫

M
d2σ

√
g(σ) n̂µ(σ)n̂ν(σ)〈F̃µ[y(σ)]F̃ν[y(σ)]〉 , (6.15)

Γ
(2)
M = − 1

2(2ξ)2

∫

M
d2σ

√
g(σ) n̂µ(σ)n̂ν(σ)

∫

M
d2σ′

√
g(σ′) n̂µ′(σ′)n̂ν′(σ′)

× 〈 : F̃µ[y(σ)]F̃ν [y(σ)] : : F̃µ′ [y(σ′)]F̃ν′ [y(σ′)] :〉 , (6.16)

y

Γ
(2)
LR = − 1

2ξL 2ξR

∫

ML

d2σ
√
gL(σ) n̂Lµ(σ)n̂Lν (σ)

∫

MR

d2σ′
√
gR(σ′) n̂Rµ′(σ′)n̂Rν′(σ′)

× 〈 : F̃µ[yL(σ)]F̃ν [yL(σ)] : : F̃µ′ [yR(σ′)]F̃ν′ [yR(σ′)] :〉 , (6.17)

donde utilizamos la notación : G : ≡ G − 〈G〉. Todos los términos antes mencionados

involucran al correlador 〈F̃µ(x)F̃ν(x
′)〉, que puede obtenerse a partir del propagador

del campo de gauge. El resultado que se obtiene evaluando cada uno de ellos es:

〈F̃µ(x)F̃ν(x
′)〉 =

∫
d3k

(2π)3
eik·(x−x′) δ⊥

µν(k) , (6.18)
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donde hemos introducido el objeto: δ⊥
µν(k) = δµν − kµkν

k2 .

Por lo tanto, el primer orden queda

Γ
(1)
I =

1

2ξ

∫

M
d2σ

√
g(σ) n̂µ(σ)n̂ν(σ)

∫
d3k

(2π)3
δ⊥
µν(k) , (6.19)

que presenta una divergencia ultravioleta; de hecho, usando un “cutoff” euclídeo Λ,

vemos que ∫

|k|≤Λ

d3k

(2π)3
δ⊥
µν(k) =

Λ3

9π2
δµν . (6.20)

Finalmente,

Γ
(1)
M =

Λ3

9π2ξ

∫

M
d2σ

√
g(σ) =

Λ3

9π2ξ
area(M) . (6.21)

Este término, como ya se mencionó, es un término divergente, y es proporcional al

área de la hoja de mundo. El mismo puede ser absorbido en una renormalización de la

tensión asociada a la curva, y por lo tanto, no contribuye a generar efectos disipativos

relacionados al movimiento del contorno.

Consideremos ahora el término de segundo orden Γ
(2)
I : aplicando el teorema de Wick

y teniendo en cuenta la forma del término de interacción, vemos que:

Γ
(2)
M = − 1

(2ξ)2

∫

M
d2σ

√
g(σ) n̂µ(σ)n̂ν(σ)

∫

M
d2σ′

√
g(σ′) n̂µ′(σ′)n̂ν′(σ′)

× 〈F̃µ[y(σ)]F̃µ′[y(σ′)]〉〈F̃ν [y(σ)]F̃ν′[y(σ′)]〉 , (6.22)

que, recordando (6.18), puede reescribirse como sigue:

Γ
(2)
M =

1

2ξ2

∫ d3k

(2π)3
fµν(−k) Π̃µν;µ′ν′(k) fµ′ν′(k) (6.23)

donde

fµν(k) ≡
∫
d2σ

√
g(σ) n̂µ(σ)n̂ν(σ)e−ik·y(σ) , (6.24)

y

Π̃µν;µ′ν′(k) = −1

2

∫
d3p

(2π)3
δ⊥
µµ′(p)δ⊥

νν′(k − p) . (6.25)

Realizando un análisis completamente análogo para Γ
(2)
LR obtenemos que:

Γ
(2)
LR =

1

ξLξR

∫
d3k

(2π)3
fLµν(−k) Π̃µν,µ′ν′(k) fRµ′ν′(k) (6.26)

donde fLµν y fRµν se definen como en (6.24), para sus correspondientes espejos, y uti-

lizando el mismo núcleo Π̃µν,µ′ν′ que en Γ
(2)
M . Consideremos por lo tanto el cálculo de

este núcleo, que permite determinar todos los términos de segundo orden. Tras algunos
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pasos algebraicos, podemos ver que la estructura del objeto es:

Π̃µν,µ′ν′(k) = A δµµ′δνν′ + Bµν,µ′ν′(k) , (6.27)

donde

A ≡ −1

6

∫
d3p

(2π)3
, (6.28)

y

Bµν,µ′ν′(k) ≡ −1

2

∫
d3p

(2π)3

pµpµ′

p2

(k − p)ν(k − p)ν′

(k − p)2
. (6.29)

El término proporcional a A en la expresión anterior puede ser absorbido en una renor-

malización de la tensión, tal como en el caso del cálculo a primer orden, utilizando para

ello regularización dimensional. Nuevamente, como estamos interesados en los efectos

disipativos, a los cuales este término no contribuye, vamos a omitirlo de ahora en más.

Podemos reescribir el término anterior usando regularización dimensional e introdu-

ciendo una representación con parámetros de Feynman, obteniendo así una versión en

D dimensiones de ese término:

Bµν,µ′ν′(k) = −1

2

∫ 1

0
dα
∫

dDp

(2π)D
pµpµ′(p+ k)ν(p+ k)ν′

[(1 − α)p2 + α(p+ k)2]2
. (6.30)

Evaluando lo anterior para D = 3, obtenemos:

Π̃µν,µ′ν′(k) = − 1

2048

(
2

5
δµµ′δνν′ |k|3 + 3 kµkµ′kνkν′

1

|k|

)
. (6.31)

Recordemos que este resultado nos permitirá determinar todos los términos de segundo

orden para uno y dos espejos. Entonces, realizando la rotación de Wick a tiempo real,

y tomando luego la parte imaginaria, vemos que:

Im
[
Γ

(2)
M

]
=

1

4096 ξ2

∫ d3k

(2π)3
fµν(−k)fµ′ν′(k)

×
[
2

5
gµµ

′

gνν
′

Im(|k|3) + 3 kµkµ
′

kνkν
′

Im(|k|−1)
]
, (6.32)

mientras que para Im
[
Γ

(2)
LR

]
tenemos que:

Im
[
Γ

(2)
LR

]
=

1

2048 ξLξR

∫
d3k

(2π)3
fLµν(−k)fRµ′ν′(k)

×
[
2

5
gµµ

′

gνν
′

Im(|k|3) + 3 kµkµ
′

kνkν
′

Im(|k|−1)
]
. (6.33)
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Notemos que las partes imaginarias relevantes en el cálculo son:

Im(|k|3) = θ(|k0| − |k|) (k2
0 − |k|2)3/2 , (6.34)

y

Im
(
|k|−1

)
= θ(|k0| − |k|) (k2

0 − |k|2)−1/2 , (6.35)

donde θ es la función escalón de Heaviside y k ≡ (k1, k2). Es importante remarcar que

las expresiones (6.32) y (6.33) pueden considerarse como resultados generales, en los

cuales el movimiento está codificado en la función fµν y el efecto cuántico está presente

en el núcleo dependiente de k.

6.3. Pequeños apartamientos del equilibrio

6.3.1. Un solo espejo

Consideremos como primer ejemplo concreto, pequeños apartamientos dependientes

del tiempo con respecto a una línea recta estática en el espacio, o en otras palabras,

pequeñas deformaciones de una hoja de mundo plana. Asumimos que la misma coincide

con el plano y2 = 0:

y0 = x0 , y1 = x1 , y2 = q(xq) (6.36)

donde xq = (x0, x1), y q(xq) representa los pequeños apartamientos de la configuración

de equilibrio dada por la línea estática recta. Entonces, expandiendo fµν(k) en potencias

de q(xq) = 0, obtenemos:

fµν(k) = f (0)
µν (k) + f (1)

µν (k) + . . . , (6.37)

donde

f (0)
µν (k) = δ2

µδ
2
νδ(k

0)δ(k1) , (6.38)

y

f (1)
µν (k) = −i (δ2

µδ
2
ν k

2 + δ2
µδ

α
ν kα + δαµδ

2
ν k

α) q̃(kq) , (6.39)

donde hemos introducido la transformada de Fourier del apartamiento:

q̃(kq) =
∫
d2xq q(xq) e

−ikq·xq . (6.40)

Puede verificarse que a segundo orden en el apartamiento, la única contribución no

nula a la parte imaginaria proviene de utilizar dos veces el término de primer orden

para fµν en la expresión general. Encontramos entonces que la probabilidad de creación
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de pares P = 2 Im[ΓM
(2)] es:

P =
1

211 ξ2

∫
d3k

(2π)3
θ(|k0| − |k|)

[
2

5
((k2)2 + 2k2

q
) ((k0)2 − |k|2)3/2

+ 3 (k2)2 ((k2)2 + 2k2
q
)2 ((k0)2 − |k|2)−1/2

]
|q̃(kq)|2 . (6.41)

Integrando en k2, podemos obtener una expresión más compacta de lo anterior, que

depende únicamente de los momentos paralelos al plano espacio-temporal:

P =
941

216 5 ξ2

∫
d2kq

(2π)2 θ(|k0| − |k1|) |kq|6
∣∣∣q̃(kq)

∣∣∣
2
. (6.42)

Es interesante mencionar que una fórmula análoga surge al tratar con espacios curvos

(ver [90], ecuación 4). Ahora, para obtener una expresión todavía más concreta, vamos

a considerar el caso en el cual la deformación del contorno lineal corresponde a una

onda estacionaria (esto podría ocurrir por ejemplo en una placa rectangular cuyo borde

esté vibrando). Tomamos entonces q(xq) de la siguiente manera:

q(xq) = ǫ cos(Ωx0) cos(px1) , (6.43)

donde ǫ, Ω y p son constantes positivas. Entonces,

q̃(kq) = 4π2ǫ [δ(k0 − Ω)δ(k1 − p) + δ(k0 − Ω)δ(k1 + p)

+δ(k0 + Ω)δ(k1 − p) + δ(k0 + Ω)δ(k1 + p)] . (6.44)

Reemplazando la expresión anterior en la ecuación 6.42 e integrando sobre kq, vemos

que las periodicidades presentes en el tiempo y el espacio implican que el resultado

es proporcional al tiempo total T y a la longitud L del espejo, de forma tal que la

probabilidad por unidad de longitud y por unidad de tiempo resulta:

P
LT

=
941 ǫ2

216 5 ξ2
θ(Ω − p) (Ω2 − p2)3 . (6.45)

Este resultado muestra un umbral para la frecuencia de la onda estacionaria, relacio-

nado a su número de onda. Teniendo en cuenta que la máxima velocidad v de cada

punto en el espejo está dada por v ∼ Ωǫ, la presencia de este umbral implica que v,

debe ser mayor que el cociente ǫ/λ (en unidades donde la velocidad de la luz es c = 1),

donde λ es la longitud de onda. Por lo tanto, para superar el umbral con velocidades no

relativistas, la amplitud de la onda debe ser menor que su longitud de onda, es decir,

ǫp < v < 1.
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6.3.2. Dos espejos

Para tratar el ejemplo de dos espejos vamos a considerar la contibución Γ
(2)
LR. Asu-

mimos la siguiente parametrización para el espejo L:

y0
L = x0 , y1

L = x1 , y2
L = qL(xq) (6.46)

mientras que para el espejo R incluimos una distancia promedio a:

y0
R = x0 , y1

R = x1 , y2
R = a + qR(xq) . (6.47)

A segundo orden, es decir a primer orden en cada uno de los apartamientos, obtenemos

lo siguiente:

P =
1

211 ξLξR

∫
d3k

(2π)3
θ(|k0| − |k|) cos(k2a) q̃L(−kq)q̃R(kq)

×
[

2

5
((k2)2 + 2k2

q
)((k0)2 − |k|2)3/2

+ 3(k2)2 ((k2)2 + 2k2
q
)2((k0)2 − |k|2)−1/2

]
. (6.48)

de esta ecuación observamos que la distancia promedio a aparece dentro del integrando.

Vemos también que, debido a la presencia de las transformadas de Fourier de ambos

apartamientos, necesitamos que las mismas tengan un solapamiento no nulo para ob-

tener un resultado distinto de cero. En el caso especial de un movimiento que involucre

un único modo, este término solo es distinto de cero si su frecuencia y número de onda

coinciden. Para el caso especial de dos ondas estacionarias en contrafase:

qL(xq) = 4ǫL cos(Ωx0) cos(px1)

qR(xq) = −4ǫR cos(Ωx0) cos(px1) . (6.49)

la probabilidad puede escribirse como sigue:

P
LT

=
ǫLǫR

210 πξLξR
θ(Ω − p) (Ω2 − p2)3 ϕ(

√
Ω2 − p2a) , (6.50)

con

ϕ(x) =
∫ 1

−1
ds cos(sx)

[
2

5
(s2 + 2)(1 − s2)3/2 + 3s2 (s2 + 2)2(1 − s2)−1/2

]
. (6.51)
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Integrando en s, finalmente obtenemos

ϕ(x) =
3π

5x5

[
x (340 − 111x2 + 45x4)J0(x)

+ (−680 + 307x2 − 75x4)J1(x)
]
. (6.52)

6.4. Ondas estacionarias de amplitud arbitraria

Notemos ahora una característica cualitativa que surge al tratar con ondas esta-

cioarias, o en forma más general, cuando consideramos una función periódica tanto en

el tiempo como en el espacio q(xq), de períodos τ = 2π
Ω

y λ = 2π
p

respectivamente. Esto

implica que Cµν(k2; xq), definida a continuación, que es un objeto que aparece en el

integrando en la definición de fµν , también es periódico:

Cµν(k2; x0, x1) ≡
√
g(xq) n̂

µ(xq)n̂
ν(xq)e

−ik2q(xq) = Cµν(k2; x0 + τ, x1 + λ) , (6.53)

y tiene la misma periodicidad que q. Entonces Cµν(k2; xq) puede representarse con una

doble serie de Fourier:

Cµν(k2; xq) =
∑

lq

C̃µν(k2; lq) e
−ilq·xq , (6.54)

donde lq = 2π(n
0

τ
, n

1

λ
), y donde n0 y n1 son números enteros. Así,

C̃µν(k2; lq) =
1

τλ

∫ τ

0
dx0

∫ λ

0
dx1 Cµν(k2; xq) e

ilq·xq . (6.55)

Por lo tanto,

fµν(k) = (2π)2
∑

n0,n1

C̃µν(k2; lq) δ(kq − lq) . (6.56)

Notemos que aún sin conocer la forma exacta de las funciones C̃µν , vemos que la parte

imaginaria de la acción efectiva será proporcional al tiempo total y a la longitud del

espejo. Además, otra característica cualitativa interesante en este caso tiene que ver

con el umbral para la existencia de la parte imaginaria. De hecho, la existencia de una

serie en fµν implica que, para que exista una parte imaginaria necesitamos tener:

|l0| > |l1| , (6.57)

o: ∣∣∣∣∣
n0

n1

∣∣∣∣∣ >
τ

λ
=

p

Ω
. (6.58)



74 Espejos semitransparentes en 2 + 1 dimensiones

En otras palabras, siempre habrá alguna contribución no nula a la parte imaginaria, sin

importar la relación que mantengan la frecuencia y longitud de la onda. Otro análisis

que puede hacerse para estudiar una configuración de ondas estacionarias resulta de

definir dos ondas diferentes con direcciones opuestas, cada una con la siguiente forma:

q(xq) = A cos(pq xq), (6.59)

y pq = (p0, p1). En este caso, si asumimos que la derivada de q es pequeña, se puede

demostrar que la única contribución proviene de f22. Para evaluar esta función, utili-

zamos el desarrollo de Jacobi-Anger y obtuvimos que la parte imaginaria de la acción

efectiva está dada por

Im [ΓI
(2)] =

1

212 ξ2

∞∑

n=∞

∫ ∞

−∞

d k2

2π
Θ[n2 ((p0)2 − (p1)2) − (k2)2] (6.60)

×
[
2

5
J2
n(k2 A) [n2 ((p0)2 − (p1)2) − (k2)2]3/2 (6.61)

+ 3
(k2)4

√
n2 ((p0)2 − (p1)2) − (k2)2


 . (6.62)

En el caso de dos espejos aparecerá un fenómeno similar.
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Capítulo 7

Conclusiones

“Pasa el tiempo y ahora creo que el vacío es un lugar normal.”

— Ella usó mi cabeza como un revólver, Soda Stereo

En primer lugar, en el capítulo 3, hemos derivado una expresión general para la

energía libre de Casimir, usando un enfoque completamente basado en teoría de cam-

pos, donde el problema es analizado en términos de determinantes funcionales para un

campo de gauge Abeliano fluctuante. Hemos mostrado que, bajo algunas suposiciones

con respecto al acoplamiento entre el campo de gauge y los espejos, el problema pue-

de reducirse a sistemas escalares, para los cuales se pueden aplicar las expresiones ya

conocidas para el determinante funcional. El resultado obtenido se ha expresado en

términos de los invariantes de la versión euclídea del tensor de polarización del vacío

debido a la materia cargada contenida en cada espejo. De esta forma uno puede evitar

el cálculo de los coeficientes de reflexión de cada espejo, como se haría en el caso de la

versión usual de la fórmula de Lifshitz. Además, el resultado para espejos de delgados

permite estudiar casos donde el medio material tiene una dependencia no trivial sobre

la dirección normal; como por ejemplo, el caso del TPV correspondiente a un medio

estratificado. Para el caso de espejos de ancho cero con propiedades tipo grafeno, he-

mos demostrado que el enfoque basado en teoría cuántica de campos lleva a resultados

consistentes con los presentados en [56],[57],[58].

En el capítulo 4, hemos obtenido una expresión general para la energía de Casi-

mir correspondiente a dos espejos materiales, cuya descripción puede contener tanto

términos que rompen paridad como términos que la conservan. Basados en ese resulta-

do general, hemos mostrado que los resultados obtenidos introduciendo una condición

de contorno (en lugar de una acción de borde) pueden recuperarse como resultado de

usar una clase especial de términos de borde. La misma no debe involucrar constantes

dimensionales en su definición. Por lo tanto, posee una estructura muy similar a la

que uno obtendría para la acción efectiva debida a un campo de Dirac no masivo en

2 + 1 dimensiones. La expresión obtenida para la energía por unidad de área en el caso

77
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general, donde pueden existir tanto términos que rompen paridad 4.20 como términos

que la conservan, muestra que solo en el caso de δ = 0 la energía se vuelve la suma

de dos contribuciones iguales. En otras palabras, la contribución a la energía del vacío

para cada modo de polarización circular (izquierda y derecha) es la misma solo cuando

las fases de los coeficientes de reflexión son iguales. En los ejemplos particulares que

hemos considerado, hemos encontrado e interpretado un fenómeno interesante que se

observa cuando la violación de paridad es máxima (es decir, cuando no tenemos nin-

gún término que conserve paridad), a saber, la existencia de un comportamiento no

monótono de la energía en función de la fortaleza de los términos de C-S, cuando estos

se suponen iguales.

Luego, en el capítulo 5, hemos obtenido una expresión general para la acción efectiva

correspondiente a un espejo imperfecto en movimiento acoplado al campo electromag-

nético, desarrollada a segundo orden con respecto al apartamiento del espejo de su

posición de equilibrio. La fórmula resultante puede descomponerse en dos contribucio-

nes de tipo escalar, escritas en términos de dos funciones escalares que definenen el

TPV. La expresión final para la acción efectiva puede escribirse en una forma muy

compacta en términos de los coeficientes de reflexión TE y TM del espejo. Estos resul-

tados pueden considerarse como una generalización al campo EM de aquellos hallados

en [46]. Hemos evaluado explícitamente la acción efectiva para algunos ejemplos, utili-

zando para ello el correspondiente TPV en el contexto de nuestro modelo. Obtuvimos

la amplitud de decaimiento del vacío usando una continuación analítica apropiada de

los resultados obtenidos con un tratamiento euclídeo. Hemos demostrado que nuestros

resultados reproducen correctamente las contribuciones de TE y TM para conductores

perfectos. Para el caso particular del grafeno, hemos mostrado que la parte imaginaria

de la acción efectiva es igual a la de un conductor perfecto multiplicada por una función

que depende de la constante de acoplamiento y de la velocidad de Fermi. Calculamos

explícitamente esta función y hallamos que presenta un comportamiento no monótono

con respecto a su dependencia con la constante de acoplamiento. Incluso, para algunos

valores de los parámetros, los efectos disipativos pueden ser mayores que los de un

conductor perfecto.

Finalmente, en el capítulo 6 hemos evaluado la probabilidad de decaimiento del

vacío, a través del cálculo de la parte imaginaria de la acción efectiva Γ, para espejos

semitransparentes en 2 + 1 dimensiones, acoplados a un campo de gauge abeliano.

Hemos extendido los análisis previos para casos de campo escalar con movimientos

rígidos de los espejos, al caso de un campo electromagnético, y a movimientos más

generales de los espejos. Hemos obtenido expresiones generales para la contribución

principal a la parte imaginaria de Γ, y resultados aún más explícitos para el caso de

pequeñas amplitudes y ondas estacionarias. Pensamos que las ondas estacionarias son

una configuración natural a considerar, dado que las mismas aparecen, por ejemplo,
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cuando uno trata con un espejo tipo cuerda con los extremos fijos. Hemos mostrado

que, cuando el movimiento es periódico tanto en el tiempo como en el espacio, la

parte imaginaria es siempre distinta de cero, con un umbral que surge para pequeñas

amplitudes correspondiente a uno de los posibles procesos que conducen a la creación

de pares.

En el marco de la línea de investigación de esta Tesis, surgen entre otras, dos gran-

des posibles extensiones que nos resultan de interés para estudiar en el futuro, y que

mencionamos a continuación. Por un lado, para el efecto Casimir estático, con espejos

de espesor finito, nos proponemos incluir efectos debidos a propagación en la dirección

normal al espejo. Es decir, permitir que existan no-localidades espaciales en esa direc-

ción (siempre dentro de la región ocupada por el espejo), además de las ya incluidas

para las direcciones paralelas. Por otro lado, para el efecto Casimir dinámico, proyec-

tamos generalizar los estudios ya realizados acerca del grafeno, al caso de superficies

curvadas, o más generalmente, a superficies cuya geometría dependa del tiempo, obte-

niendo primeramente expresiones adecuadas para el TPV correspondiente a ese caso,

y analizando luego la probabilidad de creación de pares en ejemplos compatibles con

el modelo.
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