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Аннотация. Представлен вариант устранения основного недостатка наиболее совершенных модификаций 

метода, использующих многопеременную инверсию. Он предполагает рассмотрение не объединения событий 

связности (несвязности), вырождающегося в сумму несовместных произведений, а пересечения противопо-

ложных событий. Подобная сумма не требует использования многопеременной инверсии для каждого из сла-

гаемых. В итоге данные преобразования позволяют анализировать вероятность связности произвольного графа  

с несколько меньшей вычислительной сложностью по сравнению с классическими методами многопеременной 

инверсии. 
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Abstract. The paper shows that since for large and complex telecommunications networks the calculation of  

the connectivity probability turns out to be a very cumbersome and time-consuming process due to the huge number 

of elements in the resulting expression, the most appropriate way out of this situation is an approach based on the  

representation of the network connectivity event in the form of sums of products of incompatible events, which represent 

a form of transition to substitution, allowing a direct transition to a probability function by replacing logical variables 

(sets) with probabilities, and logical operations (operations on sets) by corresponding arithmetic operations. This rep-
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resentation leads to a fairly compact form of writing the resulting connectivity equation and, as a result, to a decrease 

in computational complexity and a decrease in the resulting rounding error. It is indicated that this approach is  

recommended by the domestic GOST for calculating the stability of the functioning of networks and in the scientific 

literature has been called the method of combining taking into account the absorption effect. 

It is explained that there are several interpretations of the concept of connectivity, a generalization of which is 

multi-pole connectivity, including both two-pole and all-pole. In this case, it is advisable to consider the connectivity 

event as the existence of a certain subgraph in a specific implementation of the graph containing the given vertices, 

the original random graph and uniquely being a tree whose leaves can only be these specified vertices. For the general 

case of a multi-pole network, these subgraphs are trees that have a given set of vertices, for a two-pole network – 

trees containing a given pair of vertices, in fact, they are paths, for an all-pole network-spanning trees that include all 

the vertices of a random graph. 

The paper presents a variant of eliminating the main drawback of the most advanced modifications of the method 

using multi-variable inversion – the need for a comparative analysis of each term with all previously considered  

for the uniqueness of the contained edges, as well as in some cases additional operations on sets. According to this 

variant, it is advisable to consider not the union of connectivity events (incoherence), which degenerates into the sum 

of incompatible events, but the intersection of opposite events, which also leads to a similar sum, but to obtain which 

there is no need to perform a multi-variable inversion for each of the terms over all previously analyzed ones. 

The procedures for bringing two incoherent events to the union of independent events, as well as three incoherent 

events to the union of independent events, which will allow us to obtain a recurrent method for calculating the proba-

bility of connectivity in the future, are described. 
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Известно, что для больших и сложных по структуре телекоммуникационных сетей расчет вероят-

ности связности оказывается весьма громоздким и трудоемким процессом вследствие огромного числа 

элементов в результирующем выражении. Наиболее целесообразным выходом из подобной ситуации 

является подход, основанный на представлении события связности сети в виде сумм произведений 

несовместных событий (SDP – Sum of Disjoint Product) [11], представляющих собой форму перехода  

к замещению [2–6], допускающую непосредственный переход к вероятностной функции заменой логи-

ческих переменных (множеств) вероятностями, а логических операций (операций над множествами) 

соответствующими арифметическими операциями [7–9]. Данное представление приводит к достаточно 

компактной форме записи результирующего уравнения связности и, как следствие, к снижению вычис-

лительной сложности и уменьшению результирующей ошибки округления [10, 11]. Отметим, то данный 

подход рекомендован отечественным ГОСТом для расчета устойчивости функционирования сетей [12] 

и в научной литературе получил название метода объединения с учетом эффекта поглощения [13]. 

Само представление события связности сети в виде сумм произведений несовместных событий [11] 

базируется на методе многопеременных инверсий, являющемся расширением алгоритма однопере-

менной инверсии (SVI – Single Variable Inversion). На основе наборов типовых подграфов (простая 

цепь, остовое дерево) данный алгоритм рекурсивно генерирует непересекающиеся подмножества для 

каждого из наборов. Алгоритм построен по принципу цикл в цикле. Во внутреннем цикле произведения 

инвертируются целиком, а не последовательно по каждой из переменных в отдельности. В результате 

формируется значительно меньше составляющих относительно SVI вследствие рассмотрения боль-

шего количества переменных за один такт. Внешний цикл перебирает последовательно все отдельные 

типовые подграфы и рекурсивно перебирает инверсии с ранее выполненными преобразованиями. 

В подобном алгоритме требуется на каждом шаге внешнего цикла проводить сравнение теку-

щего выражения связности типового подграфа с ранее полученными соотношениями, причем необ-

ходимо проанализировать обязательно их все. В настоящей работе предлагается снизить сложность 

данной рутинной процедуры за счет рассмотрения не события связности исходного графа, а события 

несвязности. В результате каждый шаг внешнего цикла в ряде случаев будет анализировать меньшее 

количество слагаемых в ранее полученном выражении, что сократит вычислительную сложность рас-

чета вероятности связности. 
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1. Общий подход к расчету вероятности связности на основе инверсий состояний сети 
 

Известно несколько трактовок понятия связности, обобщением которого является многополюс-

ная связность, включающая и двухполюсную, и всеполюсную. При этом целесообразно рассматри-

вать событие связности как существование некоторого подграфа Si в конкретной реализации графа G, 

содержащего заданные вершины, исходного случайного графа G и однозначно являющегося деревом, 

листьями которого могут быть только эти заданные вершины [14]. Для общего случая многополюс-

ной сети этими подграфами Si оказываются деревья, имеющие заданный набор вершин, для двухпо-

люсной сети – деревья, содержащие заданную пару вершин, по сути, являющиеся путями, для всепо-

люсной сети – остовые деревья, включающие все вершины случайного графа G [15]. 

Таким образом, множество S графов, для которого выполняется свойство связности, имеет сле-

дующий вид: 

  :   ,iS G S G    (1) 

т.е. множество S состоит из всех графов G, для которых существует хотя бы один подграф Si, содер-

жащийся в графе G [16]. 

Следует отметить, что даже наиболее совершенным модификациям метода, использующим мно-

гопеременную инверсию (MVI – Multiple Variable Inversion), свойствен существенный недостаток, 

связанный с необходимостью сравнительного анализа каждого слагаемого со всеми ранее рассмот-

ренными на предмет уникальности содержащихся ребер, а также выполнения в ряде случаев дополни-

тельных операций над множествами [1, 17, 18]. Для устранения подобных повторяющихся рутинных 

процедур целесообразно рассматривать не объединение событий связности (несвязности), вырожда-

ющееся в сумму несовместных произведений, а пересечение противоположных событий, также при-

водящее к подобной сумме, но для получения которой нет необходимости выполнять многоперемен-

ную инверсию для каждого из слагаемых над всеми ранее проанализированными. 

Так, согласно формуле (1) событие S связности графа G следует трактовать как объединение 

событий связности всех его подграфов, что приводит к справедливости следующего выражения для 

события S связности сети: 

1

,
s

i

i

S S


  

где Si, 1,  ,  ,i s   – событие связности i-го типового подграфа (пути, остового, а в общем случае мно-

гополюсного дерева) случайного графа G. 

Каждое событие Si связности типового подграфа является сложным и происходит только при 

условии связности (работоспособности) содержащихся в этом подграфе ребер, т.е. 

,

j i

i j

l S

S l


  

где lj, 1,  ,  ,j l   – событие связности (работоспособности) j-го ребра графа G. 

По условию формулировки обобщенной модели Эрдеша–Реньи все данные события независи-

мы, следовательно, вероятность связности подграфа [19, 20] 

   .
j i

i j

l S

P S P l


  

Отметим, что для события S связности графа G данная мультипликативная формула в общем 

случае несправедлива, поскольку события Si связности типовых подграфов могут быть зависимы 

вследствие присутствия одинаковых ребер в данных подграфах. Именно в этом и заключается основ-

ная проблема расчета вероятности связности, так как отдельные подграфы оказываются взаимозави-

симыми, а получаемые выражения не являются формами перехода к замещению. 

Хорошо известный принцип двойственности [22] позволяет записать событие S  несвязности 

графа G как пересечение событий 
i

S  несвязности типовых подграфов 

1

.
s

i

i

S S
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В результате на основе формулы полной вероятности вероятность  P S  связности графа вы-

ражается на основе вероятностей событий несвязности: 

   
1

1 1 .
s

i

i

P S P S P S


 
     

 
 

Главным достоинством данного выражения является то, что дальнейший переход к вероятностной 

форме не потребует рассмотрения во всех суммах инверсии всех ранее учтенных подграфов [16, 21].  

Достаточно просто на основе принципа двойственности формализуется выражение для события 

S  несвязности графа на основе событий lj  работоспособности ребер:  

.

j i j i

i j j

l S l S

S l l
 

   

 

2. Процедура приведения двух событий несвязности к объединению независимых событий 

 

Для наглядности дальнейших упрощений целесообразно первоначально рассмотреть процедуру 

упрощения для двух произвольных подграфов. Пересечение событий связности этих двух подграфов 

(рис. 11) 

, / / ,
j i j i j ij i j k

j k j k j k

i k j j j j j i k i k k i
l S l S l Sl S l S

l S l S l S

S S l l l l l a a a
   

  

    

где ,

j i

j k

i k j
l S

l S

a l




  – событие связности ребер, входящих одновременно в i-й и k-й подграфы; /

j i

j k

i k j
l S

l S

a l




  – 

событие связности ребер, входящих в i-й и не входящих в k-й подграфы; /

j i

j k

k i j
l S

l S

a l




  – событие связ-

ности ребер, входящих в k-й и не входящих в i-й подграфы. 

Отметим, что с целью устранения громоздкости используемых обозначений операция  пере-

сечения событий пропускается, если не возникает неоднозначности толкований [11, 22]. 
 

𝑆𝑖  𝑆𝑘  

𝑎𝑖/𝑘  𝑎𝑘/𝑖  𝑎𝑖 ,𝑘  

 

Рис. 1. Разбиение двух событий связности подграфов на независимые 

Fig. 1. Splitting of two subgraph connectivity events into independent 

 

Поскольку все полученные события независимы, то  

       , / / .i k i k i k k iP S S P a P a P a  

В результате события связности 

, / , /,  .i i k i k k i k k iS a a S a a   
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Тогда пересечение событий несвязности этих двух подграфов представимо в форме объедине-

ния двух независимых событий: 

 , / , / , , / /        .i k i k i k i k k i i k i k i k k iS S a a a a a a a a    

Полученное выражение является, по сути, классической формой перехода к замещению, т.е. 

         , , / /  .i k i k i k i k k iP S S P a P a P a P a   

 

3. Процедура приведения трех событий несвязности к объединению независимых событий 

 

Для трех произвольных подграфов пересечение событий несвязности представимо в форме 

объединения тоже двух, но зависимых событий: 

 , , / /            .i k j i k j i k i k k i jS S S a S a a a S   

События ,i ka  и 
j

S  связности возможно зависать как пересечение двух событий (рис. 22): 

, , , , / ,i k i k j i k ja a a  

, , / , ,j i k j j i kS a a  

где , ,i k ja  – событие связности ребер, входящих одновременно в i-й, k-й и j-й подграфы; , /i k ja  – собы-

тие связности ребер, входящих в i-й и k-й и не входящих в j-й подграфы; / ,j i ka  – событие связности 

ребер, входящих в j-й и не входящих в i-й и k-й подграфы. 

Тогда 

 , , , , / , , / , , , , , , / / ,        ,i k j i k j i k j i k j j i k i k j i k j i k j j i ka S a a a a a a a a    

, , , , / , , / , , / , .     i k j i k j i k j i k j j i k i k j i ka S a a a a a a   

 

𝑎𝑖/𝑘  𝑎𝑘/𝑖  

𝑎𝑖 ,𝑘  

𝑆𝑖  𝑆𝑘  

𝑆𝑗  

𝑎𝑖 ,𝑘/𝑗  

𝑎𝑗 /𝑖 ,𝑘  

𝑎𝑖 ,𝑘 ,𝑗  

𝑎𝑖/𝑗 /𝑘  

 

Рис. 2. Разбиение трех событий связности подграфов на независимые 

Fig. 2. Splitting the three connectivity events of subgraphs into independent 
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В результате пересечение событий несвязности имеет вид двух независимых объединений и 

одного зависимого: 

   , , , , , / / , , / , / /                .i k j i k j i k j i k j j i k i k j i k i k k iS S S a a a a a a a a    

При этом в третьем объединении первые два события ,i ka  и / ,j i ka , а также события ,i ka , /i ka  и 

/k i
a  являются независимыми, в то время как события / ,j i ka  и /i ka , а также / ,j i ka  и /k ia  – нет. Последу-

ющее упрощение аналогично ранее описанному и заключается в последовательной процедуре разло-

жения пересечения обратных событий в виде объединений [14]. Поскольку 

/ , , / / ,j i k i j k j ia a a  

/ , / / / ,i k i j k i j ka a a  

то 

 / , / , / / , / / / , / , / / / /        ,j i k i k i j k j i i j k i j k i j k i j k j i i j ka a a a a a a a a a    

     , , , , , / / , , , / / , , / / / / /                        .i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i i k i j k j i i j k k iS S S a a a a a a a a a a a a     

Оставшиеся зависимые события /j ia  и /k ia  раскладываются подобным образом: 

/ , / / / ,j i j k i j i ka a a  

/ , / / / ,k i j k i k i ja a a  

 / / , / / / , / / / , / , / / / / /        .j i k i j k i j i k j k i k i j j k i j k i j i k k i ja a a a a a a a a a    

В результате образуется совокупность объединений независимых событий 

       , , , , , / / , , , / / , , / / / , / , , / , / / / / / / /                                  ,i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i i k i j k i j k j k i i k i j k j k i i j k j i k k i jS S S a a a a a a a a a a a a a a a a a    
 

которая является формой перехода к замещению, т.е. 

               

                   

, , , , , / / , , , / /

, , / / / , / , , / , / / / / / / /

 

.

i k j i k j i k j i k j j i k i k i j k k i

i k i j k i j k j k i i k i j k j k i i j k j i k k i j

P S S S P a P a P a P a P a P a P a

P a P a P a P a P a P a P a P a P a P a

   

 
 

 

Заключение 
 

В работе представлен вариант устранения основного недостатка наиболее совершенных моди-

фикаций метода, использующих многопеременную инверсию, – необходимости проведения сравни-

тельного анализа каждого слагаемого со всеми ранее рассмотренными на предмет уникальности со-

держащихся ребер, а также в ряде случаев дополнительных операций над множествами [1, 23, 24]. 

Согласно данному варианту целесообразно рассматривать не объединение событий связности (не-

связности), вырождающееся в сумму несовместных произведений, а пересечение противоположных 

событий, также приводящее к подобной сумме, но для получения которой нет необходимости выпол-

нять многопеременную инверсию для каждого из слагаемых над всеми ранее проверенными. В итоге 

результирующее выражение для вероятности исходного графа, получающееся на основе стандартной 

формы перехода к замещению, задается путем рекурсивной процедуры, анализирующей на каждом 

шаге не все ранее полученные соотношения, а лишь часть из них. 
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