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En las notas que siguen se recogen de manera esquemdtica algunas de las
ideas fundamentales que se explican en la asignatura “Métodos Variacio-
nales”, optativa de sequndo ciclo de la Licenciatura en Matemdticas en la
Universidad de Granada. FEstas notas estin en constante proceso de elabo-
racion. Espero que cada alumno encuentre algo de utilidad en ellas.

1. INTRODUCCION, MOTIVACION Y NOTAS HISTORICAS: DEL PROBLEMA
DE LA BRAQUISTOCRONA A LA TEORIA DE PUNTOS CRITICOS.

1.1. Recomendaciones bibliograficas.

Los problemas de maximos y minimos constituyeron la motivacién funda-
mental para la creacién del Céalculo Diferencial e Integral a finales del siglo
XVII. El origen del Calculo Diferencial e Integral se atribuye fundamental-
mente a Newton y Leibniz.

El significativo trabajo de Leibniz titulado “Nova methodus pro maximis
et minimis itemque tangentibus” que puede considerarse como el nacimiento
formal del Célculo, se publicé en 1684 y las palabras con las que Leibniz
describe el titulo de esta obra nos dan una idea muy precisa del contenido:
nuevo método para el estudio de maximos y minimos de funciones usando la
nocion de tangente. En este tratado se proporciona un método muy preciso
para el calculo de maximos y minimos de funciones concretas que surgen
en las aplicaciones mas diversas. Dicho método usa la nocién de derivada,
punto critico, derivadas de orden superior, etc.

Un buen resumen de la evolucién histérica del calculo de variaciones se
puede ver en los siguientes articulos:

Erwin Kreyszig: On the Calculus of Variations and Its Major Influences
on the Mathematics of the First Half of Our Century. Part I. American
Mathematical Monthly, volumen 101, no. 7, 674-678, (1994).

Erwin Kreyszig: On the Calculus of Variations and Its Major Influences
on the Mathematics of the First Half of Our Century. Part II. American
Mathematical Monthly, volumen 101, no. 9, 902-908, (1994).

La introduccién del libro de texto recomendado [3] ofrece informacién
histérica de interés.
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Por cierto, la revista mencionada, American Mathematical Monthly, es
muy recomendable para los alumnos de los ultimos cursos de la licencia-
tura en Matemdticas. Tiene secciones muy diversas: articulos, problemas,
resenas de libros, etc. El nivel es, en general, asequible. Os animo a que la
consultéis habitualmente.

Como veremos a continuacion, los problemas que trata el calculo de va-
riaciones se formularon inemdiatamente después del nacimiento del Célculo.

1.2. Algunos problemas significativos del Calculo de Variaciones. .

Segiin M. Kline ([10]) el primer problema significativo del Calculo de
Variaciones fue propuesto y resuelto por Newton en el libro II de sus “Prin-
cipia”. Estudiando la forma que debia tener una superficie de revolucidn,
moviéndose en el agua (o cualquier otro fluido) a velocidad constante a lo
largo de su eje para ofrecer una resistencia minima al movimiento, se planted
el estudio de minimos de funcionales de la forma

b T (1 3
o [

donde la funcién y(x) pertenece a un espacio apropiado de funciones de clase
Cl[a, b]. Por ejemplo, podemos pensar que y(-) € Y, donde

Y={y:[a,b] = R: yeClab], y(a) = y1,y(b) = y2 }
donde (a,y1), (b, y2) son dados.

Ya apreciamos la primera diferencia fundamental respecto de los proble-
mas de madrimos y minimos estudiados por el alumno en la licenciatura:
en (1.1) la “variable independiente” y(x) pertenece a un conjunto adecuado
de funciones y mo a un subconjunto del espacio euclideo finito dimensional.
Tengamos en cuenta que los espacios de funciones son, en general, espacios
vectoriales de dimension infinita. Os recomiendo la lectura y consulta del
articulo: G. Buttazzo y B. Kawohl: On Newton’s problem of minimal re-
sistance, Mathematical Intelligencer, volumen 15, 7-12, (1992). Por cierto,
esta revista, Mathematical intelligencer, es también muy recomendable para
los alumnos.

De todas formas, suele considerarse que lo que se entiende hoy en dia
por Célculo de Variaciones, nacié con la proposicion de Johann Bernou-
lli,en 1.696, del problema de la braquistocrona (segin algunos autores, este
problema fue formulado con anterioridad por Galileo en 1638). Puede des-
cribirse asi: una masa puntual se desliza, por accion de la gravedad, desde un
punto A del plano , hasta otro punto B, a través de alguna curva. El tiempo
empleado para ir desde A hasta B depende de la curva elegida. ;Para qué
curva se tendréd que el tiempo es minimo? Puede verse ([17]) que esto exige
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el estudio de funcionales de la forma

12) [ <W)“ ”

donde, como en (1.1), la variable independiente y(-), pertenece a un conjunto
adecuado de funciones.

Contrariamente a lo que puede sugerir nuestra intuicién, la solucién de
este problema no es ni el segmento rectilineo que une A con B, ni ningin arco
de circunferencia que pase por A y B. La solucién, un arco de cicloide, fue
encontrada por diferentes matematicos: Jakob Bernoulli, Newton, Leibniz,
L’Hopital, etc.

En los ejemplos citados con anterioridad, la variable independiente es una
funcién y(x). Hay otros problemas, donde de manera natural surge el estudio
de funcionales cuya variable independiente pueden ser varias funciones. In-
cluso, se pueden plantear problemas que recuerdan a los maximos y minimos
condicionados (multiplicadores de Lagrange). Por ejemplo, esto ocurre en
el llamado problema isoperimétrico que describimos a continuacién. Dado
un numero real positivo L, se trata de estudiar la cuestién siguiente: de
todas las curvas cerradas del plano de longitud dada L > 0, jcudl es la que
encierra mayor area?

Si escribimos la curva mediante sus ecuaciones paramétricas
(1.3) z = x(s)
(1.4) y=y(s)

(donde s es, por ejemplo, el pardmetro arco), entonces es conocido que el
area encerrada por la misma viene dada por:

1

L
(15) A= @) =5 [ (@) = (o) ds

Por tanto, se trata de hacer maxima una expresion donde la variable
es un par de funciones z(s),y(s). Mdas precisamente, el par de funciones
z(-),y(-) pertenecen al espacio de funciones de clase C1[0, L] y, ademis,
z(0) = z(L),y(0) = y(L) (la curva es cerrada). Por otra parte, al ser s el
parametro arco se ha de cumplir la restriccién

(«'(s)* + (¥ (s))* = 1, ¥ s € [0, L].
Esto es pues un problema de méaximos y minimos condicionados.

Puede probarse ([7]) la relacién

(1.6) L? —47A >0
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y que la igualdad se da sélo para cualquier circunferencia de longitud L. Un
método elegante y sencillo para estudiar este problema usa algunos hechos
bésicos de la teorfa de Series de Fourier ([5]).

El problema puede plantearse también en dimensiones superiores n >
3, probandose que si B C R™, es un conjunto con algunas restricciones
adicionales, entonces ([7])

(1.7) [L(OB)]" — n"wn[M(B)]""* > 0

donde w,, es el volumen de la bola unidad n—dimensional, es decir, w, =
J Ban(o) 1Y [M(B)] es la medida de Lebesgue n—dimensional de B. Por
su parte, L(OB) es la medida de Lebesgue n — 1-dimensional de la frontera
de B. Ademas la igualdad se da en la expresién anterior si y sélo si B es
una bola.

Un ejemplo de especial significacién, desde el punto de vista de la fisica,
lo constituye el principio de Hamilton. Vamos a ver que proporciona una
formulacién variacional (en términos de méximos y minimos, o al menos,
puntos estacionarios o criticos), de la segunda ley de Newton.

Supongamos que una particula de masa 1 se desplaza en el espacio euclideo
tridimensional desde un punto dado p; a otro ps en el intervalo de tiempo
[t1,ts], bajo la accién de una fuerza F : R? — R3 que depende sélo de la
posicién de la particula. En este caso, F' = F(z), x = (x1,x2,x3).

Six:[ti,ta] — R3¢t — z(t), es la trayectoria de la particula, entonces
la segunda ley de Newton (masa X aceleracion = fuerza) nos proporciona
la relacién

(1.8) a’(t) = F(z(t)), (t1) = p1,x(t2) = p

(1.8) es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden.

El Célculo de Variaciones nos proporciona otra interpretacién de (1.8),
cercana a problemas de maximos y minimos cuando la fuerza F' es con-
servativa, esto es, deriva de un potencial U : R®> — R. Esto quiere decir
que VU(y) = F(y), Vy € R3 donde VU(y) = (aU(y) ) 8U(y)> =

Oy1 ’ Oy2 ' Oys
(F1(y), Fa(y), F3(y)).

Definamos el conjunto A de “trayectorias posibles entre los puntos p; y
po 7 de la forma siguiente:

(1.9) A={y:[t1,tod —R> / y(t1) =p1,y(ta) = p2,y € C'[tr,12]}

Dado un elemento y € A, su energia cinética como funcién del tiempo ¢
viene dada por

(1.10) (My)(t) = 5 (51(1)* + g2(t)* + 93(1)°)

DN |
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y su energia potencial viene expresada por —U (y(t)) donde U es el potencial
mencionado.

La lagrangiana de la trayectoria y se define como

(1.11) L(y(t)) = M(y(t)) + U(y(t))

El funcional, llamado accién integral de Hamilton, se define como

d: 4 —R

(1.12) to
B(y) = / L(y(t)) dt

1

que hace corresponder a cada trayectoria posible, y, un nimero real,®(y).

. Qué relacién existe entre el funcional dado en (1.12) y la ecuacién dife-
rencial (1.8)? Por una parte, el funcional dado hace corresponder, a cada
trayectoria posible y, un nimero real ®(y). Por otra, (1.8) es una ecuacién
diferencial ordinaria. No parece sencillo, ni intuitivo, qué relacién puede
haber entre ambos conceptos.

El principio de Hamilton afirma: ”la trayectoria z € A que sigue la
particula bajo la accién de la fuerza F' para ir de p; a po es aquella que hace
estacionaria la accién integral ®”.

., Qué es eso de hacer estacionaria la accién integral?. Recordemos que
dada una funcién H : R® — R, un punto estacionario de la misma es cual-
quier punto 2 € R™ para el que H'(x) = 0 (equivalentemente, todas las deri-
vadas parciales de H, en el punto x son cero; es decir 8%? =0,1<i<n.)
Ahora quizéds no tenga sentido, o quizas sea un concepto nada trivial, la
nocion de “derivada parcial de la accién integral de Hamilton”. Esto puede
ser subsanado con el concepto de derivada direccional, méds amplio que el de

derivada parcial.

Un elemento z € A se dice estacionario cuando la primera variacién de
® en x es cero. La primera variacion del funcional ®, en el punto x y en la
direccion h se define como

d
(1.13) 6D (s h) = —®(x + 7h)

donde

(1.14) he{g:[ti,to] —R®> / g(t1) =0,9(t2) =0,9 € C'[t1,12]} = B

Que la primera variacién sea cero significa que
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(1.15) 0®(x;h) =0 VYh e B.

Veremos en el curso que (1.15) no es sino la la segunda ley de Newton (1.8)
expresada en forma variacional. En realidad veremos que, para trayectorias
x € C2%[ty, 9], tales que x(t1) = p1, x(t2) = p2, (1.8) es equivalente a (1.15).

Otras muchas leyes de la Fisica se expresan también en forma variacional.
Todas ellas responden a la filosofia marcada por las frases siguientes:

(1) “En la Naturaleza no se realiza ningin proceso superfluo o innece-
sario (Olympiodorus, siglo VI )’

(2) “En un medio no homogéneo, formado por dos homogéneos y sepa-
rados por una recta, un rayo luminoso que va desde un punto del
primer medio a otro del seqgundo, lo hace de tal forma que minimiza
el tiempo empleado en su recorrido (Fermat, siglo XVII)”

(3) “Puesto que el Universo es perfecto y fue creado por el Creador mds
sabio, nada ocurre en €l, sin que esté presente alguna ley de mdzrimo
o minimo (Euler, siglo XVIII)’

(4) “Una particula que se mueve en el espacio bajo la accion de una
fuerza conservativa, lo hace de tal forma que su trayectoria hace
minima, o al menos estacionaria, la accion integral (Hamilton, siglo

XIX)

Detengamonos en un ejemplo concreto, la ley de la refracciéon que afirma
lo siguiente:
Supongamos un medio no homogéneo, formado por dos medios homogéneos
I y II separados por una recta r. Sean A y B dos puntos dados de I y II
respectivamente. Entonces un rayo luminoso que va de A hasta B lo hace a
través de una trayectoria que es rectilinea en cada medio considerado y tal
que si O es el punto de la recta r por el que pasa, se tiene que el cociente entre
el seno del dngulo de incidencia @1 y el seno del dngulo de refraccion pa, es
igual a Z—;, stendo v1 y v9, respectivamente, las velocidades de propagacion
de la luz en I y II. Es decir

Senyq (%

1.16 =
( ) Seny9o V2

Una demostracion variacional de la ley anterior, puede obtenerse usando
el principio de Fermat (siglo XVII) que afirma:
en la situacion anteriormente descrita, un rayo luminoso que va de A hasta
B, lo hace a través de una trayectoria tal que el tiempo empleado en su
recorrido es minimo.

Usando este principio y eligiendo convenientemente los ejes de coordena-
das tal que A = (0,a), B = (d, —b), entonces si O = (z,0), tenemos que el
tiempo empleado en la trayectoria es

2 2\1/2 2 _2)1/2
t(w):(a +x°) +(b + (d — x)*)
U1 V2
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Es trivial comprobar que existe un dnico punto xy € [0, d] tal que t'(z¢) = 0.
Ademés, t"(x) > 0, ¥V z € [0,d]. Esto prueba que existe un tnico punto
ro € [0,d] tal que t(xo) = ming g t. Calculando t'(zg), es trivial que la
relacién t'(zg) = 0 es equivalente a (1.16).

Terminamos la descripcion de problemas concretos, con el denominado
Principio de Dirichlet, donde como variables independientes aparecen de
manera natural, funciones de varias variables reales (hasta ahora s6lo han
aparecido funciones de una variable).

Sea 2 un dominio (subconjunto abierto y conexo) acotado de R™. Consi-
deremos el problema de contorno

Au(z) =0 2€Q }

(1.17) u(z) = f(x) =€

donde A es el operador Laplaciano definido como

~ D%u() 0?u(x)
(1.18) Au(z) = o2 + ..+ 922

Problemas del tipo anterior (estudio de la existencia de funciones arménicas
en ) que tomen valores prefijados, dados por la funcién f, en la frontera de
Q) surgen, por ejemplo, en electrostética.

Como en el caso de la segunda ley de Newton, la ecuacién que aparece
en (1.17) es una ecuacién diferencial de segundo orden, pero en este caso se
trata de una ecuacién en derivadas parciales. Al tratar de conectar (1.17)
con problemas de méximos y minimos, surge de manera natural el llamado
funcional de energfa:

(1.19) @(u):/Q]Vu(:E)\Qda::/Q !(agif))2+...+ (agg)ﬂ dx

que esta definido sobre el conjunto de funciones:

(1.20) A={u:Q—R / uECl(ﬁ),uVm:f}

En electrostatica, u es el potencial eléctrico y ®(u) la energia. Obsérvese la
analogia entre este funcional y el funcional ® dado por la accion integral de
Hamilton en (1.12) (ahora la fuerza F' y por tanto, el potencial U son las
funciones idénticamente cero).

Los puntos estacionarios del funcional ® son, en un sentido que se pre-
cisard en el curso, soluciones del problema (1.17) Este es el principio de
Dirichlet.
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1.3. Las condiciones necesarias de Euler-Lagrange y Legendre.

Como resumen de lo dicho hasta ahora, nos encontraremos con el pro-
blema de minimizar (o maximizar), o al menos encontrar puntos estacio-
narios (por cierto, un concepto que habra que definir rigurosamente), de
funcionales ® de la forma

b
B(y) = / Lt y(t), ... y™ (1)) dt

donde y : [a,b] — R de clase C"[a,b] (sistemas con un grado de libertad).
Este es el caso del problema de Newton (1.1), descrito con anterioridad, o
el problema de la braquistocrona (1.2). En estos dos ejemplos n = 1.

De manera més general, y : [a,b] — R™ de clase C"[a,b] (sistemas con
m grados de libertad). Por ejemplo, en el caso de problema isoperimétrico
(1.5) tenemos n = 1,m = 2 y en el caso del principio de Hamilton para el
funcional ® dado en (1.12) tenemos n = 1,m = 3. Ademas, la funcién y
y sus derivadas hasta el orden n, satisfacen en general algunas condiciones
adicionales en la frontera del intervalo [a, b].

Trataremos también el caso de funciones de varias variables (sistemas con
infinitos grados de libertad) como en el caso del funcional (1.19), relacionado
con el principio de Hamilton. Concretamente funcionales de la forma

O(u) = /QL(:E,u(:n),...,Dau(x)) dz,

siendo €2 un dominio acotado de R™. Aqui o es un multiindice o = (a1, ag, . .., o)
tal que a; e NU{0}, 1 <i<n y

6061+--'+anu(x)
Du(z) = 5ot
u(z) ozt ... 0z

Por ejemplo, en el caso del funcional (1.19) los multiindices « vienen dados
por los vectores canénicos de R™. Ademas, es usual que la funcion u verifique
algunas condiciones en la frontera de ). Por ejemplo, en el principio de
Hamilton u(z) = f(x),V x € 0.

Como en la teorfa de maximos y minimos para funcionales ® : D —
R, y — ®(y), donde D es un subconjunto del espacio euclideo RF, las
principales cuestiones que hemos de resolver se centran fundamentalmente en
el establecimiento de condiciones necesarias y condiciones suficientes que nos
permitan reconocer un punto de minimo o al menos un punto estacionario
(si es que tiene sentido) del funcional ®. Sabemos que esto depende no sélo
del funcional ®, sino en gran medida del subconjunto D.

En el caso finito dimensional, donde D C RF, si D es abierto, dichas
condiciones se expresan en términos de ®'(x) y de ®”(x) (o derivadas de
orden superior a dos). No obstante, en este caso el problema suele ser, con
frecuencia, probar que ® tiene minimo. Si D es compacto, no suele ser pro-
blema probar que ® tiene minimo. Si, ademads, su frontera se expresa en
términos “buenos”, es ttil el teorema de los multiplicadores de Lagrange.
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Todas estas son las ideas que flotan en el ambiente del Célculo de Variacio-
nes. No obstante, la situacién ahora es bastante mas complicada, puesto que
en general tratamos con problemas donde la variable independiente perte-
nece a espacios de dimension infinita. ;Tiene sentido ahora la definicién de
derivada parcial, o derivada direccional?, ;como podemos definir la nocién
de derivada, y la nocién de derivadas de orden superior a uno?...

En lo que se refiere al establecimiento de condiciones necesarias, un avance
fundamental fue dado por Euler (;cémo no?) en 1744, ano en que se public
su famoso libro sobre curvas geodésicas. Para funcionales de la forma

b
B(y) = / F(t ).y (1)) dt

la condicién necesaria para que un elemento (en este caso una funcién) yo

sea un minimo es
(121) fy(ta yO(t)v yé)(t)) - %fy/ (t’ yO(t)7 y(,)(t)) = 07 Vite [a’v b]

que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden (como la de la
segunda ley de Newton). Esta es la condicién similar a que la primera
derivada sea cero en el caso finito-dimensional. Dependiendo del tipo de
problema que se considere la anterior ecuacién ha de completarse con alguna
condicion sobre la funcién gy en la frontera t = a y t = b del intervalo
[a,b]. Como veremos en el curso, esta condicién en la frontera implica las
cantidades yo(a), yo(b), y,(a), y,(b), etc, dependiendo de que en el problema
original considerado los extremos de la funcién se consideren fijos, variables,
ete.

Algunas ideas de Euler fueron posteriormente desarrolladas en profundi-
dad por Lagrange. En particular, en su libro de 1760-61, sobre “un nuevo
método para determinar los maximos y los minimos de férmulas integrales”
lleg6 a la misma conclusién que Euler, sobre la ecuacién (1.21) usando un
camino diferente: Lagrange considero las variaciones

(1.22) J(yosm,€) = F(yo + en)

para una funcién 7 fija y € variable. Asillegé a la misma ecuacién (1.21), que
por este motivo es conocida con el nombre de ecuacién de Euler-Lagrange.
Parece ser que el nombre “Célculo de Variaciones” también viene de esta
idea de Lagrange.

La ecuacién de Euler-Lagrange es una condicién necesaria de minimo
que implica la derivada de orden uno. Partiendo de (1.22) y considerando
la “segunda variacién” J., introducida por Legendre en 1786 ([10], [11]),
éste demostré que en un punto de minimo yy ha de cumplirse la condicién
necesaria

(1.23) Fy'y' (t,y0(t), yo(t)) > 0, ¥ t € [a,0].
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Esta es una condicién similar al hecho de que la derivada segunda ha de ser
semidefinida positiva en el caso finito-dimensional.

Respecto de las posibles condiciones suficientes, hubo que esperar 50 anos
hasta que Jacobi introdujo la llamada hoy en dia condiciéon de Jacobi, que
junto con la ecuacién de Euler-Lagrange y (1.23) permiten demostrar que
el punto yy es un minimo. No obstante, dicha condicién no es facil de
comprobar, como veremos més adelante.

1.4. Teoria de puntos criticos.

Como hemos tenido ocasién de comentar, la segunda ley de Newton (1.8),
que viene dada por una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden,
puede expresarse en términos variacionales de la forma (1.15), que no re-
fleja otra realidad sino que todas las derivadas direccionales del funcional ®
(definido en (1.12)) en el punto x son cero. En el caso finito dimensional,
si hablamos de funcionales ® : R™ — R que sean derivables, la manera mas
facil de conseguir que todas las derivadas direccionales de ® en = sean cero
es que la derivada de ® en z, ®’(z) sea cero. Ahora estamos hablando no de
funcionales definidos en espacios normados de dimension finita, R™, sino de
funcionales ® definidos en espacios normados de dimensién infinita E. La
teoria de puntos criticos trata sobre la ecuacién

' (u) =0

para funcionales derivables ® : E — R, derivables (en un sentido que se ha
de precisar), donde E es cualquier espacios normado de dimensién infinita.
En este curso se proporcionara una introduccién a la teoria de puntos
criticos, y se expondran algunos resultados importantes referentes tanto al
llamado método directo (en el que se trata de probar la existencia de minimo
global del funcional ® dado), como a los métodos min-max, de desarrollo
relativamente reciente. En particular, dedicaremos una atencién especial a
dos teoremas relativamente modernos, pero ya clédsicos: el Teorema del paso
de montana de Ambrosetti y Rabinowitz (1971) y el Teorema del punto de
silla de Rabinowitz (1978).
Segin mi opinidn, los resultados seleccionados son ejemplos muy represen-
tativos de las diferentes posibilidades del método variacional, pudiéndose,
con la ayuda de la bibliografia recomendada, estudiar otros de los muchos
que se conocen en la actualidad.

Un comentario mas.

En un curso de esta naturaleza, de caracter introductorio sobre métodos
variacionales, pueden obtenerse los resultados fundamentales sin recurrir a
nociones de diferenciabilidad en espacios de dimensién infinita (véase, por
ejemplo [7], [18]). No obstante, en mi opinién, es muy instructivo hacerlo
desde este punto de vista, puesto que el desarrollo del calculo diferencial en
espacios de dimensién infinita puede hacerse muy similarmente al caso de
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dimension finita; eso si hay que hacer un hincapié especial en las diferen-
cias basicas entre ambos casos, lo que es muy instructivo para el alumno.
Ademsds, este punto de vista hace necesaria la introduccién de diversos con-
ceptos (espacios normado, de Hilbert, aplicaciones lineales, bases hilbertia-
nas, etc.) que permite al alumno tener una formacién no sélo en este tema
sino también en otras disciplinas relacionadas con Ecuaciones Diferenciales
y Analisis Funcional. Es indudable que estos conocimientos pueden serle
de gran utilidad en otras disciplinas que curse, e incluso para su posible
iniciacion en la investigacion actual.
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2. CALCULO DIFERENCIAL EN ESPACIOS NORMADOS

2.1. Derivabilidad en espacios normados de dimensién arbitraria.
A continuacién introducimos brevemente algunas nociones sobre derivabili-
dad en espacios de dimensién arbitraria. Puede consultarse [3] y [8] para los
detalles y para profundizar en el tema.

La idea bésica para extender la nocién de derivada a espacios de dimensién
infinita estd basada en las siguientes reflexiones escalonadas:
(1) Si f: (a,b) = Ry xo € (a,b), entonces f es derivable en zg si y
solamente si existe el limite

lim f(zo+h) — f(=0)

2.1 = {

(21) lim ) f'(ao)
en cuyo caso, a tal limite se le llama derivada de f en g, f'(x¢) € R.
(2.1) es equivalente a

(2.2) lig |{Z0F h})l — 1@ gl <o,

h—0

(2) Si f:(a,b) = R™y xg € (a,b), entonces todo es lo mismo que en el
caso anterior, salvo que, ahora, f/'(zg) € R™. Mads precisamente, f
es derivable en g si y solamente si existe el limite

f(‘ro + h}i B f(.f()) _ f/($0)

en cuyo caso, a tal limite se le llama derivada de f en xg, f'(z) € R™.
(2.3) es equivalente a

2.3 li
(2.3) Jim

[ fl@wo+h) = flxo)
24 lim — =0.
(24) lim ) ') =0
donde || - || indica cualquier norma en el espacio normado finito di-

mensional R™ (recordemos que al ser R™ de dimensién finita, todas
las normas son equivalentes).

(3) Si f:Q — R, donde 2 es un subconjunto abierto de R", y n > 1,
la anterior definicién no es valida, puesto que no podemos dividir
por h € R™. La extensiéon adecuada de derivada no la constituye la
mera existencia de derivadas parciales, puesto que es conocido que
una funcién puede tener derivadas parciales y no ser continua.

Para proceder a la definicién en este caso, es necesario obtener una
caracterizacién de las situaciones presentadas en los dos primeros
apartados, que pueda extenderse a situaciones generales. En este
sentido, el limite (2.1) es un ndmero real o més generalmente, en
el caso de (2.3), un vector de R™. En ambos casos, el vector f/(xo)
define una aplicacién lineal (automaticamente continua) L : R — R™
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dada por L(h) = f'(zg)h, ¥ h € Ry, en ambos casos, podemos decir
que f es derivable en z si

. |f(zo+h) = f(z0) — L(h)|

2.5 lim =0
(25) h—0 |7 ||rm
donde || - ||gm es cualquier norma en R™. Estos reflexiones se ven

avaladas porque, como puede comprobarse ficilmente, s6lo puede
existir una aplicacién lineal L : R — R que satisfaga (2.5).

De acuerdo con las anteriores ideas, si f :  — R, donde {2 es
un subconjunto abierto de R™, n > 1, y xg € (Q, diremos que f
es derivable en z si y solamente si existe alguna aplicacién lineal
L :R" — R (autométicamente continua) tal que

. |f(zo+h) — f(wo) — L(h)]

2.6 lim
(2.6) h—0 |7 ||rn

=0

(4) En la situacién general finito dimensional, donde f : Q2 — R™, y Q
es un abierto de R™, diremos que f es derivable en xq si y solamente
si existe alguna aplicacién lineal L : R" — R™ (autométicamente
continua) tal que

N f(@o + h) — f(xo) — L(h)|[rm

(2.7) lim

=0
ho ]z

Cuando intentemos dar el salto a dimensién infinita, la Unica novedad es
que, ahora, una aplicacion lineal no es necesariamente continua y por tanto,
hemos de exigirlo en la definicién (véase [4]).

Definicién 2.1. (Derivada de Fréchet).
Sean (X, |- |lx), (Y] - |ly) espacios normados reales, ® : {2 — Y donde
Q es un abierto de X y xg € Q2.

Se dice que ® es derivable (segin Fréchet) en el punto xg € €, si existe
alguna aplicacién lineal y continua L : X — Y tal que

0
h—0 1Pl x

Como primeras propiedades de esta definicion, podemos indicar las si-
guientes:

Proposicion 2.2. (1) L, si existe, es unica. Usaremos la notacion L =
<I>’(x0).

(2) La derivabilidad es un concepto que no cambia, si se toman otras
normas equivalente. Mas precisamente, st ® es derivable en xg y
tomamos normas equivalentes en X eY respectivamente, la derivada
es la misma.
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(3) Si 3 @' (xp), entonces @ es continua en xo.

(4) Sea ® : X — Y lineal y continua (recordemos que si ® es lineal, esto
es equivalente a que exista alguna constante k > 0 tal que ||®(z)|ly <
kl|z|lx, ¥V x € X ). Entonces se tiene ®'(x9) = ®, Vo€ X.

(5) Sea ® : X x Z — Y bilineal y continua (recordemos que si ® es
bilineal, esto es equivalente a que exista alguna constante k > 0 tal
que | (x, 2))|ly < k|lz||x||z]|z, V (z,2) € X x Z). Entonces existe
D' (x0,20), Y(xo,20) € X X Z y ¥ (g, 20)(h1,h2) = P(z0,h2) +
®(hy,20). En particular, el producto escalar en cualquier espacio de
Hilbert es un ejemplo de ello.

(6) Si H es un espacio de Hilbert real con producto escalar (-), A: H —
H es lineal y continua y ® : H — R, wviene definida por ®(x) =
(Az,x), entonces existe ' (xg), Yoo € H y @' (xo)(h) = (Azo, h) +
<1‘0, Ah> .

En particular, si A = I, entonces ®(z) = ||z|* y @ (xo)(h) =
2<$0,h>,v.1‘0,h€ H.

(7) Si®:Q — R, donde Q es un subconjunto abierto de algin espacio
de Hilbert H, y ® es derivable en xo € §2, entonces el teorema de
representacion de Riesz garantiza la existencia de un unico elemento
V®(xy) € H, tal que ®'(x9)(h) =< V®(x9),h >, V h € H. A
V& (xg) se le denomina gradiente de ® en xg.

Un operador ¥ : Q — H se dice que es un operador gradiente i
existe algin operador ® : Q@ — R tal que ¥(x) = VO(x), ¥V x € Q.
En este caso, a ® se le llama potencial de W.

Como en el caso finito dimensional (las demostraciones son idénticas),
puede comprobarse inmediatamente que la derivada es un operador lineal
en el siguiente sentido: la derivada de la suma es la suma de derivadas, la
derivada del producto de un escalar por una funcién es el escalar por la
derivada de la funcién, etc. y que es valida la regla de la cadena ([3]).

Si®: Q) — Y es tal que existe su derivada de Fréchet en todos los puntos
de €, entonces se puede considerar la aplicacion derivada
Q0 — L(X,Y)

(2.9) x — @' (x)

Aqui, £(X,Y) indica el espacio normado real formado por las aplica-
ciones lineales y continuas de X en Y, dotado de la norma usual. Re-
cordemos que si L € L(X,Y), entonces existe alguna constante k > 0
tal que [[L(z)|ly < k||z|lx, V 2 € X. En este caso, ||L||z es el infimo
(minimo) de los ndmeros k que verifican la relacién anterior. También

ILllzxy)y = suPgex fa)x<1 1L(2)|ly-
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Tiene asi sentido hablar de la derivabilidad de ®'. Si existe (@) (x¢) se
dird que ® posee derivada segunda en el punto xg : ”(z¢) € L(X, L(X,Y).
Por ejemplo, es facil comprobar que si L € £(X,Y), entonces L” = 0 en todo
punto. Si X = C([0,1],R),y ® : X — X est4 definida como ®(z)(t) = 2%(¢),
entonces (®”(z))(h)(k) = 2hk, ¥ h,k € X.

Para poder trabajar cdmodamente con derivadas de orden superior, con-
viene hacer las identificaciones que siguen. Comencemos por un lema, de
demostracién sencilla, que identifica el espacio £(X, L(X,Y)) con L2(X,Y),
donde L5(X,Y) es el espacio de las aplicaciones bilineales y continuas de
X x X enY. Recordemos que si L € Lo(X,Y), I3m >0, /| L(h,k)|y <
m k|| x |kl x , V(h, k) € X x X. Entonces ||L|| es el infimo (minimo) de los
niimeros m que verifican la desigualdad anterior. También, ||L|z,x,y) =

supjpj<i k)<t 1L F)ly-

Lema 2.3.
Sea
I': L(X,L(X,)Y)) — LoX,Y)
A — |

donde T4 : X x X — Y, Ta(h,k) = (A(h))(k), V(h,k) € X x X.

Entonces I es lineal, biyectiva y [Tl z,xy) = [Allzxcxyy, VAE
L(X,L(X,Y)).

Una propiedad destacable es que la derivada segunda de una funcién, si
existe, es siempre una aplicacién bilineal simétrica (véanse [2], [8]).

En general, si £,(X,Y) denota el conjunto de aplicaciones multilineales
y continuas L de X x ... x X en Y, con la norma usual, es decir,

L]l = sup |L(z1,- - z)lly,
lz1 ][ <1, lzn <1
entonces la derivada n—ésima puede definirse por induccién, sin mas que
usar la identificacion

(2.10) L(X,La(X,Y)) = Lni1(X,Y)

Como en el caso de dimensién dos, una propiedad destacable es que la deri-
vada n—ésima de una funcién, si existe, es siempre una aplicaciéon multilineal
simétrica (véanse [2], [8]).

La siguiente férmula, conocida como férmula de Taylor, es semejante al
caso de dimensién finita, y de gran utilidad en el estudio de méximos y
minimos de funcionales. Para la demostracién véanse [2], [3] o bien [8].
Como hasta ahora, 2 denota cualquier abierto de un espacio normado real
X, e Y denota también cualquier espacio normado real.

Teorema 2.4. Sea ® : Q — Y, de clase C™(QY) (es decir, tanto ® como sus
derivadas hasta el orden n son continuas en ), y dos puntos u,u + h € Q
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tales que el segmento [u,u + h| C Q. Entonces
1

(n)!

donde w(u,h) es un aplicacién multilineal de X x ... x X en'Y tal que

wluh)(h)"
g = O

(211) B(u+ h) = ®(u) + ' (u)(h) + ... + — D™ (u)(h)™ + w(u, h)(h)",

limp o w(u,h) =0. En particular limy_

Aqui, la notacién ®) (u)(h)* significa la aplicacién multilineal ®*) (u) apli-
cada al elemento (h,...,h) € X*.

Los resultados anteriores permiten demostrar los teoremas siguientes, so-
bre condiciones necesarias y condiciones suficientes de maximos y minimos.

Teorema 2.5.
Sea ®: Q — R, Q C X abierto, y xg € Q un minimo local de .

e Si ® es derivable en xp, entonces ®'(xg) = 0.
o Si existe la derivada sequnda de ® en xg, entonces ®"(xo)(h,h) >
0, VheX

Teorema 2.6.
Sea ®: Q — R, Q C X abierto, ® € C2(,R) y z0 € Q tal que:

(1) @'(z0) =0
(2) IK >0 / ®"(xo)(h,h) > K |h||>, VYheX

Entonces ®© tiene un minimo local estricto en xy.

Nota 1. Notemos que la condicién
3K >0 / ®"(xzo)(h,h) > K |h||*, VheX
es equivalente a
AK >0 / ®"(x0)(h,h) > K, Vh € X tal que ||h] = 1.
Si el espacio X tiene dimensién finita, esto ultimo es claramente equivalente
a que
®"(z0)(h,h) >0, Vh € X tal que ||h| = 1.

En dimensién infinita no es necesariamente asi, debido a la no compacidad
de la bola unidad del espacio X.

Veamos un ejemplo de lo anterior, de especial significacién por las apli-
caciones al célculo de variaciones. Sea f : [a,b] x R — R, (t,z) — f(t,z),

0
continua tal que 3 of : [a,b] x R — R y es continua.

ox

Definimos
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®:C([a,b],R) — R

(2.12) b
B(z) = /f(t,:c(t))dt

e C([a,b],R) lo consideramos como espacio normado real, con la norma
[#]lg = max;eqp) [#(2)] -

Proposicion 2.7.
Vzg € C([a,b],R), I &'(x9) y

P’ (x0) : C([a,b],R) — R wiene definida por
b

' (20) (h) = /Wh(t)dt, v heClab.

a

(2.13)

Principales ideas de la demostracion.
Tendremos que comprobar en primer lugar que L(h) = ®'(z¢)(h) tal y
como se ha definido anteriormente, es lineal y continua respecto de h.

L: (€(ja,t).B) — R

a

es lineal de forma trivial. Para ver que es continua hemos de demostrar que
existe M € R* tal que [L(h)| < M ||h|,, Vh € C([a,b],R). Ahora bien,
como M puede tomarse M;(b— a), donde M es el maximo de la aplicacién
de [a,b] en R definida como

ox

(2.15) AN ‘af(tffo(t))‘

El siguiente paso es comprobar que se verifica la condicién (2.8). Ahora
bien,

®(xo + h) — ®(wo) — L(h) =

(2.16) b
J £t o) + h(t)) = it w0(8) — LG Dn(e)] at = (x)

a

Ahora podemos usar el Teorema del Valor Medio, en versién integral.
Este Teorema, muy ttil y sencillo de usar, afirma lo siguiente:
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1
(211) g e CmylB) = gy) - (o) = [ oty + (1= )y - )
0
Pensemos que la demostracién es trivial, puesto que

gty + (1~ )y — ) = & glty + (1~ 1))

Usando este Teorema, la expresion (2.16), se transforma en

(2.18)
b1
= [ | 2Lt ) 0=, DO
Ox ox
a 0
(T (oo + b)) 076, ao(w)
t,xo(t) + rh(t i, xo(t
2.1 - _ _
(2.19) / / ( - .z >dr h(t)dt
a 0
Tomamos valores absolutos, y obtenemos la expresién
[®(z0 + h) — P(x0) — L(h)| <
(2:20) {1 |00 taoarh(t)  oftro(t)
Il | [PHE=eG ) — 2D
Para concluir la demostracién, bastaria comprobar que
b 1
(2.21) lim // 0f(t,zo(t) +rh(t))  Of(t,z0))| . _
|[2]|g—0 Ox Oz
a 0

Ahora bien, tenemos que zo(t) +rh(t) converge (uniformemente respecto

de r) a la funcién zo(t) con la norma || - [|o. Ademds, como —= es continua,

x
esta funcién es uniformemente continua en compactos, y por ello se tiene
que

Oftao(t)trh(t) __, Df(tzo(t)

(2.22)
con la norma || - [|o, uniformemente respecto de r € [0, 1].

Ideas analogas pueden usarse para el estudio del siguiente funcional: Sea
X = C!([a,b],R), con la norma dada por ||z| = ||z||, + ||z ,-

Sea
fila, ) x RxR — R

(2.23) (t,z,y) — f(t,z,y)
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continua tal que para cualquier ¢ € [a,b] fijo, la aplicacién f(t,z,y) es C*
con respecto a (z,y) € R2.

Si definimos el funcional

(2.24)

Entonces ® es derivable y

(2.25)
b

() (h) = / [W (t’xo(;tx)’%(t))h(t) Lo (t’xoa(;)’%(t))h(t) dt, Vh e X.

a

Otros ejemplos son los siguientes. Sea X = C¥([a,b],R) con la norma
k

lzllk =D Nz floy £ [a, ]xRFHY S R, (¢, 20, 21, ... 2k) = f(t, T0, 1, ..., )
p=0

continua y tal que para cada t € [a, b] fijo, la aplicacién f(t,xg,x1, ..., x}) €s
C" con respecto a (zg, r1,...,x1) € RFTL Si & : X — R se define como

b
®(x) :/ f(t,x(t), ..., 2P (), ..., a" (1)) dt,

entonces

k b k)
(I)/(LU())(h) _ Z/ af(ta$0(ta)a;“'vm0 (t))hp)(t) dt
p=0"¢ P

Respecto de las derivadas de orden superior, las mismas ideas pueden
usarse para probar el resultado siguiente:

Sea f : [a,b] x R — R, (t,z) — f(t,z) continua tal que para cada
t € [a,b] fijo, la aplicacién f(t,x) es C? respecto de # € R. Si ® es el
funcional definido en (2.12) entonces

b
" (x0)(h, k) = / Wh(t)k(t)dt.

Para el funcional definido en (2.24) se tendria

(2.26)
b

" (o) (h, k) = [[2LE0 0@ gy o(r) 4 PL o0l py () o(1) +

2 2 % . 2 T fid 1 1
P 0l) 0O y 1)k (1) + LLE20D I 1) 1)t

A veces es necesario trabajar con conceptos mas débiles que la derivabi-
lidad segun Fréchet. Vamos a hablar brevemente de esto para funcionales
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que estan definidos en algin abierto de un espacio normado y con valores
reales.

Definicién 2.8. Sea (E, ||-||) un espacio normado real, £ un subconjunto
abiertode F, ®: Q — Ry xy € E.

e Recordemos que @ es derivable segin Fréchet en zg sid L: EF — R
lineal y continua tal que

(2.27) lim |®(z9 + h) — P(xo) — L(h)|

=0
h—0 172/l x

e Se dice que ® es derivable segin Gateaux en xg si

P(xg+7h) — P(xg
(o 7) = ) g (h)

y la aplicacion ®n(zg) : E — R, h — ®p(xo)(h), es lineal y

continua en h € E. En este caso, a ®(xo) se le llama derivada

de Gateaux de ® en x.

(2.28) VheE 3 lim

e Se define la primera variacion de ® en xzg, en la direcciéon h € E
como

(2.29) 50 (o, h) = lim 2F0+Th) = @(xo)

7—0 T

e En general, se define la n-ésima variacion de la funcién ® en zg y en
la direcciéon h € E como

4" (o + th
(2.30) 57D (g, h) = L2+ th)
an |,

La derivabilidad segun Fréchet implica la derivabilidad segin Gateaux,
y no se verifica la implicacién contraria. La derivabilidad segin Gateaux
implica la existencia de la primera variacién en todas las direcciones, pero no
al contrario. También, las reglas algebraicas usuales, regla de la cadena, etc.
son validas para estos conceptos relacionados con la derivabilidad. Véase
[17] para la relacién entre estos conceptos.

Algunos ejemplos de interés son los siguientes:

Ejemplo 1.
Sea f:R? — R.

f@,y) =19 (y—22)2+a8
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Esta funcién es derivable segiin Gateaux en el punto (0,0) (de hecho,
su derivada es la funcién nula), pero f no es continua en este punto. En
particular f es derivable segin Gateaux en (0,0) pero no es Fréchet derivable
en (0,0).

Ejemplo 2.
Sea f:R? — R.
p2y\/o? +y?
flay) =4 sir,e ¥ (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Esta funcién es derivable segiin Gateaux en el punto (0,0) (de hecho, su
derivada es la funcién nula), es continua en este punto, pero no es derivable
en el sentido de Fréchet.

jAnimese el alumno a comprobar las afirmaciones anteriores!

El Teorema del valor medio es cierto, usando la nocién de derivada de
Gateaux. De hecho, tenemos el Teorema siguiente:

Teorema 2.9. Sean X,Y espacios normados, 2 un abierto de X y @ :
Q — Y derivable Gateauzr en €. Si x1,x0 € Q son tales que el segmento
[x1, z2] C Q, entonces

[@(21) — (z2)lly < <0§£1 |9 (ter + (1 - t)l’Q)llc(x,Y)) 1 — 22 x

Usando este Teorema, puede probarse el siguiente, de interés en las apli-
caciones, para determinar la derivada de Fréchet de los funcionales que este-
mos tratando. De hecho, la funcién dada ® puede usarse de manera directa
para intentar calcular la derivada de Gateaux, pero no asi para calcular la
derivada de Fréchet.

Teorema 2.10. Sea ® : Q — Y, derivable segin Gateauz en Q (es decir, en
todos los puntos de Q) y tal que la aplicacion @y : Q — L(X,Y) es continua
en xg € Q. Entonces existe la derivada de Fréchet ®'(zo) y ®'(x0) = P (o).

La version tradicional del Teorema del valor medio es valida también.
Esto exige introducir el concepto de integral definida,

(2.31) / o) e

para funciones f : [a,b] — E, continuas, donde E es un espacio normado
cualquiera. No es dificil: en primer lugar se introduce el concepto anterior
para funciones escalonadas. En segundo lugar, usando el hecho de que si
f i [a,b] — E, es continua, entonces es uniformemente continua, puede
usarse un método limite para definir (2.31). Véase, por ejemplo ([12]).

Se obtiene asi el Teorema fundamental del Céalculo que se enuncia a con-
tinuacién.
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Teorema 2.11. Sea E un espacio normado cualquiera y f : |a,b] — E
continua. Si F : [a,b] — E se define como F(t) = f(f f(s) ds, entonces
FI(t) = f(t), V t € [a,b].

Lo que sigue es el Teorema del valor medio para derivada de Fréchet.

Teorema 2.12. Sea f : Q) — Y de clase C'(Q). Entonces, para todo par de
puntos x1,x2 € ) tales que [x1, 2] C €, se tiene:

1
fa) = faz) = [ o+ a1 = 22)) (01— w2) d
0
jPuede ser muy instructivo comparar los Teoremas 2.9 y 2.12!

2.2. Convexidad de un operador y monotonia de su derivada. Vea-
mos a continuacién algunas de las relaciones existentes entre la convexidad
de una funcién y la monotonia de su derivada. Para ello, sea (E,||-]|) un
espacio normado, €2 un abierto de 'y f : 2 — R derivable. De acuerdo
con la definicién de derivada, se tiene

/1 Q— L(E,R)
zg — f'(w0)
donde L(E,R) es el espacio de Banach de las aplicaciones lineales y continuas

de E en R, con la norma usual, es decir:

VLeL(ER) [L|= sup [L(z)
[|z]|<1, x€E

Definicion 2.13.
e [’ se dice que es monétona si (f'(z) — f'(y))(z —y) >0 Vr,y € Q.

e f"se dice que es estrictamente monétona si (f'(z) — f'(y))(z —y) >
0, Vz,y € Qconzx#y.

Teorema 2.14. Sea Q) C E, abierto y convevo y f : 2 — R f € CHQ).

Son equivalentes:

(1) f es convexa en QU es decir, ¥ x,y € Q se tiene f(Ax + (1 — N)y) <
Af(@) + (1 =N f(y), ¥V Ae0,1].

(2) f1:Q— L(E,R) es mondtona.

También son equivalentes:

(1) f es estrictamente convexa en ; es decir, V x,y € Q x # vy, se tiene
fz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =) f(y), VAe(0,1).

(2) f':Q — L(E,R) es estrictamente mondtona.



METODOS VARIACIONALES, A. CANADA, CURSO 2010/11. 23

Demostremos la primera parte. jInténtelo el alumno con la sequnda. Es
posible que se lleve alguna sorpresa!
1. = 2.

Sixz,y € Qentonces f(Ax+ (1 —AN)y) < Af(z)+(
De aqui obtenemos que f(y+ Az —y))— f(y) < A(f
Asi,

(2.32)

Si A — 0™ obtenemos
(2.33) f) e —y)=df(y;z—y) < fz) = f(y)

Andlogamente, cambiando x por y, se obtiene la expresién f'(x)(y —z) <
f(y)—f(z). Sumando ambas expresiones, obtenemos finalmente que (f’(y)—

f'(@))(x —y) <0, por lo que (f'(y) — f'(z))(y — x) = 0.
2.=> 1.
Veamos que Vz,y € Q y VA € [0,1] se tiene que f(Az + (1 — N)y) <
Af(x) 4+ (1 = N)f(y). En efecto, para ello definimos la funcién
p:[0,1] — R
pA) = fhz+ (1 =Ny) = Af(z) = (1 =) f(y)
Hemos de comprobar que p(A\) <0 VA € [0,1].

(2.34)

En principio p(0) = p(1) = 0. Supongamos que Ao € (0,1) tal que
p(Ao) > 0. Entonces max[,)p > 0. Sea A; un punto donde se alcance este
méximo. Entonces p'(A\1) = 0. Ademds, usando que f’ es mondtona, se
tiene

P =p' (M) =f(Ae+ (1= Ny)(@—y) — flz) + f(y)
=Mz + (1= A)y) (@ —y) + flz) = fly) =
Az + (1= Ny) = f(hz+ (1= y)] (z —y)

Stu=Ax+ (1-Ny, v=XMx+ (1—A)y, la expresién anterior queda
(f'(u) = f'(v))(§5%5); que es una expresién no negativa para A > A1, por la
monotonfa de f’. Esto implica que p/(\) >0 VA > A1, lo que no es posible
si tenemos en cuenta los valores de pen A=A y A = 1.

Observando detenidamente la demostracién anterior, obtenemos el si-
guiente resultado que serd muy 1util en la practica.

Corolario 2.15.
Sea ) convexo y f : 0 — R convezxa. Supongamos que para algin xg € )
se cumple

(2.35) df(zo;x —x09) =0, Vel

Entonces xg es un punto de minimo global de f en Q. Ademds, si f es
estrictamente conveza, el punto donde se alcanza el minimo es inico.
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Un ejemplo de lo anterior es el siguiente
Sea C' = {y € C*0,1]: y(0) =0, y(1) =1}, y f: C — R definida por

1
0/ z) + 4y(z))dx

e Existe minimo de f en C.
e Este minimo se alcanza en la funcién yo(z) = 22.
e El punto donde se alcanza el minimo es unico.

. Puede probarse que:

De hecho, para este ejemplo se tiene

1

(F'(2) — F'(y)z—y) =2 / (@ — )’

0

lo que prueba que el funcional f es estrictamente convexo. Ademads, una
condicién suficiente para que se cumpla (2.35) es que z¢ € C?[0,1], zf =
2, 70(0) =0, xo(1) = 1 (;por qué?) Esto lo satisface la funcién zo(z) = z2.

Otro ejemplo puede ser el siguiente
Sea C' = {y € C*[0,1] : y(0) =0, y(1) =0}, y f: C — R definida por

1
/ (2) + 20y(x))da
0

. Entonces puede probarse:

e Existe minimo de f en C.
senx

e Este minimo se alcanza en la funcién yo(z) = = — T
sen

e El punto donde se alcanza el minimo es unico.

De hecho, para este ejemplo se tiene

1 1
(')~ f'(2)y— 2) =2 /0 (o — )2 /0 (y— 2)?

Usando series de Fourier ([5]) puede probarse facilmente que

(F'(y) — )y —2) > 2a® — 1) /0 (y— 2)?

lo que prueba que f es estrictamente convexo. Ademds, una condicién su-

ficiente para que se cumpla (2.35) es que yo € C?[0,1], —y§ —yo + o =

0, y0(0) =0, yo(1) = 1 (¢por qué?) Esto lo satisface la funcién yo(z) =
sen

sen 1°
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2.3. Condiciones necesarias (Euler-Lagrange y Legendre) en pro-
blemas clasicos del calculo de variaciones.

Comenzamos estudiando problemas clasicos del calculo de variaciones
donde ambos extremos de la funcion estan fijos.

Teorema 2.16. Sea X = {g € C([a,b,R) / q(a)=aq, q(b) = ¢z} con
(a,q1) y (b, q2) dados.

Sea L € C?([a,b] x R x R,R) y

P: X —R
b
(230 ®(0) = [ Lit.ate). a0
a
En X se considera la morma || - ||1, esto es, |lqlli = maxycpqy [q(t)] +
maxye(qp) |q'(£)]-
Entonces:

(1) (Condicion necesaria de Euler-Lagrange) Si qo € X es tal que qo es
un minimo local de ® en X (por tanto, minimo local con la norma
|- ll1), entonces la funcion Ly(t,qo(t),Go(t)) es Clla,b] y

(2.37) %(Lq(t, q0(t), do(t)) = Lq(t, qo(t), o(t))

(Ecuacion de Euler-Lagrange). En particular, la ecuacion de Euler-

Lagrange (2.37) se cumple si qo € X es un minimo global de ® en
X.

(2) (Condicion necesaria de Legendre) Si qo € X es tal que qo es un
minimo local de ® en X, entonces

(2.38) qu(t,Qo(t),do(t)) >0, Vte [a, b]

En particular, la condicion necesaria de Legendre (2.38) se cumple
si gy € X es un minimo global de ® en X.

(3) Siqo € X satisface la condicion necesaria de Euler-Lagrange y para
cada t € [a,b] fijo, la aplicacion R?> — R, (q,4) — L(t,q,q) es
conveza, entonces qy es minimo global de ® en X.

(4) Siqo € X satisface la condicion necesaria de Euler-Lagrange y para
cada t € [a,b] fijo la aplicacion R? — R, (q,q) — L(t,q,q) es estric-
tamente convexa, entonces qg es el unico minimo global de ® en X.
Ademds, qo es minimo global estricto de ® en X.

En lo que sigue,
(2.39) Xo={heC'([a,b],R) / h(a)=0, h(b)=0}
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En la demostracién de este teorema se usan, ademaéas de las nociones de
convexidad del apartado anterior, los siguientes lemas (véanse [3], [17] y
[18]).

jAnimamos a los alumnos a que proporcionen una demostracion de los
lemas que siguen, demostracion que estd perfectamente a su alcance!

Lema 2.17. (Lema fundamental del cdlculo de variaciones)
b

Sea q € C([a,b],R) tal que /q(t)h(t)dt =0 Vhe Xy. Entonces ¢ = 0.

a

Lema 2.18. (Lema de Du Bois Reymond)
b

Sea q € C([a,b],R) tal que /q(t)h(t)dt =0 Vh € Xy. Entonces q es

a
constante.

Lema 2.19.
Sea la forma cuadrdtica

. Q:C(a,b,R) — R

Q) = [ [AO00 + b0 + (o0 d

a

donde Fy, Fy, F3 € C([a,b],R) son dados y tal que Q(h) >0 VYh € Xj.

(2.40)

Entonces F5(t) >0 Vt € [a,b].

Una vez que los anteriores lemas se dan por validos, la demostracién del
teorema sigue las lineas siguientes:

1. Si ¢p es un punto de minimo local de ® entonces podemos definir

W XO — R
b
2.41 . ;
240 W) = [ Ltao(t) + h0),do(0) + hie))at
donde en X consideramos la norma || - ||;. Es claro que W tiene un minimo

local en 0. Luego W’(0) = 0 de donde obtenemos (téngase en cuenta (2.24)
y (2.25))

b
(2.42) / (Lot a0(t), do(D))h(t) + Lot ao(t). do(t))h(t))dt = 0, ¥ h € X,.

a

Integramos por partes el primer miembro de esta ecuacién y obtenemos:
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(2.43)
b
-]

con h anuldndose en los extremos. Concluimos por el lema de Du Bois
Reymond que la funcién

ft (s,q0(s), do(s))dsh(t) + thi(thO(t)aqO(t))h(t)] dt=0

a a

(2.44) - / Lo(s,20(5) do(5))ds + Ly(t, aot), do(®))

€s una constante.
Por tanto, L,(t, qo(t), do(t)) es de clase C! en |[a, b].

Ahora hacemos de nuevo una integracién por partes en (2.42) pero usando
el segundo sumando. Asi obtenemos
(2.45)
b

[ (Eattanfe).do(0)(0) — 5 (Lot anle). do(e)b(e))de 0. ¥ h e Xo

t

a

Usando el lema fundamental del calculo de variaciones obtenemos la ecuacién
de Euler-Lagrange.

2. Si gg es un punto de minimo local de ®, entonces
(2.46) W"(0)(h,h) >0, ¥V h € X

Como
(2.47)
W’(0)(h, h) =

Ji Lag(t,00(8), do(£))h2() + 2Laq (£, qo(t), do()) ()R (t) + Lag(t, ao(t), do(t)) A (t)
usando el tercer lema tendriamos la condicién necesaria de Legendre
(2.48) qu(t, qo(t), qo(t)) >0 Vte [a, b}

Las dos tltimas partes del teorema son sencillas usando las ideas de con-
vexidad del apartado anterior; en particular el Corolario 2.15. Tengamos en
cuenta que, bajo las hipétesis del apartado (3) del Teorema, ® es convexa
y que si qo € X satisface la ecuacién de Euler-Lagrange (2.37), entonces,
0®(q0;¢ —qo) =0, Vg€ X.



28 METODOS VARIACIONALES, A. CANADA, CURSO 2010/11

Nota 2. La condicién de Euler-Lagrange (2.37) es una condicién necesaria
de minimo local. En general no es suficiente. Para poder garantizar la
existencia de minimo global, necesitamos probar que la funciéon L satisface,
por ejemplo, propiedades adicionales de convexidad. Esto no es sencillo,
pero algunas nociones de calculo elemental pueden ayudarnos.

Pensemos que, en realidad, tenemos que probar que una funcién dada
f:R? = R es convexa. La propia definicién de convexidad no suele ser 1til
en estos casos, puesto que es complicada de comprobar.

Si f € CY(R"), el Teorema 2.14 puede ayudarnos, pero tampoco suele ser
facil su aplicacion. Si f € C?(R™), entonces tenemos criterios més ttiles
usando la matriz Hessiana H(f)(z). Si H(f)(z) es semidefinida positiva,
vV x € R", entonces f es convexa en R"™. Si H(f)(x) es definida positiva,
V x € R™, entonces f es estrictamente convexa en R". Logicamente puede
sustituirse R™ por cualquier subconjunto C' C R™ que sea abierto y convexo.
Por dltimo, para probar que H(f)(z) es semidefinida positiva V z € R"
puede usarse el criterio de los menores principales: Silos n— 1 primeros me-
nores principales son positivos y el iltimo es no negativo, entonces H (f)(x)
es semidefinida positiva. Si todos los menores principales son positivos en-
tonces H(f)(x) es definida positiva. También pueden ayudar mucho las
propiedades siguientes:

(1) La suma finita de funciones convexas es una funcién convexa.

(2) El producto de un nidmero real positivo por una funcién convexa es
una funcién convexa.

(3) Si f es convexa y g creciente y convexa, entonces la composicién
g(f(x)) es convexa.

Un libro muy claro y 1til para familiarizarse con los anteriores criterios es
[14]. Muchos ejemplos concretos, de aplicacién del Teorema 2.16, se pueden
ver en [17].

Discutamos a continuacion, de manera detallada, el problema de la bra-
quistocrona, comentado en la introduccion histérica. Este problema tiene
sus peculiaridades. Por ejemplo, el funcional (1.2) no es del tipo contem-
plado en el Teorema 2.16, ya que el denominador se anula cuando y(x) = 0.
Para solucionar éste y otros problemas relacionados con la convexidad, toma-
mos como eje de abscisas el eje vertical (con direccién positiva hacia abajo),
como eje de ordenadas el eje horizontal. Entonces, si A = (0,0), B = (b,V/),
con by b positivos, el funcional a minimizar adopta la forma (véase [17])

(2.49) B(y) = /O ’ (W) "

donde y € X = {y € CL([0,b],R) : y(0) = 0,y(b) = ¥'}. A pesar de la
presencia del término (2g:c)_1/ 2 x €]0,b] en la expresién anterior, se puede
comprobar ;ficilmente? que ®(y) € R, V y € X. En realidad, esto es tan

—-1/2

sencillo como probar que fob (z) dx existe. Asi pues, podemos hablar
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de posibles minimos de ® en X, sin usar necesariamente el Teorema 2.16.
Ademaés,

2\ 1/2
(1) Para cada z € (0,b] fijo, la aplicacion R — R, 3/ — <1;g%£2>
es estrictamente convexa. De hecho, la derivada segunda de esta

funcidn, respecto de y/, es estrictamente positiva.

o 1/2
(2) SiL:(0,b] x RxR — R, esta definida como L(z,y,y’) = (122—3;2)

y una funcién yg € X satisface la ecuacion de Euler-Lagrange, en
este caso,
(250) Ly (e 0(a),wh(@)) =0, ¥z € (0,8,
entonces la primera variacién 6®(yo;h) = 0, V h € C1([0,b],R) :
y(0) = y(b) = 0.
De las anteriores consideraciones se deduce trivialmente que X es convexo,
que P es estrictamente convexo en X y que si yy € X satisface la ecuacién
de Euler Lagrange (2.50), entonces 6®(yo;y—yo) = 0, Vy € X. El Corolario
2.15 prueba que yg es minimo global de ® en X y, ademas, que el minimo
global se alcanza en un Unico elemento de X.

La ecuacién de Euler-Lagrange (2.50) se cumple si y solamente si

Yo() _
(251) Cge(+ @22

para alguna constante k € R. Ademés, si ¢ € RT satisface
(2.52) ch <1,

entonces cualquier funcién yg € X tal que

(2.53) o) = (

satisface (2.51) con ¢ = 2gk?. Un cambio de variable adecuado (jcudl?)
permite integrar la ecuacion anterior, obteniéndose
: 1/2 _ 1/2(1 _ o) 1/2
arcsin(cx cx cx
(254 o) = 2remen) (e T )
Observemos que yo(0) = 0. S6lo queda comprobar que se puede elegir ¢

satisfaciendo (2.52) y tal que yo(b) = b'. Técnicas elementales prueban que
esto es posible si

CT

1/2
N 0,b
1—03;) Yz elod,

¥oow
)
Finalmente, la funcién yy definida en (2.54) se puede escribir en forma pa-
ramétrica como

(2.55)

z(t) = (1 — cost),
(2.56)
yo(t) = 5=(t —sent), t € [0, 7],



30 METODOS VARIACIONALES, A. CANADA, CURSO 2010/11
que es una cicloide.

2.4. Condiciones suficientes en problemas clasicos del célculo de
variaciones.

Hasta ahora hemos establecido condiciones necesarias que han de satis-
facer los minimos locales. Vamos a ocuparnos a continuacion del estableci-
miento de condiciones suficientes para tener la existencia de minimos locales.
Esto es bastante mas complicado, y pueden consultarse [3] y [18] para los
detalles. Si L € C3([a,b] x R%,R) y qo € X () C?[a, b], notemos

A(qo)(t) = LQQ(tv qo(t), q'g(t)) - %qu(t, qo(t), q'g(t))
(2.57)
B®)(t) = Lyg(t, a0(t), Go(t))
Teorema 2.20. (Principio de minima accion)
Sea qo € X tal que:
(1) qo verifica la ecuacion de Euler-Lagrange, es decir,
d

gLt a0(t),do(t)) = Lg(t, 0(t), do(t)), Vt € [a, 0]

(2) A®) € C([a,b],R), B4 e C'([a,b],R).
(3) B@)(t) >0, ¥t € [a,b].

(4) Alwo) y B@0) satisfacen la condicidn de Jacobi en [a,b], esto es: la
ecuacion diferencial ordinaria lineal de sequndo orden
d
dt
tiene alguna solucion u € C?[a,b] que no se anula en [a,b] (por
lo tanto, la ecuacion anterior tiene alguna solucion estrictamente
positiva en [a,b]).

(2.58) (BL0) (1) (t)) = A (H)u(t),t € [a, b]

Entonces qy es un minimo local estricto de ® en X.

Para la demostracién detallada de este resultado pueden consultarse [3]
y [18]. No obstante, comentamos las ideas principales, que tienen interés
en si mismas, por lo que suponen sobre el estudio de formas cuadréticas en
dimensién infinita.

Las etapas fundamentales de la demostracién son las siguientes:

(1) Regularidad de los puntos estacionarios. Si gy € X es un punto
estacionario (es decir, satisface la ecuacién de Euler-Lagrange), y tal
que B0) () > 0, Vt € [a, b], entonces gy € C?[a, b]. En realidad, para
tener este hecho, s6lo necesitamos que la funcion Ly(t, qo(t), 4o(t)) sea
de clase C'[a,b] ([3]).
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(2) Expresiéon conveniente de la derivada segunda W (0)(h,h).
Por el paso previo, las hipdtesis de nuestro teorema garantizan que
la funcién Lqq(t, qo(t),do(t)) es C'[a,b]. Realizando una integracién
por partes en la expresion de la derivada segunda (véase (2.47)),
obtenemos

I 2Lg4(t, qo(t), do (1) R(E)i(t) =

I Laq(t, a0(), do(0) 2 (8) = — [ % Lq(t, ao(t), do(£) 2 (t)
de donde se deduce

(2.59)
W"(0)(h,h) =

f:[qu(t7 QO(t)7 QQ(t)) - %LQQ(ta QO(t)a qo(t))]h2(t) =+ LQQ(ta qO(t)a QO(t)>h2(t) =

Ji A DR () + Bl (1)h2(1)

(3) Uso de la condicién de Jacobi en la forma cuadratica ante-
rior.
Sea u una solucién positiva de (2.58). Entonces, cualquier funcién
h € Xo (Xo se ha definido en 2.39) puede escribirse de la forma
h =u€, con £ € Xy. De esta manera

W"(0,0)(h f A qo) Hh2(t) + B(qo)(t)fﬂ(t) =
‘Gﬂwww@ém+3%<><ﬁ%>
S B (£ (1)E2(t) + 2B (1) (a()E(t) + u(t)E (1))

Realizando una integracién por partes con el segundo miembro de la
expresion anterior, tenemos

b b
/ B (1) (H)€2(t) = — / B (tyu(t) (u" (£)€7(t) + 20 (H)E(L))

Asi,
(2.60)
W(0)(h, h) =

J2e(tyu(t)[~L(BW (t)a(t)) + A (t)u(t)] + [ B (t)u?()E(t) =
I Bo) (4)u?(1)€2(t).

Teniendo en cuenta la hipétesis sobre B(®) y el hecho de que u es
estrictamente positiva, tenemos

(2.61) wW"(0)(h,h) >0, ¥ h e X\ {0}.
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(4) Puede probarse atin mas. Para ello, si € es cualquier constante posi-
tiva suficientemente pequeiia, la condicién de Jacobi se sigue verifi-
cando para funcionales de la forma

/ b Al (1)R2(t) + B0 (£)h2(t) — eh?(¢).

Para ver esto, pensemos que las soluciones de la ecuacion diferencial

%(B(‘IO)(t)a(t) —eu(t)) = A (t)u(t), t € [a, b]

dependen continuamente de las condiciones iniciales y del parametro
e. Asi, la ecuacién diferencial anterior tiene alguna solucién v €
C?[a,b] que no se anula en [a,b]. Por tanto, por el paso anterior,
debe existir alguna constante ky > 0 verificando

b
(2.62) W”(0)(h,h) > kO/ h%, ¥ h e Xo

a

(5) Uso del desarrollo de Taylor.
Teniendo en cuenta que W/(0) = 0, tenemos que

(2.63)  ®(go+h) — P(g0) = W(h) = W(0) = 3 W"(0)(h, h) + R(h),
donde

- R(h) = [ [(1 —)(W"(ph) — W"(0))(h, h)] dip =
' f(f[A(fIOerh)(t) — AW) (1)]h2(t) + [Blaot¥h) (1) — Blao) ()] h2(t)

(6) Uso de la desigualdad de Poincaré. Como para cualquier funcién

h € Xy se tiene
/bh2< (ba)g/bhz
a o 2 a ’

usando la regularidad de L y (2.64), obtenemos que para § positivo
y suficientemente pequeno y h € X satisfaciendo ||h||; < 0, entonces

ko [*;
(2.65) R < 22 / Q2(¢)
(7) Por tultimo, las relaciones (2.62) y (2.65) demuestran
(2.66) O(qo+h) — P(q0) >0, VheXo\{0}:]h|1 <9

Nota 3. Puede verse en [3] y [18] que la condicién de Jacobi es “casi nece-
saria” para que la forma cuadratica W”(0)(h, h) sea definida positiva. No
obstante, la condicién de Jacobi no es sencilla de comprobar. Esto hace que
las condiciones suficientes mostradas con anterioridad sean muy dificiles de
aplicar en casos concretos.
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2.5. Otros problemas clasicos del calculo de variaciones. En un curso
de estas caracteristicas, debemos proporcionar al alumno los conocimientos
suficientes para que resuelva por si sélo situaciones similares. Las ideas ex-
puestas con anterioridad deben ser suficientes para resolver algunas otras si-
tuaciones del calculo de variaciones, como aquellas donde ¢(t) es una funcién
vectorial o L depende de derivadas de orden superior a uno. Comentamos
algunas a continuacién ([7]).

Funcionales que dependen de varias funciones.
Sea X = {q € C'([a,b,R") / gla)=q1,q(b) = g2} con (a,q1) ¥ (b,q2)

dados. Notemos ¢ = (q1,---,qn); ¢ = (G1,--.,qn).
Sea L € C%([a,b] x R® x R",R) y

. X —R
b

@@%=/L@ﬂ@xawMt

a

(2.67)

La condiciéon necesaria de Euler-Lagrange se expresaria ahora como un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

d

(268) %(L% (tv QO(t)v QO(t)) = LQi (ta QO(t)a (jo(t)), 1 < ) <n

Funcionales que dependen de derivadas de orden superior.
Sea X = {geCH(a,tLR) / ¢(0)=dl.¢)b) =, 0<j<k—1}
con (a,q;) € RFFL y (b, g2) € R¥1 dados.

Sea L € C%([a,b] x RF1L R) y

d: X —R
b

M@—/im«mfmyn@Wmﬁ

a

(2.69)

La condicién necesaria de Euler-Lagrange se expresaria ahora como una
ecuacion diferencial de orden 2k dada por
(2.70)
k

S () (L (a0 (8),0) (00§ (0)) = Lot a0, ) 1) - ) ().
i=1

La condicién en un extremo es libre.
Sea X = {q € C!([a,b],R) / q(a)=q:} con (a,qi) dado.
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Sea L € C%([a,b] x R x R,R) y

d: X —R
b

B(q) = / L(t,q(t), 4(t))dt

a

(2.71)

La condicién necesaria de Euler se expresaria ahora como

E(Lg(t, qo(t),4o(t)) = Lg(t, qo(t), do(t)),

Lg(b, qo(b), do(b)) = 0.
Observemos que, al haber tomado ahora un conjunto X que incluye estric-

tamente al del Teorema 2.16, aparece una condicién adicional para t = b, a
la que se le suele llamar “condicién natural de frontera.”

(2.72)

No hay condiciones en los extremos: ambos son libres.
Sea X = {q € C([a,b],R)} .
Sea L € C%([a,b] x R x R,R) y

d: X —R
b

B(q) = / L(t,q(t), 4(8))dt

a

(2.73)

La condicién necesaria de Euler se expresaria ahora como

E(Lg(t, qo(t),4o(t)) = Lg(t, qo(t), do(t)),
(2.74) Lg(b, qo(b), 4o(b)) = 0,

Ly(a,qo(a), do(a)) = 0.
Observemos que, al haber tomado ahora un conjunto X que incluye estric-
tamente al del Teorema 2.16 y al del caso anterior, aparece una condicién
adicional para t = b y otra para t = a, a las que se le suele llamar “condi-
ciones naturales de frontera.”

Hay restricciones adicionales (multiplicadores de Lagrange).
Sea X = {q < Cl([a'a b]aR)a q(a> =dq1, q(b) = q2, f(fg(t,Q(t),Q(t)) dt = 0}
con (a,q1), (b,q2) y la funcién g € C%([a,b] x R x R,R) dados.

Sea L € C%([a,b] x R x R,R) y
d: X —>R

b
(2.75) y@:/imﬁm«mﬁ
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La condicién necesaria de Euler se expresaria ahora diciendo que existe
alguna constante real A (multiplicador de Lagrange) tal que
(2.76)

& (Lalt,a0(t),do(1)) ~Lg(t, a0(t), dn(1)) = AL (g, o), 1)~ (), do ()]
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3. TEORIA DE PUNTOS CRITICOS

En este capitulo, considerado como de introduccién a la teoria de puntos
criticos, se van a exponer algunos resultados importantes referentes tanto al
llamado método directo (en el que se trata de probar la existencia de minimo
global del funcional dado), como a los métodos min-max, de desarrollo rela-
tivamente reciente. Los funcionales que estudiaremos en la parte dedicada
al método directo, satisfacen béasicamente o una condicién de coercividad o
una condicién de compacidad (tipo Palais-Smale). En lo que respecta a los
métodos min-max, centramos nuestra atencion en dos teoremas modernos,
pero ya clasicos: el Teorema del paso de montana de Ambrosetti y Ra-
binowitz (1971) y el Teorema del punto de silla de Rabinowitz (1978).
Segin mi opinidn, los resultados seleccionados son ejemplos muy represen-
tativos de las diferentes posibilidades del método variacional, pudiéndose,
con la ayuda de la bibliografia recomendada, estudiar otros de los muchos
que se conocen en la actualidad.

En una primera etapa se debe aprender a aplicar tales métodos a proble-
mas relacionados con e.d.o., donde las dificultades técnicas son maés facilmente
superables, para pasar después al caso de e.d.p. Se necesita conocer los es-
pacios de Sobolev para entender adecuadamente el desarrollo que hacemos
seguidamente, asi como tener unas nociones minimas de cédlculo diferencial
e integral en espacios de Banach. En este sentido, incluimos un apéndice
sobre los espacios de Sobolev. Las nociones requeridas de calculo diferencial
se han tratado con anterioridad.

Se recomienda la bibliografia [13], [15] y [16].

El problema de contorno que vamos a tener de referencia en este capitulo
es el siguiente:

—u”(x) = g(m,u(x)), S [0777]7
u(0) = u(m) =0,

donde g : [0,7] x R — R, es continua.

(3.1)

Definicién 3.1. Una funcién u es solucién débil de (3.1) si u € H}(0,7) y
/ o (z)v'(2) dx :/ g(x,u(z))v(x) dz, ¥ v e H(0,n),
0 0
donde H{(0,7) es el espacio de Sobolev usual, con la norma

- 1/2
lv| = (/ ]v’(x)|2 dm) , Vove H&(O77T)7
0

proveniente del producto escalar

<u,v> = / o (z)v' (x) do, ¥ u,v € HE(0,7).
2
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Uno de los resultados mas importantes de este capitulo es el siguiente,
donde se relaciona el concepto de solucién débil de (3.1) con el de la exis-
tencia de puntos criticos de un funcional adecuado, definido de Hg (0, ) en
R.

Teorema 3.2. Sea

(3.2) G(z,u) :/ g(x,s) ds, V (x,u) € [0,7] xR
0

y ®: H}(0,7) — R, el funcional definido como

(3.3) O(u) = ;/Oﬂ v/ (z)|* dx — /07T G(x,u(z)) dx, ¥ u € H}(0,7).

Entonces ® € CS(H(0,7),R) y

¥ (u)(v) = / o (@) (2) dor -
(3.4)
_/0 gz, u(@))u(z) de, ¥ u,v € HY(0, ).

Como consecuencia, se tiene que u € HZ(0,7) es solucion débil de (3.1) si
y solamente si

(3.5) o' (u) = 0.

Demostracién: Para demostrar que ® € C*(HE (0, 7), R), observemos en
primer lugar que, para cada u € H} (0, ), la aplicacién H}(0,7) — R, v —
™ m
F(u)(v) = / o (2) (z) dx —/ g(z,u(zx))v(x) dz, es lineal y continua (la
8 0
continuidad es consecuencia de la desigualdad de Poincaré). Ademas,
1

O(u+h) — P(u) — F(u)(h) = 5 /Oﬂ(x’(x))S dx +

+ [ GG u(@) - Glau(w) + b)) + gl u(e)h(a) do.
0

Usando el Teorema del valor medio (en forma integral), de la expresién
anterior se deduce

B+ h) — B(u) ~ F)(h)] < 5|h*+
1/2

"’/01 (/Oﬂ(g(%u(x)) —g(h,u(z) + (1 —t)h(x))? dx) dt |h),

lo que implica, usando la continuidad de g, (3.4).
Veamos que la funcién ® : H}(0,7) — L(H(0,7),R), es continua, donde
L(HZ(0,m),R) es el espacio vectorial normado de las aplicaciones lineales y
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continuas de H{(0,7) en R, con la norma usual. Para ello, notemos que si
uy,up € H}(0,7), entonces:

@' (ur) — @' (uz)| = sup o<1 (P (u2) — ' (u2))(v)| <

1/2

< fus — el + ([ (060 01(0) — g0, 1a(0)? o)
0
De esta expresion y de la continuidad de g se deduce la de @'.

El Teorema anterior pone de manifiesto el interés por el estudio de la
ecuacién abstracta (3.5) donde ® : H — R, es un funcional de clase C1,
siendo H un espacio de Hilbert real.

Existen numerosos resultados que prueban la existencia de solucién de ecua-
ciones como (3.5). Sin embargo, nosotros estaremos interesados sélo en aque-
llos que, al aplicarlos al funcional ® dado en (3.3), proporcionen condiciones
suficientes 1tiles y razonables para la existencia de soluciones de (3.1). Asi
que, a la hora de estudiar (3.5), tendremos siempre presente (3.1), de tal
manera que cualquier resultado abstracto que obtengamos sobre (3.5) lo con-
cretaremos para (3.1). De hecho, es este tltimo problema el que motiva en la
mayoria de las ocasiones, el tipo de resultados abstractos que obtendremos.

Una manera ficil de conseguir la existencia de soluciones de (3.5) es de-
mostrando que ® tiene minimo (global) (el caso de méximo global se reduce
al de minimo, estudiando —® en lugar de ®). Establecer condiciones su-
ficientes para que esto ocurra es el objetivo de lo que sigue, que se puede
considerar parte del llamado método directo en el calculo de variacio-
nes.

En lo que queda de capitulo, salvo que explicitamente se suponga otra
cosa, H es un espacio de Hilbert real y @ : H — R, es un funcional de clase
C'. Recordemos que ® se dice débilmente semicontinuo inferiormente
si para cualquier sucesién {u,} C H, cumpliendo {u,} — u € H, se tiene
O(u) < lim inf ®(uy).

Teorema 3.3. Sea ® : H — R, débilmente semicontinuo inferiormente,
tal que existe una sucesion minimizante acotada. Entonces ® tiene minimo
global.

Demostracién: Sea {u,} una sucesién minimizante acotada. Entonces,
existe una subsucesion, a la que notamos nuevamente por {u,} y u € H, tal
que {un} — u. Asi,

O(u) < lim inf ®(u,) =inf g D,
lo que prueba que ®(u) = inf g P.
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Condiciones adicionales sobre el funcional ® garantizan la existencia de
sucesiones minimizantes acotadas. Por ejemplo, si ® es coercivo.

Corolario 3.4. Sea ® : H — R, débilmente semicontinuo inferiormente y
coercivo, es decir,
lim  ®(u) = +o0.

|u|—+o00

Entonces ® tiene minimo global.

Como se puede ver en ejemplos triviales (funciones de R en R), no todos
los funcionales que tienen sucesiones minimizantes acotadas son coercivos.
Si queremos un ejemplo relacionado con (3.1), basta tomar el funcional ¢
dado por (3.3) con g(z,u) = u.

Una aplicacién del corolario anterior al problema (3.1) da lugar al si-
guiente resultado.

Teorema 3.5. Si existen constantes a € [0,1), b € R, tales que
(3.6) lg(z,w)| < alu] +b, ¥ (,u) € [0,7] x R,

entonces el funcional ® definido en (3.3) tiene minimo global. Como conse-
cuencia, (3.1) tiene al menos una solucion u € H}(0,).

Demostracién: Consiste en comprobar las condiciones del corolario an-
terior. Para ello, observemos que

@@):;|mh-éwe@ﬂ4@)m;

De esta forma, la inclusién compacta de H3(0,7) en C[0, 7], asi como el
caracter dx semicontinuidad inferior débil de la funcién |.|, implican que ¢
es débilmente semicontinuo inferiormente.

Respecto de la coercividad, tenemos lo siguiente:

1
De (3.6) se deduce la existencia de A € |0, 5) y V' € R, tales que

(3.7) |Gz, u)| < Mul® +V, ¥ (z,u) € [0,7] xR.

También, la desigualdad de Wirtinger (que se puede probar ficilmente usando
series de Fourier), afirma

(3.9) /’m@deg/]wmﬁdLVuEHﬂQm.
0 0
Usando (3.7) y (3.8), se obtiene

1
(3.9) D(u) > <2 - )\> lul?> — b'm, ¥ u e HY0,7),
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que prueba que P es coercivo.

Notas.
1) La conclusién del Teorema anterior no es necesariamente verdadera si
a = 1. Piénsese por ejemplo en el caso en que g(z,u) = v+ h(z), con h una
funcién continua satisfaciendo la condicién

/7r h(z) sen x dx # 0.
0

No se verifica pues, el Teorema de la alternativa de Fredholm.

Por lo tanto, una cuestién puede ser la siguiente: si a = 1, jqué condiciones
adicionales sobre g garantizan la existencia de solucién de (3.1)?. Esto es
objeto de investigacién hoy en dia.

2) 1, el coeficiente de |u| en (3.6), no es sino el valor propio principal del
problema de valores propios

—u"(z) = du(x), z € [0,7],
u(0) = u(m) =9,

con lo que se pone de manifiesto la clara influencia que, sobre el problema
no lineal considerado (3.1), puede tener su parte lineal. De hecho, esto
es una constante en el Analisis no lineal: en primer lugar se realiza un
estudio profundo y exhaustivo de la parte lineal correspondiente (en este caso
(3.10)), en orden a poder intuir qué tipo de resultados cabe esperar para el
problema no lineal. Més concretamente, refiriéndonos al problema (3.1), la
forma en que se comporta la no linealidad g, respecto de los valores propios
del problema (3.10), es muy importante para tener condiciones suficientes
que garanticen la existencia de soluciones de (3.1). Aunque se han realizado
muchos estudios en este sentido, existen muchas situaciones donde no se
sabe exactamente lo que ocurre, siendo por tanto un tema de investigacién
actual.

(3.10)

En el siguiente resultado, el papel de la coercividad es reemplazado por el
de una cierta condicién de compacidad, llamada condiciéon de compacidad
de Palais-Smale, que serda muy importante tanto aqui como en los métodos
min-max. Esta condicién proporciona una herramienta tremendamente 1til
para probar resultados sobre la existencia de soluciones de (3.5): el Lema de
deformacién, que veremos a continuacién. Previamente a ello, necesitamos
algunas definiciones.

Sea ®: H — Ry c € R. Notaremos

Ac= {ueH:®u)<c},
K.={ueH:®u)=c ®(u)=41}

Si K. # (), diremos que ¢ es un nivel critico del funcional ®.
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Dado ¢ € R, ® satisface la condicién de Palais-Smale (P —.S5)e, si cualquier
sucesion {u,} C H, cumpliendo las dos hipétesis:
i) {®(un)} — c,
it) {®' (1)} — 0,
tiene alguna subsucesién convergente.
Como puede observarse, la condicién anterior es de compacidad relativa de
ciertos subconjuntos de H.

Lema 3.6. Sean ® : H — R y ¢ € R, tales que K. = 0 y ® satisface
(P —S).. Entonces

Ve>T7, Jee(0,€), neC([0,1] x H, H),

tales que

1) n(0,u) =u, Y ue M.

2)n(l,u)=u, Vue H: ®(u) ¢ [c—¢c+7.
4) n(1, Acye) C Ac—e.

Notas. En realidad, para cada t € [0, 3] fijo, la aplicacién n(t,.) es un
homeomorfismo de H en H, de tal manera que podemos ver esto como una
familia de aplicaciones, 7(t,.), que, partiendo de la identidad, deforman el
espacio H en si mismo. La propiedad 2) nos dice que permanecen invariantes
por la deformacién los puntos con nivel “lejano”a c. La propiedad 3) expresa
el hecho de que 7n(1,.) deforma A.ie en un conjunto contenido en A._,
(de menor nivel). Esta propiedad sera clave cuando queramos probar la
existencia de niveles criticos de funcionales, tanto para el caso del minimo
global como para los obtenidos por procedimientos min-max.

Comentario sobre la demostracién del Lema 3.6: Una manera usual
de obtener la deformacién 7(t,.), consiste en tomarla como la solucién del
p-v.i.

(3.11) a”f;; 4~ va(t.w)

7(0,u) = u,

donde V @ indica el gradiente de ®. Sin embargo, para poder tener garantia
de la existencia, unicidad y prolongabilidad de las soluciones de (3.11), nece-
sitarfamos més regularidad que la impuesta (® € CY(H)), sobre el funcional
®, asi como alguna limitacién de su crecimiento. Esta dificultad puede sal-
varse usando la nocién de vector pseudogradiente: Un elemento v € H
se dice que es un vector pseudogradiente de ® en u € H, si verifica las dos
condiciones siguientes:

i) [o] < 209/ (u).

i) < v, ®(u) > > |®(u)?
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El concepto anterior permite construir en un subconjunto apropiado de

H, (aquél en el que se puede tener alguna libertad para elegir el pseudo-
gradiente, a saber, el subconjunto formado por los elementos de H donde
el gradiente de ® no es nulo), un campo de vectores pseudogradientes, que
ademds es localmente lipschitziano (a pesar de que ® sea sélo de clase C1).
Esto permite la formulacién de un p.v.i. similar a (3.11), de donde se obtiene
la deformacién.
Los detalles son muy técnicos, asi que a no ser que se tengan alumnos real-
mente interesados en conocer los pormenores del Lema de deformacién (por-
que por ejemplo, se vayan a dedicar a la investigacién en este campo en el
futuro), no conviene insistir demasiado en ellos.

Una primera consecuencia de Lema anterior es el siguiente Teorema, sobre
la existencia de minimo global de un funcional dado.

Teorema 3.7. Sea ® : H — R, acotado inferiormente, tal que ® satisface
(P —S)m, m=inf g ®. Entonces m es minimo global de .

Demostracién: Si K, fuese vacio, una aplicacién del Lema (3.6), con
€ € R* cualquiera, proporciona inmediatamente una contradiccién, usando
la propiedad 3) de la deformacién.

El Teorema 3.7 puede aplicarse al estudio de (3.1), obteniéndose un resul-
tado idéntico al proporcionado por el Teorema 3.5. No obstante, conviene
hacerles a los alumnos la demostracién de este ltimo, basandose en el Teo-
rema anterior, para que vayan familiarizdndose con la comprobacién de la
condicién de Palais-Smale.

Demostracion del Teorema 3.5 a partir del Teorema 3.7: sélo
es necesario verificar la condicién (P — S),,. Para ello, sea {u,} cualquier
sucesién de elementos de H}(0,7), tal que:

i) {B(un)} — m,

i) {®'(un)} — 0.

Entonces, de i) y (3.9) se deduce la acotacién de {u,}. Por tanto, debe
existir una subsucesién, a la que notamos también por {u,} y u € H}(0, ),
satisfaciendo {u,} — u. Ademsds,

& (up,) = J(un) — N(uy),
donde
J: H0,7) — (HE(0,7))*, J(u)(v) =< u,v >,

N : Hg(0,7) — (Hg (0,m))*, N(u)(v) = /Oﬂg(x,U(x))v(fE) dx,

YV u,v € HE(0,7).
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Usando de nuevo el hecho de que la inclusién de H(0,7) en C[0, 7], es
compacta, se obtiene {N(u,)} — N(u); luego {J(un)} es convergente, de
donde se deduce inmediatamente la convergencia de {uy,}.

Los Teoremas 3.3 y 3.7 proporcionan condiciones suficientes para que el
funcional ® tenga minimo global. No obstante, en numerosos problemas no
son utiles, debido a que el funcional ® no es acotado ni inferior ni superior-
mente; un ejemplo elemental lo constituye el problema de contorno

—u"(z) = u3(x), x € [0,7],

(3.12) u(0) = u(r) = 0,

cuyo funcional asociado es ® : H}(0,7) — R, definido por

O (u) = g/oﬂ |u'(2)? dx — 2/; ut(x) dr.

No obstante, estamos interesados en el estudio de este tipo de problemas,
lo que nos conduce a la cuestién de cémo podemos probar existencia de
soluciones de (3.5) cuando ® no es acotado inferiormente. Aqui entran en
escena los métodos min-max.

Para motivarlos, volvamos al Teorema (3.7). Una demostracién alternativa
puede ser la siguiente: Sea A el conjunto cuyos elementos son los subcon-
juntos unitarios de H. Entonces

(3.13) m=1inf pea Sup wer ®(u).

Si m es valor critico de ®, es decir, K,, # 0, se tiene la conclusién del
Teorema. Si K,, = (), se puede razonar del modo siguiente para tener una
contradiccion:

Sea € € R cualquiera y ¢ € RT, el dado por el Lema 3.6. De (3.13) se
deduce la existencia de F' € A, tal que

sup yer ®(u) <m+e.

Luego F' C Wy,4. Por la propiedad 3) de dicho Lema, (1, F') C A,,—.. Pero
esto es una contradiccién con (3.13), puesto que (1, F) € A.

La demostracién que acabamos de hacer contiene las ideas basicas de los
métodos min-max:
0) Se trata, en primer lugar, de demostrar la existencia de niveles
criticos, en lugar de puntos criticos (esto tltimo es una consecuencia de lo
primero, evidentemente).
2) Los niveles criticos se construyen de la forma (3.13), eligiendo el conjunto
A adecuadamente. Dicho conjunto ha de ser invariante por la aplicacién

n(1,.).

En general, la eleccién del conjunto A viene determinada por la “geo-
metria” del funcional ®. Esto vamos a tener la oportunidad de comprobarlo
en los dos teoremas abstractos que siguen: el Teorema del paso de montana
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de Ambrosetti y Rabinowitz (Teorema 3.8) y el Teorema del punto de si-
lla de Rabinowitz (Teorema 3.10), ejemplos relativamente recientes pero ya
clasicos, de los Teoremas min-max.

Teorema 3.8. Sea ® : H — R, satisfaciendo:
1) ®(0) = 0 y existen constantes positivas p y « tales que
S(u) >, Yue H:|ul=p.
0)3ec H:lel > p, cumpliendo
d(e) <0.
3) @ verifica (P —S)q, VdeR.
Entonces, si

I'={g¢:[0,1 - H, g continua , g(0) =0,9(1) =€ }

c=1inf ger SUp 4 ¢ g[0,1] P (w),
se tiene que ¢ es un valor critico de ®, mayor o igual que c.

Demostracién: Sea
A={g[0,1]: g eT}.

Entonces
(3.14) c=1inf pea supyer ®(u).
Claramente T' # 0 (témese g(t) = te), lo que implica A # (). Como los
elementos de A son subconjuntos compactos de H, para cada F' € A, existe
sup 4 e p P(u). Ademds, para cada F' € A, existe al menos un elemento
u € F : Ju| = p. Esto prueba que ¢ > a.
Finalmente, si K. = (), tomemos € = g, en el Lema de deformacion 3.6, de

donde se obtienen los correspondientes € y 7. Por (3.14), debe existir F' € A,
tal que

sup 4 ¢  P(u) <c+e
Ahora bien, n(1,F) € Ay

SUp v € n(1,F) (I)(u) <c—k

lo que contradice (3.14).

Notas.
a) El nombre de Teorema del paso de montana se justifica en base a la
siguiente interpretacion geométrica: supongamos que la Tierra viene mode-
lada por R? y que ® : R? — R, u — ®(u), expresa, en cada panto u € R?,
la altura sobre el nivel del mar. Entonces las hipdtesis 1) y 4) se cumplen
si el origen se encuentra en un valle rodeado de montanas, tal que lejos del
valle y las montanas, existe otro punto d con altitud no positiva.
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La interpretacién del conjunto A y de c es asimismo clara: A representa el
conjunto de todos los caminos que van desde 3 hasta e. Por tanto, si existiese
uno de estos caminos con altitud minima, tal altitud seria el valor de c.

b) Como veremos en las aplicaciones, en general, la hipétesis 1) se co-
rresponde con el hecho de que el origen es un minimo local estricto del
funcional ®. Esto se conseguira, para aquellos funcionales ® que provienen
de problemas de contorno como (3.1), imponiendo restricciones adecuadas a
la funcién g(z,u), cerca de u = 6. En esta situaciones, usualmente se tiene
la solucién trivial (como en (3.12)) y se trata de probar la existencia de otra
no trivial.

Por su parte, la hipdtesis 2) suele comprobarse estudiando el comporta-
miento del funcional a través de rayos que emanan del origen; es decir, dado
u € H\ {0}, se estudia ®(Au), A > 0.

En definitiva, hipdtesis apropiadas sobre la funcién g, cerca de u = 0 y
“en infinito”, son las que determinan la aplicaciéon del Teorema previo a
problemas como (3.1).

c) En el Teorema se afirma no sélo que ¢ es un nivel critico de ® sino
que ademas ¢ > «. Esto es importante cuando se desea probar resultados de
multiplicidad de soluciones.

Apliquemos el Teorema anterior al estudio de (3.1). Vamos a ver que si g
es de tipo sublineal cerca del origen y de tipo superlineal en el oo, entonces
(3.1) tiene al menos una solucién no trivial.

Teorema 3.9. Consideremos (3.1) y G dada en (3.2). Supongamos las
hipotesis:
1) g(x,u) = o(|u|), cuando u — 0, uniformemente en [0, ]; es decir

(3.15) TGO
u—0 U
uniformemente en x € [0, ).
2) 3u > 9,7 > 0, tales que
(3.16) 0 < pG(z,§) < &g(x,§), V(z,§) € [0,m] xR:[¢] =7

Entonces (3.1) tiene al menos una solucién no trivial.

Demostracién: Como g(x,0) =6, V = € [7,7], la funcién idénticamente
cero es solucién de (3.1). Se trata de ver que existe al menos una solucién
no trivial, lo que su conseguird aplicando el Teorema anterior; éste propor-
cionard un nivel critico positivo, de donde se tiene la existencia de solucion
no trivial.

En primer lugar, de (3.16) se obtiene la existencia de constantes positivas a
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y b tales que
(3.17) G(z,€) > ale] —b, ¥ (2,€) € [0,7] x R.
También, por (3.15), se tiene que Ve € RT, 35 € RT : |u| <4, implica

Gla,u) < 5 Juf, Vo € 0,7

Tomemos € < 1 y el § correspondiente. Como la inclusién de H}(0, )
en C[0,7], es continua, 3 &' € RT, tal que |u| < &, en H}(0,7), implica
lu(z)| <9, Vxel0,r].

Una vez hechas las consideraciones anteriores, basta tomar p = §' y a =

1
(2 — ;) d’?, en la hipétesis 1) del Teorema 3.8.

Sea ahora u € H}(0,7) \ {0}. De (3.17) se obtiene ficilmente

lim ®(tu) = —oo,

t——+o0

lo que implica la existencia de e satisfaciendo la hipdtesis 2).

Comprobemos por tltimo la propiedad (P — S)4. Sea {u,} cualquier su-
cesién de elementos de Hi(0,7), tal que:
i) {®(un)} — d,
ii) {®'(up)} — 0.
Es suficiente comprobar que la sucesion {u,} es acotada, pues si esto es asi,
se seguiria de forma andloga a lo realizado en la demostracién que, a partir
del Teorema 3.7, hicimos del Teorema 3.5.
La acotacién de {uy,}, puede probarse como se indica:

™

Sip(uy) = G(z,upn(z)) dz, entonces, usando (3.16), se tiene la existencia

0
de alguna constante a; > 0, tal que
1
d(un) < ay + m & (up)(uy), Vn eN.
Luego
1 2 8 /
D(uy) > §|un| —ai — ; @ (un)(un), Vn eN.

Como {®(u,)} es acotada, existe alguna constante by > 0, tal que

1 1
(3.18) §]un|27a17; & (up)(uy) < by, VneN.

También, de ii) obtenemos que para cualquier € € RT, existe ng € N, tal que
si n > ny4, entonces

D (un ) (un)| =
(3.19)
= | ‘UnP = ¢ (un) (un)| < €lup|.
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De (3.18) y (3.19), deducimos:
£ funf? = par = by < [un]” + efunl,

para n > ng. Como p > 2, la sucesién {u,} debe estar acotada.

El Teorema del paso de montana visto con anterioridad es muy ttil
cuando, conocida la existencia de una solucién de la ecuacién (3.5) (por
ejemplo, la solucién trivial), que se corresponde con un minimo local estricto
del correspondiente funcional ®, se quiere probar la existencia de otra. Sin
embargo, hay muchos problemas donde no es posible conocer de antemano
la existencia dt una solucién; en estos casos, es muy util el siguiente Teorema
conocido con el nombre de Teorema del punto de silla, por la geometria del
funcional .

Teorema 3.10. Supongamos que es posible descomponer H de la forma
H =V & X, suma topoldgico-directa, tal que V es un subespacio no trivial
de H, de dimension finita, verificandose las siguientes hipotesis:

0)
(3.20) Finf e x ®u)= SR

2) Existe un entorno de 0 en V, D, abierto (relativo) y acotado, tal que

sup u ¢ op P(u) <o < f.
3) @ satisface (P —S)q,V d € R.

Entonces, si

F={heC(D,H):h(u)=u, VuecoD }

c=infper sup, c 5 P(h(u)),
se tiene que ¢ es un valor critico de ®, mayor o igual que .

Demostracién: Sea
(3.21) A=1{h(D):heT}.
Entonces
c=inf peasupuer ®(u).

Claramente I # () (la aplicacién identidad, restringida a D, pertenece a I'),
lo que implica A # (). Como los elementos de A son subconjuntos compactos
de H, para cada F' € A, existe sup , ¢ p P(u). Ademds, para cama F € A,
existe al menos un elemento u € F' : u € X. En efecto, esto puede probarse
coo ayuda del grado topolégico de Brouwer. Para ello, sea h € I' y
P : H — V, la correspondiente proyeccion proveniente de la descomposicion

anterior. La aplicacion Ph : D — V es continua y no se anula sobre la
frontera de D, puesto que, Ph(u) = u, ¥ u € 0D. Asi, dg(Ph,D,0) = 1,
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por lo que existe al menos un elemento u € D con Ph(u) = 0; es decir,
h(u) € X.
Lo anterior muestra que ¢ > (.

. . _ e’ .,
Finalmente, si K. = (), tomemos € = —5 o en el Lema de deformacion

(3.6), de donde se obtienen los correspondientes € y 7. Por (3.21), debe
existir F' € A, tal que

sup 4 e  P(u) <c+e.
Ahora bien, n(1,F) € Ay

sup o e n1,r) P(u) <c—e

lo que contradice (3.21).

Notas.
1) En las aplicaciones del Teorema anterior, suele darse la situacién si-
guiente: el funcional ®, restringido a X, estd acotado inferiormente, mien-
tras que ®(u) — —oo, cuando u € V' y |u| — 4o00. En estos casos, se toma
D = By (0;7), con r suficientemente grande.
2) El tipo general de funcionales a los que se puede aplicar el Teorema an-
terior responden a la geometria siguiente: ® es céncavo en V, convexo en X
y satisface una adecuada condicién de coercividad en el infinito. De ahi el
nombre de Teorema del punto de silla.
3) Si se repasan detalladamente las demostraciones de los Teoremas (3.8)
y (3.10), se puede observar ficilmente la enorme analogia que hay entre
ellas. Esta es la filosofia general de los métodos min-max. De hecho, pueden
probarse teoremas abstractos que generalizan a ambos (en la bibliografia
recomendada se encuentran algunos de ellos) y que son ttiles en las apli-
caciones. Conviene pues insistir al alumno en el método de demostracién
empleado, que es el mismo en la mayoria de los casos.
4) Es tipico aplicar el Teorema anterior a problema resonantes, donde la
eleccién de los espacios V' y X viene automaticamente sugerida, como vamos
a ver en el ejemplo siguiente.

Consideremos el problema de contorno

—u"(z) —u(z) = g(z, u(z)), = € [0,7],
u(0) = u(m) =0,

donde ¢ : [0, 7] x R — R, es una funcién continua.
Observemos que el “problema lineal asociado”

—u"(z) —u(z) =0, z € [0,7],
u(0) = u(m) =0,
tiene como conjunto de soluciones al espacio vectorial real, de dimensién

uno, engendrado por la funcién sen x, asi que (3.22) no tiene necesaria-
mente solucién, aunque g sea acotada (piénsese en el caso g(x,u) = f(x)

(3.22)
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y el Teorema de la alternativa de Fredholm). Veamos que anadiendo una

condicién sobre la primitiva de g, G, se tiene la existencia de soluciones de
(3.22).

Teorema 3.11. Supongamos:
i) g es acotada.
ii) Si G es cualquier primitiva de g, respecto de u, se cumple que

(3.23) lim ¢ —yo0 G(2,8) = +00.

Entonces, (3.22) tiene al menos una solucion.

Demostracion: Veamos que se verifican todas las hipétesis del Teorema,
3.10. Para ello, tomemos H = H}(0,7) y los subespacios V y X como

V ={asenz, a € R},

X = { we HY0,7) : /(:u(m)senx dx:O}.

De esta forma, cada u € H} (0, 7), puede escribirse (de manera tinica) como
u = u1 + ug, donde u; € V y ug € X, vienen dados por

wr (z) = (2 /0 " () senz dx) senz,

™

Ug = U — U7.
Comprobemos que ® : H}(0,7) — R, definido como

O(u) = ;/Oﬂ(u'(m))2 dx — % /Oﬂ(u(a:))2 dx — /O7r G(z,u(x)) dz,

satisface (3.20).
Usando la acotacion de g, el Teorema del valor medio y realizando algunas
operaciones elementales se prueba que para cualquier ug € X,

(3.24) B(ug) > ;/Oﬂ(ué(x))2 da — ;/Ow(ug(x)f dz — alus|,

para alguna constante a > 0.

Por otra parte, teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Fourier de las
funciones de X, se tiene la existencia de una constante positiva A < 1, tal
que

(3.25) / (ua(@))? dz < A / (uhy(2))? dz, ¥ us € X.
0 0
Asi, de (3.24) y (3.25), se deduce
1A
P > (- —Z 2 _
(1) 2 (5~ 3 ) el = alal

YV ug € X.
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Luego @, restringido a X, tiene infimo, al que llamamos (.
e (3.23) se obtiene

lim —/ G(z,asenz) dx = —o0,

la|—+oo

lo que prueba la hipétesis 2) del Teorema (3.10).
Comprobemos por tultimo la condicién (P — 5), : sea {u,} una sucesién de
elementos de H&(O, ), cumpliendo las dos condiciones:

{®(un)} — d,
i) {®' (up)} — 0.

Como en los casos anteriores, es suficiente con verificar que {uy,} es acotada,
lo que se hard viendo que tanto {(uy)1} como {(uy)2} lo son.
De ii) se obtiene la existencia de 71 > 0, tal que

[ w@(e) do— [ un(opio) dal <,

Vv e HY0,m) v =1,

que realizando operaciones elementales proporciona
™
|/ Un )y d:c—/ (up)2(x)v(x) de| < rq,
0

Ve HH0,m): v =1,

Tomando v = ‘Eun§2‘, para aquellos n € N, tales que (up)2 # 0, de la
Un, )2

desigualdad (3.25) se deduce

(3.26) (un)el < 725 Vne N,

Por otra parte, por i), la sucesién {®(uy)} es acotada y como
1 ™
Bu) = 5 | (o) do-
™ 0 ™
— 5 | @ do— [ Gl un@) da.
0

0

(3.26) implica que la sucesién

{/07r G(z,un(x)) dx},

es acotada. Finalmente, por (3.23), la sucesién {(uy)1} debe estar acotada.

Notas complementarias
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- Uno de los objetivos de este capitulo debe ser que el alumno se familiarice
con los operadores que usualmente aparecen en el tratamiento variacional
de problemas de contorno, tanto para e.d.o. como para e.d.p. El estudio
de las propiedades de regularidad de ellos, debe ser profundo y detallado.
Quizas, el mas importante sea el operador de Nemytskii, asociado a una
funcién f : Q2 x R — R, donde €2 es un subconjunto abierto y acotado de R.
Dicho operador estd definido de la forma siguiente: a cualquier funcién
u : 2 — R, se le hace corresponder la funcién Nyu, donde (Nju)(r) =
flz,u(x)), Vo e Q.

Asi, Ny : F — IF, donde I es el conjunto de funciones reales definidas en 2. Si
Ay B son subconjuntos de [F, se trataria de encontrar condiciones suficientes
sobre f que garanticen Ny(A) C B, asi como propiedades de regularidad de
Ny. Especialmente, como A o B, pueden tomarse el subconjunto de las
funciones medibles, funciones continuas en €2, espacios LP(f2), etc.

En particular, los alumnos suelen mostrar extraneza y admiracién al estudiar
las condiciones para que

Ny (L () € LU(9),

con p,q > 1, pues basta que se cumpla la inclusiéon anterior, para que el
operador Ny : LP(Q) — L4(2), sea continuo.

- Aquellos que piensen dedicarse a la investigaciéon en e.d.p., deberian

extender a este tipo de ecuaciones, los resultados que aqui hemos presentado
para e.d.o. En este sentido es conveniente la consulta de la bibliografia
recomendada.
La relacién general existente entre el estudio de las soluciones débiles de
problemas de contorno para e.d.p y la ecuacién (3.5) puede establecerse con
el siguiente ejemplo concreto: sea ) C R™, un dominio acotado con frontera
regular y p : 2 x R — R una funcién dada. Consideremos el problema de
contorno

—Au(z) = p(z,u(x)), =€
u(z) = 0, x € 09.

Una solucién débil de (3.27) es una funcién v € H}(Q) (donde Hi(9) es el
espacio de Sobolev usual) tal que

(3.27)

/ < Vu(z),Vu(z) > dx = / p(x, u(z))v(x)dz, Yo € H}(Q),
Q Q

(< .,. > indica el producto escalar usual en R" y Vu el gradiente de la
funcién u).

Como hemos mencionado con anterioridad, el planteamiento del problema
de contorno (3.27) en “forma débil” es necesario cuando p no es lo suficiente-
mente regular como para poder estudiar soluciones clasicas del mismo, pero
incluso en muchos casos en que p es lo suficientemente regular como para
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poder estudiar (3.27) desde el punto de vista clasico, el planteamiento débil
del problema puede facilitar enormemente su estudio.

Si se satisfacen las hipotesis:
i) pe C(Q xR,R). -
i) 3 aj,a2 > 0/ [p(z,u)| < a1 + aglul’,V(z,u) € QA xR, 0 < s <
n—+2

T para n > 2
n [R—
(cuando n = 1, la hipdtesis ii) no es necesaria y si n = 2, esta hipétesis
u
puede sustituirse por la acotacién |p(z, u)| < aje¥™/ lim &2) =0),
u—oo U

y ® : H}(Q) — R, se define como
1

(3.28) O(u) = / |Vu(z)|*dz — / P(z,u(zx))dx
2 Ja Q

(donde P(z,u) = / p(z,8)ds), entonces ® € CH(HL(Q),R) y u € H}(Q)
es solucién débil de 0(3.27) si y solamente si
' (u) =0
De hecho
' (u)(v) = /Q < Vu(z), Vo(z) > dr — /Qp(a:,u(a;))v(x)da;
Vu,v € H} () .
A la ecuacién anterior se le llama ecuaciéon de Euler del funcional ® y en

particular dicha ecuacion se cumple para los puntos u de H&(Q) donde &
tiene un extremo global (caso de que lo tenga).

Los teoremas que se han probado en el capitulo para el problema de
contorno (3.1), tienen su correspondiente versiéon en e.d.p., practicamente
sin cambios. A titulo de ejemplo, el Teorema 3.5 quedaria asi:

Teorema 3.12. Si existen constantes a € [0,\1), b € R, tales que
Ip(x,u)| < alu| +b, ¥ (z,u) € Q xR,

entonces el funcional ® definido en (3.28) tiene minimo global. Como con-
secuencia, (3.27) tiene al menos una solucién u € Hg (0, ).

Obviamente, A1 indica el valor propio principal del problema de valores
propios
—Au(z) = Au(x), = € Q,
u(z) =0, z € 0.



METODOS VARIACIONALES, A. CANADA, CURSO 2010/11. 53

- Una herramienta bésica usada en el capitulo, para demostrar, tanto
teoremas que prueban la existencia de minimo global del funcional ®, como
teoremas min-max, ha sido el Lema de deformacién 3.6. Una alternativa a
esto lo constituye el principio variacional de Ekeland, cuyo enunciado
(no ciertamente el mas general) es el siguiente:

Teorema 3.13. Sea (X,d) un espacio métrico completo y ® : X — R U
{+0o0}, un funcional semicontinuo inferiormente. Entonces, si existeinf x®
m € R, se tiene que para cualquier ¢ € RT, existe al menos un elemento
ue € X, tal que

P(ue) <m+e,
D(ue) < @(u) + € dlu,ue), ¥ue X, u#ue.

Para funcionales ® que son ademads derivables (segiin Gateaux), se tiene
la siguiente consecuencia:

Corolario 3.14. Si ademds de las hipotesis del Teorema 3.13, con X un
espacto de Banach, ® es derivable Gateaux en X, entonces para cualquier
€ € RY, existe al menos un elemento u. € X, tal que

D(uc) <m+e,
|D' (ue)| <e.

El anterior corolario permite tomar sucesiones minimizantes que verifican
las hipétesis de la condicién de Palais-Smale, (P — S)4, pudiéndose por
tanto dar otras demostraciones de las aqui expuestas, sobre los teoremas
del método directo del calculo de variaciones. También puede usarse el
principio variacional de Ekeland para demostrar teoremas min-max como
el Teorema 3.8. La utilidad de tal principio rebasa las fronteras de las
ecuaciones diferenciales y se puede usar, por ejemplo, en el estudio de algunos
problemas de geometria de los espacios de Banach.

- En lo que respecta a la multiplicidad de puntos criticos, dos de las teorias
clasicas mas potentes son la teoria de Lusternik-Schnirelman y la teoria
de Morse. En la primera, la nocién de categoria de un subconjunto de
un espacio topoldgico, puede usarse para encontrar distintos niveles criticos
de tipo min-max. En cuanto a la segunda, los puntos criticos se distinguen
atendiendo a su indice de Morse.

Realmente, profundizar en ambas es una apasionante y agradable tarea,
para aquellos alumnos que se quieran especializar en este campo de la in-
vestigacién. Constltese para ello la bibliografia recomendada.

- Otros temas complementarios de gran interés en el cdlculo de variacio-
nes y la teoria de puntos criticos, lo constituyen el Analisis convexo y el
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método de los multiplicadores de Lagrange en dimensién infinita.
Particularmente, el estudio de problemas de minimizacién de funcionales
convexos, asi como el papel desempenado por los funcionales conjugados,
proporciona numerosos ejemplos elementales (lineas geodésicas sobre un
cilindro, el problema de la braquistocrona, problemas de Eco-
nomia, el cable colgante, etc.), donde el alumno puede ver claramente la
utilidad de los métodos variacionales. En cuanto a lo segundo, es evidente-
mente mas especializado y muestra su utilidad cuando se estd interesado en
soluciones del problema de contorno planteado, que verifican algunas restric-
ciones adicionales (por ejemplo, soluciones de sistemas Hamiltonianos con
energfa determinada de antemano).
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4. METODOS DE COMPACIDAD Y SEMICONTINUIDAD INFERIOR PARA LA
EXISTENCIA DE MINIMO GLOBAL

Recordemos que el problema general que estamos tratando considera una
funcién

(4.1) FiM—R

Se trata de establecer condiciones sobre M y f para garantizar la existen-
cia de minimo (global). En este sentido, recordemos el resultado siguiente:
si M = (X,7), es un espacio topoldgico compacto y f es continua, ten-
dremos garantizada la existencia de minimo (los espacios topolégicos que
consideremos siempre seréan separados). Este resultado es muy 1til cuando
M es un subconjunto cerrado y acotado de un espacio euclideo n— dimen-
sional, por ejemplo cualquier bola cerrada, de radio arbitrario. Sin embargo,
es de dificil aplicabilidad en el caso de espacios normados de dimensién in-
finita. En efecto, es conocido que si (X, ||-||) es un espacio normado real
de dimension infinita, la bola cerrada unidad no es compacta, por lo que
cualquier subconjunto de X con interior no vacio no puede ser compacto. A
este respecto, en [8] puede verse un ejemplo (ejercicio 6.2.23) significativo,
donde para cada espacio de Hilbert separable H, de dimensién infinita, se
construye explicitamente una funcién continua de la bola cerrada unidad en
R, que no tiene maximo.

Otra observacién que podemos hacer es que la longitud de una curva no
es continua respecto de la distancia uniforme, hecho que se puede intuir si
uno lo piensa un poco. En efecto, considérense

_sen nx

fnlx) = - 0<z<nm

Cn ={(z, fu(z)) / xe[0,n]}

Entonces se puede probar facilmente que:

(1) fn — 0 uniformemente en [0, 7].
(2) la longitud de la curva C), no converge a 7.

Las anteriores reflexiones motivan las definiciones siguientes, donde se
generaliza el concepto de aplicacién continua:

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, f : X — RU{+o0} y 29 € X t.q.
f((L'()) eR.

e f es continua en xg si Ve € RT JU entornode zgen X /  f(U) C
(f(z0) — &, f(wo) + &) = (f(wo) — &, +00) N (=00, f(z0) + £).

e f es semicontinua inferiormente (sci) en zg si Ve € Rt 3 U entorno
dexgpen X /  f(U) C (f(zo) —¢€,+00).

e f es semicontinua superiormente en g si Ve € Rt 3 U entorno de
zoen X/ f(U) C (=00, f(x0) +¢).
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El Teorema siguiente caracteriza la semicontinuidad inferior.
Teorema 4.1. ([3]) Sea f: (X,7) — R U {+o00}.

e Si fes sci en xgy, entonces ¥ {x,} — xo se tiene que f(xg) <
liminf, o f(xn).

e Si (X, ) satisface en g el primer axioma de numerabilidad ( eziste
una base numerable de entornos de xg ) yV {xzn,} — x0 se tiene que
f(zo) < liminf, o f(zy), entonces f es sci en xy. Recordemos que
los espacios métricos verifican el primer axioma de numerabilidad.

o f esscien X (es decir, en todo punto de X ) si y solo si VA € R, el
conjunto {z € X : f(x) < A} es cerrado en X.

Puede aplicarse el teorema anterior a la funcién
f:]0,1] — R definida como

1
1+ 2?)sen—
flz) = ( —i—x)senac x#0
a z=0
Entonces f es sci siy s6lo si a < —1. En este caso f alcanza su minimo en

[0, 1]. Otra cuestién distinta es calcular el valor de este minimo para a = —1
(se atreveria el alumno con esto?).

Una propiedad muy ttil, cuando trabajamos con familias de funciones
que son sci, es la siguiente:

Proposicién 4.2.

Sea (X, 7) un espacio topolégico y fi : (X,7) — RU {400} una familia
arbitraria de aplicaciones, con i € I, tal que cada f;, i € I es semicontinuas
inferiormente. Entonces la aplicacion

f:(X,7) — RU{+0}
f(@) = supie; fi(x)

es semicontinua inferiormente.

Uno de los principales resultados de esta parte del curso viene dado por el
teorema siguiente:

Teorema 4.3.
Sea (X,7) un espacio topoldgico compacto y f : (X,7) — R U {400},
semicontinua inferiormente y no idénticamente +00. Entonces 3 miny f

Las principales ideas de la demostracion son las siguientes:
Sea A =inf{f(x), x € X} y {\,} — A, estrictamente decreciente.

Definimos, para cada n € N, el conjunto

(4.2) Xy, ={reX: f(x) <A}
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Cada uno de estos conjuntos es:

e Distinto del conjunto vacio.
e Cerrado en X.

Tenemos asi una sucesion Xy, D X, D . . . D X, . . . sucesién
decreciente de cerrados no vacios. Como X es compacto se tiene que la
interseccién de todos ellos es no vacia. Ahora bien, si 2y € () Xy, =
flxo) <A YneN= f(zg) < A= f(xo) = A

El Teorema anterior tienen un enunciado sencillo, y su demostracién es
elemental. No obstante, mostramos su potencia y aplicabilidad en un teo-
rema muy general de existencia de geodésicas.

neN

Sea (E,d) un espacio métrico. Una curva continua en F, denotada por
Cy, viene dada por cualquier funcién f : [a,b] — E continua, de tal forma
que Cr ={f(z): z€a,b]}. SiP:a=ty<t1 <...<t,1<t,=bes
una particién cualquiera de [a, b], podemos definir

(43) VpCy =Y d(f(ti), f(ti-1)
i=1
Definimos la longitud de la curva Cy como

(4.4) LCy= sup VpCy
PePla,b]
Nétese que LCy puede ser 00 (piénsese por ejemplo en la curva de Peano,
que se puede ver en http://mathworld.wolfram.com/Plane-FillingFunction.html).

Si la curva Cy viene dada por una funcién lipschitziana f (3K > 0 :
d(f(x), f(y)) < Kd(x,y)), entonces claramente C tiene longitud finita. En
general, el cadlculo de la longitud de una curva no es una tarea sencilla,
aunque la funcién f sea lipschitziana. Ahora bien, para el caso en que E
es un espacio normado y f es de clase C', entonces tenemos el resultado
siguiente:

Si f:la,b] — X, X espacio vectorial real normado y f € C!([a,b], X),
entonces

b
(4.5) L(Cy) = / 17(t)]| dt

Mencionar finalmente, antes de enunciar el teorema, que una curva recti-
ficable es la que tiene longitud finita.

Teorema 4.4. ([6]) Sea (E,d) un espacio métrico compacto y A, B dos
subconjuntos de E cerrados, disjuntos y no vacios. Supongamos que existe
alguna curva rectificable contenida en E, y que conecta A con B (es decir,
existe alguna aplicacion continua f : [0,1] — E, tal que f(0) € A, f(1) €
B y tal que Cy tiene longitud finita. Entonces, de entre todas las curvas
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rectificables contenidas en E y que conectan A con B, hay alguna (llamada
geodésica) con longitud minima.

El Teorema anterior es de una gran generalidad. Por ejemplo, podemos
observar que este teorema sirve para el caso particular en el que A y B
sean conjuntos formados por un sélo punto cada uno. En segundo lugar,
pensemos que podemos tomar como espacio métrico valido para el teorema
cualquier subconjunto compacto de R3. Se asegurarfa asi la existencia de
geodésicas en este tipo de subconjuntos del espacio euclideo que incluyen
como casos particulares a subconjuntos de cilindros, conos, esferas, etc. El
gran inconveniente que presenta el teorema es que no es constructivo: no
nos informa de como calcular la geodésica mencionada. Una segunda obser-
vacion es que si sustituimos la condiciéon de compacidad por la de comple-
titud, el teorema no es cierto. Por ejemplo, en R? se puede tomar como A
una rama de hipérbola, y como B cualquiera de los ejes cartesianos.

Principales ideas de la demostracién.
Sea L la funcién longitud:
L:C([0,1], F) — RU {400}

(46) f— L(f)

Dadas f,g € C([0,1], ), definimos su distancia como
t€(0,1]

)

Entonces tenemos que:

e En general, L no es continua (este hecho fue observado ya por Le-
besgue). Para ver esto, se sugiere la sucesién de curvas C), definidas
por

Cp = {(z,n tsen(nz)), 0 <z <nw}
Puede probarse que la longitud de C,, es independiente de n. Obsérvese
ademads que C,, converge uniformemente a la curva

C={(z,0), 0<z<m}
e [ es semicontinua inferiormente.

Veamos mas detalladamente esta ultima propiedad. Fijemos P € P([0, 1])
una particién de [0, 1] y consideremos la aplicacién.

Lp:C([0,1,E) — R

(4.8) f s Lp(f) = éd(f(ti),f(t“))

Esta aplicacién es continua. En particular, es semicontinua inferiormente.
Ahora L es semicontinua inferiormente por la proposicion 4.2.

Consideremos ahora el subconjunto
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(49) Z={feX=C(0,1],E): f(0)e A, f(1) e B, L(f) < o0}

Lo que pretendemos es demostrar que L tiene minimo global en el conjunto
Z.

En primer lugar, por hipétesis, Z es no vacio. Si Z fuese compacto (con
la distancia uniforme), en virtud del teorema 4.3 ya se tendria la existencia
del minimo. Ahora bien, Z no es compacto, en general.

Hemos de encontrar un subconjunto Z' de Z, que sea compacto y de
tal forma que los infimos de L en Z y Z’ coincidan. Para ello haremos
uso del teorema de Ascoli-Arzela, que nos caracteriza los compactos de
X =C([0,1],E): Dado M C X , M es compacto <= M es equicontinuo
(pensemos que [0,1] y E son espacios compactos). Por otra parte, recorde-
mos que M es equicontinuo si Ve > 0 3 d(s) € Rt/ Vz,y € [0,1] con
lz—y|<0=d(f(z), f(y) <&, VfeM

Sea Ko =infyz L, y tomemos K > K. Definimos

(4.10)
Z' = {f :[0,1] — E, continua f0)e A f(1)eB

f lipschitziana con constante de Lipschitz

También haremos uso del siguiente lema fundamental (véase [6]):

Sea f € X : L(f) < +oo. Entonces VK > L(f) existe un homeomorfismo
creciente « : [0,1] — [0, 1] tal que

e La aplicacién f o« :[0,1] — E es lipschitziana
con constante de Lipschitz K.

o L(foa)=L(f)

Haciendo uso de este lema, tenemos que el conjunto Z’ que hemos definido,
es distinto del vacio, y ademds inf, L = inf; L = K. Por tltimo, como Z’
es cerrado y equicontinuo, se tiene que Z’ es compacto, con lo que finalizar{a
la demostracion.

Hemos visto en el teorema 4.3 que las condiciones de compacidad y de se-
micontinuidad inferior implican la existencia de minimo. La pregunta que
nos planteamos a continuacién es sobre la (posible) unicidad de los puntos
donde el minimo se alcanza, y sobre la aproximacién de dicho minimo.

Recordemos previamente dos definiciones:

Definicion 4.5.

e Un subconjunto X de un espacio vectorial se dice convexo si V1, z9 €
X se verifica que [x1,22] = {tz1 + (1 —t)az: t €[0,1]} C X.

<x |
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e Una aplicacién f : X — R, donde X es un subconjunto convexo
de un espacio vectorial, se dice estrictamente convexa si verifica que

f(t:L‘l—i-(l—t)xg) < tf(:El)—l-(l—t)f(xQ) Vi, 29 € X, Vte (0, 1).

Teorema 4.6. Sea X un subconjunto convezo de un espacio normado (E, ||-||)
y sea f : X — R estrictamente convera. FEntonces existe a lo sumo un
punto de X donde f alcanza su infimo.

Teorema 4.7.
Sea f : H — R con H espacio de Hilbert real separable (admite un
conjunto denso numerable) verificando:
e f continua
e f coerciva (limy||— o0 f(u) = +00 )
o f es débilmente inferiormente semicontinua.
( st up, = u= f(u) <liminf, .o f(u,) )

Entonces existe ming f.

Ademds, si{e1, . . . en, . . .} es una base ortonormal de H, y llamamos
H, = (e1,...,e,) se verifica:
e Jdming, f
o Sizy, € Hy: f(zy,)=ming, f, entonces f(r,) — ming f
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5. APENDICE: FUNCIONES GENERALIZADAS Y ESPACIOS DE SOBOLEV

La teorfa de funciones generalizadas (o distribuciones), vino motivada
por los trabajos de diversos investigadores, entre ellos Dirac y Heaviside, en
Mecéanica Cuantica y Electromagnetismo, que manejaron con profusién las
llamadas hoy en dia funcién § de Dirac y funcién de Heaviside. Al estudiar
diversas leyes de la fisica, expresadas por ecuaciones en derivadas parciales,
trabajaron con funciones que no eran derivables, pero que si eran soluciones,
en un cierto sentido, de las ecuaciones consideradas. Por ejemplo, se daba
por cierto que, de alguna forma, la “funciéon” § era la derivada de la funcién
de Heaviside 6(z), que es igual a 1 para z > 0 y 0 para z < 0.

Tales investigaciones crearon la necesidad de rigorizar los desarrollos for-
males que en ellas aparecian. Surge asi una doble posibilidad: o bien se
expresan las leyes de la fisica de una manera mas general donde aparezcan
identidades integrales en lugar de diferenciales, o bien se generaliza el con-
cepto de derivada, amplidndolo para que se pueda aplicar a funciones que
no son derivables en el sentido clasico. Como los cientificos prefieren, en
general, conservar la expresién diferencial en lugar de la integral, se impuso
el segundo punto de vista, motivando asi la generalizacién de la nocién de
derivada clasica.

La fundamentaciéon matematica de la teoria de funciones generalizadas fue
hecha, de manera independiente, por Sobolev y Schwartz. Esto proporciond
no sélo rigor matematico para una serie de métodos que llevaban tiempo
usandose en fisica, sino también una herramienta 1til y potente para la teoria
de ecuaciones diferenciales y de transformada de Fourier. Posteriormente,
ha habido un gran desarrollo de este tema, debido fundamentalmente a los
problemas planteados en fisica matematica y ecuaciones diferenciales, siendo
muchos los matematicos de prestigio que tienen importantes contribuciones
en este campo.

En la actualidad, la teoria de funciones generalizadas ha llegado a ser una
herramienta esencial para los matemaéticos, fisicos e ingenieros, aplicindose
no sélo a ecuaciones diferenciales sino también a numerosas disciplinas, como
teoria de representacion de grupos localmente compactos, teoria de la pro-
babilidad, homologia en variedades, etc.

Este apéndice comienza con la exposiciéon de algunos de los principales
hechos de la teoria de funciones generalizadas, en orden a su aplicacién a
problemas de contorno planteados para ecuaciones en derivadas parciales.

La segunda parte la dedicamos a los espacios de Sobolev. Los espacios

de funciones regulares cldsicos, esto es, los espacios C™(Q2), C™ (), etc.,
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donde €2 es un dominio de R", no son adecuados para el estudio de mu-
chos problemas de contorno. En este sentido, los espacios de Sobolev,
introducidos por éste en los anos treinta, proporcionan un marco adecuado
para el tratamiento de tales problemas, por dos motivos fundamentales: en
primer lugar, porque en su definicién entra en juego la nocién de deri-
vada débil, concepto mas restringido que el de derivada distribucional,
definida con anterioridad, pero suficientemente amplio como para permi-
tir el estudio de numerosos e interesantes problemas; en segundo lugar, las
propiedades analitico-topolégicas satisfechas por los espacios de Sobolev,
permiten el uso de muchas técnicas de Analisis Funcional, que facilitan
enormemente el estudio de los problemas planteados y arrojan luz sobre
muchos aspectos que, aunque importantisimos, son un caso particular de
resultados establecidos en un marco general.

La introduccién de los espacios de Sobolev puede hacerse desde diferentes
puntos de vista: usando la nocién de derivada distribucional; como la com-
pletacién, con normas adecuadas, de algunos espacios clasicos de funciones;
mediante la transformada de Fourier, etc. Yo he preferido el primer punto
de vista.

Numerosas generalizaciones existen en la actualidad de los espacios de
Sobolev, muy utiles para el estudio de diferentes problemas en e.d.o. y
en e.d.p.: los espacios de Orlicz-Sobolev, los espacios de Sobolev con peso,
etc. No obstante, un alumno que entienda los hechos fundamentales que aqui
exponemos, estara en buena disposicién para, en caso necesario, profundizar
en el conocimiento y uso de los espacios de funciones mencionados. La
bibliografia recomendada es: [1], [4] y [19].

En lo que sigue, D = D(R"), denotara al conjunto de las funciones
test: funciones complejas, definidas en R", de clase C*°(R"™) y con soporte
compacto.

Si K C R", es compacto, D(K) denotara al subconjunto de funciones de
D, cuyo soporte estd incluido en K.
En D(K) se puede considerar la sucesion de seminormas

pm(ﬁb) =SUP x € K, |a] <m |Da ¢($)|7 m €N,

donde usamos la notaciéon de multiindices.
D(K), con la topologia derivada de la anterior sucesiéon de seminormas, es
un espacio localmente convexo metrizable.

Sea ahora {K} una sucesién de compactos tal que

KjCKj+1, VjeN,

5.1
(5-1) R" = Ujen Kj.
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Es claro que la aplicacién inclusién i; : D(K;) — D(Kj41), es continua y
que

D = Ujen D(K;),
con lo que se puede considerar en D la topologia limite inductivo de los
espacios D(Kj). Esta topologia no depende de la sucesién particular de
compactos tomada satisfaciendo (5.1).

La convergencia en D, derivada de la anterior topologia, se expresa de la
forma siguiente: si {¢x} es una sucesién de elementos de Dy ¢ € D, se tiene
¢r — ¢ si y solamente si, existe algin compacto K tal que se cumplen las
dos condiciones siguientes:

i) sop ¢ C K, V k €N,
ii) Para cualquier multiindice «, se tiene D¢, — D%@, uniformemente en

K.

Definicién 5.1. Una funcién generalizada (o distribucién) (en el sen-
tido de Sobolev-Schwartz), es un funcional lineal y continuo de D en C.

Al espacio vectorial complejo de funciones generalizadas, lo notaremos
por D'. Si f € D'y ¢ € D, escribiremos (f, ¢) en lugar de f(¢).

En D’ consideraremos la topologia o(D’, D), que es la topologia local-
mente convexa generada por la familia de seminormas {pg, ¢ € D}, donde

Dy - D, - R7 p¢(f) = ‘(f7¢)‘7 v f € D/-
De esta topologia deriva la siguiente convergencia: si { fi} es una sucesién de
elementos de D' y f € D', entonces f, — f, si y solamente si, para cualquier

¢ € D se tiene (fi, ) — (f,¢).

Ejemplos de funciones generalizadas.
1) El ejemplo més simple de funcién generalizada lo constituye la generada
por una funcién localmente integrable, de la manera siguiente: si f : R® — C
es una funcién localmente integrable, definimos la distribucién (a la que
notamos también por f)

(5.2) U¢w3/ﬂ@mmdmv¢eu

Las funciones generalizadas que se definen de la manera anterior, a partir
de funciones localmente integrables, se llamaran regulares. En otro caso,
diremos que son singulares.

Cada funcién localmente integrable, define, de acuerdo con (5.2), una funcién
generalizada. Se sigue del lema de Du Bois Reymond que cada funcién ge-
neralizada regular estd definida a partir de una unica funcién localmente
integrable. Asi pues, existe una correspondencia biyectiva entre las funcio-
nes generalizadas regulares y las funciones localmente integrables, lo que



64 METODOS VARIACIONALES, A. CANADA, CURSO 2010/11

lleva a identificarlas, hablandose de propiedades de tal funcion localmente
integrable (como por ejemplo la diferenciabilidad), cuando en realidad lo
son de la funcién generalizada regular asociada.

Las funciones localmente integrables suelen describir las distribuciones
(o densidades) de masas, cargas, fuerzas, etc. De ahi que a las funciones
generalizadas (Sobolev) se les llame también distribuciones (Schwarz).

2) El ejemplo més simple de funcién generalizada singular lo constituye
la funcién § de Dirac:

(0,0) = ¢(0), V¢ € D.

A pesar de que las funciones generalizadas son funcionales lineales y conti-
nuos de D en C, y que no tiene sentido, rigurosamente hablando, la expresién
f(x), para f € D' y x € R™, es posible definir una nocién sumamente til,
la de soporte de una distribuciéon. Esto lo hacemos a continuacion.

Si © es un dominio de R", D(Q) es el subconjunto de D formado por
aquellas funciones test cuyo soporte esta contenido en €.
Si f e D'y Q esun dominio de R”, se dice que f es cero en Q si (f,¢) =
0, V ¢ € D(Q). En este caso escribiremos f(z) = 0, Vx € Q. Como una
consecuencia légica, si f1, fo € D', diremos que f1 = foen Qsi fi — fo =0
en 2.
-Si fe D, fe CP(Q) significa que existe alguna funcién fy € CP(Q) tal
que

(f.6) = / fo(@)é(x) de, ¥ 6 € D(S).

Definicién 5.2. Si f € D’, el conjunto de todos aquellos puntos de R" tales
que f no es nula en ningun entorno de tales puntos, es el soporte de f, que
se denotard por sop f.

Se deduce de la definicién anterior que
(f,¢)=0,V feD' VoeD,tq sopfnsopep=17.

Hablemos a continuacién de la derivacién de funciones generalizadas. Para
ello, pensemos que si f € CP(R™) y ¢ € D, entonces para cada multiindice
a, con |a| < p, la férmula de integracién por partes proporciona

(D°£,0) = [ (D5 ()o(a) do =
= (1" [ F@D6(@) do = (-1 (£, D%).

La anterior relaciéon puede aprovecharse para definir la derivada, de cualquier
orden, de cualquier funcién generalizada.
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Definicién 5.3. Si f € D' y a es un multiindice cualquiera, se define
Df € D', como

(D*f,¢) = (=)l (f, D), ¥V ¢ € D.

Si notamos por {Df(x)} a la derivada clasica de la funcién f, cuando
exista, entonces si f € D', satisface f € CP()), se cumple que

D*f(x) = {Daf(l’)}, Ve, |O" <p

Las principales propiedades de la derivacién de funciones generalizadas
estan en el siguiente teorema.

Teorema 5.4. Se cumplen:

1) Cualquier funcion generalizada admite derivadas de cualquier orden. En
particular, la funcion generalizada definida o través de una funcion local-
mente integrable, admite derivadas de todos los érdenes (de ahi que se diga
que, en el sentido de las distribuciones, cualquier funcion localmente inte-
grable puede derivarse indefinidamente).

Ademds, para cualquier f € D' y cualquier par de multiindices o, 3, se tiene

Dt f = D*(DPf) = DP(D*f).

2)Si f € D' yae C®R™), entonces la funcidn generalizada af se define
como

(af,¢) = (f,a9), V¢ €D.

Pues bien, la formula de Leibniz para la derivacion del producto af es vdlida.

Ast, por ejemplo
d(af) Oa ta of

ox1 N o0xy a-fl‘
3) Para cada f € D' y cada multiindice «, se tiene sop D*f C sop f.
4)Si fr, = f, en D', entonces D® fr, — D f, en D', para cualquier multiindice
Q.

Usando las anteriores propiedades, se tienen los siguientes ejemplos sig-
nificativos, relacionados con la derivacién de funciones generalizadas.
1) Si f € D'(R) es tal que f € C(—o00,z0] y f € Clxg, +00), entonces

f={r (@)} + [flad(z — 20),
donde
[f]a:o = f(l’()-i-) - f($0_)

(5(x — w0),9) = (6, (x +20)), ¥ ¢ € D.
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Como caso particular, obtenemos
0'(x) = (),
donde 6 es la funcién de Heaviside:
>
o0 ={ g 220
M4s generalmente, si f : R — R, es tal que f y f’ son continuas, excepto en
un conjunto finito de puntos x1 < x2 < ... < g, donde f tiene una discon-

tinuidad de salto hj, 1 < j <k, y f" es localmente integrable, entonces, en
el sentido de las funciones generalizadas, se obtiene

k
(@)} + > hid(z —xj),

j=1
2) Si
1
flz) = z_; 3 €08 N,

entonces, en el sentido de las funciones generalizadas, se tiene

o0

1
! e —
fi(x) = nzl ~ sen n,
f'(x)=— Zcos nx,
n=1

3) La solucién general de la ecuacion
2"u =0
en D'(R), estd dada por la férmula
m—1
u= Z crd)
k=0
donde ¢, 0 < k <m — 1, son constantes arbitrarias.

4) La solucién general de la ecuacién diferencial ordinaria

ul™ =0

en D'(R), es un polinomio arbitrario de grado m — 1.

d 1
5) . In |z| = P(—), donde

G%é% £%F</_€ /%m> ) 4e e
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6) Para n = 2,
Aln |z| = 276(x).

7) Sin > 3, entonces
1
= —(n = 2)ondé(z),

donde o, es el area de la superficie dada por la esfera unidad en R".

8) Cuando n = 3, las funciones

5 etk = e tklz|
() =— mu (z) =— x|’

satisfacen la ecuacion

AE + K’E = §(z).

9) Si
o(t) |z
E t)= —-—— —
@0 = Gotm i o ( a2t )
entonces 9E
aTl — a’AE, = §(x,1).
10) Si
1
Ey(z,t) = % O(at — |x|),
entonces
LaEl = (5((13,t),
2
donde L, es el operador de ondas, L, = 22 a’A.

Nos ocupamos a continuacién de la nocién de producto directo de fun-
ciones generalizadas.

Si f(z) y g(y) son funciones localmente integrables en R™ y R™ respecti-
vamente, la funcién f(z)g(y) es también localmente integrable en R" ™™, Por
tanto, define una funcién generalizada regular perteneciente a D’(R"T™),
mediante la férmula

(F(2)g(y). &) = / F(@)9(y)b(a,y) dy dv =
= (f(x), (9(y), d(x,y))).

para cualquier ¢ € D(R"™™). La férmula anterior puede aprovecharse para
definir el producto directo de dos funciones generalizadas de la forma si-
guiente:
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Definicién 5.5. Si f(z) € D'(R™) y g(y) € D'(R™), se define el producto
directo de f y g, f(z).9(y) € D'(R™"™), como

(f(x).9(y),0) = (f(x), (9(y), d(x,y))), V ¢ € DR™™).

Las propiedades del producto directo quedan reflejadas en el siguiente
teorema.

Teorema 5.6. 1) Conmutatividad: Si f(z) € D'(R™) y g(y) € D'(R™),

entonces
f(2).9(y) = 9(y)-f ()
2) Continuidad: Si fi — f, en D'(R™), entonces

fe(2)-9(y) — f(2)-9(y),
en D'(R™™).
3) Asociatividad: Si f € D'(R"), g € D'(R™),h € D'(R¥), entonces

f(@)-(9(y)-h(2)) = (f(x)-9(y))-h(z)

4) Derivacién del producto directo:

Dz (f(z).9(y)) = D f(x).9(y)

5) Multiplicacién por funciones regulares: Sia € C*°(R"), entonces

a(x)(f(2)-9(y)) = (a(2)f(2)).9(y)-

6) Traslacién de la variable independiente:

(f-9)(x+h,y) = f(z+h).g(y)

Tratamos seguidamente la nocién y principales propiedades de la convo-
lucién de funciones generalizadas. Como hemos hecho previamente en
mas de una ocasion, partimos del caso de funciones generalizadas regulares,
para posteriormente considerar la situacion general.

Sean f y g funciones localmente integrables definidas en R”, tal que la

funcién
/ lg(y y)| dy,

es también localmente integrable en R™. En este caso, a la funcion
(F+9)@) = [ Fwle ) dy =
(5.3)
~ [ = v dy=(g+ (o)
se le llama convolucion de f por g.

Algunas condiciones suficientes para que la funcién h anterior, sea local-
mente integrable en R", son:
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1) Una de las funciones f o g tiene soporte compacto.

2) Si n =1, las funciones f y g son nulas cuando z < 0.

3) Las funciones f y g son integrables en R". Ademds, en este caso, la
convolucién de f por g, es también integrable en R™.

Como la funcién (5.3) es localmente integrable en R”, define una funcién
generalizada regular, de la forma usual. Utilizando el Teorema de Fubini,
puede probarse:

(54)  (f*g.0) = / / F(@)9(y)é(z +y) dx dy, ¥ ¢ € D.

Usando sucesiones que en D converjan a 1, nocién que vamos a definir
inmediatamente, se puede expresar la convoluciéon de una forma més conve-
niente. En efecto, diremos que la sucesién {n }, de elementos de D, converge
a 1 en R", si para cualquier compacto K C R", existe un natural ng, tal que
nk(x) =1, ¥V k > ng, Vx € K, y para cualquier multiindice «, existe una
constante cq, tal que |[Dng(z)| < cq, V2 € R?, V ke N.

Es facil probar que siempre existen sucesiones del tipo anterior. Ademdés,
si {m}, es cualquier sucesién convergente a 1 en R?", entonces la expresién
(5.4) se puede escribir de la forma

(fxg,0) = lim (f(2)g(y), m(z:y)(x +y)),
V¢eD.

Ahora, pueden aprovecharse las expresiones (5.4) y (5.5), para dar la si-
guiente definicién, asi como para el teorema que enunciamos a continuacién:

(5.5)

Definicién 5.7. Sean f,g € D', teniendo g soporte compacto. Se define la
convolucién de f por g, f * g € D', como

(fx9,9) = (f(2).9(y),d(z +y)), VoeED.

Teorema 5.8. En las condiciones de la definicion anterior, se tiene

(fx9,90) = (f(x).9(y),ny)p(z +y)), ¥V ¢ €D,

donde n es cualquier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de g.

Nota. La convolucién puede definirse en situaciones més generales que
las contempladas en la definicién (5.7). Por ejemplo, sean f,g € D', tales
que cumplen lo siguiente: para cualquier sucesion {n;}, de elementos de
D(R?"), convergente a 1 en R?", se tiene la existencia del limite

Jim (f(2)-9(y), m(z: y)o(z +y))
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y este limite es independiente de la sucesion {7} considerada. En este caso,
al funcional (lineal)

ff*m¢%=0%ﬂywhww+y»=

Jim (f(2)-9(y), me(z: y)o(z + ),
YVoeD,

se le llama convolucion de f por g, si dicho funcional es continuo en D.
Es facil probar que si la convolucién fx*g existe, también existe la convolucién

g*fy

frg=gxf.
Ademsds, de la continuidad del producto directo, respecto de f y g, se sigue
la continuidad de la convolucién f * g, respecto de f y g.

En particular, se tiene la siguiente férmula, de gran interés en la resolucién
de problemas no homogéneos:

fro=06xf=f YV feD.

La relacién entre la convolucién y diferenciacién de funciones generaliza-
das, es la siguiente:

Teorema 5.9. Sila convolucion fxg existe, entonces, para cualquier multiindice
a, existen las convoluciones Df x g, f*x D% y

Dfxg=Df*g)=f*D%.

Una de las utilidades del producto de convolucién es la “regularizacién de
funciones generalizadas”, que precisamos a continuacion.

Sea f € D'y ¢ € D. Como ¢ tiene soporte compacto, la convolucién f * ¢
existe y ademas,

fxo=(fy), oz —y)) € C(R").

Tomemos ahora las funciones test siguientes: para cada € € R, definase

2
€
we(.’I]) _ CcEXTD <_€2—|x|2) s ’$| < €,
0, |x| > €,

donde la constante c. se elige para que

/ we(x) dr = 1.
A las funciones

(5.6) fe(@) = [+ we
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se les llama “regularizantes” de la funcién generalizada f. El nombre se
justifica en base a que son funciones pertenecientes a C*°(R"™) y al siguiente
resultado:

Teorema 5.10. Sea f € D' y para cada ¢ € RT, f, definida en (5.6).
Entonces
lim f.(x)= f(z), en D'

Usando el resultado anterior, puede probarse que D es denso en D', en el
sentido de que cada funcién generalizada f € D', es limite débil de funciones
test. En efecto, sea f € D'y f. los regularizantes de f. Si tomamos, para
e € RT, ne(x), una funcién test que sea igual a 1 en la esfera de centro 0 y

radio —, entonces se puede demostrar que
€

Elm (776f67¢) = (f7¢)7 VoeD.

i
—0t

Uno de los métodos més efectivos que existen para demostrar la existencia

de soluciones de problemas muy diversos que se plantean en ecuaciones en
derivadas parciales, es el método de las transformadas. Estas, al relacionar
de manera directa la derivacién y la multiplicacién (véanse las propiedades
2) y 3) de los Teoremas 5.14 y 5.16, reducen muchos problemas de e.d.p.
lineales con coeficientes constantes, a problemas algebraicos o bien a proble-
mas de e.d.o. con parametros.
Seguidamente describimos la nocién de transformada de Fourier de fun-
ciones generalizadas de crecimiento lento, especialmente apropiadas
para el uso de dicha transformada, por las propiedades que se verdn poste-
riormente.

Definicién 5.11. Una funcién ¢ € C*°(R"), se dice rdpidamente decre-
ciente en infinito, si

lim  |z*DP¢(z)| =0,

|| —+oo

para cualquier par de multiindices «, (3.

El subconjunto de C*°(R"), formado por aquellas funciones répidamente
decrecientes en infinito, es un espacio vectorial complejo al que denotamos
por S(R™) o simplemente por S.

Si «, 3, son multiindices cualesquiera, podemos considerar, en S, las se-
minormas

Pa,g ¢ = sup zern |7*DP ¢(z)).
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Tenemos asi una familia numerable de seminormas en S, que define una
topologia localmente convexa metrizable.
La convergencia en S, derivada de la topologia anterior, puede expresarse
de la forma siguiente: si {¢y} es una sucesién de elementos de S'y ¢ € S,
entonces ¢ — ¢, si y solamente si, para cualquier par de multiindices «, (3,
se tiene

2DP pp(z) — 2*DPo(x),

de manera uniforme en R”.

Es claro que D C S, de manera continua. Ademds, puede mostrarse
facilmente que la anterior inclusién es estricta (la funcién exp (—|z|?) per-
tenece a S pero no a D). No obstante, D es denso en S.

Definicion 5.12. Una funcién generalizada de crecimiento lento es
un funcional lineal y continuo de S en C.

Al espacio vectorial complejo de funciones generalizadas de crecimiento
lento lo notamos por S’. En S’ consideraremos la topologia débil o(S’, S), de
la que deriva la convergencia siguiente: si {fx} es una sucesién de elementos
de S"y f €5, entonces fi — f siy solamente si

(fr,®) — (f,¢), V ¢ € S.

De lo anterior se sigue que S’ C D’, de manera continua.

Ejemplos de funciones generalizadas de crecimiento lento.
a) Si f es una funcién localmente integrable en R™, tal que, para algin
m > 0, se tiene que

(5.7) / F@)( + )™ de < +o0

entonces f define un elemento de S’, de la manera usual, es decir,

(5.8) (f.6) = / f(@)p(x) de, ¥ p € .

A tales elementos de S’, se les llama funciones generalizadas regula-
res de crecimiento lento. Sin embargo, conviene recalcar que no toda
funcién localmente integrable define, a través de (5.8), un elemento de S’
(por ejemplo f(z) = €*, en R). También, no toda funcién localmente inte-
grable perteneciente a S’, satisface (5.7).

Es posible (pero no elemental), probar que cualquier elemento de S’ es una
derivada (distribucional) de una funcién continua satisfaciendo (5.7). Esta
es la razén por la que a los elementos de S’ se les llama funciones generali-
zadas de crecimiento lento.

b) Si f € S, entonces D*f € S, para cada multiindice .
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c¢) Cada funcién f € LP(R"), 1 < p < 400, define una funcién generali-
zada de crecimiento lento a través de la férmula usual

/f ) dz, ¥V ¢ € S.

También, de la misma manera, cualquier polinomio con coeficientes cons-
tantes, define un elemento de S’.

El producto directo y el producto de convolucién de los elementos de S’, se

define de manera ansloga al caso de D’. De hecho, si f € S'(R"), g € S’(R™),
entonces, puesto que S’ C D', se tiene que f(z).g(y) € D'(R™t™), y puede
demostrarse que f(x).g(y) € S'(R™*™).
El producto directo de funciones generalizadas de crecimiento lento es con-
mutativo, asociativo y continuo en S’(R™*™), con respecto de f o g. Por
ejemplo, esto significa que si fr — f en S’(R™), entonces fi(z).9(y) —
f(x).9(y), en S'(R™™).

Si feS yge D, con soporte compacto, entonces f * g € S’ y se puede
escribir de la forma

(fxg,0) = (f(2).9(v),n(y)d(z +y)), V¢ €S,

donde 7 es cualquier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de g.

Dedicamos la parte que sigue de este apéndice al tema de la transformada
de Fourier. Comenzamos con dicho concepto en el espacio S.

Definicién 5.13. Si ¢ € S, se define su transformada de Fourier, F'(¢),

como la funcién
& = [ o)<

donde < &, x > es el producto escalar usual en R".

Las principales propiedades se ponen de manifiesto en el Teorema si-
guiente:

Teorema 5.14. Se cumplen:

1) Para cada ¢ € S, su transformada de Fourier, F(¢), es una funcidén
acotada y continua.

2) DF(¢)(&) = F((iz)*¢)(§), para cada multiindice « y cada ¢ € S.

3) F(D“9)(&) = (—i&)*F(¢)(§), para cada multiindice a y cada ¢ € S.

4) F(¢p)e S, VopeSs.

5) F:S — S, es biyectiva y continua. Ademds, para cada ¢ € S, se cumple

¢ =F"(F(¢) = F(F(9)),
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donde, para cada 1 € S,

F() () =

2"

1
(2m)"

/¢(£)e_i<§’”"’> g = F)(—x).

Sea ahora f € L'(R™). Su transformada de Fourier, F(f), es una funcién
acotada y continua en R™ y por tanto define un elemento de S’, a través de
la férmula

(F(f).6) = / F()()6(€) e, ¥ 6 € 5.

Mediante el Teorema de Fubini, se prueba que

(F(f),0) = (f, F()),

que puede usarse para dar la definicién de transformada de Fourier de un
elemento de S’.

Definicién 5.15. Si f € 5, se define F(f) € S, como
(F(f),¢) = (f,F(¢)), Yo cS8.

Enunciamos el Teorema siguiente, sobre las propiedades mas importantes
de F.

Teorema 5.16. 1) F : S — S’ es biyectiva y continua. Ademds,
1
FH(f) = F(f(-x)), vV feS.

(2m)"
2) Si f €5, entonces
DF(f) = F((ix)*f),
para cada multiindice o.
3)
F(Df) = (=i&)“F(f),
para cada f € S" y cada multiindice a.

4)
F(f(z = x0)) = exp (i <& o >)F(f),
para cada f € S" y g € R™.
5)Sifes y& €R", entonces
F(£)(& + &) = F('<*> f)(€).
6) Si f € S'(R™) y g e S'(R™), entonces
F(f(z).9(y)) = F(f)(€)-F(g)(n).

7) Si f € D' tiene soporte compacto, entonces su transformada de Fourier
se puede expresar de la forma

F(f)(€) = (f(z),n(z)e"<5*7),
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donde n es cualquier elemento de D, que sea igual a 1, en un entorno del
soporte de f.
8) Si feS yge D tiene soporte compacto, entonces

F(f*g)=F(f)F(g).

Seguidamente, consideramos los espacios de Sobolev. En lo que sigue,
) denotard un subconjunto abierto de R” y las funciones que aparezcan se
consideraran con valores reales.

Comenzamos con la definicién del espacio de Sobolev WP (), que es el
conjunto de funciones de LP(Q) tales que todas las derivadas, en el sentido
distribucional, hasta el orden m, pertenecen también a LP({2).

Definicién 5.17. Sean m € NU {0} y p tal que 1 < p < co. El espacio de
Sobolev W™P(Q)) se define como

WmP(Q) ={ue LP(Q): D e LP(Q), Va/|al <m},

donde D%u se entiende en el sentido distribucional, es decir,

/ u(D¢) = (~1)l / (D), ¥ 6 € C5°(€Y),
Q Q

(C5°(92) denota al subconjunto de funciones de C°°(£2) con soporte com-
pacto).

Claramente W™P(§2) es un subespacio vectorial de LP(2).
En W™P(Q) consideraremos la norma

(5.9) ullmpe = D 1D%ull e (),
la<m
o, cuando 1 < p < 0o, la norma equivalente (a la que notamos igual)
1/p

(5.10) lulmpo={ D I1Dulpq

la|<m
A veces se usara la seminorma

ulmpo =D 1Dl o).

laj=m

Un caso especialmente significativo es cuando p = 2. Denotaremos por
H™() al espacio W™2(Q) y por ||.||m.q la correspondiente norma ||.||.2.0-
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Esta deriva del producto escalar

(5.11) (U, V)0 = Z / D*uD%v, ¥V u,v € H™(Q).
Q

la<m

Las propiedades algebraico-topolégicas de los espacios definidos, las enun-
ciamos en el siguiente Teorema.

Teorema 5.18. El espacio W™P(Q) es un espacio de Banach real, con la
norma (5.9) (0 (5.10)). Sil < p < o0, es ademds reflexivo y si 1 < p < o0,
separable. También, H™(QY), con el producto escalar (5.11), es un espacio
de Hilbert separable.

Introducimos a continuacién un subespacio importante de W™P ().
Definicién 5.19. W;""(Q2) denotara la clausura de C§°(£2) en WP (Q).

En general, W;""(2) es un subespacio (cerrado) estricto de W™P(Q),
salvo cuando €2 = R™, en cuyo caso, ambos espacios coinciden. Ademsds,
sil<p< oo, Wy"P(2) es un espacio de Banach separable, con la norma
(5.9) (0 (5.10)), reflexivo si 1 < p < co. También, Wg"*(€2), con el pro-
ducto escalar (5.11) es un espacio de Hilbert separable, al que notaremos
por Hi'(Q).

Cuando n = 1y Q = (a,b), un intervalo acotado, se tienen caracteri-
zaciones muy utiles de los espacios anteriormente definidos, que ayudan a
entender la naturaleza de sus elementos. Por ejemplo, para los espacios de
Hilbert H™(a,b), se tendria:

H™(a,b) esta formado por aquellas funciones tales que ellas y sus deriva-
das (en el sentido clasico), hasta el orden m—1, son absolutamente continuas,
perteneciendo ademéds la derivada de orden m al espacio L?(a,b). Son este
tipo de caracterizaciones las que facilitan el estudio de los problemas de
contorno en dimensiéon uno.

Muchas veces, cuando se quiera probar un resultado determinado, se
prueba éste para funciones suficientemente regulares y después se trata de ex-
tender el mismo para funciones del espacio de Sobolev correspondiente. Para
ello es muy importante conocer las posibles propiedades de aproximacion de
éstas, por funciones regulares. En este sentido, el siguiente Teorema es de
gran utilidad:

Teorema 5.20. Si 1 <p < oo, C®°(Q) NW™P(Q) es denso en W™P(Q).
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Se ha de destacar que la conclusién del Teorema anterior es falsa si p = co.

Resultados como el anterior permiten demostrar otros muy interesantes
tales como los siguientes:
a) Sea 1 <p<ooyue€ WmP(Q) tal que u es nula en Q\ K, con K C €2,
compacto. Entonces u € W;"?(Q).
b) Sea G : R — R una funcién Lipschitziana tal que G(0) = 0. Entonces,
si 2 es acotado, 1 < p < 0o y u € Wy*(Q), se tiene que G o u € Wy ().
Como consecuencia, si  es acotado y u € H{ (), se tiene que las funciones
lu|, u* y u™ pertenecen a H{ (), donde

ut(z) = mazx {u(z),0},
u” () = maz {—u(x),0}.

c)Seal <p<ooyu€ WP(Q)NC(Q), tal que u = 0 en 9. Entonces
u e WyP(Q).

Otro resultado basico en el estudio de problemas de contorno de tipo
eliptico es la siguiente desigualdad, conocida con el nombre de desigualdad
de Poincaré. Hay otras muchas desigualdades importantes, como las de
Poincaré-Wirtinger, de Hardy, o las de Gagliardo-Nirenberg. Son muy ttiles
en el estudio de problemas no lineales.

Teorema 5.21. Sea ) acotado y 1 < p < co. Entonces existe una constante
positiva C(£2,p), tal que

(5.12) [ulop.0 < C(Q2,p) |u

Lo ¥ u e WyP(Q).

Como consecuencia, la aplicacién u — |u|; pq, define una norma sobre
1 : s
Wy P (Q) equivalente a ||ull1 .. Por tanto, sobre H} (), la forma bilineal

. Ou v
(U,U) N /Q; 8.2171 81‘Z

define un producto escalar que da lugar a la norma |.|1 o, equivalente a
-l

Siu € Wy"P(£2), entonces gu e W' ?(Q). Usando este hecho, puede
T

(2
probarse una desigualdad de Poincaré, mas general que (5.12), obteniéndose
que, en WP (Q), |.|m.p.a es una norma equivalente a ||.|[m p.q-

En la definiciéon que se da de espacio de Sobolev no se pone de mani-
fiesto, de manera explicita, si sus elementos han de satisfacer condiciones
de regularidad. Sin embargo, ya hemos comentado que en dimensién uno,
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existen caracterizaciones muy utiles de ellos, donde se ve que las funciones
pertenecientes a dichos espacios han de satisfacer condiciones de regulari-
dad apropiadas. No existen resultados tan claros en dimensiones superiores,
pero si que se puede probar la existencia de inclusiones continuas de los
espacios de Sobolev en espacios del tipo L4(£2), e incluso a veces en espacios
de funciones regulares, lo que es muy importante a la hora de establecer
resultados de regularidad de las soluciones débiles. Tales inclusiones seran
a veces compactas, facilitando enormemente el uso de técnicas del Anélisis
Funcional.

Dados espacios normados X e Y, diremos que X estd inmerso en Y, si
existe una aplicaciéon I : X — Y, lineal, inyectiva y continua. En este caso,
escribiremos

X =Y.
Si, ademas, I es compacta, es decir, I aplica subconjuntos acotados de X
en subconjuntos relativamente compactos de Y, se dice que X esta inmerso
de manera compacta en Y y se notara

X — =Y.

En los teoremas que siguen aparecen los siguientes espacios:

- C%(9). Es el espacios de funciones de clase C7(2), tales que todas sus
derivadas parciales, hasta el orden j, estin acotadas en 2. Es un espacio de
Banach con la norma

H“Hcg(n) = Maz || < j SUP z € o |Du()].

- C7(9). Es el espacio de funciones de clase C7(), tales que todas sus
derivadas parciales, hasta el orden j, estdn acotadas y son uniformemente
continuas en 2. Es un espacio de Banach con la norma

HUch(ﬁ) = Max |q|<j SUP z € O |D*p(x)]

-Si0 < A< 1, CIQ) es el espacio de funciones de clase C7(Q), tales
que todas sus derivadas parciales, hasta el orden j, son Hélder-continuas,
con exponente \. Es decir, para cada a, |a| < j, la cantidad

|Du(z) — D*u(y)|
|z —y*

SUP zy € Q, x#y
es finita. Es un espacio de Banach con la norma
lullgingy = lullci@) +

|D*u(z) — D*u(y)|
|z —y|

T MAT |o|<j SUP 2y €Q, z#y

Los teoremas de inmersién necesitan ademas una condicién de tipo geométrico

sobre el dominio §2. Esta condicién puede ser muy variada; por ejemplo, se
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puede suponer que la frontera de §2 es Lipschitziana, o que se verifica la
propiedad del cono. Aqui asumiremos en adelante, salvo que explicitamente
se diga otra cosa, que  es acotado y con frontera de clase C''; equivalente-
mente, diremos que {2 es un dominio regular.

Teorema 5.22. Sea Q0 un abierto acotado y regular de R™, k € NU{0} y
1 < p < c0. Entonces se tienen las siguientes inmersiones:

1) Wmtkp(Q ma(Q). sik < Py
)W) o W), sik < D g€ [py ]

2) Si k= ﬁ, entonces WMTFP(Q) — W™4(Q), para cualquier q € [p,+00).
p

Ademds, si p =1, entonces W™l — C’%(Q).
3) WmHkp(Q) < CL(Q), sik > —.
p

4) Si g <k<1l+ %, entonces WMHEP(Q) — C™MNQ), para A € (0,k — %]

5) Wmtkp(Q) < CmAQ), sik =1+ 2 y e (0,1).
b

Teorema 5.23. Sea 2 un abierto acotado y regular de R", ke Nyl <p <
oo. Entonces se tienen las siguientes inmersiones compactas:

1) Wmtkp(Q ma(Q) sik < 1,y
) WHEp(Q) — — Wm1(Q), si <pyq€[,n_kp)

2) Wtk (Q) e s WU(Q), si k = % yq € L, +00).

3) WnHkp(Q) < < C™(Q), si k> —.
p

Si ademds, > k — 1, entonces WmHhP < s C™NQ), para cualquier

Ae (0,k——).

Respecto de las inmersiones satisfechas por los espacios Wy (), se tiene
que son validas todas las de los dos teoremas anteriores, reemplazando los
correspondientes espacios W™ 5P(Q) por Wy" RP(Q), sin necesidad de su-
poner regularidad del abierto y acotado 2. Ademads, la acotacién de 2 no es
necesaria para las inmersiones continuas (Teorema (5.22)); en cambio, es im-
prescindible para las inmersiones compactas, como se puede comprobar con
ejemplos faciles en dimensién uno. Para el caso de dominios no acotados, son
necesarias condiciones adicionales a las de tipo geométrico aqui impuestas,
para tener inmersiones compactas; por ejemplo, la llamada “casiacotacién”
del dominio €2.
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