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Un modele stochastique pour I’écoulement de Von-Karman

N. Leprovost, L. Marié, B. Dubrulle

CNRS, Groupe Instabilité et Turbulence, CEA/DSM/DRECAM/SPEC, F-91191
Gif sur Yvette Cedex, France
nicolas.leprovost@cea.fr

Résumé

Un systeme d’équations stochastiques nous sert a décrire I’évolution de la vitesse
de rotation d’un disque ainsi que le couple appliqué dans I’écoulement de Von-Karman.
Ce dernier est étudié de fagon analytique pour deux modes de forgage: vitesse angulaire
ou couple constant. Le principal résultat est que ’on retrouve la relation expérimentale
de [9]: dans la limite de I'inertie du disque nulle, la puissance injecté dans la turbulence
fluctue deux fois moins lorsque I'on force a couple constant comparé au forcage a vitesse
angulaire constante. Ensuite, les distributions de probabilité de la vitesse angulaire et
du couple sont comparées a des données expérimentales.

1 Introduction

Le dispositif de Von-Karman est un dispositif trés étudié [4, 5, 8] autant pour sa

capacité a créer de la turbulence que pour ses propriétés vis-a-vis de I'effet dynamo. De par
son aspect (un cylindre avec un disque en rotation & chaque extrémité), il a été surnommé
"machine & laver”. Dans un récent travail, Titon et Cadot ([9]) ont étudié la statistique de
puissance injecté quand les disques tournent a la méme vitesse mais en sens opposé dans
une gamme de Reynolds comprise entre 2 x 10 et 5 x 10°. Ils se sont focalisés sur deux
régimes: dans le premier, la vitesse angulaire de rotation du disque est gardé constante et
dans le deuxiéme le couple appliqué est fixé. Pour ces deux modes d’injection d’énergie, la
forme des distributions de puissance injecté s’avere indépendante du nombre de Reynolds
et est globalement gaussienne avec une légere dissymétrie. Par contre, les fluctuations de
cette méme puissance (plus précisément 1’écart type) dépendent de fagon importante du
mode d’injection de ’énergie: elles sont deux fois plus importantes dans le premier régime
que dans le second lorsque 'inertie du disque tend vers une limite nulle.
Dans cette étude, nous proposons un modele stochastique qui permet de reproduire ce
résultat. Dans la premiere partie, le modele est discuté; ensuite, on étudie analytiquement
les deux modes d’injection de I’énergie et la relation liant les fluctuations de puissance
est mise en évidence dans 'approximation d’un bruit de faible intensité. Finalement, le
modele est confronté a des données expérimentales .

2 Le modéle

Comme remarqué par [9], I’équation de conservation du moment cinétique pour un
disque (en incluant les pales ainsi que le fluide compris entre celles-ci) s’écrit :

dQ)

= =
dt

Lo () + T (2) (1)
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ou {2 est la vitesse de rotation des disques, I'y, est le moment fournie par le moteur et I'y
est le couple du au fluide (couple turbulent). Ce dernier peut s’écrire:

I} /ua(z — O)ua (> = 0)dS @)

Par convention, on a placé le disque en z = 0. ug et u, sont les vitesses angulaires et
axiales, quantités fluctuantes a cause du caractere turbulent de I’écoulement. D’un point
de vue dimensionnel, la partie moyenne de I'y doit étre proportionnel a 0?2 et donc on
Péerit Ty = ¢ | Q| =€ ot £ est un bruit dont les propriétés reste a déterminer. On a
inclus une valeur absolue dans la définition de la partie déterministe de I'y afin d’introduire
une dissymétrie entre £Q. En effet, pres des disques et sans turbulence (£ = 0), on doit
avoir une solution stationnaire unique pour . L’équation d’évolution pour 2 peut donc
s’écrire:
ds2

195 = T(t) = | @ | +¢ 3)
Il nous reste a préciser la statistique de £. Tout d’abord dans un souci de simplicité,
nous avons considéré le cas d’un bruit additif (¢ indépendant de 2) mais les calculs se
généralisent assez facilement au cas d’un bruit multiplicatif. Ensuite, assez naturellement

en turbulence, nous avons choisi une corrélation en temps exponentielle: < £(¢)§(t') >=

t—t/|\ s ( f e .
2 exp(—‘—T‘) ou < - > représente une moyenne sur les réalisations du bruit. De facon

équivalente, & peut étre représenté par un processus de Ornstein-Uhlenbeck ([2]):

dg 1 r
. — 4
dt 7_5 + T’ 4)
ou I' est un bruit gaussien de moyenne nulle et d-corrélé en temps.
I faut noter qu’en utilisant un modele quasi linéaire de turbulence ([10]), il est possible

de dériver le systeme d’équations 3 et 4 a partir de Navier-Stokes ([12]).

3 Résultats analytiques

Le systeme d’équations 3 et 4 peut étre étudié analytiquement dans deux cas qui
correspondent & ceux étudiés expérimentalement par [9]: le 2-mode dans lequel les moteurs
sont régulés a vitesse angulaire constante et le I-mode dans lequel le couple délivré par
les moteurs est gardé constant. Nous traitons ces régimes séparément en nous concentrant
sur I’étude de la puissance fournie par les moteurs: P = I',,,€).

3.1 Q-mode

Dans ce cas, {} = cte et I’équation pour 2 se réduit a I', = I'y = cQ? — ¢ En
conséquence, la statistique de P se déduit directement de celle de &; c’est une variable
aléatoire gaussienne de moyenne ¢Q3 et de variance:

D
6P3 = 92?. (5)

3.2 I'-mode

Dans ce cas, I'),, = cte et le calcul est un peu plus difficile. On a & résoudre I’équations
stochastique suivante pour déterminer la distribution de probabilité de §2:

dQ
1= =T —c| Q] Q+£0) (6)
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D’un point de vue technique, le probléme vient de ce que £ n’est pas un bruit d-corrélé
en temps. Cependant, cette difficulté peut étre contournée en utilisant 'approximation
UCNA (unified colored noise approximation) développé par [3, 7]. Sous cette approxima-
tion (valable pour des temps de corrélation du bruit tres grand ou treés petit), I’équation
précédente peut se réécrire:

i T,-clQ|Q T()
O Q

avec €(2) = I + 2cr | Q |. Cette équation étant maintenant Markovienne, on peut lui
appliquer les techniques standard des processus stochastiques ([2]) et dériver la distribution
de probabilité de ) dans le cas stationnaire:

Ps(Q) = N(I +2¢7 | 2 ]) exp %[IQ(Fm — CQ%0(Q)/3) + cTQ*(T0(Q) — c?/2)]  (8)

ou # est la fonction signe. Dans la perspective d’'une comparaison avec I’2-mode, nous
devons calculer le moment d’ordre 2 de cette distribution ce qui n’est pas faisable dans le
cas général.

3.3 La limite du bruit de faible intensité
On réécrit la densité de probabilité pour €2 sous une forme adimensionnalisé: avec

X = 4 /ﬁQ, R? = % et S = %, on obtient pour la distribution stationnaire de y:

S, - — -

ou N représente la normalisation.
On veut calculer < x" >= ijoooo fnl(t) exp[—%@(t)]dt avec:

Falt) =17 £ +2) (10)
B(t) = (12 — (1)) — St + g@(t)t?’ (1)

En utilisant la méthode du col (cf [1]) jusqu’au second ordre en %, on obtient dans
la limite R < 1:
R? 4

<x">=1-———n(2—-n)+O(R 12
X g2 +OoR) (12)
a partir de cette expression, on peut calculer la variance en unités adimensionalisées,
toujours dans la limite R < 1 et prendre la limite S — 0 (i.e., 'inertie du disque tend

vers 0):
<x*>-<x>* R?

<x>2 T 204+ 09) +OR) — (13)

Et en récrivant cette équation pour €, on retrouve la relation expérimentale de [9] dans
la limite de l'inertie des disques nulle et du faible bruit.

5P§:r;[<92>—<9>2]:r2—<9>=2<Q>2:15P5 (14)
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Pour étudier I'influence de 'intensité du bruit sur la relation précédente, on a représenté sur
la figure 1, a = <X;2><;X<>XQ>2 calculé numériquement a partir de 9 en fonction de 'inertie
adimensionalisée, S et simultanément ’expression dérivée de 12: dans la limite R < 1,
a = 2(4—15). On peut voir que pour R < 1, la relation précédente est en accord avec la
relation numérique, alors que pour R > 1, les deux quantités s’écartent sensiblement 1'une
de 'autre. De plus, dans ce dernier cas «a ne tend plus vers % quand S — 0. La relation

14 est donc valable sous la double condition: R < 1 et I — 0.

R=0.01 R=0.1
0.13 ‘ ‘ ‘ 0.13 : ‘ :
0.125 0.125%
0.12¢ 0.12¢
5 0.115¢ 50.115¢
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03l "
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- ]
0.1\\ 0
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valeurs de R (intensité du bruit). La courbe continue correspond a ’approximation pour

Uintensité du bruit faible et la courbe en pointillé aux valeurs calculées numériquement.

Fi1Gc. 1 — Ewvolution du paramétre a = avec S (i.e. Uinertie) pour différentes

4 Confrontation a ’expérience

Dans le paragraphe précédent, nous avons tiré de notre modele un résultat confirmant
des résultats expérimentaux concernant un moment de la distribution de 2. Un autre
test peut étre réalisé en utilisant les données d’une expérience de type Von-Karman avec
leau comme fluide de travail [11]. Ce dispositif peut étre régulé aussi bien en Q-mode
qu’en I'-mode. Dans le premier cas, le couple délivré par le moteur est égal a celui de
la turbulence. Sa mesure nous donne donc une information directe sur I'; et selon notre
modele, on devrait avoir une distribution gaussienne avec une corrélation exponentielle en
temps. La figure 2 nous montre cette corrélation dans une expérience ol 2 = 50 rad.s~ .
Mis a part des oscillations d’origine inconnue, une tendance linéaire se dessine qui nous
donne acces au temps de corrélation de £ et a I'intensité de ce dernier. Les valeurs obtenues
sont D = 2.51072 Kg?>.m*.s72 and 7 = 0.05 s. Le dernier parameétre ¢ est obtenu & partir
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Fi1c. 2 — Corrélation temporelle du couple turbulent a partir de laquelle on estime la valeur
du temps de corrélation et le parameéetre D.
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Fic. 3 — Points: PDF de la vitesse angulaire quand le systéme est forcé a couple constant
(T = 2.8 Kg.m?.572) et ligne continue: la prédiction construite a partir des parmétres
déterminé en 2-mode
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de la valeur moyenne de I'y, qui nous donne ¢ = 7.39 10~* Kg.m?. L’observation de
I’'QQ-mode nous permet de déterminer I’ensemble des parametres de notre modele et donc
de prédire sans degré de liberté supplémentaire quelle sera la distribution de €2 lorsque
l’on forcera a couple constant: une distribution dont la forme est donnée par 1’équation
6. La figure 3 montre les données expérimentales dans une expérience a couple constant
(T = 2.8 Kg.m?.572) et telle que la vitesse angulaire moyenne soit la méme que celle de
I'Q-mode, 50 rad.s~'. Comme on peut le constater, I’accord entre la courbe expérimentale
et la prédiction est tres bon.

5 Conclusion

Grace a un modele stochastique de la turbulence dans le dispositif de Von-Karman
que nous avons testé sur des données expérimentales, nous avons été capable de retrouver
quelques caractéristiques de cet écoulement. Plus précisément, nous avons retrouvé une
observation expérimentale reliant les fluctuations de puissance injecté entre 2 modes d’in-
jection (équation 14). De plus, le modele une fois calibré grace aux données d’'un mode de
forcage (£2-mode) a permis la prédiction de la forme de la distribution de probabilité de
) dans 'autre mode de forcage sans recours a aucun parametre ajustable.
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