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Conditions aux bords dans des théories conformes non unitaires

Résumé :

La compréhension des effets de surface et de taille finie est cruciale dans I’étude des phé-
nomeénes critiques. En effet, si les modéles théoriques sont le plus souvent construits sur des
domaines arbitrairement grands avec des conditions aux limites périodiques, les échantillons
expérimentaux ont toujours des bords et sont de taille finie. A un point critique, la longueur
de corrélation diverge, elle peut donc devenir comparable ou supérieure & la taille de I’échan-
tillon. Les effets provoqués par la présence d’un bord peuvent ainsi étre ressentis dans tout
I’échantillon. La physique des phénoménes de surface a progressé en méme temps que les mo-
deles décrivant des transitions de phase dans le volume. A deux dimensions, en particulier, les
théories des champs invariantes sous les transformations conformes se sont révélées des outils ex-
trémement puissants pour décrire de maniére non-perturbative les transitions de phase. L’étude
des phénoménes de surface dans ce contexte a produit de nombreux résultats exacts tels que
des exposants critiques et des fonctions de corrélations dans divers modéles critiques.

Dans cette thése nous nous intéressons & des théories statistiques & deux dimensions dont
les degrés de liberté sont non locaux, comme par exemple des polyméres en solution. Ces théo-
ries peuvent étre formulées localement au prix de poids de Boltzmann négatifs ou complexes,
elles sont alors non-unitaires. Nous nous intéressons aux effets de surface dans ces théories, et
décrivons les différentes conditions au bord qui sont compatibles avec 'invariance conforme.
Notre stratégie n’est pas de formuler une approche axiomatique, mais plutot de partir de mo-
déles concrets sur réseau, et d’étudier leur limite continue. Dans ces modeéles, les configurations
du systéme sont en général définies en termes d’objets géométriques non-locaux. Nos résultats
peuvent étre reformulés dans le cadre de I’évolution (stochastique) de Schramm-Loewner (SLE),
qui décrit ces objets géométriques directement dans la limite continue.

Des certains cas les modéles étudiés ici pourraient également étre vus comme des modéles
jouets pour les théories logarithmiques. Si 'on veut comprendre la structure algébrique d’une
théorie conforme logarithmique, il est plus simple de partir d’une théorie avec bord, puisque
la méme théorie dans le volume mélange les actions de l'algébre chirale et de 1’algébre anti-
chirale. Par exemple, il doit étre possible d’extraire des paramétres universels caractérisant
I'indécomposabilité des représentations de l'algébre de Virasoro a partir de modéles sur réseau
avec un bord. D’autres résultats de cette thése peuvent étre utilisés pour prédire des quantités
universelles caractéristiques de points critiques quantiques de systémes unidimensionnels (par
exemple des chaines de spin), comme des entropies d’intrication ou des fidélités, en particulier
dans des systémes de taille finie.

Mots clés : transitions de phase, phénomeénes critiques, invariance conforme, théories conformes
avec bord, modéles intégrables, phénoménes de surface, Evolution de Schramm-Loewner.
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Boundary conditions in some non-unitary
conformal field theories

Abstract :

Understanding the surface effects, as well as finite size effects, is crucial in the study of critical
phenomena. Indeed, whereas theoretical models are most often built in very large systems with
periodic boundary conditions, the samples which are used in experimental physics are finite
and have some boundaries. At a critical point, the correlation length diverges, so it can be
comparable to, or even larger than the size of the sample. Thus, surface effects are important
even in the bulk, and they cannot be negleted in the sample. Our understanding of critical
phenomena at a surface has made the same progress as its bulk counterpart. In particular, in
two dimensions, conformally invariant field theories are now extremely powerful tools which
are used to describe phase transitions in a non-perturbative way. In this context, the study of
surface critical phenomena has produced numerous new exact results, such as boundary critical
exponents or correlation functions in several critical models.

In this thesis, we are interested in some statistical field theories in two dimensions, with
non-local degrees of freedom. For example, polymers in a good solvant are described by such
theories. One can try to turn these theories into local ones, but the price to pay is that we
get negative or even complex Boltzmann weights : these theories are then non-unitary. We are
interested in surface effects, and in finding out which boundary conditions are compatible with
conformal invariance in these theories. Our strategy does not involve an axiomatic approach, but
rather relies on concrete lattice models which have an interesting scaling limit. In these models,
the configurations of the model are given in terms of geometrical objects that are non-local.
Our results can be reformulated in the context of the (stochastic) Schramm-Loewner Evolution
(SLE), which gives a description of these objects directly in the scaling limit.

In some cases, the models we study can be considered as toy-models for logarithmic theories.
Indeed, it should be easier to understand the algebraic structure which underlies a particular
theory in the boundary case, because in the bulk theory the actions of the chiral and anti-chiral
algebras are mixed. For example, it must be possible to extract universal parameters which
caracterize the indecomposability of representations of the Virasoro algebra. Some other results
in this thesis can be used to compute some universal quantities which appear at quantum critical
points of 141D systems (e.g. gapless spin chains), such as entanglement entropies or fidlities, in
particular in finite-size systems.

Key words : phase transitions, critical phenomena, conformal invariance, boundary conformal
field theory, integrable models, surface effects, Schramm-Loewner Evolution.
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CHAPITRE |

Phénomeénes critiques et effets
de surface : quelques exemples

Le travail présenté dans cette thése traite de divers aspects des théories conformes avec bords.
Les théories conformes sont des théories des champs qui apparaissent naturellement quand on
veut décrire la physique & basse énergie d’un systéme & un point critique. Dans un tel sytéme les
fonctions de corrélation ne décroissent pas exponentiellement avec la distance entre les points,
mais plutét algébriquement. Par exemple dans un milieu magnétique a haute température la
fonction de corrélation de ’aimantation locale S(7) se comporte a grande distance comme

(S(71)8(F2)) ~ e~ Im—T2l/

ou £ est la longueur de corrélation caractéristique. Quand la température diminue, cette longueur
de corrélation augmente. Elle diverge a la température de Curie, et la fonction de corrélation se
comporte alors comme

(S(F1)S(72)) ~ |7 — 7"

ol 77 est un exposant critique qui est caractéristique de la classe d’universalité du point critique.
Dans notre exemple (la transition paramagnétique/ferromagnétique) n dépend de la dimension
du systéme et de la symétrie des interactions entre les spins?®.

Les modéles les plus simples que 'on peut construire pour étudier les comportements cri-
tiques sont souvent choisis de taille infinie, ou avec des conditions aux limites périodiques. Cela
permet de définir des quantités thermodynamiques finies (comme I’énergie libre) tout en évitant
d’avoir & travailler avec des conditions aux bords qui compliqueraient les calculs. De toute fa-
¢on, on attend en général que les effets diis & ces conditions aux bords soient négligeables dans
la limite thermodynamique. On peut effectivement justifier ce dernier point dans le cas ou la
longueur de corrélation & est finie, puisque les effets de surface doivent rester confinés dans une
zone de largeur £ le long du bord. Pour un systéme de trés grande taille L > £ les observables
dans le volume (c’est-a-dire loin du bord) sont insensibles aux effets de surface.

Cet argument s’écroule évidemment quand la longueur de corrélation devient comparable
a la taille du sytéme : £ ~ L. Au voisinage du point critique les effets de surface peuvent

#Par exemple pour la classe d’universalité du modeéle d’Ising n =1/8sid =2,7n~0,039sid=3et n=0en
champ moyen.



donc jouer un réle important. La suite de cette introduction contient quelques exemples de ces
comportements critiques de surface.

.1 Comportement critique de surface dans les milieux ferroma-
gnétiques

Les matériaux magnétiques fournissent un exemple simple de comportement critique de sur-
face. Considérons un échantillon d’un matériau ferromagnétique en d dimensions. En I'absence
de champ magnétique extérieur, le matériau a une aimantation spontanée (S(7)) = m(7). Dans
un systéme isotrope et sans bords on attend évidemment que ’'aimantation soit constante dans
tout le volume m(7) = my . Par contre, dans un systéme avec un bord, I’aimantation spontanée
peut varier prés de la surface. Si z > 0 mesure la distance & la surface, dans la région z < &
Paimantaion peut varier m(z) # my.

m(z) a

my

L 2

Fia. 1.1 — Profil typique de 'aimantation locale m(z), ot z mesure la distance a la surface. £
est la longueur de corrélation dans le volume.

Un spin localisé sur la surface a moins de voising qu’un spin dans le volume, donc en général
Paimantation doit diminuer prés de la surface (figure I.1). Mais il est parfois possible que le
profil d’aimantation augmente si les interactions entre les spins de surface sont suffisamment
fortes, ou simplement si ’on applique un champ magnétique dans le voisinage de la surface.

Pour rendre la discussion plus concréte on peut par exemple considérer le modéle d’Ising sur
le réseau (aZ)®. Sur chaque site du réseau vit un spin S; = £1. Dans le volume I'énergie d’une
configuration est

Hy =-J Y S8, (1.1)

<ij>

et au bord (on considére par exemple un réseau semi-infini (aZ)*! x aN)

Hy=-J, ) SiS; (1.2)

<bc>



ou la somme est restreinte aux paires de sites voisins a la surface (bc). En dépit de sa simplicité ce
modéle a un comportement critique de surface riche (figure I.2) qu’on peut esquisser rapidement
par un traitement en champ moyen. [’approximation consiste dans ce cas & remplacer 'interac-
tion d’un spin .S; avec ses voising —J.S; > i S; par une interaction plus simple. On découpe le sys-
téme en une suite d’hyperplans paralléles & la surface et situés & distance z € aN de celle-ci, et on
considére ’aimantation moyennée sur chaque hyperplan m(z). Le terme ) i Si (les 7 désignent
les voisins du site i) est remplacé par 2(d—1)m(z)+m(z—a)+m(z+a). De la méme fagon l'inter-
action d’un site b sur la surface avec ses voisins est remplacée par —Js5,2(d—1)m(0) — JSym(a)
Pour que cette approximation soit cohérente, 'aimantation moyenne en chaque site < S; > (ou
< Sp >) doit étre égale a m(z)

m(z) = tanh [Wm(z) + %m(z —a)+ %m(z + a)] (I.3a)
m(0) = tanh [Wm(O) + ;m(a)} . (I.3b)

Phase ferromagnétique. Si T < T¢ = 2Jd I'aimantation spontanée loin de la surface

my = m(z — o00) est non-nulle et vérifie my = tanh [TTCmV} Dans la limite T/Tc — 1~

'aimantation spontanée doit étre faible dans le volume : m? ~ 3(T/T¢)*(1 — T/T¢). Dans
cette limite on peut facilement déterminer le profil d’aimantation. En considérant z comme une
variable continue, le systéme (1.3) devient a 'ordre le plus bas en m(z)

2m
_ 2%(z)+m(z) = my (I.4a)
—A%(O)—i—m(o) ~ 0 (I.4b)

2
ou &2 ~ lafé(f;l« et A ~ 172(d71§1(JS/J71)' On retrouve bien le comportement décrit qualitative-
ment sur la figure 1.1 : m(z) = my (1 - ﬁe%m) pour J = J;. On voit également qu’en
augmentant suffisamment Js/J, aimantation au voisinage de la surface devient supérieure a
laimantation du volume (m(0) > my ).

Phase paramagnétique et transition de surface. Quand T > T les spins dans le volume
sont désordonnés. Les spins & la surface ne peuvent étre ordonnés que si le couplage Js est
suffisamment fort. Dans ce cas la transition désordre/ordre des spins du bord a lieu a une
température Teg(Js) > Te. Elle est appelée traditionnellement transition de surface. Puisque
cette transition ne concerne que les spins dans le voisinage du bord, il s’agit en fait d’une
transition paramagnétique/ferromagnétique pour un systéme & d — 1 dimensions. Il est clair
qu’elle ne peut avoir lieu que si d — 1 > djuf, oU dinr est la dimension critique inférieure. En
général pour les modéles de magnétisme avec symétrie continue on est limité par le théoréme
de Mermin-Wagner. Pour le modéle d’Ising, on est plutét limité par 'argument de Peierls : on
voit qu'il ne peut pas y avoir de transition de surface en dimension 2 (surface de dimension 1),
mais qu’elle existe si d > 3.



Surface
désordonnée
Surface
Volume désordonné Surface
ordonnée
T Ordinaire Extraordinaire
¢ Spéciale
Volume ordonné
>
Js/J

FiG. 1.2 — Diagramme de phase typique d’un milieu ferromagnétique en fonction de la tempéra-
ture T et du rapport des couplages Jg/J entre spins du volume et spins du bord. A la transition
ferromagnétique/paramagneétique T' = T, différents comportements critiques de surface sont
possibles en fonction de la valeur de Js/J : on parle alors de transition ordinaire, spéciale ou
extraordinaire.

Par définition notre modéle en champ moyen n’est pas sensible aux finesses venant de la
dimension de D’espace. On peut y voir la transition de surface de la facon suivante. Puisque
Paimantation est nulle dans le volume, on suppose m(z) < 1, ce qui permet & nouveau de
linéariser les équations (I.3).

o d?m
—£ 02 (z)+m(z) = 0 (I.5a)
28 0) +m(0) = 0 (1.5b)

2
ol €2 = ;/:/Fff)l et A= 1+2d(T/TC—1)—(12(d—1)(Jg/J—1)‘ Il est clair que m(z) = 0 est une solution de
ces équations. Mais quand A/& = —1, la solution m(z) = cste.e”*/¢ est également acceptable.
Dans ce cas 'aimantation n’est plus nécessairement négligeable prés de la surface, et on est
obligé de tenir compte d'un terme m(z)? dans le membre de gauche de (I1.5.b). En insérant ce
nouveau terme, on voit qu’une solution m(z) # 0 existe dés que A < —¢. La température critique

Tes(Js) de la transition de surface est donc donnée par la solution de A(T¢s)/€(Tes) = —1, ce
qui nous méne dans la limite T' — T(jf a
Tes 1 Js e
—1=—11-2d-1)|——-1 . L
Te 2d [ @=1) (J ﬂ 16)
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® = 1/2 est un exposant critique qui détermine la forme de la ligne de transition de surface
dans le diagramme de phase I.2 au voisinage de T¢.

Transition ordinaire, extraordinaire, spéciale. A la température de Curie T' = T¢, il y
a trois comportements possibles & la surface, selon la valeur de Js/J. Pour caractériser ces trois
classes d’universalité on peut définir une myriade d’exposants critiques associés & la décrois-
sance des différentes fonctions de corrélation dans les directions transverses ou paralléles a la
surface. Pour ne pas surcharger cette introduction nous ne discutons pas ces exposants ici, mais
on pourra consulter entre autres les excellentes revues [1, 2, 3.

e Transition ordinaire. Elle alieu & T' = T dés que Jg/J est assez faible. L’aimantation spon-
tanée est nulle partout. Pour mieux caractériser cette transition il est utile d’utiliser le language
du groupe de renormalisation & la surface. Puisque la classe d’universalité de cette transition
ne dépend pas de la valeur spécifique de J;/J, 'opérateur qui correspond a une variation du
couplage entre spins & la surface est irrelevant. Il n’existe qu'une perturbation relevante au bord,
qui correspond & 'application d’un champ magnétique localisé a la surface.

o Transition extraordinaire. Dans le cas on Js/J est assez fort, on a vu précédemment que
I’aimantation n’est pas nulle & la surface méme si les spins dans le volume sont désordonnés. Ceci
est toujours vrai & la transition de Curie dans le volume. Comme dans le cas de la transition
ordinaire, la perturbation du couplage Js/.J est irrelevante.

o Transition spéciale. Les lignes des transitions ordinaire, extraordinaire et de surface se
rejoignent en un point multicritique dans le diagramme de phase 1.2. Par exemple, dans le cas
de notre modeéle en champ moyen la relation (7.6) montre que cette transition a lieu quand
Js/J = 1+ 1/(2d — 2). Méme en I’absence d’'un champ magnétique extérieur appliqué a la
surface, la transition spéciale est instable : une perturbation du couplage Js/J provoque un flot
vers la transition ordinaire ou extraordinaire.

1.2 Polyméres en solution et transition d’adsorption

La modélisation la plus simple d’un polymére en solution [4, 5] consiste & le considérer
comme une longue chaine flexible constituée de N maillons (les monomeéres), qu’on peut placer
sur les arétes d’un réseau cubique (aZ)d. En négligeant les interactions entre les monomeéres le
long de la chaine, le modéle est équivalent & une marche aléatoire de N pas sur le réseau (figure
1.3). On parle alors de chaine idéale. La chaine “réelle” est un modele plus réaliste dans lequel la
marche aléatoire est auto-évitante. Ces deux modéles correspondent a des classes d’universalité
différentes (si d < 4). La physique des polyméres est décrite correctement par les modéles
construits & partir de la marche aléatoire auto-évitante. Mais ce processus est considérablement
plus difficile & appréhender théoriquement que la marche simple, qui est un processus Markovien.
En fait la marche simple est une description en champ moyen de la marche auto-évitante, et les
deux modéles sont équivalents dans la limite continue si d > 4.

Notre compréhension de la physique des polymeéres au-dela du champ moyen est basée sur



F1a. 1.3 — Deux modéles de polymeére sur réseau : la chaine idéalisée (a) correspond & une marche
aléatoire simple, la chaine “réelle” (b) est une marche auto-évitante. Les deux classes d’univer-
salité sont différentes si d < 4, identiques si d > 4. La chaine idéale est une approximation de
champ moyen de la chaine “réelle”.

une analogie célébre avec les systémes magnétiques. Elle a été mise en avant par de Gennes
en 1972 et a été trés exploitée depuis. Cette analogie est trés profonde, et peut étre rendue
quantitative en considérant la limite & n — 0 composantes des modéles de spin avec symétrie
O(n) [4]. Nous reviendrons sur cette limite dans les chapitres suivants. Dans cette introduction
nous nous limitons a quelques idées qualitatives et une petite modélisation en champ moyen.

Comme dans le cas des matériaux magnétiques, la présence d’une surface dans le systéme
peut provoquer des phénoménes spécifiques. L’entropie d’un polymére est plus petite quand
celui-ci est proche d’un bord. Les molécules du polymeére interagissent avec les constituants de
la surface & courte portée (interaction de type Van der Waals). A priori cette interaction peut
étre attractive ou répulsive. Si l'interaction est trés fortement attractive, tout le polymére doit
étre collé sur la surface. Si l'interaction est répulsive, ou si elle est attractive mais trop faible, le
polymeére se détache de la surface pour gagner de 'entropie. La transition entre ces deux régimes
(figure I.4) est appelée transition d’adsorption. C’est une transition du second ordre, qui peut
étre vue comme l'analogue de la transition spéciale pour le magnétisme.

La transition d’adsorption peut étre analysée facilement en champ moyen (pour un traite-
ment plus complet on pourra consulter l'ouvrage [6] qui est dédié intégralement & la modélisation
de ce phénoméne). On considére une chaine idéale de longueur N sur le réseau (aZ)d, dont une
des extrémités est fixée en 0 et 'autre en 7. Dans la limite N > 1 la distribution de 7 est
gaussienne

2
. —d/2 |7l
En particulier, 'exposant de Flory défini par <]F]2> ~ a®?N?% vaut v = 1/2 en champ moyen.
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FiG. 1.4 — La transition d’adsorption : quand 1’énergie d’interaction e entre un monomére et
la surface devient assez grande, elle peut compenser ’entropie perdue par les monomeéres qui
adhérent au bord. Le polymeére se colle sur la surface.

Passons maintenant au comportement de surface. On travaille sur le réseau aN x (aZ)d_l, avec
une des extrémités du polymeére attachée en 0. En notant 7 = (r L,r‘“), dans la limite N > 1
on a p(r) = p(r1)p(7j). La distribution p()) est la méme qu’en (I.7) en d — 1 dimensions. La
distribution de 7 est plus intéressante. On peut considérer que les coordonnées transverses des
maillons de la chaine réalisent une marche aléatoire a 1 dimension de N’ = N/d pas. Cette
approximation est vraie uniquement en moyenne, mais elle devient exacte dans la limite N > 1.
La marche aléatoire { X}y, </ Vérifie

[ Xps1— Xn| = 1 (1.8a)
X, > 0 (1.8b)
Xo = 0 (L.8¢)

et le poids de Boltzmann d’une marche {X,,} de longueur N’ vaut

€
<N
p({Xn}) =T (L9)
ol —e est I'énergie donnée & un monomére qui touche la surface, T' est la température, et
N/
Ny = E 0x,.,0 est le nombre de retours en 0. On pourrait résoudre ce modele pour un para-
n=1
métre /T général, mais le résultat serait assez technique. Dans cette introduction, nous allons

e/T

nous limiter & trois points particuliérement simples e = 1, 2, oo. Ces trois points sont suffi-

sants pour illustrer la transition d’adsorption.
o ¢/T = 1. La marche aléatoire {Xn}ogng N est particulierement simple dans ce cas puisque
tous les chemins admis ont la méme probabilité. Il suffit donc de compter le nombre de chemins

allant de 0 & k en N’ pas, sans jamais passer par le site —1. Un chemin qui passe par —1 n’est
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Fia. 1.5 — (a) Les chemins interdits pour la marche X,, sont en bijection avec les chemins non
restreints partant de —2. (b) La marche aléatoire {X,},<, <+ €t son image par la réflexion
X, — —X,.

pas admis, néanmoins il est facile de voir qu’il peut étre envoyé par une réflexion autour du site
—1 sur un chemin non restreint qui part du site —2 (figure 1.5.a). Il est donc treés facile d’évaluer
le nombre total de chemins { X}, <s qui vont de 0 & k en restant sur les sites positifs

N’ N’ 2(k+1) N’
INi g = / — / = — / 1.10
A <N2’“> <N2“> N+ k+2\ Mgt (L0
N’ N
Le nombre total de marches de longueur N’ est Zy: = Z AN ( N'/2 ) Ceci permet de
k=0

calculer la probabilité py/ (k) = Zn/ 1 /Zn'. Le comportement asymptotique de cette probabilité
quand N, k> 1 vaut

k k>
pnr (k) N P | ~ o (I.11)

donc dans le modele de départ sur le réseau aN x (aZ)*™

2

r r
X —— -+ . 1.12
pr(re) alN exp( 2Na2/d> ( )

Dans une configuration typique, I'extrémité libre du polymere est & une distance o< av'N de
la surface. Une autre quantité intéressante qu’il est possible d’évaluer est le nombre moyen de
monomeéres adsorbés (Np), ou le nombre moyen de retours a lorigine dans le langage de la
marche aléatoire. Nous n’allons pas faire le calcul ici pour ne pas surcharger cette introduction,
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mais il n’est pas difficile. On trouve [6]
(No) = O(1) (113)

quand N’ > 1, c’est-a-dire que (Np) ne croit pas avec la longueur N’. Ceci est compatible avec
I'interprétation du polymeére non-adsorbé : 'extrémité libre du polymére flotte dans le volume
loin de la surface. Seuls quelques monomeéres voisins de 'extrémité attachée a la surface sont en
contact avec celle-ci.

o ¢/T = 2. Dans ce cas le poids donné & la marche & chaque fois qu’elle rencontre 1’ori-
gine (X, = 0) compense exactement le manque d’entropie da a la restriction X,, > 0. En
d’autres termes, le facteur 2 dans la fonction de partition peut étre interprété comme un choix
gauche/droite que 1'on fait a chaque fois que la marche touche lorigine (figure 1.5.b), et on
retrouve ainsi le cas de la marche non restreinte. La fonction de partition est maintenant

N/
INr g = ( N'—k > (1.14)
2

et on trouve évidemment le comportement asymptotique gaussien habituel

k2
/ N')~1/2 —~ 1.1
p(k) o (V) exp (o (115)
¢est-a-dire p(r ) oc N~/2 1 dans le modéle initial sur le réseau aN x (aZ)?™!
-a-dire p(r) exp | ———==—+— ns le m initial sur le réseau a a .
PATL P 2Na?/d

Le maximum de cette distribution est toujours en r; = 0, contrairement au cas précédent. Le
nombre moyen de monomeéres adsorbés (INg) peut aussi étre calculé & ce point [6]. On trouve

(Ng) < VN (1.16)

dans la limite N > 1. Ce comportement correspond & la transition d’adsorption dans ce modéle
simplifié. On a une fraction de monoméres adsorbés qui varie algébriquement avec la taille du
polymeére, et 'extrémité libre du polymére explore le volume tout en restant fortement influen-
cée par la surface.

/T

e ¢“" = oo. Dans la fonction de partition, seules les configurations avec un nombre maximal

de monomeéres adsorbés a la surface ont une contribution non nulle. Cela signifie que la marche
est triviale : on a X,, = 0 si n est pair, et X;,, = 1 si n est impair. Dans le modéle de départ,
la distribution de r| est concentrée a la surface

p(ri) = 6(ry) (I.17)

et le nombre moyen de monomeéres adsorbés croit linéairement avec la taille du polymeére

(Ng) o N. (118)
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Pour d’autres valeurs de e/, on peut montrer que l'on retrouve toujours les mémes com-

portements asymptotiques quand N > 1 que ceux décrits ici dans les cas /T =1 ou .
Evidemment, on doit voir cela comme une conséquence du flot du groupe de renormalisation
qui n’a que deux points fixes stables, I'un correspondant au polymeére complétement adsorbé &
la surface, 'autre au polymeére non-adsorbé qui flotte librement dans le volume. A la transition
d’adsorption, c’est-a-dire au point e/7 = 2 dans ce modeéle de marche aléatoire simple, on a un
comportement critique non-trivial. Nous reviendrons sur cette transition dans le chapitre V.

.3 Problémes d'impuretés quantiques : I'’effet Kondo

Les problémes d’impuretés quantiques concernent le comportement des électrons dans un
solide en présence d’impuretés isolées, qui peuvent étre distribuées de maniére aléatoire dans les
sytéme. On va se contenter ici d’une impureté unique. A priori, la physique abordée dans ces
problémes n’a rien & voir avec les phénoménes de surface décrits dans les deux sections ci-dessus.
Mais, sous certaines conditions, il est possible de reformuler ces questions dans le language des
comportements critiques en présence d’'un bord. I’analogie avec les systémes magnétiques et les
polymeéres est alors frappante. L’effet Kondo est un exemple important. Les théories conformes
ont un intérét particulier dans ce probléme, et de nombreux résultats exacts ont été obtenus
dans ce contexte [7].

Le modeéle de Kondo est destiné & I’étude des effets d’une impureté magnétique sur la conduc-
tivité & basse température d’un matériau conducteur. D’habitude, la contribution dominante
A la résistivité électrique dans les métaux vient de la diffusion des électrons sur les noyaux
atomiques en vibration, ¢’est-a-dire sur les phonons. Cette diffusion augmente rapidement avec
la température puisque de plus en plus de phonons sont excités. Dans la plupart des métaux
la résistivité électrique augmente ainsi de maniére monotone. Il y a également une résistivité
résiduelle indépendante de la température due a la diffusion des électrons sur les impuretés et
les défauts dans le matériau, qui persiste méme & trés basse température, quand les phonons ne
sont presque plus excités. Cependant, dans certains métaux non magnétiques tels que 'or ou le
cuivre, la résistivité augmente a basse température, ce qui indique qu’un autre type de diffusion
doit apparaitre dans ces matériaux, et que cette diffusion est plus forte quand on diminue la
température. Dans les années 1960 cette diffusion anormale a été identifiée comme la diffusion
sur des impuretés magnétiques localisées dans le matériau. En particulier, en 1964, Kondo a
montré comment l'interaction entre le spin d’une impureté et le spin d’un électron de conduc-
tion pouvait générer une contribution a la résistivité en R o« —JlogT', ou J est le couplage
antiferromagnétique (quand J > 0) entre 'impureté et les électrons, expliquant ainsi U'effet ob-
servé. Néanmoins, la résolution de ce probléme s’accompagne d’'une nouvelle question : que se
passe-t-il quand T — 07 Le terme de Kondo —J logT diverge dans ce cas. Expérimentalement,
A trés basse température la résistivité tend vers une résistivité résiduelle comme dans le cas ha-
bituel. La théorie de Kondo n’est donc valable qu’au-dessus d’une température caractéristique
Ty . Cette divergence de la théorie de Kondo & basse température (basse énergie) a motivé de
nombreux travaux. Des contributions importantes ont été apportées notamment par Anderson,
par Wilson et par Noziéres, qui ont abouti & un scénario physique relativement simple. Dans
un language moderne, on dit que le couplage J > 0 (antiferromagnétique) augmente quand on
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abaisse I’échelle d’énergie. A trés basse température, des électrons de conduction se couplent &
I'impureté et viennent ainsi I’écranter. Plus précisément, un des électrons de conduction forme
un singulet avec I'impureté (si celle-ci a un spin 1/2). Le spin des autres électrons n’interagit
plus avec celui de 'impureté.

R R

a. 0 T L. O T

Fia. 1.6 — Profil de résistivité typique dans un métal sans impuretés magnétiques (a) et avec
des impuretés magnétiques qui ont une interaction antiferomagnétique avec les électrons de
conduction (b). L’augmentation de la résistivité dans le cas (b) a basse température correspond
a leffet Kondo.

Réduction a un probléme 1+ 1D avec bord. On peut s’intéresser & un modéle simple
avec une seule impureté [7]

—

-0
H= / B [wa(m (—Q;VQ - 6F> Yal?) + T8 T, (1.19)

-,

ou on utilise la relation de dispersion e(k) = % —ep. S est I'opérateur de spin de I'impureté

située en 0. Les électrons de conduction sont annihilés par les opérateurs 1, (7). Ce modéle a
une divergence ultraviolette qui doit étre régularisée, par exemple en imposant ‘E — k:F‘ < A.
La simplicité de ce modéle vient de la symétrie sphérique : on peut développer les opérateurs
électroniques en harmoniques sphériques, pour trouver finalement que seule ’harmonique s
interagit avec 'impureté. En écrivant

Vg o(k) + autres harmoniques (1.20)

1
T

on arrive a 'expression suivante pour le Hamiltonien (1.19)

o0 d d o 5

=2 z/ dr wz—wL - w};—wR + vp Az/JE(O)gsz(O).S + autres harmoniques (I1.21)
2 Jo dr dr 2

Les “autres harmoniques” n’interagissent pas avec S et on peut les négliger. Pour passer de (1.19)

a (1.21) on a linéarisé la relation de dispersion €(k) ~ vp(k — kr) et on a introduit le couplage

adimensionné \ = J "::ZF (noter que mﬂ—’? est la densité d’états par unité d’énergie et de volume
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par spin). On a ainsi réduit le probléme initial & 3+ 1D & un probléme 1+ 1D grace a la symétrie
sphérique. En outre, on voit que 'impureté est située au bord du demi-axe réel positif. On a
donc réduit le modéle de Kondo initial & un probléme 1 + 1D avec bord.

On peut calculer la fonction [ & l'ordre le plus bas en A (voir |7])

d )
T D~ (1.22)

ol D est un régulateur infrarouge. En terme du couplage non renormalisé \g & ’échelle Dy on
a donc
Ao

M)~ T3, Tog(Do/ D)

(1.23)

et on voit que si le couplage est antiferromagnétique (A > 0), alors A augmente quand on abaisse
I’échelle d’énergie, comme on 1’a discuté plus haut.

Comportement infrarouge et modéle d’électrons libres sur réseau. Pour comprendre
ce comportement, on peut introduire I’analogue sur réseau du modeéle (1.21).

H=-t) (%TWH + ¢j+1wi> + J%%wo-g (1.24)
=0

On n’a pas noté les indices de spin pour les fermions ¥;. La limite J/t — oo est trés simple dans
ce modéle. L’électron sur le site 0 et I'impureté subissent une interaction antiferromagnétique
infine, ils forment donc un singulet |f}|) — [{}1). Dans ce cas les autres électrons n’interagissent
plus du tout avec 'impureté, tant qu’ils ne se déplacent pas sur le site 0 (figure 1.7). Tl y a deux

—eo—o—0—0—0—0—0—--------
a. 0 1 2 3 4 5 6 7T

® @ @ @ @ @ @ @ EEEEEEEE
b. 0 1 2 3 4 5 6 7

Fia. 1.7 — Modéle d’électrons libres sur réseau. (a) Quand le couplage est nul (J = 0) les
électrons se déplacent librement. (b) Quand le couplage est fort (J/t > 1) un électron vient sur
le site 0 et forme un singulet avec 'impureté. Les autres électrons se déplacent en évitant le site
0, et ils n’interagissent pas avec le spin de I'impureté.

points fixes sous le flot RG pour ce modéle. Le point J/t = 0 est répulsif, et le point J/t = oo
est attractif. La différence entre ces deux points est la forme des états propres, qui sont des
ondes planes de la forme 1); o sin (7ki) quand J/t = 0 et ¢;  sin (7k(i + 1)) quand J/t — oc.
Dans la limite continue, cela se traduit par une différence de phase entre les deux conditions au
bord pour les fermions |7].
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L’analogie entre ce modéle de fermions libres sur le réseau et le modéle de marche aléatoire en
1D que nous avons étudié dans la section précédente pour introduire la transition d’adsorption
pour les polymeéres est assez frappante. Evidemment il subsiste des différences importantes
entre ces modéles, et la trajectoire d’un électron dans l’espace-temps en 1 + 1D ne peut pas
étre directement comparée au polymeére idéal. Néanmoins, on pressent que tous ces phénoménes
dérivent, au niveau théorique, d’'un méme concept : le groupe de renormalisation et les flots
qui peuvent exister entre les différentes conditions au bord d’un modéle. Dans ce sens, effet
Kondo, la transition d’adsorption pour les polymeéres et la transition spéciale dans les matériaux
ferromagnétiques sont similaires.
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CHAPITRE I

Théorie conforme avec bord

Dans cette thése, nous étudions des systémes & deux dimensions. L’intérét théorique de la
dimension d = 2 (ou d = 1 + 1 pour des systémes quantiques) vient du fait que de nombreux
modéles peuvent étre résolus exactement, au moins partiellement. En dimension supérieure
d > 2, on ne peut souvent obtenir des résultats exacts qu’en champ moyen. Pour aborder la
dimension physique la plus intéressante, d = 3, on doit malheureusement se restreindre le plus
souvent a des calculs perturbatifs, par exemple en-dessous de la dimension critique supérieure
(développements en d. — €, voir par exemple [1]).

A deux dimensions, les premiers résultats exacts ont été obtenus pour des modeéles discrets
définis sur réseau : le modeéle d’Ising bidimensionel a été résolu® par Onsager en 1944. Depuis, les
progres de I'intégrabilité sur réseau ont été considérables [2]. Mais les modéles discrets ne sont pas
les seuls & permettre de déduire des résultats exacts : on peut aussi définir des modéles solubles
directement dans la limite continue, c’est-a-dire des théories des champs. Evidemment, la limite
continue doit pouvoir étre extraite de la solution d’un modéle sur réseau : en ce sens ce dernier est
plus complet. Mais la théorie des champs fait apparaitre de maniére plus simple et plus directe
les quantités universelles qui apparaissent dans le modéle, d’une facon qui est “dépolluée” des
corrections dues au réseau. Les théories conformes et les théories des champs intégrables [3]
sont des modeéles qui donnent accés & des quantités universelles et exactes directement dans le
continu.

Ce chapitre est une introduction a la théorie conforme avec bord. Nous allons décrire les
aspects les plus génériques, sans aborder les spécificités de chaque modéleP. Les théories plus
particuliéres qui font 'objet de cette thése seront discutées dans les chapitres suivants.

1.1 Invariance conforme

I1.L1.1 Phénoménes critiques et invariance conforme

La physique des transitions de phase peut étre analysée dans le language du groupe de re-
normalisation (RG). Par exemple, le modeéle d’Ising en champ extérieur nul (figure I11.1) possede

#Onsager a calculé ’énergie libre du modeéle d'Ising bidimensionnel en champ nul, et a montré qu’il y avait
bien une transition de phase. Il y a eu évidemment beaucoup d’autres contributions intéressantes sur le modéle
d’Ising depuis le calcul d’Onsager, et il reste de nombreuses questions ouvertes.

PA part le modéle d’Ising, qui nous servira d’exemple.
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température
N

?

Fia. II.1 — Configurations typiques du modéle d’Ising et flot du groupe de renormalisation.

deux phases, & haute température et & basse température, qui sont attirées respectivement par
les points stables T = oo et T' = 0 sous le flot du groupe de renormalisation (flot RG). Les
deux phases sont séparées par un troisiéme point fixe sous le flot RG, qui est instable et qui
correspond a la température de Curie T¢. Si une théorie des champs décrit ce point fixe, elle est
nécessairement invariante sous une transformation d’échelle. Concrétement cela signifie que, si
une configuration C du modeéle est envoyée sur la configuration C’ par une dilatation de 'espace
(assimilé ici au plan complexe)

22 =Xz (IL.1)

s[e]

alors leurs poids de Boltzmann e sont identiques

s[E=s[c]. (I1.2)

Les opérateurs locaux ®(z, z) présents dans la théorie peuvent étre vus comme des moyennes
locales renormalisées de quantités physiques. La dimension d’échelle A de 'opérateur @ est telle
que, sous la dilatation (II.1), la quantité suivante est invariante

o, 2) d2'|> = D(2,2) |dz| (IL.3)

ou \dz|2 représente un “volume” infinitésimal autour du point z. Pour des théories libres, par
exemple le boson libre, la dimension d’échelle des champs est obtenue par simple comptage des
puissances dans 'action S. Pour des théories plus générales avec des interactions, les dimen-
sions A sont des nombres non triviaux. Leur identification est une étape importante dans la
compréhension d’un nouveau modéle. Remarquons que (I1.3) implique que les dimensions des
dérivées successives de ® sont données par A+ 1, A+ 2, etc. Le plus souvent la théorie est aussi
invariante par rotation

z 2 =€z (IL.4)

L’opérateur local ® doit se transformer de maniére covariante également sous (I11.4)
D(z,2) — ¥00(2', 7) (IL.5)

ou s est le spin de 'opérateur (s = 0 pour une observable invariante par rotation).
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L’invariance sous les dilatations, rotations et translations ne fixent pas plus de contraintes
sur la théorie. Pour aller plus loin, Polyakov a proposé une hypothése plus forte qui est une
version locale de 'invariance d’échelle. Cette hypothése est particuliérement plausible quand les
interactions du modéle sont de courte portée. On suppose alors que toutes les transformations
conformes laissent la théorie invariante. Une transformation conforme z — 2’ = f(z, z) préserve
Porientation et les angles (localement, voir figure 11.2). A deux dimensions les transformations
conformes sont des fonctions analytiques z — f(z). Les fonctions analytiques sur tout le plan
complexe C ne sont pas en général univaluées, on travaille donc souvent avec des domaines
bornés inclus dans C (voir ci-dessous).

Fic. 1.2 — Une transformation conforme préserve localement les angles.

Puisqu’une transformation conforme n’est autre, localement, qu’'une rotation composée avec
une dilatation, les relations (11.3) et (IL.5) peuvent étre promues aisément pour donner la relation

fondamentale
dZ\" [dzZ\"
5= (L) (&) on. 7 .
ca=(5) (5) o= (1)

ou les exposants h et h sont reliés a la dimension d’échelle et au spin de ® par

A = h+
s = h-—

Il y néanmoins une ambiguité dans le passage de (II.3) et (IL.5) & la relation générale (I1.6).
En effet, si un opérateur ® satisfait (I1.6), ses dérivées successives ne se transforment pas de
la méme fagon. Pour passer des dilatations et rotations globales aux transformation conformes,
on doit donc distinguer les opérateurs primaires, qui vérifient (I1.6), des autres opérateurs pré-
sents dans la théorie, qui sont en général des combinaisons de dérivées d’opérateurs primaires.
Intuitivement, les opérateurs primaires sont “plus locaux” que les autres.

U S

(I1.7)
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11.L1.2 Premiéres conséquences de l'invariance conforme. Fonction a un point.

On considére un modéle statistique au point critique dans le demi-plan complexe H qui
correspond & Sm z > 0. L’invariance d’échelle et I'invariance par translation suffisent a fixer la
forme de la fonction & un point d’un opérateur ® qui satisfait (11.3)

(®(, )y = C)A (11.8)

(28m 2z
La constante C' peut éventuellement étre nulle, et en général elle dépend de la condition au
bord. Le facteur 2 est une simple convention qui assure la cohérence avec la suite du texte. Il
pourrait bien sfir étre absorbé dans la constante C.

L’invariance conforme est beaucoup plus contraignante. En effet, elle fixe la fonction & un
point d'un opérateur primaire (I1.6) dans n’importe quel domaine simplement connexe (2. Le
théoréme suivant est standard en analyse complexe [4], et il est bon de Iavoir a I’esprit quand
on travaille avec une théorie conforme.

Théoréme de ’application conforme de Riemann : si  est un ouvert simplement
connexe du plan complexe C, tel que Q # () et Q # C, alors il existe une transformation
f: H — Q bijective et conforme.

Il est clair que la transformation f n’est pas unique, puisque si h est une transformation
conforme du demi-plan H sur lui-méme, alors f o h est aussi une transformation conforme et
bijective qui convient. Les transformations conformes h : H — H sont connues. Ce sont les
fonctions de la forme

az+b
cz+d’
La fonction & un point de ® dans un domaine {2 peut maintenant étre calculée en utilisant
(I1.6) et (IL.8). Pour ne pas obscurcir I'argument, on suppose que le spin de ® est nul : h = h.
Onnoteg=f1:Q—Het z=g(2) € Hpour 2/ € Q.

h:z— a,bc,d € R et ad—bc=1 (I1.9)

(@(+, 7)), = (flj)h@j)h@(z,z»ﬂ
_ C
(2 dg | %mg(,z’)>A
C

= W (I1.10)

La fonction dg représente une distance entre un point et le bord du domaine 2. Par construction,
elle est harmonique. Elle est aussi invariante sous une redéfinition de f en f o h avec h de la
forme (I1.9), ce qui est nécessaire pour que la fonction a un point (I1.10) soit bien définie. Par
exemple, si le domaine est le disque D = {2’ , |2/| < R}, la distance harmonique au bord vaut
/ 2

dp(?',Z)=R |1 - (';) (I1.11)
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1.2 Fonctions de corrélation dans le demi-plan

L’exemple donné dans la section précédente illustre le fait que I'invariance conforme permet,
grace au théoréme de Riemann, de ramener le calcul de n’importe quelle fonction de corrélation
dans un domaine simplement connexe 2 & son homologue dans le demi-plan complexe H. Nous
nous intéressons donc maintenant spécifiquement a la géométrie du demi-plan, en suivant les
idées introduites par Cardy en 1984 [5].

11.2.1 Tenseur énergie-impulsion, invariance conforme au bord.

Pour étudier plus en détail les contraintes fixées par l'invariance conforme de la théorie,
on doit introduire le tenseur-énergie impulsion 7),,,, qui mesure la variation de l'action S de la
théorie sous une transformation infinitésimale x# — z# + o (x)

1

T or

68 / T,,0 " d*x (11.12)

11 est plus pratique de manipuler des coordonnées complexes : on introduit

T = 1. = 2 (Th1 — T + 2iT12)
T = Tz = 3 (T —To—2iT1o) (I1.13)
T.: = ;(Ti+To)

L’invariance de l'action S sous les translations et rotations se traduit par 07}, = 0 et T}, =
T, ., et 'invariance sous les dilatations par 6#7T),,, = 0. En coordonnées complexes, cela s’écrit

:T=0 90, T=0 T,z=0 (11.14)

Le tenseur énergie-impulsion a donc deux coordonnées indépendantes, l'une holomorphe et
I'autre anti-holomorphe, T'(z) et T(2). Pour I'instant nous ne nous sommes pas intéressés au
bord. Si la théorie est définie dans le demi-plan H, I'axe réel brise 'invariance par translation
selon 22 = Qm z. Par contre, le systéme est toujours invariant par translation selon 2! = Re z,
donc le courant j* = T4 = T"‘L est conservé, méme au bord. Le flux de ce courant & travers le

bord doit étre nul : j- = 0, c’est-a-dire T || = T2 = 0. Ceci s’écrit en coordonnées complexes
T(z) = T(z) sur le bord. (I1.15)

Cette relation est souvent appelée condition d’invariance conforme au bord. Physiquement, elle
exprime le fait qu’il n’y a pas de flux d’énergie ou d’impulsion & travers le bord, assurant ainsi
le découplage du systéme avec l'extérieur.

Par définition, puisque la théorie que I'on étudie est conforme, la variation de 1'action (IT1.12)
est nulle si z# — z# 4 o est une transformation conforme infinitésimale. Néanmoins, en dehors
des translations et rotations , une telle transformation n’existe pas. Pour avoir une transforma-
tion conforme infinitésimale, on doit se restreindre a un domaine fini délimité par un contour C
dans le demi-plan (figure I1.3). En-dehors de ce contour, on prend o = 0. Bien str, la fonction
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FiG. I1.3 — On s’intéresse a la variation de la fonction de corrélation (®;...®x)y sous une
transformation conforme infinitésimale & Uintérieur du contour C.

at(z) doit avoir une discontinuité le long de C. C’est cette discontinuité qui produit une varia-
tion non nulle de I'action (I1.12). Aprés une intégration par partie et quelques manipulations®
des coordonnées z et Z

L [ o) 1(2)dz — 2i &(2)T(3)dz (I1.16)
™ Jo

5= "5 o

oit a(z) = a! +ia? et a(z) = a! —ia?. On a utilisé le fait que z# — z* + at(x) est une
transformation conforme : O;a = d,a = 0.

11.2.2 Identité de Ward. Algébre de Virasoro.

On veut maintenant calculer la variation de la fonction de corrélation de N opérateurs
primaires ®; dans le demi-plan H sous un transformation conforme infinitésimale. Comme dans
la relation (I1.16), on utilise en fait une transformation qui est conforme a l'intérieur du contour
C et qui est l'identité & I'extérieur. On impose aussi que cette transformation envoie 'axe réel
sur lui-méme, et que tous les opérateurs ®; soient situés a I'intérieur du contour (figure I1.3).
La variation de la fonction de corrélation (®;...®x)y au premier ordre en a provient de la
variation du poids de Boltzmann d’une configuration e=5€1=95 ~ (1 — §8)e5]. Ce terme
provient donc directement de la relation (11.16), et vaut

% a(2) (T(2)®1(21,21) ... Dy 2y 20V + €.
i Jo

(11.17)
La variation due au poids de Boltzmann va étre compensée exactement par la variation explicite
des opérateurs primaires (I1.6). La compensation de ces deux contributions constitue 1'identité

Ou <<I)1(Zl, 51) e q)N(ZN, 2N)>]HI =

“Voir par exemple [3, 6] pour plus de détails.
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de Ward conforme

([T(2) + T(2)] ®1(21,21) ... Pn (2w, 20) )

(11.18)

h; 1 hi 1 - B
= Z <( 2 + azl + 2 + = Z8Zl> <(p1(21,2’1) .. .@N(ZN,ZN»H

- z—z) z—2z (z— %) zZ—Z

L’identité de Ward (I1.18) n’est valable que pour les opérateurs primaires. Les autres opéra-
teurs de la théorie peuvent étre obtenus en agissant sur les primaires avec les générateurs

1 1 _
Lyp=— [ w""'T(w)dw - — [ @" T () dw (11.19)
271 C 271 C

c’est-a-dire que si ®(z, Z) est un opérateur primaire

Lod(z,5) = /C W) (2, 2 dw — —— [ T (@) (2, 2) di (11.20)

g’ i Jc,

est un autre opérateur local, mais qui, en général, n’est pas primaire. C, désigne un contour qui
contient z.

Par exemple, 'opérateur L_1®P(z, z) est simplement 0, + 0:® = 0P = 99, ce qui signifie
que L_; géneére les translations le long du bord. De méme, on peut voir que Ly génére les
dilatations. L’action de L,, sur un opérateur primaire est toujours nulle si n > 0.

On peut calculer facilement les fonctions de corrélation des opérateurs L, ® (n < 0) en terme
des dérivées de (®y ... Py)y. Par exemple,

<(Ln(19) (Z, Z’)(I)Q(Z’Q, 52) .. (I)N(ZN, 2N)>H

= Z (hz(n + 1)(2’2' — Z)n + (Zi - Z)nflazi + C.C.) <(I>(Z, 2)(1)2(22, 22) R (I)N(ZN, 2N)>H
1>2

(11.21)

Enfin, signalons que les générateurs (I1.20) commutent selon 1’algébre de Virasoro [3, 6]

C
[Lp, L] = (0 —m) Ly + En(n2 —1)6n4m.0 (11.22)

ol c est la charge centrale, qui est un nombre caractérisant la théorie. Nous reviendrons plus
tard sur ce point.
11.2.3 L’astuce des images miroir

On peut simplifier les expressions précédentes en introduisant 'image de T'(2) par une ré-
flexion par rapport a l'axe réel. Puisque la réflexion change ’orientation, cette image est une
fonction holomorphe de la coordonnée z*. D’aprés (I11.15), T' coincide avec T sur axe réel. On
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Fia. 11.4 — Techniquement, le calcul d’une fonction de corrélation & N points dans le demi-plan
est équivalent a celui d’une fonction & 2N points pour une théorie chirale dans le plan complexe.
Physiquement, les opérateurs interagissent avec leurs images miroir.

peut donc interpréter la réflexion de 7' comme le prolongement analytique de T'(z) au plan
complexe tout entier (figure I1.4)

T(2)=T(Z") =T(z) Smz <0 (I1.23)
Avec cette nouvelle définition la relation (II.16) devient

1
0S = — | a(2)T(z)dz 11.24
57 [ o(IT) (1120
ou C correspond au contour C' et a son image (figure 11.4).
Cette astuce peut étre utilisée au niveau des fonctions de corrélation elles-mémes, en intro-
duisant les images des opérateurs ®;(z;, z;). La relation (I1.17) devient

O <(I)1(Z1,21)...(I)N(ZN,ZN)>H = ! a(z) <T(Z)q)1(21)...@N(ZN)@l(zT)...(I)N(z}kV»C

2 Ja
(11.25)
et (IL.18)

<T(Z)(I)1(Z1) Ce <I>N(zN)<1>1(zf) PN @N(z}k\]»C

) Z<( L P hi;2+ ! *az;> (@1(21) - B (an)B(=0) . Dx(2R))e
(I1.26)
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Techniquement, on voit que le calcul d’une fonction a N points dans H est similaire & celui
d’une fonction & 2N points pour une théorie chirale dans le plan C.
Les générateurs de l’algébre de Virasoro (I1.20) prennent la forme plus familiére

1
L, = M/éw"“T(w) dw (I1.27)
qui s’écrit aussi
Ly
T()=) s (11.28)
n

11.2.4 Exemple : le modéle d’Ising dans le demi-plan

Le formalisme développé jusqu’a présent permet déja de faire des prédictions intéressantes.
On peut par exemple analyser le comportement critique de surface du modéle d’Ising dans
ce cadre. Nous allons voir qu'un certain nombre de phénomeénes génériques discutés dans le
chapitre I apparaissent au niveau de la théorie conforme dans le demi-plan. La encore, on suit
la discussion proposée par Cardy [5].

L’identité de Ward (II.18) ou (I1.26) seule ne permet pas de calculer des fonctions de corréla-
tion pour n’importe quelle théorie. On a besoin pour cela de contraintes supplémentaires. Dans
le cas des théories minimales, la structure algébrique de la théorie est choisie de telle maniére
que des contraintes supplémentaires apparaissent naturellement. C’est le cas en particulier pour
le modéle minimal le plus simple, qui décrit le modéle d’Ising critique. Cette théorie contient
un opérateur primaire o(z, z) qui correspond a la magnétisation locale. Il est primaire, n’a pas
de spin (h = h) et a une dimension d’échelle 1/8 (donc h = 1/16). Cet opérateur correspond &
une représentation de lalgebre de Virasoro {|o),L_1|o),...} dans laquelle la relation

[L_Q - §L21] o) =0 (11.29)

est vérifiée. Cette contrainte algébrique se transpose en une équation différentielle sur les fonc-
tions de corrélation qui font intervenir 'opérateur o(z, z), de la forme que l'on a vue en (I1.21).
Par exemple on peut calculer la fonction & deux points dans le demi-plan. En utilisant ’astuce
des images miroir (figure 11.4)

(021, 21)0 (2, 2t = (o(:1) ()0 () (5 ) (11.30)
et la relation (I1.29) devient [5]

3
[Z ( 1 0., + (zl_/126i)2 _ ;lag)] (o0(z1)0(22)0(23)0(2))c =0 (I1.31)

2z — z
i=1 v

Cette équation est résolue dans [5]. Le résultat final pour la fonction & deux points dans H est
de la forme

1

(Sm 21 Sm 20)1/8

_ X 2
(o(z1)0(22))y = [A\/Tl/4 + 714 4 By r/A - 7'_1/4} , T= tl ?“2
1— 22

(I1.32)
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Les constantes A et B doivent étre choisies en fonction de la condition au bord, en analysant
le cas ol les deux points sont trés éloignés I'un de l’autre, tout en restant pres du bord :
|21 — 27|, |22 — 23| < |21 — 22|- Dans cette limite la fonction (I1.32) se factorise en deux fonctions
a un point de la forme (IL.8). Si les spins sont désordonnés & la surface (transition ordinaire, voir
chapitre I) alors la magnétisation est nulle au bord : (o) = 0. Si les spins sont fixés au bord
(équivalent & la transition extraordinaire), la magnétisation diverge dans la théorie conforme.

1.3 Un bord dans le volume : les états d’Ishibashi

La géométrie du demi-plan étudiée dans la section précédente est utile pour calculer des
fonctions de corrélation. En particulier, elle permet d’utiliser ’astuce des images miroir (figure
I1.4). Maintenant, nous allons plutot étudier le lien entre un bord et le formalisme algébrique
habituel utilisé pour construire une théorie conforme dans le volume : la quantification radiale.

PR o D) |Bord)
I’ O
, ‘\
4 .
, \
Y 1
! [
! v(0,0) i
. ® !
1 1
1 1
A} 1
AY ,
A} ,
A ,
-~ 4
~ ’
\~ '¢
Sogonoe -
a. b.

Fic. I1.5 - Quantification radiale : (a) I'état |¥) décrit I’état du systéme sur le cercle de rayon
1 si un opérateur ¥(w,w) est inséré en 0, et aprés intégration sur tous les degrés de liberté
contenus dans le disque. (b) Quelle doit étre la combinaison d’opérateurs insérés en 0 pour que
I’état du systéme soit un bord physique, c’est-a-dire que le flux d’énergie ou d’impulsion est nul
a travers le bord ?

Les états qui constituent ’espace de Hilbert de la théorie dans le plan représentent chacun
une configuration du systéme sur un cercle de rayon 1 centré en 0. En intégrant sur tous les
degrés de liberté contenus dans le disque de rayon 1, on obtient une combinaison d’états sur le
cercle qui sont pondérés par [ [dC] ¢Sl Dans cette expression, les C sont les configurations
du systéme a lUintérieur du disque (figure 11.5.a). Cette combinaison linéaire, par définition,
est le vide de la théorie dans le plan |0). En insérant des opérateurs (des contraintes ou des
poids locaux différents sur les configurations C) a l'intérieur du disque on peut générer des états
excités. Par exemple, si @ est un opérateur primaire on définit

) = (0,0) |0). (11.33)
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On peut obtenir d’autres états en utilisant les générateurs de ’algébre de Virasoro (11.28). A ce
stade, on doit faire une remarque importante. Dans les sections précédentes on s’est concentré
sur une théorie avec bord, alors que 'on veut ici partir d’une théorie définie dans le volume. La
contrainte (I1.15) n’existe pas dans le volume. Les composantes T'(w) et T(w) sont maintenant
indépendantes, et il y a donc deux algébres de Virasoro, générées par les modes de T et T
respectivement

T(w) =) wﬁ; T(w) =) wﬁg (11.34)

n n

Les opérateurs primaires vérifient L, |®) = L, |®) = 0 si n > 0. Les états de la théorie sont
obtenus en faisant agir tous les générateurs L_,, et L_,, n > 0, sur les états |P) :

o
Ly 1®);L|0)

- - - 11.35
12,(9), LLoy|®), I2,]®), Los|®) L_s|®) (1135)
etc.

Les états introduits ici sont tous des états propres de Iopérateur de dilatation Lo + Lg. On les
a organisés selon la valeur propre associée.

Ce formalisme est trés courant et est décrit dans de trés nombreux ouvrages et revues [3, 6, 7).
Nous n’allons pas nous y attarder, et nous allons vite passer a la question qui nous intéresse ici :
comment réaliser un bord au niveau de la théorie dans le volume, en utilisant les états présents
dans la théorie ? Si le modeéle n’était pas défini dans tout le plan, mais dans un plan avec trou
correspondant au disque de rayon 1, alors I’état au bord ne serait pas obtenu par une somme
pondérée par le poids des configurations C a lintérieur du disque (figure I1.5.b). Il s’agirait
simplement d’un état donné sur le bord, par exemple un état libre ot toutes les configurations
du systéme sur le cercle sont admises et ont le méme poids de Boltzmann. Comment créer un
tel état au niveau de la théorie conforme dans le plan ? Quelle combinaison d’états de la forme
(I1.35) doit-on choisir ?

Pour commencer, on dispose de la condition d’invariance conforme au bord (II.15) qui est
valable dans le demi-plan. Celui-ci peut étre envoyé sur la géométrie de la figure I1.5.b par la

transformation
z+1

zZ—1

Z =W =

(11.36)

ou z € Het w € C, |[w| > 1. Les composantes du tenseur énergie-impulsion dans les deux
géométries sont alors reliées par

wT(w)=T(z)  @*T(w) =T(3) (I1.37)

w?T(w) = &*T () si|lw|] = 1. (11.38)



Cette contrainte peut étre écrite en fonction des générateurs (I11.34). Si B(w,w) représente
Popérateur qu’il faut placer en 0 pour générer 'état de bord |Bord) (figure I1.5.b) :

1 _
0 = — w" ! (w?T(w) — w*T(w)) B(0,0)dw
211 \w\:l
= — " (w) B(0, 0)dw — — " (w)B(0,0)d
27 s w (w)B(0,0)dw 57 \w\:lw (w)B(0,0)dw
= L,B(0,0)— L_,B(0,0) (11.39)
ou l'on a utilisé w = 1/w quand |w| = 1. On voit que la condition d’invariance conforme au

bord (I1.38) se traduit par une relation qui lie les modes chiraux L, aux modes anti-chiraux
Ly

(Ln — L_y) |Bord) = 0. (I1.40)

Les états |[Bord) qui satisfont cette contrainte sont trés peu nombreux. Si on exige que ces états
soient linéairement indépendants, alors il y en a exactement un par opérateur primaire ®, que
nous allons noter | ®)) pour ne pas le confondre avec I’état (I1.33). Ces états sont souvent appelés
états d’Ishibashi.

L’état d’Ishibashi | ®)) est construit de la fagon suivante. Notons
Vo = {\CI>>,L_1]<I>),L2_1\@),L_Qy@,._,} (I1.41)

la représentation de l'algébre de Virasoro? (chirale) obtenue en agissant avec les générateurs
L_,, n > 0, sur |®). De méme, on introduit la représentation de ’algébre anti-chirale V.
L’espace de Hilbert® de la théorie décrit en (11.35) n’est autre que @ Vs ® Vo. On peut choisir

P
une base orthonormée {|®, k) }, -, de la représentation V. Nous allons supposer pour simplifierf

que les éléments de matrice (®,¢|L,|®,j) sont réels. On introduit la méme base pour la partie

anti-chirale {|‘I>, k)}k>0, c’est-a-dire que 'on suppose (®,i|L,|®,j) = (®,i|L,|®, ).

L'état d’Ishibashi est alors donné par

@) = > [®,k) ®[P, k). (11.42)
k

Pour voir que I'état | ®)) satisfait bien (I1.40), on vérifie que le produit scalaire de (L, — L—,) | ®))

40n suppose que la représentation (I1.41) ne contenient pas de vecteurs nuls, par exemple L_; [0) = 0.

¢A ce stade, le produit scalaire n’a pas encore été défini, mais il s’agit évidemment du produit scalaire habituel
associé a l’algébre de Virasoro : Lf, = L_, et (®|®) = 1.

fLa construction des états d’Ishibashi n’est pas beaucoup plus compliquée sans cette hypothése, mais les détails
techniques dis a la conjuguaison complexe encombreraient la discussion. Pour un traitement plus rigoureux, on
pourra se reporter a [8, 9].
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avec n’importe quel état dans Ve ® Vo est nul. On utilise Ll = L_, :

(@il @ @5T) La|®)) = D (@, ilLa|, k) (@, 5[P,F]

Il y a une fagon simple d’interpréter la forme de I’état d’Ishibashi (11.42). Pour cela, il suffit
de remarquer que lastuce de 'image miroir (section I1.2.3) peut étre étendue a la géométrie de la
figure I1.5.b si 'on utilise une inversion composée avec une réflexion w — 1/w*. Sous 'inversion
seule, la composante anti-holomorphe T'(w) pour |w| > 1 devient 1/w* T(1/w). En ajoutant la
conjugaison complexe, on voit que 1’on peut prolonger T'(w) & tout le plan en définissant

T(w) si|w| >1
T(w) = { w* T (1/w*)  sijw| <1 (IL.43)

T'(z) est analytique dans C grace a la condition d’invariance conforme au bord (II.38).

Les états de cette théorie chirale s’organisent en représentations V. Pour simplifier, sup-
posons qu’il n’y a qu’un opérateur primaire ®. Pour cette théorie définie dans le plan, rien de
particulier ne se passe sur le cercle |w| = 1, ce qui correspond simplement a l’action de 'identité
7 sur les états de la représentation Vg, ce qui peut étre noté

T=> | k) (P k. (11.44)
k

Sous la transformation z — 1/z* un état de la représentation conjuguée & Vg se transforme
comme

(®| Ly, ... Ly, — L_p ...L_p |®). (11.45)

On voit donc que lidentité Z, vue comme une interface entre les régions |w| < 1 et |w| > 1
du plan C, est envoyée sur ’état d’Ishibashi quand on “replie” la région |w| < 1 en appliquant
w— 1/w*

I_zk:\(b,k) (@, k| — zk:yq),k>®¢>,k:>— | D)) (11.46)

Remarque : produit scalaire de deux états d’Ishibashi. Les états d’Ishibashi ne sont
pas normalisables : ((®|®)) = co. Mais ce produit scalaire n’a pas vraiment de sens physique.
L’objet naturel que ’on peut considérer est le produit scalaire entre deux états de bord sur des
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cercles de rayons différents r; > ro

ot (22)

o Lo+Lo
= 3 (@ k| © (@ ] <r1) o, k) @ [ B3, Kz) (11.47)
k1,k2

2k
.
= 00,0, Y (D1, K| (é) D1, k)

k

ou Lo + Lo est opérateur de dilatation dans le plan. On voit que le résultat prend la forme
d’une trace sur la représentation Vg, :

(@] (TQ)LHLO |P2)) = 6, @y L1, [(:)LMEO] (11.48)

1

Le fait que la trace ne soit prise que sur la partie chirale de I’espace et non sur l’espace tout
entier Vo ® Vo reflete une fois encore le fait que les composantes T'(w) et 7'(w) ne sont pas
indépendantes mais peuvent étre considérées comme le prolongement analytique l'une de I'autre.

1.4 Localité d’un changement de condition au bord : opérateurs
B.C.C.

Une théorie conforme, par définition, est un point fixe du groupe de renormalisation. De la
méme facon, une condition au bord invariante conforme, c¢’est-a-dire qui satisfait la contrainte
T = 0 (voir (IL.15)), correspond & un point fixe sous le flot RG. Nous avons vu au chapitre I
quelques exemples de points fixes. On peut penser, par exemple, & un modéle d’Ising avec les
spins fixés sur le bord.

T
T2

T3

I Z2

a. v b. @ p "

Fic. I1.6 — Un domaine avec trois conditions au bord «, 8 et ~, qui peut étre envoyé sur le
demi-plan H. Le point z3 est envoyé a l'infini.

Jusqu’a présent nous avons toujours considéré que le bord du domaine sur lequel est définie
la théorie était “homogéne”. Sur le demi-plan, le bord préserve 'invariance par translation, ce
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qui implique que la condition au bord est la méme partout. Néanmoins, on peut considérer des
domaines o1l la condition au bord change en certains points (figure I1.6.a), par exemple de + & —
pour le modéle d’'Ising. Le domaine peut étre envoyé sur le demi-plan H, avec des changements
de conditions au bord sur l’axe réel qui brisent l'invariance par translation (figure I1.6.b).

Comment peut-on prendre en compte ce type de changement de condition au bord en théorie
conforme 7 Pour répondre & cette question, considérons le domaine de la figure 11.6.a. La fonction
de partition de la théorie sur ce domaine est une fonction des positions des points x1, z9, x3 ol
la condition au bord change : Z,g, (21, 22, x3). Si on a les mémes conditions au bord a = 8 =7,
alors rien de particulier ne se passe aux points x1, o ou x3, la fonction de partition Z, dans ce
cas dépend juste de la géométrie du domaine. On peut définir le rapport

Zaﬁ'y(xlv €2, ‘T3)
Zao,

G($1,$2,$3) = (11.49)
qui permet de compenser les contributions qui ne sont pas dues aux changements de condition
au bord. La fonction G(z1, 2, 3) ne contient donc que des effets locaux au voisinage des chan-
gements de condition au bord, et des corrélations entre ceux-ci. Il est donc naturel d’interpréter
la fonction G(z1,z2,23) comme une fonction de corrélation. Il est naturel pour cela d’intro-
duire des opérateurs de changement de condition au bord (opérateurs B.C.C., pour “boundary
condition changing”) ®,5(x1) ®gy(22), Pya(r3) qui, par définition, vont vérifier

(Pap(21)Ppy (22)Pra(z3)) = G(21, 22, 23). (1L.50)

Les relations du type (I1.50), obtenues en interprétant les changements de condition au bord
comme des opérateurs locaux, sont en fait trés puissantes. En effet, on peut en général identifier
les opérateurs B.C.C avec des opérateurs primaires de la théorie, ce qui permet d’appliquer
directement tout ’arsenal habituel pour le calcul de ces fonctions de corrélation.

Dans la limite ou deux changements de condition au bord, disons de « vers § puis de
vers v sont trés proches, on ne doit voir, & grande distance, qu'un changement de « vers ~.
On peut interpréter ce fait trés simplement en terme de fusion® des opérateurs B.C.C. En
fusionant les opérateurs ®,5 et ®3, on doit nécessairement obtenir ®,, (et éventuellement
d’autres opérateurs primaires)

Doy X Bgy = Doy + ... (I1.51)

Par exemple, dans la théorie conforme qui correspond au modeéle d’Ising critique, il y a trois
opérateurs primaires 1, o et € qui vérifient les régles de fusion [3, 6]

c X o = 1+c¢€
oXe = 0 (I1.52)
e xe =1

8Voir les ouvrages classiques pour les définitions des développements de produits d’opérateurs (O.P.E) et de
la fusion [3, 6].
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et la fusion avec l'identité 1 est triviale. On note @ . 'opérateur B.C.C. correspondant a
des spins libres sur le bord & gauche et fixés & + & droite. En admettant que @4 e €st un
opérateur primaire de la théorie, on peut se demander il s’agit de 1, o ou e. Puisque @ jipre
et Pppre — Sont reliés par la symétrie Zo correspondant au renversement des spins + < —, ils
doivent correspondre au méme opérateur. La fusion ® jie X Piipre— doit contenir 'opérateur
&, _, qui n’est vraisemblablement ni 'opérateur trivial 1 ni le méme opérateur que @ jipre. 1
n’y alors qu’une seule identification possible d’aprés (I1.52)

D jipre = O
o (I1.53)

Nous allons revenir sur I'exemple des opérateurs B.C.C du modéle d’Ising dans la section sui-
vante.

1.5 Théorie conforme sur le ruban

Dans cette section nous abordons briévement le lien entre le formalisme Hamiltonien en
14 1D et les quelques idées de théorie conforme avec bord que nous avons présentées jusqu’ici.
En particulier, on va voir comment le formalisme des opérateurs B.C.C. du modéle d’Ising (I1.53)
émerge commnie une théorie effective décrivant le spectre de basse énergie de la chaine d’Ising en
1+ 1D.

11.L6.1 Systémes critiques ouverts en 1+ 1D

- L
'¢' ----- ~~s Z;log() ______________ temps

Fia. I1.7 — Un systéme 1 4+ 1D avec la condition au bord « a gauche et (3 est équivalent a la
théorie dans le plan avec un opérateur B.C.C en 0 et le méme opérateur a 'infini.

Le demi-plan H peut étre envoyé sur la bande infinie de largeur L (ou ruban) par la trans-
formation conforme

L
w="log > (I1.54)
T
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ol z € H et w est un point du ruban. Les composantes holomorphes du tenseur énergie-impulsion
sur le demi-plan et le ruban sont reliées par

dz\? c
T =|—| T — I1.
w) = () T+ 5 tau) (155)
ou {z,w} désigne la dérivée schwarzienne [3, 6]. Dans le cas de la transformation (I11.54) on a
T\2 7 o &
T(w) = — (Z) [z T(z) — ﬂ] (IL.56)

et la relation équivalente pour T'(w). Le Hamiltonien Hy, d’un sytéme 1+ 1D de largeur L est le
géneérateur de la translation le long du ruban (figure I1.7). Si les coordonnées sur le ruban sont
notées (z,7), ot T est le temps imaginaire, alors le Hamiltonien s’écrit

Hy, = % (LO - i) . (11.57)

On peut calculer cela de la fagon suivante
1

H;, = — T, dx
2w [7L,O]
1 _
= — T(w)+T(w); dx
o IR R ©)
! T(w) dw — — () di
= — w) dw — — w) dw
2 [7L,O] 27‘(‘ [,Lm

- 5 @) Fre-gl e Q) Fros gl ge

- Z(;ri/c{zT(z)—Mcz} dz—% C{zT(z)—ié]dz)

™ C
— fo7>
L(O 24

ou 'on a utilisé successivement les relations (I1.13), (I1.56), (11.54), (I1.20), et ou le contour C'
est celui de la figure I1.3.

La relation (II.57) montre que le spectre du Hamiltonien Hy, est relié & celui de 'opérateur
de dilatation Ly dans le demi-plan. Ce spectre dépend des conditions au bord « et 3 & gauche
et & droite du sytéme. Dans le demi-plan, ces deux conditions au bord sont représentées par
un opérateur B.C.C situé en 0 (figure 11.7). Cet opérateur ®,g est primaire est il posséde
des descendants générés par les L_,, n > 0, on a donc une représentation de la forme (I1.41)
associée a I'opérateur ®,3, que I'on note V,g3. Si hap est la dimension d’échelle? de cet opérateur,
le spectre de Lg évalué sur V,g est donné par hag, hag+1, hag+2,... On voit de cette fagon que
pour un systéme critique 1 + 1D, le spectre du Hamiltonien est directement relié & 'opérateur
B.C.C. ®,3, et prend la forme

E; = Bow L + Eau + %(hw + entier — 2%) + 0(1/L). (11.58)

"Dans le cas d’un opérateur de bord, la dimension conforme h est aussi la dimension d’échelle : puisqu’ici il
n’y a qu’une algébre de Virasoro, la relation (I1.7) devient h = A.
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Les termes Feyxt. et Equrf. représentent les contributions extensives du volume et des deux bords.
Par définition, ces termes dépendent du cutoff ultraviolet (par exemple le réseau), et ne peuvent
pas étre universels. Ils ne sont donc pas présents dans la théorie conforme. Le terme intéressant
est évidemment le terme suivant, qui est universel.

11.5.2 Exemple : la chaine d’lsing au point critique

La chaine d’Ising en champ transverse est une chaine de spins dont I'espace de Hilbert est
(1/2)®L ou (1/2) représente I'espace des conﬁgurations sur un site {+, —}. Le Hamiltonien' est

L—1
W
=3 i 3of 1139)
7j=2

ol les 0”, 0% sont les matrices de Pauli. On va considérer successivement les deux jeux de

conditions au bord
o} =+ o} = + (I1.60a)
o} = — o} =+ (I1.60b)

Dans la limite thermodynamique, ce systéme posséde un point critique quantique & g = 1. On
peut diagonaliser Hy, a l’aide d’une transformation de Jordan-Wigner

0¥ = 2cle;—1 = —(ch+¢j)(ch —¢)) (11.61)
7j—1

J;/ +io; = 2 c;- exp (iﬂ' 2 c;[ci) (I1.62)
=0

oioin = —(cd+¢) (el —em) (I1.63)

ou les fermions satisfont {cj, c},} = ¢; ;- On introduit les modes de Fourier

. j — km
Mo DI (V257 (d+ )

— Dk
bl —be = ZS“< J _1/;) (¢ - <)

pour k € {1,...,L—1}. On a {bk,bl,} = Op . Le Hamiltonien (I1.59) avec p = 1 prend la

forme

bl 40, =

H, = Ey(L)+ Y wiblb (11.64)
L-1
km km
=2 Eo(L) = — g .
avec wg cos <2L—1> et o(L) k_lcos <2L—1>

La normalisation du Hamiltonien est choisie de telle facon que la relation de dispersion au point critique est
E = vplk|, ou la vitesse de Fermi vaut vp = 1.
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1l est important de remarquer que {b;, 05} = 0 pour tout k. Cela signifie que les fermions b

qui générent le spectre de Hj changent 'orientation du premier spin a gauche de + a —, ou
le contraire. Pour que deux états propres du Hamiltonien correspondent a la méme condition
au bord & gauche, il faut donc que I'on puisse passer d’un état & 'autre en agissant avec un
nombre pair de fermions. La condition au bord & droite, par contre, ne change pas sous l'action

des fermions car [b,t:7 Ui} = 0. On voit donc que les deux conditions au bord (I1.60a,I1.60b) ont

été traitées en méme temps. La seule différence vient de la parité du nombre de fermions que
lon va faire agir sur le vide fermionique |Q2), défini par

b |2) =0, ke{l,...,L—1}. (11.65)

Il y deux secteurs, dont les états de plus basse énergie sont
pair : [Q), bY L 1 [Q), by bl 1), bY bl ,19), ... (IL.66)
impair : bl 1Q), b L 1Q), b Q) ..., bh bl bt Q). (IL67)

Energétiquement, les conditions au bord les plus favorables sont celles ou les spins sont dans
le méme état aux deux extrémités de la chaine. Le secteur pair, qui contient I’état de plus
basse énergie |Q2), correspond donc aux conditions (I1.60a). Le secteur impair correspond aux
conditions (I1I.60b).

(—+) (+,+)
N AE
T 3
3
) T 3
5
2 T* ’
+ 2
1
+ 1
1
+ 1
1 1 =
1 L
40 1

FiG. I1.8 — Spectres du Hamiltonien Hj, dans la limite thermodynamique pour les conditions
au bord (4, +) et (—,+). Les nombres indiquent la dégénérescence de chaque niveau.

[’énergie du vide |2) est donnée par Ey(L), et se comporte dans la limite thermodynamique
L — 0o comme

2 11 ™
Bo(L) ~ =L+ <2+W> -~ @it (11.68)
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Ce développement doit étre comparé a l'équation (I1.58). Puisqu’on traite ici un systéme sans
changement de condition au bord en 0 (figure 11.7), la dimension d’échelle hy qui doit appa-
raitre dans (I1.58) est nulle. Ceci est compatible avec la valeur de la charge centrale ¢ = 1/2
pour le modeéle d’Ising.

Dans le secteur impair, I’état de plus basse énergie est bTL_1 |Q), avec Ep = FEo(L) + wr—1,
qui est équivalent dans la limite thermodynamique &

2 1 1 qs 1
ELN_WL+<2+7T>+L<1/2—48)+... (11.69)

La dimension d’échelle de I'opérateur B.C.C. qui permet de passer de + & — sur le bord est
donc h_; = 1/2, qui est la dimension conforme de l'opérateur primaire € (I1.52). On retrouve
ainsi le résultat (I1.53) dans le spectre du modéle sur réseau.

On peut évidemment s’intéresser aux états excités dans les deux secteurs. Les deux spectres
sont représentés sur la figure (I1.8). On retrouve exactement le spectre des dimensions conformes
des descendants de 1 et € pour le modele d’'Ising (voir par exemple [6]).

1.6 Contraintes de Cardy

Deux concepts importants de la théorie conforme avec bord émergent de la discussion menée
jusqu’a présent.
e Le concept d’état de bord, qui traduit la condition d’invariance conforme au bord (I1.15) pour
une théorie définie dans le volume. On a vu que 'on arrivait de cette fagon a la construction
des états d’Isibashi (section II.3).
e Le concept d’opérateur B.C.C. qui prend en compte la localité d’un changement de condition
au bord, et qui impose des contraintes fortes sur le spectre d’une théorie 1 + 1D avec bords
(sections 11.4 et IL.5).
A priori, il n’est pas évident de savoir comment relier ces deux concepts. Cardy a répondu a
cette question dans un article célebre [9]. Pour que la théorie soit cohérente, les états de bord
et les opérateurs B.C.C. doivent satisfaire un jeu de contraintes. Pour un certain nombre de
théories!, ces contraintes sont suffisamment fortes pour permettre de classifier les conditions au
bord physiques compatibles avec l'invariance conforme.

L’idée de base est de considérer la théorie conforme sur un anneau de taille L x T' (T dans la
direction périodique, L dans la direction ouverte, voir figure I11.9). On peut quantifier la théorie
de deux facons différentes. La premiére consiste a voir un systéme 1 4 1D périodique qui évolue
d’un état de bord a un autre (en temps imaginaire). Dans la seconde, on a un systéme 1 + 1D
avec bords qui évolue périodiquement pendant un temps imaginaire 7' (on peut aussi y penser
comme un systéme & température finie 1/7"). La fonction de partition Z,3(L,T) doit étre la

JNous discuterons plus loin les propriétés de ces théories.
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temps

—
a. T b. L

Fic. I1.9 — Théorie conforme sur l'anneau. Techniquement, il y deux facons de quantifier la
théorie, dans la direction périodique (a) ou dans la direction ouverte (b). Physiquement, les
deux formalismes doivent étre équivalents.

méme dans les deux cas. Pour le systéme quantifié dans la direction périodique (figure 11.9.a),
on a

Zop(L,T) = ((Ble™"'T |a))
= ((Blgrottom 1z |a)) (I.70)
ot § = e 2"L/T On a utilisé Pexpression du Hamiltonien pour un systéme périodique Hp =
2% (Lo + Lo — c/12). Cette expression est analogue a (I1.57), mais puisque ce Hamiltonien agit
sur un systéme périodique, il fait intervenir les composantes holomorphes et anti-holomorphes
de la théorie que 'on quantifie. Ici, cette théorie est définie dans le volume. Le bord n’intervient

qu’a travers les états de bord |a)) et | 3)). Ces états doivent satisfaire la condition d’invariance
conforme au bord (I1.15), ce sont donc des combinaisons linéaires d’états d’Ishibashi

la)) = ) as |®)) 18)) = Ba |)) (IL.71)
® ®

Les @ sont des opérateurs primaires de la théorie. En utilisant le résultat (I11.48) on obtient

Zap(L,T) = 3 ({81 ®) (@ |a)) try, (q"FH0~ ). (11.72)

P

ot les produits scalaires valent simplement (®| o)) = ag et (®| 5)) = fp. Comme dans la section
I1.3, nous insistons sur le fait que la trace n’est prise que sur la partie symétrique chirale/anti-
chirale désignée par Vg, et non sur I'espace entier Vo ®@Vs. La trace dans le membre de droite peut
donc étre écrite try, (qNQLO*ﬁ). En général, on appelle cet objet le caractére de Vg, par analogie
avec la théorie des groupes. Considérons maintenant le méme systéme quantifié dans la direction
ouverte (figure I11.9.b). On a un systéme 1 + 1D avec des conditions au bord « et 8 & gauche et
a droite. Les conditions au bord déterminent le spectre du Hamiltonien Hy = 7 (LO — ﬁ) via
la représentation a3 qui correspond a l'opérateur B.C.C. ®,3, comme on I'a vu en (IL.58). La
fonction de partition du systéme s’écrit donc

Zog(L,T) = try,, (e 7Hr)
= try,, (qLoﬁ) (IL.73)

41



oit ¢ = e ™/L_ La représentation Vap peut éventuellement contenir plusieurs opérateurs pri-

maires, parfois avec des multiplicités niﬁ :Vag = ngl Vo, & nié Vg, @ . ... Dans tous les cas on
doit pouvoir écrire la relation (I1.73) comme
Zop(L,T) Znag try, (a%7%) (11.74)

ou les coefficients ngﬁ sont des entiers positifs ou nuls. Les expressions (I1.72) et (I1.74) doivent
étre équivalentes, bien que cela n’apparaisse pas du tout de maniére évidente pour I'instant.

Pour faire le lien entre les deux formules (I1.72) et (I1.74), on doit savoir comment passer des
caractéres contenant ¢ & ceux contenant g. On fait donc I’hypothése qu’il existe une matrice de
transformée modulaire Sp ¢ qui réalise exactement cela.

try, ( ) Z&M/ try,, ( j2Lo= ) (11.75)

La matrice S est en général unitaire, et vérifie S? = 1. En utilisant cela et la relation (IL.75) on
voit que I'égalité des expressions (I1.72) et (I1.72) conduit & I’ensemble de contraintes

ngs = > Sear (o @) (P']6)) (I1.76a)
(bl

(] @) (@'|8) = > Serangs (I1.76b)
P

que lon appelle les contraintes de Cardy. Ces contraintes sont hautement non-triviales.

Pour un certain nombre de théories ces contraintes permettent de déterminer toutes les condi-
tions au bord invariantes conformes. On peut procéder de la fagon suivante. En général on peut
supposer que Sp1 > 0, ot 1 désigne l'identité dans la théorie. On considére une premiére com-

binaison d’états d’Ishibashi .
1)) = V/Se1|®)) (1L.77)
5

qui a des coefficients réels. Cet état définit une condition au bord, que nous notons 1. Cette

condition au bord particuliére est choisie de telle fagon que nﬁ =1 et les autres n% sont nuls.

En d’autres termes, le spectre du Hamiltonien Hy, avec les conditions au bord 1 a gauche et &
droite correspond au spectre des dimensions conformes de I'identité et de ses descendants.

On peut construire les autres états de bord de la théorie de la méme fagon. Pour chaque
opérateur primaire ® on construit 1’état

‘é>> Z \i% ') (11.78)

qui définit & son tour une condition de bord ®. Ces conditions de bord sont définies pour que

ngi dpar. A ce stade, toutes les fonctions de partition Zgz; ont la forme (I1.74) avec des
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coefficients entiers positifs ou nuls. Mais, pour que la théorie soit vraiment cohérente, on doit
encore g’assurer que cette contrainte est satisfaite si les conditions au bord & gauche et & droite
sont toutes les deux différentes de 1. On arrive ainsi & la relation

S<I> S <I>/S p!
ngg = Z% (I1.79)
@ w1

qui s’avére étre identique a la formule de Verlinde [6]. Plus précisément, la formule de Verlinde
dit que le membre de droite de (IL.79) est égal au coefficient Ng 4, qui intervient dans la
fusion ® x & = Y4 N2 ., ®. Puisque ces coefficients sont des entiers positifs ou nuls, on

voit que ’ensemble des états de bord ’(i)>> satisfait les contraintes de Cardy (I1.76). Puisque
n%/q{//
B.C.C. (section 11.4). En effet, par définition, I'opérateur ® génére un changement de condition
au bord entre la condition 1 et la condition ®’. En rapprochant les opérateurs @' et ®” on
doit obtenir un systéme équivalent ou la condition au bord change de ®" a ®” (figure I1.10).

L'opérateur B.C.C qui passe de ® a & est généré par la fusion & x &

= N§/¢,,, cette construction valide également U'interprétation de la fusion des opérateurs

F1G. I1.10 — Opérateurs B.C.C. et fusion : ® apparait dans la fusion @’ x ¢”. Cette interprétation
est validée par la formule de Verlinde (I1.79).

Les états qui satisfont les contraintes de Cardy (I1.76) sont souvent appelés états physiques
ou états de Cardy. 1l faut bien les distinguer des états d’Ishibashi, qui satisfont seulement la
condition d’invariance conforme au bord (I1.15). Les états d’Ishibashi ne correspondent pas, en
général, & des conditions au bord ayant un sens physique.

Pour conclure cette section, on peut illustrer le formalisme précédent dans le cas du modéle
d’Ising. Dans ce cas, la matrice de transformée modulaire vaut [6]

1/2 /2 1/V2
S=| 1/2 /2 —1/V2 (11.80)
1/vV2 —1/vV2 0

dans la base des charactéres de 1, € et 0. On construit les états physiques

8 = =100+ 51 + izl (1 510)

- 1 1 1
&) = ﬁ|0>>+ﬁ|€>>_ﬁ|a>> (IL.81b)

[6)) = 10) =€) (I1.81c)
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Il y donc trois conditions au bord physiques, correspondant aux conditions libres et fixes + et
—. On peut identifier la condition libre avec &, 4+ avec 1, et — avec €. Les fonctions de partition
sur l’anneau sont, en fonction des charactéres x1(q), xc(q) et x»(q) :

Zoy =7 _=x1  Zi_=xec (11.82)

Zlibre+ = Llibre— = Xo Zlibrelibre = X1 + Xe (11.83)

On retrouve trés simplement en (I1.82) le spectre de la chaine d’Ising (section 1L.5 et figure I1.8).

1.7 Classification des conditions aux bords : quel est le role de
I'unitarité/la rationalité ?

Dans la section précédente, nous avons présenté le principe de la classification des condi-
tions au bord introduit par Cardy [9]. D’autres présentations de cette classification peuvent étre
trouvées dans [6, 10, 11, 12]. Il y a un certain nombre d’hypothéses plus ou moins explicites
dans cette présentation. Nous allons discuter rapidement quelles sont ces hypothéses, en met-
tant 'accent sur ce qui différencie le travail effectué dans cette thése de la classification de Cardy.

e Fonction de partition sur l'anneau. Le point de départ de la classification de Cardy est
qu’une théorie conforme avec bord peut étre étudiée sur I’anneau, et que le choix de conditions
au bord « et 3 spécifie complétement la fonction de partition Z,3(L, T'). Ceci ne suppose aucune
hypothese préalable sur la théorie.

e Ftats de bord et trace. On peut calculer cette fonction de partition de deux maniéres diffé-
rentes, en quantifiant la théorie soit dans la direction ouverte, soit dans la direction périodique
(figure I1.9). Dans la direction périodique, on a besoin de deux états de bord |«)) et |3)). Dans
la direction ouverte, la fonction de partition est une trace.

Ce dernier point est une hypothése. Il n’est pas toujours vrai que la fonction de partition
d’un modéle sur un anneau est une trace. En utilisant le language de la physique statistique,
cela suppose que les poids de Boltzmann sont complétement locaux, et que le systéme revient
exactement dans le méme état quand on tourne autour de 'anneau. On peut trouver facilement
des modéles dont la fonction de partition ne peut pas étre écrite de cette facon. Par exemple,
le modéle d’Ising avec des conditions anti-périodiques : un spin + est identifié avec un spin —
quand on tourne autour de 'anneau. Pour ce modéle avec des conditions aux bords libres, la
fonction de partition est (on peut voir qu'il sagit en fait d’une trace ot 'on insére un opérateur
(=1) oul F est le nombre de fermions)

Diometime. = X1 = Xe (I1.84)

L’état de bord |libre)) pour le modele d’Ising anti-périodique est donc 27/4| ). En général, on
considére souvent des fonctions de partition qui sont des traces modifiées, avec des insertions
d’opérateurs (qu’on appelle parfois “twists”). Dans ce cas, on ne peut pas supposer que les
coeflicients ngﬁ sont des entiers positifs ou nuls dans les contraintes de Cardy (I1.76).
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L’hypothése que la fonction de partition est une trace est reliée a l'unitarité de la théorie
dans le sens que la trace peut étre écrite comme trA = >, (k|Alk) si l'on dispose d'une base
orthonormée {|k)} : (k|k’) = g pour le produit scalaire de la théorie. Dans le cas ou la théorie
posseéde des vecteurs de norme nulle, ce qui est parfois le cas dans les théories non unitaires (en
particulier les théories logarithmiques), cette relation trés simple n’est plus vérifiée.

o Théorie diagonale. On a fait 'hypothése que la théorie périodique est diagonale, c’est-a-dire
que chaque opérateur primaire de la théorie correspond a la méme représentation de ’algébre
de Virasoro chirale et antichirale. Cette hypothése est essentiellement technique, et permet de
simplifier la discussion. Le méme genre de classification a pu étre obtenu pour des théories non-
diagonales en adaptant les arguments (par exemple pour le modeéle de Potts & 3 états dans [9]
ou pour d’autres théories rationnelles dans [13, 14, 15]).

e Rationalité. La matrice de transformée modulaire Sgg/, la formule de Verlinde, la construc-
tion des états de bord & partir de ’état physique ’i>>, ainsi que l'identification des conditions
au bord avec les opérateurs ®,. ; présents dans la théorie, sont des objets ou des idées qui sont
lices & la rationalité de la théorie. Pour étre plus précis, on pourrait toujours définir un objet qui
génére la transformée modulaire S dans une théorie non-rationnelle, mais il s’agirait plutdt d’un
noyau de convolution. Formellement, les étapes de la section précédente peuvent étre adaptées,
mais les contraintes de Cardy ne sont plus vraiment des contraintes s’il y a une infinité d’opéra-
teurs présents dans la théorie. De plus, la construction est extrémement élégante parce qu’elle
permet de mettre en avant la fusion des opérateurs B.C.C. Dans les théories non-rationnelles,
en général on ne sait pas grand chose de la fusion de deux opérateurs. Le formalisme précédent
montre qu’en principe, il est aussi difficile de comprendre les conditions au bord dans une telle
théorie que de comprendre la fusion.

1.8 Facteur g et entropie de bord

La fonction de partition sur un cylindre de longueur L et de circonférence T' devient parti-
culiérement simple dans la limite L > T

Zap(L,T) ~ (] 0) (0]8)) 5 T (I1.85)

Dans cette limite, on a une contribution universelle & 1’énergie libre

me L
f(L,T) = fvolurne LT +fsurfaceT - ET + Sa + S5 + 0(1) (1186)
ol s = —log((a|0) et sg = —log ((]0) sont les entropies de bord universelles associées

aux conditions au bord « et 3. La notion d’entropie de bord universelle a été mise en avant
par Affleck et Ludwig [16]. Cette quantité joue un role analogue a celui de la charge centrale
pour les théories dans le volume. A deux dimensions, on peut définir une quantité ¢ pour des
théories massives, qui coincide avec la charge centrale de la théorie conforme quand la longueur
de corrélation devient infinie (ou nulle). Cette quantité ¢ décroit toujours sous le flot RG [17], ce
qui permet par exemple d’organiser ces flots dans un diagramme de phase. L’entropie de bord
vérifie un théoreme équivalent pour les conditions au bord. Pour une théorie fixe sous le flot RG
dans le volume, il y a plusieurs conditions au bord possibles, et on passe de I'une & ’autre sous
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le flot du groupe de renormalisation. Sous l'action de ce flot, I’entropie doit toujours augmenter

[16, 18].
Par exemple, dans le modéle d’'Ising (11.81.a)-(I1.81.c), I'entropie de bord universelle de la
condition au bord libre vaut sjpe = 0, alors qu’elle vaut s; = s_ = log 2 pour les conditions au

bord fixées. Sous le flot RG, la condition au bord libre est instable. Une perturbation au bord,
par exemple un faible champ magnétique appliqué & la surface, va provoquer un flot RG vers
une des deux conditions au bord fixes (+ ou —). Physiquement, sous une transformation du
groupe de renormalisation, on absorbe de plus en plus de degrés de liberté, 'entropie de bord
doit donc augmenter.

L’entropie de bord universelle peut étre obtenue & partir du modéle sur réseau, en calculant
le produit scalaire de 'état de bord |c), et du fondamental de I'Hamiltonien ou de la matrice
de transfert périodique sur T sites |0);. On a alors

—log (T <a‘0>T) = fsurf.,aT + Sa + 0(1) (11'87)

Par exemple, pour le modéle d’Ising, I’état de bord fixe + est simplement |+ ++--- + +),. Le
fondamental de la matrice de transfert (ou du Hamiltonien) est une combinaison compliquée

0); = Za" |o), normalisée telle que Z (a0)2 = 1. L’état de bord libre est |libre) = Z o).
o

ag g
On peut alors vérifier, par exemple numériquement, que

—log (7 (+|0)7) = @yiqetis ~ log2 + o(1) (I1.88a)
—log (7 (libre[0)) = Y ag ~ fitweT + 0 + o(1) (I1.88b)

o

Il y a une subtilité due a la normalisation des états de bord. Noter que 1’état de bord |+) a une
norme 1, tandis que I’état de bord |libre) a une norme 2. Ceci ne contribue qu’a la partie non-
universelle de I’énergie libre. Par contre, en multipliant simplement 1’état de bord |+) — A |+),
il est clair que 'on peut générer un terme —log A qui est d’ordre 1. Pour fixer la normalisation
des états de bord, on peut utiliser le fait que I’état de bord doit correspondre & une condition
au bord dans la direction ouverte (figure 11.9). C’est de cette fagon que la normalisation des
états de bord est fixée dans la théorie des champs. On peut utiliser ce méme fait au niveau du
réseau.

1.9 Bord et algébre de Virasoro

Jusqu’a présent nous avons considéré des géométries standard, telles que le demi-plan, le
plan complexe avec une trou circulaire, I’anneau, etc. Ces géométries sont pratiques pour dis-
cuter le role des opérateurs B.C.C., pour motiver 'introduction des états d’Ishibashi et des
états de bord physiques, pour calculer des fonctions de corrélation, etc. Mais il est également
intéressant d’analyser plus en détail les effets d’une déformation du bord, comme nous allons le
voir maintenant. L’idée de base de cette section est de relier une déformation du bord localisée
au voisinage de l'origine & l'action des générateurs de ’algébre de Virasoro. Ce type de défor-
mation a été introduit dans [19], pour faire le lien entre les théories conformes et I’Evolution de
Schramm-Loewner (section 11.10.4).
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11.9.1 Retour au demi-plan. Déformation locale du bord.

Revenons a la géométrie du demi-plan H, que nous avons déja étudiée dans la section IL1.2.
Ici, nous ne considérons pas d’insertion d’opérateurs ®, ni dans le volume, ni sur le bord. On
peut décrire la théorie en quantification radiale dans le demi-plan, et dans ce cadre, le vide de
la théorie |0) est défini par

0) = / [dC(|z| < 1,z e M) e Sl |C(|2| = 1)) (11.89)

ou les C(|z|) sont les configurations du modeéle sur le demi-cercle de rayon |z| centré en 0.
Maintenant, considérons une déformation du bord localisée au voisinage de 0 (figure I1.11).
Appelons H' ce demi-plan déformé. La question que 'on pose est : quel est I’état |s) obtenu
avec cette déformation ? Autrement dit, on veut calculer (voir figure 11.11)

|s) = / [dC(|z] < 1,2 € H')] e 51 |C(|2] = 1)) (11.90)
L’état |s) doit étre une combinaison du vide |0) et de ses descendants. On doit donc pouvoir

Pécrire |s) = G'|0), ot G est un opérateur linéaire qui est formé & partir des générateurs de
I’algebre de Virasoro.

H H

---------

Fia. I1.11 — Une déformation du bord au voisinage de l’origine est encodée par une tranformation
conforme g. En quantification radiale, cette géométrie du bord correspond a un état |s) = G |0).
Nous voulons exprimer l'opérateur G en fonction de g.

Nous allons relier 'opérateur G a la géométrie H' de la déformation. Pour cela, nous allons
considérer une famille H; de géométries telles que Hy = H' et Hy = H, et que H; et H; ; 4 soient
infiniment proches.

Le théoréme de Riemann assure ’existence d’une transformation conforme g; qui envoie H;
sur le demi-plan H pour tout t. On peut de plus exiger que le développement de g4(z) en z — oo
prenne la forme

ap a2 a3
= — 4+ =4+ =+... 11.91
gt(2) z+z+22+22+ ( )

La fonction g; est alors unique. Puisque les géométries H; et H y 4 sont infiniment proches,
la transformation g, Lo Jr+ar qui envoie Hy 4 4 sur H; doit étre infinitésimalement proche de
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I'identité. On a donc

- bydt bpdt Dbzdt
g5 ogua(z) = 2t = —+ g+ =5+ (11.92)
A partir de cette fonction, on peut construire la transformation infinitésimale z — z + «(2)
0 si |z]>1
= - I1.93
a(2) { budh  badt y badt i 2 <1 (11.93)

qui est conforme sur Hyq:N{z, |z] < 1} et quia une discontinuité infinitésimale quand |z| = 1.
On peut maintenant calculer la variation entre |s;yq) et |s¢). z désigne toujours un point dans
H -

ls) = lserar) + <21m e o= Ca(z)T(z)dz) 5eat)
= |star) + dt (b1 Lo +baLg+bsLos+...) [Sttar) (I1.94)
On voit donc que
5 |st) = (b1 L_g —baL_g — bgL_y — ...) |st) (11.95)
ou encore en notant |s;) = G¢10)
%.G;l = —by Lo —byL_3 —b3L_4 — ... (11.96)

Cette relation signifie que la déformation du bord qui est codée dans (11.92) peut étre transposée
directement dans le formalisme de l’algébre de Virasoro.

Remarque sur ’algébre de Witt. Une fonction g qui envoie une géométrie H’ sur le demi-
plan H peut étre vue comme un opérateur agissant sur l’espace des fonctions F' définies sur H,
et qui donne de nouvelles fonctions G- F' = F o g définies sur H'. Dans ce cas la transformation
(I1.92) peut étre vue comme

by dt b bs dt
(Gy + dGy)-G " F(z) = Fog; ‘og ai(z) = F(z)+ %azp(z) + ZQ—thaZF(z) + i—gazp(z) +..
(11.97)
c’est-a-dire 5
8—;0;1 = —byl g — byl 3 —bgl_y — ... (11.98)
siles £, = —2"*10, sont les générateurs de I'algébre de Witt [€,,, £,] = (m—n)€y1r. Clairement,

les deux relations (I11.96) et (I1.98) sont trés proches. On peut passer directement de 1’algébre de
Witt & l'algébre de Virasoro, parce qu’une déformation infinitésimale du demi-plan au voisinage
de D'origine ne fait intervenir que les générateurs L_, ou ¢_, avec n > 0. Par conséquent la
charge centrale ¢ n’apparait jamais dans ce type de calculs, et on ne travaille qu’avec une algébre
Vir~™ = Witt~. La charge centrale n’apparait que lorsque l'on veut considérer des produits
scalaires entre différents états de bord, comme nous allons le voir dans la suite. Le produit
scalaire quand ¢ = 0 est trivial dans le module de l'identité, seul I’état |0) a une norme non
nulle. Une charge centrale ¢ # 0 peut étre vue comme une déformation non-triviale du produit
scalaire entre les états de bord qui représentent une déformation au voisinage de 'origine, et
ceux représentant une déformation & I’infini.
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11.9.2 Etat pantalon

On peut utiliser la formule (I1.94) pour écrire des états de bord qui correspondent a des
géometries simples. Par exemple, la géométrie H '\ {z, 22 e [—\/ﬂ, O] } (figure 11.12.a) peut étre
envoyée sur le demi-plan H par la transformation conforme

g(z) = V2242t = z+£+... (11.99)

z
qui peut aussi s’écrire sous forme infinitésimale
0
a(z) —qi(z) = 1 (11.100)
ot
ou encore, en posant z = gt_l(w)
0g: -1 1
a. b.

FiG. I1.12 - La transformation g(z) = v/22 + 2t encode une fente verticale de hauteur /2t (a).
Cette géométrie correspond a I'état e *£-2 |0). Elle est équivalente au “pantalon” sur le ruban

(b).

La relation (I1.94) permet de traduire directement cette équation dans le language des gé-
nérateurs de Virasoro agissant sur des états Gy |0)

Y

G; . = —L_ I1.102

t 3t 2 ( )

qui s’intégre en G4 |0) = e~*L-20). En particulier, pour une fente de hauteur 1, on a 1’état
|pantalon) = g2l 0) . (I1.103)

On peut utiliser cet état de bord dans des calculs concrets. Par exemple, imaginons que
I’on veuille calculer la fonction de partition d’une théorie conforme sur la géométrie “double-
pantalon” (figure 11.13). Plus précisément, pour avoir une quantité finie, on veut calculer le
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repliement :
) - 5 ) !

> >

L L/2

Fia. I1.13 — La géométrie “double-pantalon” peut étre repliée pour donner une théorie doublée
sur le ruban de largeur L/2, avec deux changements de condition au bord a gauche.

rapport de cette fonction de partition et de celle sur un double-ruban de largeur L/2

,Lfs(LO,L)
Zdouble—pantalon o <paﬂta10n| e L 24 ]pantalon)
2 o ™ c 2
(Zeuban 12) (<()| o~ 72 (Lo—51) |0>>
woc ) 78/8 ’]T(S _C/S
= e Tt (1- —*) = (2sinh =2 11.104
e~ 16L ( e L < sin 2L> ( )
ol 'on a utilisé la relation
=
(0| LELE, |0y = o [I®p+o. (11.105)
p=0

Mais le rapport (I1.104) peut également étre vu comme une fonction de corrélation de deux
opérators B.C.C. ® sur le bord du ruban de taille L/2 (figure I1.13), aprés un repliement.
L’opérateur ® A agit dans la théorie repliée, que ’on peut voir comme deux théories superposées.
Ces deux théories sont soit indépendantes, soit reliées sur le bord. A permet de passer de l'une
de ces deux conditions au bord a 'autre. On a

(®a0)20)) = ——— (11.106)
( == sinh J L)

si A est la dimension d’échelle de cet opérateur. On voit que 1'on retrouve 'expression (I1.104)
avec A = 1%, & un facteur (m/L)/® prés qui provient du produit scalaire de I'état |pantalon)
avec le fondamental |0). Il s’agit en fait d’une contribution due au “coin” central, ou le bord
tourne brusquement d’un angle m. L’apparition de ce type de facteur est habituelle quand on
traite des géométries avec des angles [20]. Ce facteur n’apparait pas directement au niveau des
générateurs de l'algébre de Virasoro, mais on peut vérifier sur le réseau qu’il est bien présent.
La dimension d’échelle A = 1% peut étre calculée directement & la maniére de Cardy-Peschel
[20].
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11.9.3 Etat complétement ouvert

On peut utiliser Paction des générateurs de Virasoro sur le bord pour atteindre des défor-
mations plus compliquées. Par exemple, définissons la transformation conforme

g(z) = (zk + z)w (11.107)

Pour voir précisément ce que fait cette transformation, il faut définir la géométrie Hy (figure
I1.14)

Hy, = H \ {z| e [—2,2]} (I1.108)

Notons que H; = H. Pour k > 2, Hj, est le demi-plan moins une demi-étoile & k£ — 1 branches
centrée en 0. On peut se convaincre que la transformation gon envoie Han sur Hy.-1. Par exemple,

4n

5. 21/8c0% .
21/861%2 € % 91/8,i%F

Hg = ;6
8 21/8¢% 91/8 1%

21/861'%' 21/8,i%

Fic. 11.14 — Les surfaces Hy sont des demi-plan moins des étoiles & k — 1 branches centrées en
0.

g4 envoie Hy sur Hy comme sur la figure I1.15. L’idée principale que 'on veut illustrer ici est
que les transformations gy peuvent étre transcrites directement en termes des générateurs de
Virasoro. En effet, en introduisant gg.(2) = (2% 4 2t)'/*, on a

1 0
(910 ()" 5 ke (2) = 2/ (I1.109)
ou en prenant z = gk_i (w)
agk; _ 2/k
( 8tt> ng;tl(w) = w;gl (I1.110)

De la méme facon que dans la section précédente, chacune de ces déformations infinitésimales
peut étre transposée directement dans ’algébre de Virasoro
ang;t 2

-1
Gy © =5 = =7 Lk (IL.111)

qui s’'intégre en
2t
Gy = ek hk, (11.112)



CENT T

Fia. I1.15 — La fonction g4 est une transformation conforme qui envoie Hy sur Hs. De maniére
générale, gon envoie Hon sur Hgn-1.

Maintenant, il est facile de composer les fonctions gon pour obtenir gs 0 g4 0 0--- 0 gon pour
obtenir une transformation conforme qui envoie Hon sur le demi-plan H. On voit que I’état de
bord & 2" — 1 branches s’écrit donc

|2" — 1 branches) = G_on...G_4G_210). (I1.113)

Pour finir, on s’intéresse a la limite n — (figure 11.16). On a en fait

g20gso---ogom(z) = \/\/...\/\/22"+2+2---+2+2 (I1.114)
1

—  z+ - sifz|> 1L (IL.115)
z

n—oo

et la fonction z — z + 1 envoie H \ {z, |z| < 1} sur H. La géométrie du demi-plan privé d’'un
demi-disque correspond finalement & 1’état de bord

IB) = lim e anTh2 em3l-agl-2 ). (IL.116)

n—oo

FiG. I1.16 — Le demi-plan moins un demi-disque est obtenu comme une limite des géométries
Hon.

Comme dans la section précédente, on peut utiliser cet état de bord pour calculer des
fonctions de partition. Ici, le plus naturel est de calculer la fonction de partition d’une théorie
conforme sur un rectangle de taille L x T'. On a

Z(L,T) = (Ble tT(Lo=51) |B) (IL117)
— 5 €2
— g7 <1+2q +) (IL.118)
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et on peut reconnaitre le développement de la fonction n(q2)_0/ 2. A nouveau, pour obtenir la
vraie fonction de partition sur le rectangle, on doit tenir compte des termes de type Cardy-

Peschel. Le résultat final est
—c/2

4
(/)"0 (¢°)
Ce résultat a été dérivé dans |21] par une méthode différente. En fait, il est clair dés le départ
que Z doit étre une fonction de L/T qui vérifie Z(L/T) = Z(T/L). Ce seul fait est déja treés
contraignant. En ajoutant une hypothése simple, par exemple sur le comportment asymptotique

Z ~ e 21l/T quand L/T — oo, cela suffit a fixer complétement la fonction de partition [22].

(11.119)

11.10 Bords stochastiques : Evolution de Schramm-Loewner (SLE)

Fig. 11.17 — Modéle d’Ising dans le demi-plan avec un changement de condition au bord a
Vorigine. Les spins sont fixés & 4+ & gauche (en noir) et & — & droite (en blanc).

Dans la section précédente nous avons étudié des déformations du bord au voisinage de
Porigine, et nous avons vu que ces déformations peuvent étre écrites algébriquement en théorie
conforme avec l'algébre de Virasoro. Nous allons poursuivre avec l'idée de déformation du bord,
mais cette fois pour décrire I’évolution d’une courbe dans le demi-plan. Cette évolution peut
étre stochastique. La réunion des méthodes des processus stochastiques avec celles de ’analyse
complexe a été développée par Schramm et ses collaborateurs Lawler et Werner au début des
années 2000. L’évolution stochastique de Schramm-Loewner (SLE) est un concept majeur in-
troduit dans ce contexte. Bien que SLE n’ait pas vraiment apporté de résultats nouveaux sur le
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plan physique¥, il s’agit d’un nouveau point de vue, & la fois plus géométrique et plus “probabi-
liste” que la théorie des champs. Avec SLE, le lien avec les objets géométriques dans les modéles
statistiques (les parois de domaine en particulier) est plus direct qu’avec les théories conformes
habituelles. Evidemment, du point de vue mathématique, SLE est une approche correctement
définie et rigoureuse qui permet de démontrer des théorémes, et qui ne repose pas sur l'intuition
de la théorie des champs. Dans cette section nous allons donner quelques arguments simples
pour introduire SLE et pour relier cette approche au formalisme des théories conformes avec
bord que nous avons vu jusqu’a présent. La discussion menée ici est inspirée de la référence [23],
qui est beaucoup plus compléte. La revue [24] est également trés utile.

11.L10.1 Conditions au bord et courbes dans le demi-plan

Fia. II1.18 — Modéle de Potts & 3 états dans le demi-plan avec un changement de condition au
bord & lorigine. Les spins sont bleus ou rouges a gauche et verts a droite.

Les objets géométriques auxquels on s’intéresse dans le cadre des modéles statistiques sur
réseau a I’équilibre sont souvent des parois de domaine. Dans le modéle d’Ising par exemple, &
n’importe quelle température, on peut s’intéresser au bord d’'un domaine de magnétisation. 11
n’y a pas forcément de limite d’échelle intéressante pour ces parois de domaine. En général, si
le modele n’est pas critique, il y a une tension superficielle associée a la longueur de Iinterface
entre deux domaines de magnétisation. Cette tension superficielle augmente sous le flot RG, et
dans la limite d’échelle les interfaces disparaissent ou deviennent triviales. Si on considére le
modéle d’Ising dans le demi-plan, avec les spins fixés & + sur I'axe réel positif et & — sur 'axe
réel négatif (figure I1.17), alors il existe toujours une interface partant de l'origine entre deux

kLa quasi-totalité des résultats quantitatifs (exposants critiques, dimensions fractales, probabilités de traver-
sée, etc.) obtenus depuis l'introduction de SLE avaient été calculés dans les vingt années précédentes par les
physiciens, grace a 'invariance conforme, a I'intégrabilité ou au gaz de Coulomb.
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domaines d’aimantations + et —. A trés basse température cette paroi de domaine est une ligne
droite, ce qui minimise ’énergie de surface entre les deux domaines. Au point critique, 'entropie
compense la tension superficielle, et 'interface devient un objet fractal non trivial dans la limite
continue. Au-deld du point critique, dans le modéle d’Ising, I'interface est toujours non-triviale :
il s’agit d’un contour d’amas de percolation critique (cela est particulier au modeéle d’Ising).

Dans le modeéle d’Ising, ou dans la percolation, il n’y a pas d’ambiguité dans la définition
de linterface. Ces deux modeéles sont définis en termes de spins + et —, ou de sites (ou liens)
“allumés” ou “éteints”, il est donc clair qu’il suffit de considérer la frontiére entre ces deux sous-
ensembles. Au point critique du modéle d’Ising, ou de la percolation, ces deux sous-ensembles
sont interchangeables : on a une symétrie Zs évidente qui passe de + & — ou de “allumés” a
“éteints”.

En général, cependant, la définition d’une interface n’est pas si évidente. Dans le modele de
Potts & trois états, il est facile de définir les parois de domaines, mais celles-ci sont des objets
ramifiés. 11 n’est pas du tout évident que ces objets ont une limite d’échelle intéressante. Ce
type d’interface branchée est, de toute facon, hors de portée de SLE. Il est plus facile de se
resteindre & des courbes. Les courbes, si elles ont une limite continue non triviale, doivent étre
décrites par SLE ou une de ses variantes. Dans le modele de Potts a 3 états (disons rouge, vert
et bleu), on peut obtenir une courbe en suivant la paroi d’un domaine vert. Cette courbe sépare
le domaine vert de tous les autres domaines rouges ou bleus qui sont en contact avec lui (figure
I1.18). Ce type d’interface a été étudié dans [25, 26|, et il est conjecturé que cette courbe a une
limite d’échelle non-triviale décrite par SLE.

Dans les exemples présentés ici, la courbe considérée est une interface entre deux types de
conditions au bord. Du coté gauche de la courbe, on a un certain type de contrainte sur les
spins. Il sont fixés & — dans le modéle d’Ising, et peuvent étre bleus ou rouges dans le modéle
de Potts. A droite de la courbe, les spins subissent une autre contrainte. Ils sont fixés & + dans
le modéle d’Ising, et sont verts dans le modeéle de Potts. Le changement de contrainte de part
et d’autre de la courbe est trés similaire & un changment de condition au bord. En fait, dans
le demi-plan (figures I1.17 et 11.18), linterface est générée par un changement de condition au
bord a l’origine.

11.L10.2 L’équation de Loewner
Le point de départ de la théorie de Loewner est la transformation conforme

gro(z) = V22 + 4t (I1.120)

que nous avons déja rencontrée dans la section précédente. Cette transformation envoie le demi-
plan moins une fente de hauteur 2v/¢, H \ {z, 22 € [4¢,0]}, sur le demi-plan H. On a bien str
une transformation similaire pour une fente de hauteur 2v/¢ au dessus d’un point a sur Iaxe
réel

Gra(z) = a + V(2 —a)® + 4t (I1.121)
La version infinitésimale de cette transformation s’écrit
_ 2dt
d9a(2) = Gi4dt,a© Gia(2) = 2+ — (I1.122)
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et on voit que 'on a g¢ q(2) = dgq 0 dgg 0 dgg 0 - - - 0 dgq(z). L’idée de la théorie de Loewner est
que l'on peut faire bouger le point a le long de 'axe réel & chaque étape infinitésimale. Si 'on
connait la position a;, on peut construire la fonction g;(z) en intégrant 1'équation de Loewner

0 2
_- = II.12
8tgt(z) ( 3)

Z — Qg

La fonction g¢; ainsi construite peut étre développée en z — oo, on peut vérifier que
g(z) = z + ~ + =+ ... (I1.124)

avec a1 = 2t. Elle envoie le demi-plan moins un certain domaine K; sur le demi-plan H. Quand
la fonction a; est suffisamment réguliére, on peut montrer que le domaine Ky est une courbe
simple, que 'on notera I';. La théorie de Loewner permet donc de décrire 1’évolution d’une

Iy

F1a. I1.19 — La courbe I'; est décrite par la transformation conforme g; qui envoie H \ I'; sur H.

courbe comme un processus & une dimension : le mouvement du point a; le long de l'axe réel.
Mais on décrit en réalité plus que I’évolution de la courbe : on décrit toute la transformation
conforme g; & chaque instant ¢. Cela va jouer un réle crucial dans la suite.

Quand la variation de a; est moins réguliére, plusieurs cas plus ou moins “sauvages” peuvent
apparaitre. Pour ce que nous allons discuter dans la suite, nous n’avons besoin que du cas ou
K, peut toujours étre associé & une courbe, mais ol celle-ci a des points doubles. I’ensemble

F1a. I1.20 — La courbe I'; est décrite par la transformation conforme g; qui envoie H \ I'; sur H.

K, est alors I'union de la courbe et du domaine enfermé a l'intérieur de celle-ci (figure 11.20).
Cette possibilité joue un réle important dans la suite.
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11.L10.3 L’argument de Schramm. Evolution de Schramm-Loewner.

Dans [27], Schramm a introduit I'idée suivante. La notion d’invariance conforme pour des
courbes qui rejoignent deux points au bord d'un domaine, par exemple 'origine et l'infini au
bord du demi-plan H, peut étre formalisée facilement. Premiérement, il faut comprendre que
I'on veut avoir une description probabiliste des interfaces. Pour cela, il est utile de considérer
un domaine simplement connexe  C C. On choisit deux points distincts x1 et x9 sur le bord
de ce domaine. On veut définir une mesure (i 2, 2, (I') sur Pensemble des courbes I" qui vont
de x1 & z9. Dans les exemples considérés précédemment, le domaine €2 est le demi-plan H et les
points x1 et x2 correspondent & l'origine et & I'infini. Ensuite, en suivant Schramm, on voit que la
notion d’invariance conforme peut étre formulée précisément en deux propriétés sur la mesure p.

o Propriété de Markov de domaine. Considérons une courbe I' C € qui rejoint deux points
x1 et x9 sur le bord du domaine 2. On divise cette courbe en deux segments disjoints I'y et I'y
qui se touchent en un point z3 € I'. Alors la mesure conditionnelle pq 5, 4, (I'/I'1) est la méme

que HO\T, z3, 22 (FQ)

e Invariance conforme. Si ¢ est une transformation conforme qui envoie Q sur ', et que 1
et zo sont des points sur le bord de 2, la mesure p(I', Q, 1, x2) induit une mesure @ * p sur
les courbes dans Q' qui vont de 2} = ¢(z1) a 2, = ¢(z2), qui est simplement

(0 * e as) (IY) = po,a,20 (71 (I)) (I1.125)

La propriété d’invariance conforme est vérifiée si ¢ * po 2, 2o = 1oy, o, -

Ces deux propriétés sont naturelles si 'on voit pg 4, », comme la mesure obtenue dans la
limite continue d’'un modéle statistique critique. Elles sont en général trés difficiles a prouver
de maniére rigoureuse, mais pour la physique, elles peuvent étre admises au méme titre que
I'invariance conforme en théorie des champs.

Les deux propriétés peuvent étre couplées a la théorie de Loewner, et sont trés contraignantes.
Considérons une courbe I' qui va de l'origine & l'infini dans le demi-plan H. Cette courbe est
décrite par une équation de Loewner avec un processus a;. Notons 'y au temps t1, définie par la
transformation g,. Si 'y = I"\T'y, la propriété de Markov de domaine implique g, 0,0 (I'[T1) =
MH\FM;(%)M(FQ). L’invariance conforme implique MH\FLQ#(%)M(FQ) = UH, a;, 00 (9(I'2))-

,‘ gtl l,
< % \\
1
Ftl < /I
4
Qg
(073 + Aty
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On voit donc que la mesure obtenue par conditionnement puis par la transformation conforme
gi, est la méme que la mesure de départ, translatée de ay,. Sit > 1, on voit donc que la distri-
bution de a; —ay, est la méme que celle de a;_¢,. Cela implique que, pour n’importe quel 6t > 0,
les incréments a4 5 — a; sont des variables aléatoires indépendantes distribuées identiquement.
Le processus a; doit donc étre un mouvement brownien avec éventuellement un terme de dérive
a; = \/k By + vt. Si la mesure p a une symétrie par réflexion gauche/droite, le terme de dérive
doit étre nul : v = 0. Les arguments présentés ici constituent le coeur de 'argument de Schramm.

Théoréme (Schramm). Sila mesure pp, o, (I") vérifie les deux propriétés ci-dessus (Markov
et invariance conforme), et est symétrique sous une réflexion gauche/droite, alors le processus
a; est un mouvement brownien.

On définit de cette fagon I’évolution de Schramm-Loewner SLE,

— 2dt
dgt(z) - gt(z)—at (11126)
dat = \/EdBt
By est un mouvement brownien normalisé : <(Bt - Btr)2> = |t — t/|. Pour différentes valeurs

de k, SLE, correspond a des classes d’universalité différentes.

Comportements de SLE,.
e © < 4. Dans ce cas on a une courbe simple I'; (figure 11.19), qui ne touche pas le bord, et
ne se touche pas elle-méme (presque strement).

e 4 < k < 8. On a toujours une courbe, mais celle-ci posséde (presque stiirement) des points
doubles (figure 11.20).

e 1 > 8. Dans ce cas la courbe remplit presque stirement tout le plan. Elle est de dimension
fractale 2.

11.10.4 SLE/CFT

Nous allons maintenant revenir au formalisme traditionnel des théories conformes. On consi-
dére une théorie conforme qui décrit la limite continue d’un modéle statistique dans le demi-plan.
On a un changement de condition au bord & 'origine, traduit dans le formalisine par un opéra-
teur B.C.C ® en 0. Ce changement de condition au bord génére, dans le modéle statistique, une
interface qui sépare les deux domaines associés a ces deux conditions au bord (voir les exemples
sur les figures I1.17 et I1.18). On suppose que, dans la limite continue, cette interface est décrite
par SLE, pour un certain x. Notre but est d’identifier 'opérateur B.C.C ® qui est responsable
de la création de cette interface.

Afin de voir quel type de contraintes doit satisfaire I'opérateur ®, nous allons adapter I'ar-
gument de Schramm dans le langage de la quantification radiale. Considérons le demi-plan H
avec un opérateur B.C.C. ® inséré en 0. En quantification radiale, ceci est représenté par I’état
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Fia. 11.21 — Equivalent de largument de Schramm dans le formalisme habituel des théories
conformes : la quantification radiale. La transformation infinitésimale z +— 2 + dhy o h; *(2) se
traduit par une action dG; sur 1’état | ).

|®). On utilise maintenant la transformation conforme infinitésimale z — 2z + dhy o h; *(2) oil
ht = g1 — aq, et g est donnée en (I1.126). La translation da; est introduite pour que 'opérateur
B.C.C reste toujours a l'origine. Noter que la transformation h; vérifie I’équation différentielle

stochastique

2dt
t

On arrive a la géométrie de la figure I1.21 (droite), qui est la méme que la géométrie de départ.
La transformation dh; o h; * n’a donc pas modifié I'état |®).

Pourtant, la transformation infinitésimale dh; o hy n’est pas triviale. Nous allons pouvoir
utiliser le résultat (I1.94) de la section I1.9. Pour n’importe quelle fonction F' définie sur H, les
transformations conformes h; agissent par composition hy- F' = Foh;. Pour une transformation
infinitésimale stochastique dh; o h; Lz) = %dt + /K dBy, action sur F doit étre calculée avec
la formule d’It6. On trouve

dF(z) = Fo(h+dh)oh;'(z)— F(2)
= F(z—f—idt—\/gBt) — F(2)

2
_ <F’ n ;”F”) dt — /r F' dB;
z
- (—25_2 + gzz_l) dt + VRdB,l_ (I1.128)
ot l'on a utilisé les générateurs de I'algébre de Witt £, = —z""19.. Nous avons vu en (11.94)

que l'on peut transposer ce type d’expression dans l'algébre de Virasoro. La transformation
infinitésimale z — 2z 4 dh; o ht_l(z) se traduit par une action sur l'état |®)

) = [®) + dG |@) = [®) + (~2L 2+ gL2_1> dt + \/rdB, L, |®) (I1.129)

Puisque dh; o ht_l ne modifie pas I'état |®), on doit avoir dG |®) = 0. Plus précisément, cette
équation doit étre vraie quand on évalue une quantité physique dans la théorie, c’est-a-dire quand
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Iétat dG |P) est utilisé dans une fonction de corrélation, par exemple (®(z1, 21 )P (22, 22) . . . dG|P) =
0. Dans ce type de fonction de corrélation, on doit moyenner sur les réalisations du mouvement
Brownien By, le terme \/kdB; L_;1|®) a donc toujours une contribution nulle. Par contre, le
terme proportionnel & dt donne une contrainte non-triviale

(-225+ gL‘il) 18) = 0 (11.130)

Cette relation est bien connue comme étant ’équation de dégénerescence au niveau 2 dans le
déterminant de Kac [6]. Pour « fixé, il n’y a qu'une valeur possible pour la dimension conforme

de 'opérateur ®. 1l s’agit de
6—k
h = 1I1.131
2K ( )
qui peut étre écrite hy o ou hg; en utilisant les notations de Kac [6], selon que k > 4 ou k < 4

respectivement. La charge centrale de la théorie est également fixée en fonction de &

e 'i);j’” —8) (I1.132)

et I’on voit apparaitre ici le fait que deux valeurs de k peuvent correspondre & une méme charge
centrale c¢. L’une est supérieure a 4, U'autre inférieure & 4. Nous reviendrons sur cette dualité
dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE |1

Le gaz de boucles : pourquoi ?

Les gaz de boucles sont des modéles statistiques classiques dont les configurations sont don-
nées par des objects géométriques : les boucles. Ces boucles peuvent, par exemple, correspondre
aux parois de domaines de modéles locaux, tels que le modéle d’Ising ou certaines de ses généra-
lisations, en particulier les modéles RSOS?. Dans d’autres cas, certains de ces modéles n’ont pas
d’interprétation directe en termes de degrés de liberté locaux. C’est précisément 14 que réside
la particularité des modéles de boucles. D’un c¢6té, le fait que ces modéles soient plus généraux
que les modéles statistiques locaux habituels permet d’accéder a des observables non-locales
qui n’apparaissent pas d’habitude. Par exemple, on peut penser aux propriétés des amas de
la percolation critique en 2D, ou aux amas des domaines de magnétisation du modéle d’Ising.
D’un autre coté, la définition de ces modeéles n’est souvent pas trés naturelle, ce qui, en dehors
de quelques cas particuliers identifies depuis longtemps®, ne les rend pas vraiment intéressants
pour la physique réelle.

Dans ce chapitre, nous allons motiver 'introduction des modéles de boucles comme des re-
formulations de modéles historiques de la physique statistique & ’équilibre : le modéle de Potts
et le modele O(n). Nous allons mettre 'accent sur les liens entre ces modéles et les théories
conformes, & plusieurs niveaux. Premiérement, la construction historique du gaz de Coulomb
est naturelle dans le cadre des modéles de boucles, et, bien qu’étant rarement complétement
satisfaisante, elle permet néanmoins d’obtenir une connexion directe entre un modéle sur réseau
et la théorie continue qui le décrit. Ensuite, les boucles sont des objets géométriques qui ont
des reformulations naturelles dans le contexte de SLE. Enfin, les modéles de boucles reposent
sur une structure algébrique sous-jacente, 'algebre de Temperley-Lieb, qui posséde des simili-
tudes profondes avec I'algébre de Virasoro. Certaines caractéristiques algébriques de la théorie
conforme peuvent ainsi étre repérées simplement au niveau du modéle sur réseau.

Ce chapitre traite de propriétés génériques des modeles de boucles. Les conditions au bord
que nous avons étudiées dans cette thése apparaitront au chapitre suivant.

#Restricted Solid On Solid”.
PEn plus des deux exemples déja cités, on peut ajouter les polymeéres en 2D.
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[11.1 Le modeéle O(n) sur réseau hexagonal.

Nous allons commencer par le modéle le plus commun qui puisse étre reformulé comme un
modéle de boucles. 1l s’agit du modéle O(n). Comme nous 'avons vu dans le chapitre I, de
Gennes a mis en avant l’analogie entre la physique des polymeéres et les modéles classiques de
transition paramagnétique/ferromagnétique. C’est de la méme analogie qu’il s’agit ici.

On considére un réseau hexagonal, avec un spin & n composantes S&¥, a € {1,...,n} sur

chaque site ¢. Les spins sont tous normalisés : Z (Sl-a)2 = cste. La fonction de partition du

[0
modeéle est définie par

Z =t | [ (1+2S755) (IIL.1)
<ij>
ol les < ij > sont les paires de sites voisins sur le réseau. La normalisation des spins peut étre
choisie de maniére que la trace sur les configurations vérifie
tr[l] = 1 (IT1.2a)
tr [stﬂ = bap. (I1L.2b)
Par symétrie S — —S, on a aussi tr[S{] = tr [Sf‘SlﬁSﬂ = 0. En développant le produit

17
dans (III.1), on voit que les seuls termes qui vont contribuer a la fonction de partition sont
de la forme (Sﬁl Sgl) (Sff S%Q) .. <SZ°;’“ Sfi’“) Ces termes peuvent étre représentés comme des

boucles sur le réseau hexagonal, et chacun d’entre eux a une trace n. On arrive ainsi a une

04

Fia. II1.1 — Développement en boucles du modéle O(n) sur réseau hexagonal. Chaque boucle a

un poids zloreueury,

nouvelle expression de la fonction de partition (III.1)

7 — Z plongueur ) Nboucles (T11.3)

conf.

Dans (I11.3), le paramétre n intervient comme un paramétre. Ce modéle de boucles réalise donc
une continuation analytique du modeéle O(n) pour n’importe quel n réel, méme négatif. Notons
encore que la correspondance spins/boucles dans ce modéle ne s’arréte pas a la fonction de
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partition Z. La fonction & deux points <Si0‘5’]9‘>, par exemple, est exprimée en termes de boucles

comme la somme de toutes les configurations d’une chaine reliant ¢ & j, qui évolue au milieu
du gaz de boucles. Dans le cas ot n — 0, ces boucles disparaissent et la chaine peut étre vue
comme la modélisation d’un polymeére unique dans un solvant (chapitre I).

1.2 Formulation du modéle de Potts a la Fortuin-Kasteleyn

Le modéle de Potts & @ peut étre formulé comme un modéle de percolation généralisé. Cette
formulation est due a Fortuin et Kasteleyn [1]. La fonction de partition du modéle de Potts est

STl
I35
o DMOIH =

Fia. II1.2 - Spins du modele de Potts et amas FK (a), et modéle de boucles (b).

donnée par

zZ =3 ] "% (111.4)

o <ij>

I’idée de Fortuin et Kasteleyn est de développer le terme d’interaction eKoios — l—i—(eK —1)d0,0;
et d'interpréter ces deux contributions comme venant d’un degré de liberté supplémentaire
vivant sur les liens du réseau de départ. Si deux spins de Potts voisins ont des couleurs différentes,
ce degré de liberté n’apparait pas. Mais s’ils ont la méme couleur, on peut “allumer” ou non le
lien, avec des poids e — 1 ou 1 respectivement. Autrement dit, on a maintenant des amas de
percolation (ou amas FK) qui vivent sur les amas de spins (figure I111.2.a). Pour une configuration
de spins donnée, chaque configuration d’amas FK a un poids (e — 1)Miens 7K On peut alors
prendre la trace sur les configurations de spins : chaque amas FK prend une couleur qui doit
étre choisie indépendamment. On arrive ainsi & la fonction de partition

7 = Z (GK _ 1)N1iens FKQNamas FK (IIL.5)
amas FK
En regardant le contour des amas FK, on obtient des configurations de boucles (figure I11.2.b).

La relation d’Euler permet de relier le nombre d’amas FK au nombre d’amas FK duaux (en
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orange sur la figure I11.2.b), et de voir que le nombre de boucles est ainsi relié au nombre d’amas
FK & un facteur 2 pres

Namas FK — Nsommets - Nliens FK t+ Namas FK duaux
= Nboucles = Namas FK + Namas FK duaux
= 2 Namas FK + Nliens FK — Nsommets (HI6)

La fonction de partition (I11.2) devient

Nooucies K 1 Niiens FK
Z x Y \/Q < ) ) (I11.7)

avec un facteur constant indépendant de la configuration. Puisque Njens FK + Miens FK duaux =
cste, on voit que cette formulation a le mérite de faire apparaitre de maniére limpide la dualité
de Kramers-Wannier [2]|. En effet, en passant du réseau carré au réseau carré dual, on voit que

% — eKLg Le point critique sur ce réseau est donc situé en e = 1 + VQ. La

conf.

I'on a :
fonction de partition dans ce cas est similaire a celle du modeéle O(n) avec n = /@ (I11.3), mais

puisqu’ici les boucles couvrent tout le réseau, la longueur totale de celles-ci est une constante.
Il n’y donc pas besoin d’un paramétre x de couplage a la longueur des boucles.

I11.3 Quelques idées sur le gaz de Coulomb

Le succes des modeles de boucles et du gaz de Coulomb [3] dans les années 80 tient au fait
que de nombreux résultats exacts ont pu étre dérivés avec des techniques qui restent élémentaires
sur le plan calculatoire.

Pour construire le gaz de Coulomb & partir d’un modéle de boucles, on commence par orienter
celles-ci indépendamment les unes des autres. Pour une configuration donnée, il y a 2Vvoucles
choix possibles. Une boucle orientée a un poids de Boltzmann e* selon son orientation. La
trace sur les deux orientations donne le poids total d’une boucle n = €Y + e~ Il est important
de remarquer que ceci peut étre formulé localement : un morceau de boucle qui tourne d’un
angle o prend une phase ¢"3x . Les boucles orientées sont maintenant vues comme les lignes de
niveau d’un modéle de hauteur. On a donc un champ h(x) défini en chaque point de ’espace.
En traversant une boucle, le champ h(x) varie de Ah = £ selon l'orientation®. L’hypothése
centrale sur laquelle repose toute la construction est que ce modéle de hauteur est attiré vers
un champ libre gaussien sous le flot RG

S = L [ (9n)2d2a. (IIL8)
47
La constante de couplage g n’est pas libre, puisque la normalisation de h est fixée par le fait
que h € 7Z dans le modéle de départ (avant I’évolution sous le flot RG). g sera fixée plus tard
en fonction de n = 2 cos .

°Le choix |Ah| = 7 est une convention, on pourrait évidemment choisir n’importe quelle autre valeur.
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On sait bien que la charge centrale d’'un boson libre vaut ¢ = 1, ce qui implique a priori que
I'on ne peut décrire que des théories a ¢ = 1 avec une telle construction. Pour permettre au gaz
de Coulomb d’atteindre d’autres valeurs de ¢, il faut introduire des charges “écran”. Pour voir
cela on peut considérer le modeéle de boucles sur le cylindre. Les boucles orientées contractibles
tournent toutes d’un angle total a + 27 et ont donc un poids e comme attendu, mais cela
n’est pas vrai des boucles qui s’enroulent autour du cylindre. Ces boucles font un tour complet
autour du cylindre avec a = 0, elles ne sont donc pas comptées correctement. Pour corriger cela,
on doit ajouter un terme a l'action (II1.8)

S =2 tim (h(z) — h(—2)) (111.9)

Si on a une configuration de boucles orientées avec k boucles qui tournent dans le méme sens
autour du cylindre, alors la différence de hauteur entre les deux extrémités du cylindre est
Ah = km, ce qui donne un facteur e*™*. Les boucles non-contractibles sont donc comptées
correctement grace au terme (I11.9).

Le terme (II1.9) dans 'action modifie la forme du tenseur énergie-impulsion et la dimension
d’échelle des opérateurs de vertex e’

Ao = % [(a+~/m)? = (v/7)?] . (111.10)

La constante de couplage g peut maintenant étre fixée par I’argument suivant. Le modéle de
départ est défini avec h € 7Z, 'opérateur cos 2h devrait donc étre marginal. On attend donc
Ao =2, ce qui permet deux solutions pour g

g=1+71. (LIL.11)
7

Chacune de ces deux solutions définit une théorie conforme. Ces deux théories ne sont pas
équivalentes. Physiquement, plus la constante de couplage est grande, plus le profil de h doit
étre plat, donc plus les boucles doivent étre des objets étendus et “lisses”. Au contraire, si g
est petit les boucles sont des objets plus “sauvages”. Nous allons définir plus précisément le
comportement de ces objets géométriques dans la section suivante. Dans le cas g > 1 on parlera

de modéle dilué, et dans le cas g < 1, de modéle dense.
Pour obtenir la charge centrale de la théorie conforme que 'on est en train de construire
avec ce gaz de Coulomb, on peut évaluer la fonction de partition sur un cylindre de taille T x L
(T dans la direction périodique). Dans la limite ou le cylindre est trés long (L > T'), on doit

e L -z <1—7(’Y/7T>2 L
. _rc L ’ 6 6 T
avoir Z ~ e~ 6 T. Dans le cas présent, on a Z ~ ¢ i

cas (dense et dilué) :

, ce qui donne dans les deux

c=1- é (Vg —1/9)°. (I11.12)

Le gaz de Coulomb permet également d’obtenir tout un spectre d’exposants critiques. Ces expo-
sants “magnétiques” ou “électriques” correspondent au passage de boucles en un point (exposants
a k pattes), ou a un changement du poids des boucles qui tournent autour d'un point particu-
lier. Ces exposants sont décrits en détail dans de nombreuses revues |3, 4], nous n’allons pas
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insister sur ce point ici. En général, il est utile d’utiliser la formule de Kac pour paramétrer ces

exposants
2 2
— ) —(g—1
hrs = (g7 8)4 G=1" 5, (dilue) (I1L.13a)
g
2 2
— —(1—
hrs = (r—g 3)4 (1-9) g < 1 (dense) (II1.13b)
g

Les formules (I11.12) et (I11.13) font apparaitre la dualité dense/dilué. Deux modéles de boucles
différents, I'un dilué et 'autre dense, ménent a deux théories conformes qui ont la méme charge
centrale. On peut passer de I'une a l'autre en changeant g en 1/g.

[11.4 A quoi ressemble la limite continue ? Boucles et SLE.

Nous allons maintenant donner quelques caractéristiques géométriques des modéles de boucle
dans la limite continue. Pour cela, il est utile de revenir au modéle O(n) (section IIL.1), dont la
fonction de partition est donnée en termes des configurations de boucles sur le réseau hexagonal
par la fonction de partition déja vue en I11.3

7 = Z wlongueuranoucles . (III ].4)

conf.

En variant le paramétre x, on obtient le diagramme de phase de la figure [11.3 quand —2 < n < 2.
Au-dela de n = 2, le modéle n’a plus de point critique & cause du théoréme de Mermin-Wagner
[5].
Les principales caractéristiques des boucles sont les suivantes®.

e Phase massive. Quand x < x. les boucles les plus longues sont trés pénalisées dans la fonction
de partition II1.3. Il y a une longueur caractéristique finie qui correspond & la taille typique des
boucles. Clairement, sous le flot RG, cette phase est attirée par le point fixe trivial x = 0. A ce
point il ne subsiste plus aucune boucle, le réseau est complétement vide.

e Phase dense. Quand x > x., les boucles proliférent. Certaines d’entre elles sont trés grandes, et
la taille caractéristique des boucles est infinie. Dans la limite continue, le contour d’une boucle
correspond & un SLE, avec x > 4. Les boucles ont donc de nombreux points doubles : chaque
boucle se touche elle-méme une infinité de fois avec probabilité 1, et elle touche également ses
voisines. Du point de vue des théories conformes classiques, cette phase est décrite par un gaz

de Coulomb avec g < 1. La constante de couplage g et le paramétre s sont reliés par g = —, et
K

le poids des boucles est donné par n = —2cos (7g).

o Point critique dilué. Quand = = x., il y a également des boucles de tailles arbitrairement
grandes. Néanmoins, la limite continue est trés différente du cas dense. Les boucles n’ont cette
fois pas de point double et ne se touchent pas entre elles. Les boucles sont décrites par SLE,

dNoter que le poids des boucles n n’est pas le méme pour ces deux modéles.

°Il y a un point fixe non trivial dont nous ne parlons pas ici quand z = oo. Dans ce cas tous les sites du
réseau hexagonal doivent étre traversés par une boucle. Ce point fixe est instable sous le flot RG. Il correspond
a un théorie conforme avec une charge centrale ¢ < 2. Pour plus de détails sur cette théorie, voir [6].
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Fia. I11.3 — Diagramme de phase du modéle O(n) pour —2 < n < 2, et configurations typiques
dans la phase massive, la phase diluée et la phase dense.

4
avec k < 4 dans ce cas, ou par le gaz de Coulomb avec g > 1. On a & nouveau g = — avec
K

n = —2cos (mg). On parlera parfois de phase diluée par abus de language, mais il s’agit bien
d’un point critique répulsif sous le flot RG.

Conjecture de Nienhuis : la valeur du couplage critique z. sur le réseau hexagonal est
connue exactement. Elle a été découverte par Nienhuis |7], qui a supposé que le point critique
sur réseau hexagonal coincidait avec un point particulier d’'un modéle O(n) généralisé défini
sur réseau carré. Ce dernier n’est intégrable au sens de Yang-Baxter que pour des poids de
Boltzmann particuliers, qui ménent & la valeur z. = /2 + +/2 — n sur réseau hexagonal. 1l y
a également un point intégrable dans la phase dense (figure II1.3), qui correspond a la valeur
r = /2 —+/2—n. La validité de ce résultat est incontestable, néanmoins il apparait dans la

littérature mathématique comme une conjecture ouverte!.

Dans cette section nous n’avons parlé que du modéle O(n), mais le modele de Potts en
formulation de Fortuin-Kasteleyn posséde la méme limite continue. Plus précisément, bien que
ce modele soit différent du modele O(n) sur le réseau, son point critique (ou autodual pour la
dualité de Kramers-Wannier) est en fait dans la méme classe d’universalité que la phase dense
du modeéle O(n). La discussion des propriétés géométriques des boucles s’applique donc aussi
au modele de Potts.

fPour les valeurs n = 1 (modéle d’Ising) et n = 0, ce résultat a été démontré par Smirnov et ses collaborateurs
(8, 9].
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[11.5 Boucles et algebre de Temperley-Lieb.

Nous avons introduit les modéles de boucles comme des modéles statistiques 2D dont les
configurations sont données par des boucles dessinées sur les liens d’un réseau carré ou hexagonal.
Ce point de vue est utile, par exemple, pour faire le lien avec le gaz de Coulomb ou SLE.
Néanmoins, quand on veut “résoudre” ces modéles, on veut en général réduire le probléme & la
diagonalisation d’une matrice de transfert ou d’un Hamiltonien, et I’on adopte dans ce cas un
point de vue 1+1D. Tl existe un objet algébrique naturel et profond qui permet de formaliser
ce passage en 141D dans le cas des modeles de boucles : l'algebre de Temperley-Lieb [10].
Dans cette section, nous donnons les idées de base qui concernent cette algébre, et dans la
section suivante nous discuterons les raisons pour lesquelles l'algebre de Temperley-Lieb est
intéressante dans le cadre des théories conformes. Pour un traitement plus mathématique, il
existe de nombreuses références utilisant un vocabulaire plus ou moins formel dans la littérature.
Dans cette thése, nous n’insistons pas sur ces aspects techniques, et nous éviterons le vocabulaire
pédant autant que possible.

Les éléments de ’algébre de Temperley-Lieb peuvent étre écrits comme des diagrammes. Sur
chaque diagramme, il y a N sites en bas et N sites en haut. Ces sites sont attachés deux par deux
par des liens qui ne se croisent pas. Par exemple sur 3 sites on peut dessiner les 5 diagrammes
suivants

Vv Vv V) v
11 Al A N
Il n’y a pas d’autres diagrammes pour 3 sites, ’algébre de Temperley-Lieb est donc de dimension

ds = 5 dans ce cas. Il est trés facile d’évaluer la dimension de I'algébre sur N sites. La fonction
génératrice des dimensions dy vaut

1—+v1-4

YdyN = ST (I11.15)

2z

N
donc les dimensions dy sont simplement les nombres de Catalan

1 2N
dy = —— . 111.16
V= e ( - ) (111.16)

N’importe quel élément de ’algébre peut étre écrit comme une somme de ces diagrammes avec
des coefficients réels. Le produit de deux diagrammes est obtenu par concaténation, par exemple

Q

Al N N N

En concaténant deux diagrammes, il peut arriver qu’une boucle se ferme. Dans ce cas on enléve
la boucle du diagramme, et on multiplie celui-ci par un facteur n.
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Cette définition du produit s’étend par linéarité a tous les éléments de ’algébre. Nous notons
TLy(n) Valgebre de Temperley-Lieb sur N sites avec un poids n pour les boucles fermées.

L’algeébre de Temperley-Lieb est un cadre algébrique naturel si on veut écrire la matrice de
transfert d’un modéle de boucles. Pour voir cela il est utile d’introduire la notation

L\j—i—l
t=|].-]] “ =|[-fal- ]
N

(111.17)

Il n’est pas difficile de voir que les e; et 'identité 1 générent toute ’algébre de Temperley-Lieb.
De plus, les régles graphiques de concaténation des diagrammes peuvent s’écrire

e? ne; (IT1.18a)
eiej = eje si|i—j]>2 (ITI.18b)
€i€i+1€6 = € (ITI.18c¢)

Une configuration de boucles du type de celle représentée sur la figure I11.2 peut étre obtenue
en pavant le réseau carré avec les plaquettes

RIS

Imaginons que le réseau est une bande infinie de largeur N. Alors toutes les configurations de
boucles possibles sont générées en agissant avec la matrice de transfert

v = ] Q+e) [] A+e). (I11.19)

¢ impair i pair

Pour rendre cette formule plus explicite, on peut par exemple écrire cette matrice de transfert
pour N =4

Pour écrire une matrice de transfert pour le modéle O(n), on doit travailler avec une version
étendue de 'algébre de Temperley-Lieb, qui permet de changer le nombre de sites en haut et
en bas des diagrammes. En pratique, cela ne change pas grand chose. Les propriétés les plus
intéressantes des algébres de Temperley-Lieb sont celles qui ne dépendent pas de la taille N,
mais uniquement de la valeur du poids des boucles n. Nous reviendrons plus tard sur ce point.
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Représentations irréductibles. La matrice de transfert (I11.19) est un objet purement for-
mel pour I'instant, puisque nous n’avons pas défini dans quel espace elle agit. Nous avons besoin
pour cela de connaitre les représentations de 1’algébre de Temperley-Lieb. Pour des valeurs gé-
nériques du paramétre n, la théorie des représentations de ’algébre est trés simple. Mais dans
le cas ot n = g + g~ avec ¢* = 1 pour un certain entier k # 0, l’algébre de Temperley-Lieb
n’est pas semi-simple, et la théorie des représentations devient beaucoup plus compliquée. Ici,
nous allons nous restreindre au cas générique.

On introduit les projecteurs de Jones- Wenzl, qui vont nous permettre de comprendre facile-
ment la théorie des représentations de ’algébre de Temperley-Lieb. On note les projecteurs de
Jones-Wenzl Py de la fagon suivante

Ces opérateurs sont définis de maniére & satisfaire deux propriétés. Premiérement, ce sont des
projecteurs, c’est-a-dire qu’ils vérifient Pk2 = P, ce qui s’écrit

Ensuite, les projecteurs Py vérifient Pre; = ¢; P, = 0 quand ¢ < k. Autrement dit, la contraction
de deux brins consécutifs sur le projecteur donne 0

Ces projecteurs existent dés que n = ¢ + ¢~ ! oil ¢ n’est pas une racine de l'unité. Quand ils

existent ils sont aussi uniques. En fait, on peut construire facilement ces projecteurs par récur-
rence$, mais nous n’avons pas vraiment besoin de cette construction explicite ici. On peut utiliser

k a__—a

5La formule explicite est Pey1 = Py — padt Prex Py ot [a], = T=4" et Py = 1, qui s'écrit aussi
q

— _ Mg
— o — [k+1],
k

E+1

72



ces projecteurs pour construire une nouvelle base de l'algébre T'Ly(n) avec des diagrammes de

la forme U U Uy
T i 7 ~

Tous les liens qui traversent le diagramme de bas en haut passent & travers un projecteur. Notons
TIi. 'ensemble de ces diagrammes avec k lignes qui traversent. L’intérét de cette construction est
que deux diagrammes appartenant a Zj et Z;» donnent 0 quand on les concaténe (si k # k).

Par exemple
v
F E ! ! =0

Les Zj sont donc des idéaux de 'algébre (ce sont simplement les idéaux engendrés par les
projecteurs de Jones-Wenzl). L’algébre T'Ly(n) peut étre décomposée comme

TLy(n) = ToeTi®Ly® - &Iy (I11.20)

ou, par convention, Zr, = {0} si k et N n’ont pas la méme parité. Chaque idéal 7y est en fait
simple?. Chaque représentation irréductible de 'algébre T'Lx(n) correspond donc & la repré-
sentation élémentaire de l'un des Z;. On note Vj, ces représentations. Par exemple pour N = 4,
les trois idéaux non nuls sont Zg, Zo et Zy4, qui sont respectivement de dimension 4, 9 et 1. La
dimension totale de I'algébre est 14. Les trois représentations irréductibles Vy, Vo et V4 sont

Ul

%:{w} V= L IVEE v

L’action de I’algébre T'Ly(n) sur ces modules est purement géométrique, comme on ’a vu plus
haut pour 'algébre elle-méme. Les lignes verticales qui apparaissent dans les états de Vs et Vy,
par définition, ne peuvent pas étre contractées. En agissant avec un élément de I'algébre qui
contracte deux lignes, on obtient 0. Par exemple, le seul élément de T'Ly(n) qui soit non nul
quand il agit sur V, est I'identité 1. Les dimensions de ces représentations peuvent étre calculées

facilement
N N
2 2

si k et N ont la méme parité, et on peut vérifier qu’on a la relation habituelle > -, (dimvk)2 =dn
qui est la dimension totale de ’algébre.

Maintenant que nous disposons des représentations irréductibles de I’algébre, la matrice de
transfert (II1.19) peut étre vraiment écrite comme une matrice. Evidemment, elle n’a pas la
méme forme selon la représentation que ’on choisit. Par exemple,

1+n 2 0
1 2 9
0 2 1+n

et clairement la matrice de transfert a un spectre différent selon la représentation choisie.

"On peut par exemple prouver cela en calculant un déterminant de Gram, comme présenté en annexe.
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Produit scalaire. Les modules Vj, peuvent étre dotés d’'un produit scalaire. En général, celui-
¢l est défini en exigeant que les générateurs 1 et e; définis plus haut soient auto-adjoints. En
pratique le produit scalaire de deux états de base peut étre calculé en renversant un des deux
états et en contractant les deux diagrammes. Chaque boucle fermée donne un facteur n. Si deux
lignes sont contractées le produit scalaire est nul. Par exemple

ww uuuy = 000
arw vy = UMY Z g
wunuivny = 0Vl Z

Cette définition du produit scalaire s’étend & tout le module par linéarité. En général ce produit
scalaire n’est pas positif. Par exemple ’état

9 = [VV) - W)

a une norme au carré (v|v) = 2(n — 1)n qui est négative dés que n < 1. On peut montrer que si
n > 2, les modules Vi, n’ont pas d’états de norme négative, mais qu’ils en ont dés que n < 2 (si
la taille N est assez grande). Le fait que le produit scalaire n’est pas positif est profondément
lié & la non-localité des configurations de boucles. Cela signifie qu’il n’est pas possible, quand
n est générique, de reproduire la fonction de partition (ou n’importe quelle observable) d’un
modele de boucles avec des poids de Boltzmann qui sont a la fois locaux et réels. Le poids d’une
configuration de boucles est réel, mais il n’est pas local. Au contraire, dans la construction du
gaz de Coulomb, le poids de Boltzmann est réparti localement sous la forme d’un phase e*'7,
mais ce poids n’est pas réel. C’est précisément parce que le produit scalaire défini ici n’est
pas positif que, dans la limite continue, les modeéles de boucles sont décrits par des théories
conformes non-unitaires.

Fusion. Pour conclure cette section, signalons qu’il est possible de définir la fusion pour l’al-
gébre de Temperley-Lieb. L& encore, on se restreint au cas ol n prend une valeur générique.
L’idée de base est que le produit TLy(n) ® T'Ly(n) peut étre vu comme une sous-algébre de
TLnya(n). Tous les générateurs e; de T'Lyyp(n) sont présents dans ce produit, a part ey,
qui agit sur le dernier site du diagramme de gauche, et sur le premier site du diagramme de droite.

Pour commencer, considérons 'espace Vy ® Vy sous l'action de T'La(n) @ T'La(n). Cet espace
est de dimension 1, il est généré uniquement par 'état w = U U. Evidemment, par définition
cet espace est stable sous 'action de e; et es. Par contre ’action de eg n’est pas définie. On
doit compléter I'espace avec un nouvel état pour que 'action de T'Ly(n) soit bien définie sur
ce nouveau module : {w, eaw}. Cet espace est maintenant stable sous l'action de T'L4(n). Par
exemple, e1(esw) = ejes (%elw) = %(616261) w = %elw = w. Clairement, ce module est (iso-
morphe a) Vy pour T'Ly(n).
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Maintenant, considérons l'espace Vo ® Vs, d’abord pour T'La(n) ® T'La(n). Cet espace est
de dimension 1, et contient I'état w = |||| qui, par définition, est annihilé par e; et es.
Mais, 1& encore, I'action de ey n’est pas définie. On doit donc compléter ’espace avec 'état
eou, mais cette fois cela n’est pas suffisant, il faut également ajouter d’autres états. Il n’est
pas difficile de voir que l'espace {u, eau, e1eau, esesu, e1egequ, esejeseau} est stable sous 'action
de T'Ly(n). Ce module n’est pas irréductible, on peut le décomposer en {ejegequ, eaejesequ} ©
{(1 — %626163) ealt, (1 — %63) e1esl, (1 — %61) €3€2u} @ {Pyu} ot Py est le projecteur de Jones-
Wenzl que nous avons introduit précédemment. On voit donc que le module obtenu est (iso-
morphe a) Vo & Vo @ Vy.

De maniére générale, la fusion de deux modules Vi, et Vi peut étre construite en considérant
Pespace généré par laction libre de T Ly p(n) sur Vi ® Vir vu comme un module de la sous-
algébre T Ly (n)®T Lps(n). Ceci définit un nouveau module de T'L 4 p7(n) que Pon note Vi x V.
On dira que Vi X Vir est le produit de fusion de Vi et Vi, Il n’est pas difficile de se convaincre,
en utilisant les projecteurs de Jones-Wenzl pour construire une nouvelle base, que ce module
peut étre décomposé en modules irréductibles, et que 'on a toujours

k+k'

Vi X Vy = EB Vi (111.22)
k'=|k—k'|

Cette régle de décomposition n’est vraie que quand n est générique, puisque les projecteurs de
Jones-Wenzl ne sont pas tous définis dans le cas ou n = ¢+ ¢! avec ¢ une racine de I'unité. On
voit que ’on retrouve une structure similaire au produit tensoriel pour des représentations de
SU(2) de spin k/2 et k' /2. Ceci n’est pas un accident, et le lien entre ’algébre de Temperley-Lieb
et les g-déformations de SU(2) est bien connu [11, 12|, mais nous n’aborderons pas cet aspect ici.
1l est important de remarquer aussi que dans cette construction, les tailles des diagrammes N et
M importent peu. La décomposition (I11.22), en particulier, n’est pas du tout sensible a la taille
des diagrammes que ’on choisit. Cet aspect de la structure de I'algébre de Temperley-Lieb est
trés important quand on veut construire des modéles statistiques sur réseau, puisqu’il permet
d’avoir des modéles sur des réseaux de taille arbitraire, avec des caractéristiques algébriques qui
sont indépendantes de celle-ci. C’est aussi ce qui permet de définir si facilement des versions
diluées de ces modeéles, comme le modéle O(n) que nous avons introduit ci-dessus. Le nombre
de boucles n’a pas nécessairement besoin d’étre constant par la matrice de transfert. Le nombre
qui est conservé est le nombre de lignes k qui indexe la représentation Vj (on parle aussi du
spin k/2), et pas forcément le nombre de sites N.

1.6 Temperley-Lieb/Virasoro

Dans cette thése nous nous intéressons particuliérement & la limite continue des modéles
de boucles critiques. Dans la section précédente nous avons vu que ’on peut adopter un point
de vue 1 + 1D pour étudier ces modéles, grace a l'algébre de Temperley-Lieb. On peut voir
cela comme ’analogue de la quantification radiale pour une théorie conforme, qui permet de
mettre en évidence ’algébre de Virasoro qui génére la théorie. De maniére générale, il y a
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des analogies profondes entre l’algébre qui génére le modele sur réseau et celle qui génere la
théorie continue. Il existe une certaine littérature mathématique qui formalise ces analogies
dans un vocabulaire plus ou moins mystique (catégories, foncteurs, équivalences de Morita,
etc.). Pour ce qui nous concerne, ce formalisme n’est pas particulierement illuminant, ce n’est
donc pas le point de vue que nous voulons adopter dans ce travail. Nous constatons plutot
certaines caractéristiques des modeéles au niveau du réseau en étant particuliérement attentifs
aux aspects qui sont indépendants de la taille (quand le réseau est assez grand). Dans ce cas il
est parfaitement raisonnable de supposer que ces mémes caractéristiques vont aussi apparaitre
au niveau de la théorie des champs.

“Limite continue”
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Fia. I11.4 — La stratégie de cette thése consiste a étudier des modeles sur réseau et de déduire
des contraintes sur la limite continue.

La stratégie que nous adoptons dans cette thése peut étre résumée simplement (figure 111.4).
Partant d’un modéle statistique critique, il doit exister, au moins heuristiquement, une certaine
procédure qui consiste a “prendre la limite continue”, et cette “limite continue” est une théorie
conforme. Plus concrétement, la matrice de transfert sur le réseau correspond a 'opérateur de
translation sur le ruban (ou dilatation sur le demi-plan) dans la limite continue. Le spectre
de cette matrice de transfert contient une partie universelle qui correspond au spectre de la
théorie conforme. L’algébre qui génére ce spectre sur le réseau (Temperley-Lieb) est I'analogue
de lalgebre génératrice du spectre de la théorie conforme (Virasoro), etc.

Pour donner un exemple plus précis de la relation entre le modéle sur réseau et sa limite
continue, considérons a nouveau la matrice de transfert (II1.19) qui géneére le modeéle de boucles
représenté sur la figure I11.4. Le spectre de T, dépend de la représentation sur laquelle on agit.
Les valeurs propres de T, contiennent une partie universelle comme on I’a vu dans la section
I1.5. Plus précisément, puisque la matrice de transfert est 'analogue sur réseau de 1'opérateur

(Lo &) g \(®)

de translation sur le ruban e” L (Lo_m), si A, est une valeur propre de T},

(k) o am

—log ;7 ~ 7 (A + entier) (I11.23)
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ott A est la dimension d’un opérateur de bord inséré en 0 sur le demi-plan'. a est la hauteur
d’une plaquette, dans cet exemple on a simplement a = 1.

Dans ce probléme particulier, le spectre de Ty, dans les différentes représentations Vj peut
étre calculé analytiquement par Ansatz de Bethe et le résultat est bien connu [11]. Mais ici, nous
voulons plutét deviner le résultat en exploitant les similitudes entre ’algébre de Temperley-Lieb
et 'algebre de Virasoro. On a vu que I'on peut définir une fusion dans ’algébre de Temperley-
Lieb, qui correspond précisément a I'image intuitive que l'on se fait de la fusion dans la limite
continue. Par conséquent, si des opérateurs primaires ®*) correspondent a la “limite continue”
des représentations Vy, alors ils doivent vérifier ’analogue des régles de fusion (II1.22)

k+k'
oM x o) = P ") (111.24)
k' =|k—k'|

Cette contrainte est trés forte. La fagon la plus simple de la satisfaire est de choisir
d®) = w4y (I11.25)

ou VU, ¢ a la dimension conforme donnée par la formule de Kac (II1.13). De plus, cet opérateur
a un vecteur nul au niveau r X s qui génére un sous-module que 1'on quotiente. Autrement dit,
on définit

V\I/nS = Vr,s/vr,—s (11126)

ou Vs désigne le module de Verma complet formé par tous les descendants de l'opérateur
primaire de dimension conforme h, 5. Le quotient (II1.26) est trés important : par exemple pour
VU, 5 il implique les régles de fusion [13]

\1’172 X ‘111,1+k = ‘ljl,k + \I’I,k—f—Q (11127)
et en itérant la fusion avec d’autres facteurs W, o, on obtient bien la fusion (II1.24)

k+k'

\Ill,l—l—k: X \Ill,l—‘rk’ = @ \Ijl71+k:” (11128)
k'=|k—k'|

Les opérateurs ¥y ;1 sont donc de bons candidats & la “limite continue” des représentations Vy,
et la solution analytique [11] montre qu’en effet le spectre de la matrice de transfert correspond
a cet opérateur. En fait, il y avait un autre choix possible, qui est tout aussi simple que Wy 4.
Il s’agit simplement de Wy 1, qui vérifie les mémes régles de fusion pour le premier indice
de Kac. En fait, ce cas apparait également comme la limite continue d’une représentation de
Temperley-Lieb avec k lignes, mais il s’agit du modéle O(n) dilué. On voit donc apparaitre a
nouveau la dualité dense/dilué qui revient ici a échanger les deux indices de Kac.

{Comme on 'a déja vu au chapitre II, il peut parfois y avoir plusieurs opérateurs primaires insérés en 0. Dans
ce cas la formule II1.23 doit étre corrigée : il y a plusieurs A différents.
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Il y a un autre type de contrainte que ’on peut obtenir a partir du réseau, qui est différent de
Pargument de fusion (I11.24). En effet, le spectre de la matrice de transfert varie continuement
avec le poids des boucles n, et on suppose en général que les exposants dans la limite continue
varient aussi continuement avec n (du moins tant que le modeéle reste critique). Mais on sait
que pour certaines valeurs particuliéres de n (n = ¢ + ¢~! avec ¢ une racine de I'unité), la
théorie des représentations de l'algébre de Temperley-Lieb est plus compliquée que dans le
cas d’un poids n générique. Plus concrétement cela signifie que les modules Vi ne sont plus
irréductibles, et que I'on peut considérer des quotients de ceux-ci. Par exemple, on sait! que si
n=emi + e 'mil = 2cos 1> alors les modules V, s’organisent selon la suite exacte

0 — Vi = Vauman)—2—k < Vo(ma)k < < Vopimat)—2—k < Vopma1)+k < ---  (111.29)

pour k < m. Une fois de plus, cette structure est vraie pour n’importe quelle largeur du réseau,
et on s’attend & ce que cette structure soit présente dans la limite continue. En effet, au lieu
de s’intéresser a l'action de la matrice de transfert Ty, sur les Vi, on peut dans ce cas regarder
directement le spectre de Ty, dans la représentation quotient (k) = Vi /Im (Vzp(m+1)+k). En fait
il s’agit précisément ici de regarder le spectre d’'un modele RSOS avec m états (voir annexe). En
particulier les représentations (k) ainsi obtenues sont dotées d'un produit scalaire positif (voir
section précédente et annexe). Pour qu’une telle restriction soit possible au niveau de la théorie
conforme, il faut que les représentations de ’algébre de Virasoro correspondant a la “limite
continue” des V) soient trés particuliéres. De telles réductions dans 1’algébre de Virasoro ne
peuvent apparaitre que pour des valeurs trés spécifiques de la charge centrale et des dimensions
conformes h. Dans ’exemple présent, on trouve en fait la série des modéles minimaux unitaires
[14] avec

6 (m+1)—m(1+k)*—1
=1—-— h = I11.30
¢ m(m + 1) Li+k 4m(m + 1) ( )
et la suite exacte (I11.29) devient, dans la limite continue
0« V‘I’1,1+k — V‘I’1,1+2(m+1)—2—k — V‘I’1,1+2(m+1)+k A V‘I’1,1+2p(m+1)—2_k AR (111'31)
qui peut aussi étre écrite, compte tenu du quotient (111.26)
Viitk —Vitr2men)—2-k——  Vi142(mt1)+k  —— -
\Vl,lk —— Vi1 9(mt)424k —— - (111.32)

On reconnait ici la construction de Rocha-Caridi (ou Feigin-Fuchs) [13, 15]. A ce stade, nous
devons souligner que le fait de retrouver cette construction exacte dans le modéle en taille
finie est assez remarquable. Nous verrons au chapitre suivant d’autres exemples de ce type.
Evidemment, on pourrait obtenir avec les mémes quotients des versions diluées de modéles
RSOS. Au final, cela reviendrait une fois encore a échanger les deux indices de Kac.

JCeci est en partie expliqué en annexe, mais on peut consulter aussi [11, 12]

78



Pour conclure ce chapitre d’introduction aux modéles de boucles, nous présentons quelques
aspects de l’analogie Temperley-Lieb/Virasoro. Encore une fois, ces considérations sont plutot
heuristiques et ne doivent pas étre prises trop & la lettre. Elles sont plutét des sources d’inspira-
tion, qui permettent d’utiliser la compréhension que I’on a du modéle sur réseau pour décortiquer
la théorie conforme (et parfois vice-versa).

’ H Modeéle sur réseau H Théorie conforme
Algébre génératrice Temperley-Lieb Virasoro
du spectre
Parametre Poids des boucles n Charge centrale ¢
Cas non n=gq+q ! CZI_W
génériques g racine de 'unité P, q entiers
Modules Vi Vo
Transposition ej =€ LL =L_,
(produit scalaire)
Déterminant Dét. de Gram Dét. de Kac
Restrictions Modeéles RSOS Modéles minimaux
(Rocha-Caridi)
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CHAPITRE IV

Conditions aux bords dans
le modeéele de boucles denses

Dans ce chapitre nous travaillons sur le modéle de boucles denses. Comme nous l’avons vu
dans le chapitre précédent, il s’agit en fait du modéle de Potts critique dans la formulation de
Fortuin-Kasteleyn [1], mais on peut aussi y penser comme décrivant la phase dense du modéle
O(n). Cette phase est stable sous le flot RG quand on perturbe le couplage a la longueur des
boucles x dans la fonction de partition (ITI.3). C’est la principale différence avec la phase diluée
(ou plutot point critique dilué), o x est cette fois couplé & un opérateur relevant. L’absence
de cet opérateur relevant dans la phase dense simplifie I’étude du modéle. Numériquement, par
exemple, on n’a pas besoin d’ajuster de maniére fine le couplage x pour voir les propriétés
de la phase dense, n’importe quel x > x. fait 'affaire. Analytiquement, cela signifie aussi que
n’importe quel point intégrable dans cette phase va donner accés aux caractéristiques universelles
de celle-ci. Le modéle de boucles denses sur le réseau carré est un représentant particuliérement
simple de cette classe d’universalité. Les configurations de ce modéle sont données par des
pavages de plaquettes

comme nous 'avons déja vu. Dans ce modéle la longueur totale des boucles est tout simplement
constante : elle dépend uniquement de la taille du réseau. Il est donc évident que le couplage
x n’intervient pas ici. L’étude des phénomeénes de surface est simplifiée considérablement par
I’absence de l'opérateur relevant associé au couplage z. En effet, en général, on devrait se
demander s’il existe un opérateur équivalent a la surface qui se couple a la longueur des boucles
au bord, c’est-a-dire au nombre de monomeéres qui touchent la surface. Dans le modéle de boucles
denses, il n’existe pas de tel opérateur, pour la méme raison que dans le volume : la longueur
totale au bord est une constante.

Mais dans le cas des boucles diluées, cet opérateur existe et le comportement critique de
surface est beaucoup plus subtil. Nous reviendrons sur ce probléme dans le chapitre suivant.
Pour l'instant, nous étudions le cas le plus simple, qui va déja nous permettre d’'introduire un
nouveau type de conditions au bord dans les modéles de boucles [2].
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IV.1 Quelles conditions au bord ?

Pour commencer, considérons le modéle de Potts & ) états sur le réseau carré avec un
bord. Au bord, les spins peuvent étre libres, mais il est naturel de considérer des conditions au
bord plus générales ou les spins sont restreints & un sous-ensemble de couleurs {1,...,Q1} C
{1,...,Q}. En répétant la construction de Fortuyn-Kasteleyn que nous avons vue dans la section
II1.2, on voit que 'on arrive & un modéle de boucles avec des poids

{ boucle dans le volume : n=+Q (IV.1)

boucle qui touche la surface :  n; = Q1/v/Q

D’un autre coté, si on pense aux boucles en termes du modeéle O(n), il est naturel d’interpréter le
poids ny comme une trace sur un sous-ensemble de composantes des spins S, « € {1,...,n1} C
{1,...,n}. On peut voir cela comme provenant d’une brisure de la symétrie sphérique O(n) a
la surface : O(n) — O(n1) x O(n —nq).

Le modéle de boucles dense peut étre vu comme un prolongement analytique a des n ou @
continus. A la surface, on peut donc aussi considérer que nq est un parameétre continu. Pour
cela on introduit les plaquettes de bord suivantes

auxquelles on donne les poids de Boltzmann HTQ et PTO‘ respectivement. Grace & ces plaquettes
on peut construire des configurations comme celle représentée sur la figure IV.1. Les boucles qui
touchent le bord peuvent étre marquées soit par un rond, soit par un carré, mais pas les deux a

la fois. Une boucle marquée par un rond a un poids de Boltzmann ni, une boucle marquée par

Fic. IV.1 — Condition au bord pour le modéle de boucles denses. Les boucles fermées dans le
volume ont un poids n, les boucles qui sont marquées d’un rond ont un poids n; et les boucles
marquées d’un carré ont un poids n — nj.

un carré a un poids n — ny. Evidemment, quand o = 0, les plaquettes avec le rond et le carré
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ont le méme poids, et le poids total d’une boucle qui touche le bord est alors ny + (n—n1) = n.
On retrouve donc un modéle bien connu (voir chapitre précédent). Mais quand a # 0 on obtient
une condition au bord différente. Ce modéle a le diagramme de phase suivant.

a=—1 a=20 a=1

Nous n’allons pas justifier ce diagramme de phase ici, mais des arguments analytiques ont été
obtenus par Ansatz de Bethe dans [4, 5, 6, 7], et des vérifications numériques convaincantes
ont été effectuées dans [2]. On voit donc que le modeéle représenté sur la figure IV.1 est attiré
automatiquement sous le flot RG vers un modéle ot toutes les plaquettes de bord sont marquées
avec un rond (si a > 0), ou avec un carré (si < 0). Clairement, ces deux situations sont reliées
par une dualité trés simple qui consiste & changer n; en n — ny et les ronds en carrés. On peut
argumenter que la perturbation du couplage a au point a = 0 est associée & un opérateur
primaire sur le bord de dimension conforme hy 3 (voir la formule de Kac (II1.13.b)), et que cet
opérateur est bien relevant : A1 3 < 1 dés que —2 <n < 2.

IV.2 Algebres 1BTL et 2BT'L

On peut formuler le modéle représenté sur la figure IV.1 en termes de ’algébre de Temperley-
Lieb avec une marque. Nous noterons 1BT'L cette algébre, qui a été introduite dans [8]. Comme
lalgebre de Temperley-Lieb habituelle (section I11.5), I’algébre avec une marque est un ensemble
de diagrammes qui peuvent étre additionnés, et multipliés par concaténation. Mais cette fois
les diagrammes peuvent étre décorés avec une marque (un rond). Par exemple, les diagrammes
suivants sont des éléments de 1’algébre avec une marque sur 4 sites

V// o\ VAV U ‘ ‘
N a¥a NN A
Pour étre plus précis, I'algebre 1BT' L est générée par les éléments

L= ]| no=b|.| e =] |

[ —— [ ——

N N N (IV.2)

et les marques ne peuvent pas apparaitre n’importe ot dans le diagramme. Elles apparaissent
forcément sur un lien qui peut étre déformé continiiment jusqu’a toucher le bord gauche du dia-
gramme. La multiplication est toujours définie par concaténation. La marque est un projecteur :
deux marques sur le méme lien peuvent étre réduites & une seule marque. Une boucle fermée
peut avoir un poids n ou nq selon qu’elle porte une marque ou non. On peut résumer cela avec
les relations de commutation

o= b (IV.3a)
€1 bl €1 = niep (IV.3b)
b1 e, = €5 bl Si Z 2 (IV.3C)
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qui viennent compléter les relations (I11.18). Par exemple, on a le produit

trony - B0y

La dimension totale de I'algébre sur N sites 1BT Ly (n,n1) est (voir annexe)

diPTL = <2]<,V ) (IV .4)

Dans le cas ot les paramétres n et nj sont génériques, les algebres 1BT Ly (n,n1) sont semi-
simples, et la theéorie des représentations est pratiquement la méme que celle de 'algebre T'L N(n)
(section I11.5). On définit I’antimarque b1, qui vérifie by by = b1 by =0 et b2 =b

Hodl = m= =] 4]

N N N (IV.5)

Il faut noter qu’une boucle fermée qui porte une antimarque a un poids n — ny. Les représenta-
tions irréductibles de 1BT'L pour n et ny génériques peuvent étre indexées par le nombre k de
lignes qui traversent le diagramme de bas en haut, et quand k£ > 0 on doit aussi préciser si la
ligne la plus a gauche est marquée ou antimarguée. On note Vp et Vj ces représentations. Par
exemple, pour la taille N =4

(VRV}
Ual oV Vel
9l Ve el
Vi {11} vi={ Ut =S gu ( =1 sur Vi= {11
LRV, N\ ¢V
&Y/
Les dimensions de ces représentations sont
. . N
dim (V;) = dim(V}) = ( Nek > (IV.6)
2

quand k et N ont la méme parité, 0 sinon. L’algébre 1BT'L et ses représentations vont nous servir
a étudier le modele de boucles avec bord introduit dans la section précédente (voir aussi figure
IV.1). Avant de passer a la description de la limite continue de ce modéle et a la théorie conforme,
nous voulons introduire une version de l'algébre de Temperley-Lieb avec deux marques, qu’on
notera 2BTL. 1l ’agit d’une extension de l'algébre 1BTL définie par les générateurs (IV.7),
auxquels on ajoute la deuxiéme marque, qui cette fois agit sur la droite des diagrammes

b =] 1

[ —

N (IV.7)
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La deuxiéme marque vérifie évidemment des relations similaires & (IV.3)

b5 = by (TV.8a)
EN_1 bg EN—-1 = MN92EN_-1 (IV.Sb)
bg e = € bg Si S N -2 (IV.SC)

Les boucles qui portent cette nouvelle marque ont donc un poids de Boltzmann ns. Cette
algébre va évidemment nous servir & étudier un modele sur le ruban avec des conditions aux
bords différentes & gauche et & droite. Néanmoins, cette extension de 1BT'L & 2BT L n’est pas
complétement triviale. La définition de 2BT L n’est pas compléte & ce stade. On voit en effet
que l'on n’a pas défini comment traiter les diagrammes du type

VRV,

TV
Y

AN

qui comportent des boucles portant & la fois la marque by et la marque by. Pour linstant,
I’algébre que nous avons définie est donc de dimension infinie, puisqu’on peut construire des
diagrammes avec un nombre arbitrairement grand de boucles qui touchent les deux bords. On
peut en fait donner n’importe quel poids ni2 & ce nouveau type de boucle

VAV,

9> _ (n12)* V.V

@ )

)

ce qui est formalisé par le quotient

H €; H €; b1b2 H €; = Ni2 H €; (IV9)

4 impair i pair 4 impair 4 impair

On a supposé ici que le nombre de sites N était pair. Il est facile de voir q’un quotient similaire
doit étre pris quand N est impair pour éviter qu’on ne génére une infinité de diagrammes en
faisant toucher une ligne alternativement & gauche et & droite. De méme que dans le cas pair,
on peut introduire un nouveau parameétre qui est le poids de Boltzmann donné & chaque fois
que la ligne fait un aller-retour entre le bord gauche et le bord droit. Pour simplifier, nous allons
nous restreindre au cas N pair dans ce qui suit.

Les représentations génériques de 'algebre 2BT L (n, n1, n2, n12) peuvent étre construites de
la méme fagon que précédemment. Elles sont indexées par le nombre de lignes k, et si k& > 0,
par 1’état de la ligne la plus a gauche (marquée ou antimarquée pour by) et I'état de la ligne
la plus & droite (marquée ou antimarquée pour be). On note ces différentes représentations Vy,
V2o V2R Vir° V™", Des exemples plus explicites de ces représentations sont donnés en annexe.
L’algebre 2BT'L y est étudiée plus en détail. Les références [9, 10] traitent également de cette
algébre.
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IV.3 Opérateurs B.C.C et lignes

Dans cette section nous présentons un des résultats principaux de la référence 2], qui a initié
le travail sur les conditions au bord marquées dans les modéles de boucles. Ce résultat consiste,
pour le modéle de boucles denses, en 'identification de 'opérateur B.C.C. ®(n1) qui passe de la
condition au bord habituelle (non-marquée) a la condition au bord marquée avec un parameétre
n1. On utilise donc le principe décrit sur la figure I11.4 pour construire des conditions aux bords
invariantes conformes pour les modéles de boucles. La matrice de transfert que I'on utilise sur
le réseau est un élément de 'algebre 1BTL

Tn = b [[] Q+e) J[ (1+e) € 1BTLy(n,n1) (IV.10)

i pair ¢ impair

qui génére toutes les configurations possibles de boucles (figure IV.1), qui sont marquées deés
qu’elle touchent une fois le coté gauche du réseau. Par contre, rien de particulier ne se passe sur
le coté droit : le poids d’une boucle qui touche le bord droit n’est pas modifié. Dans la limite
continue, aprés avoir envoyé le ruban sur le demi-plan, on a une théorie conforme représentée
schématiquement sur la figure IV.2.

--
‘--- -...
i d ~

®(n1)

Fia. IV.2 — Le modéle de boucles denses avec la condition au bord marquée & gauche, non
marquée & droite.

L’opérateur ®(n;) a été identifié pour la premicre fois dans [2] & partir de résultats analy-
tiques qui avaient été obtenus précédemment [4, 5, 6, 7], et par diagonalisation numérique de la
matrice de transfert (IV.10)

i 1
O(ny) = @y, 00 my = (4 9 ) 2 9cosy (IV.11)

sinryy
avec vy € (0,m) et 1 € (0,7/7), et ou la dimension conforme de ®,, ,, est donnée par la formule
de Kac (IIL.13.b). Le module de Verma associé¢ a ®,, ,, est complet, il est formé par tous les
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descendants générés par 'algébre de Virasoro. Il n’y a pas de vecteur nul pour des valeurs
génériques de n et n.

On peut combiner cet opérateur B.C.C. avec les opérateurs Wy 144 qui créent des lignes qui se
propagent & travers le sytéme (voir section 111.6). En particulier, la fusion de ¥y 5 avec lui-méme
(IT1.22) peut étre interprétée géométriquement en termes des lignes

X = @ B

Ty o Uy 9 Ty g T 5

On peut interpréter de la méme facon la fusion entre ®,, ., et Wy 9. En effet, & cause du quotient
(IT1.26) qui définit Wy o, la fusion de ces deux opérateurs est contrainte [11, 12]

(I)Tl,m X \111,2 = (I)n,rl-i-l + (I)rl,rl—l (IV.12)

Chacun des deux opérateurs que l'on obtient dans le membre de droite a une signification
bien précise. Le plus relevant est ®,., , 41, et il correspond au cas ou la ligne est marquée. Le
moins relevant est ®,, ., _1, il correspond au cas ou la ligne est antimarquée. On peut voir cela
graphiquement sur la figure suivante

/2 L2

(I)Tlﬂ"l \11172 ®T177’1+1 (I)T1,T1—1

En résumé, dans le modele de boucles denses (figure IV.2) avec la condition au bord marquée a
gauche, on a la correspondance suivante entre les représentations de Temperley-Lieb avec une
marque et celles de Virasoro :

1BTL H Virasoro
poids des boucles n charge centrale ¢
poids au bord ny exposant de Kac hy, r,
VO Vm,m
Vk. Vrl,rl—o—k
Vk:. Vri,ri—k

A ce stade, néanmoins, il semble plus difficile de faire des prédictions sur le modéle avec des
conditions au bord marquées a la fois & gauche et & droite. Le probléme dans ce cas vient du
fait qu’il faudrait savoir fusionner deux opérateurs B.C.C. : “®,, ,, X ®,, »,”. Aucun de ces
deux opérateurs n’a de descendant nul, il n’y a donc aucune contrainte du type (IV.12). On
n’a donc aucune information sur cette fusion qui vient de la théorie conforme. Pour répondre
A cette question il faut revenir au modéle sur réseau et essayer d’obtenir des contraintes sur la
limite continue.
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IV.4 Fonction de partition sur |'anneau.

On veut comprendre la fusion de deux opérateurs B.C.C. ®(n;) et ®(ng). Dans une théorie
conforme générique, rien ne permet d’imposer de contrainte particuliére sur cette fusion. Mais
puisque nous travaillons avec un modeéle sur réseau qui est parfaitement bien défini et qui est
critique, cette fusion a un sens sur le réseau et elle doit mener & une structure cohérente dans
la théorie des champs. Cette constatation simple permet effectivement de calculer le spectre du
nouvel opérateur B.C.C. qui permet de passer d’une condition au bord marquée & une autre, en
changeant le parameétre n; en ng. Ceci constitue le résultat principal de la référence [3]. L’idée
de base de cette référence est de calculer la fonction de partition sur ’anneau en jouant avec
I'invariance modulaire et en partant du cas avec un bord. Il y a une subtilité provenant du
secteur sans lignes (k = 0), mais en combinant des arguments analytiques et des vérifications
numériques, on peut déduire le résultat.

IV.4.1 La fonction de partition n’est pas une trace

Dans le chapitre II, nous avons vu que les contraintes de Cardy (I1.76) provenaient du fait
que la fonction de partition d’une théorie conforme sur ’anneau pouvait étre obtenue de deux
fagons différentes, qui doivent mener au méme résultat. L'une des deux facons de calculer cette
fonction de partition est de calculer la trace de I’opérateur d’évolution sur le ruban e_%(LO_TZ)
sur le module de Verma correspondant a 'opérateur B.C.C inséré entre le bord gauche et le
bord droit. Nous insistons sur le fait que, dans le cas des modeéles de boucle, la fonction de
partition n’est pas une trace. En particulier, pour ce qui nous intéresse ici, les contraintes de
Cardy (I1.76) ne peuvent pas étre utilisées en I’état.

Pour comprendre que la fonction de partition sur I’anneau n’est pas une trace, on peut se
contenter du modeéle de boucles avec les conditions au bord habituelles (non marquées). Les
configurations de boucles sur 'anneau de taille T x L (T dans la direction périodique) corres-
pondent & des diagrammes (des éléments de I'algebre de Temperley-Lieb) qui sont générés par
la T-éme puissance de la matrice de transfert (I11.19) : (77)7. On veut évidemment identifier
le haut et le bas des diagrammes pour obtenir la géométrie de I’anneau. En faisant cette identi-
fication, on ferme un certain nombre de boucles, qui contribuent chacune avec un facteur n au
poids de Boltzmann total de la configuration.

Trace de Markov. L’algébre de Temperley-Lieb peut étre équipée d’une trace de Markov.
La trace de Markov d’un diagramme A de l'algébre T'L est le nombre obtenu en identifiant le
haut et le bas de A, si on donne un poids n & chaque boucle fermée. Cette définition s’étend
par linéarité a toute ’algébre. Clairement, il s’agit 14 précisément de I'objet dont on a besoin
pour calculer la fonction de partition du modéle de boucles sur 'anneau. La trace de Markov
Tr A d’un élément A de lalgébre de Temperley-Lieb est vraiment trés différente de la trace
habituelle prise dans une représentation particuliére. Néanmoins, il existe une relation entre ces
deux objets.

TrA = ) Dy try, (A) (IV.13)

k>0
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ol les coefficients Dy sont les polynémes de Chebyshev de seconde espéce Dy = 1, D1 = n,
Dy =n? — 1, D3 = n(n? — 2), etc. La formule générale qui donne ces coefficients est
sin ((k+1
Dy — (( +1)7) (IV.14)
sin 7y

Bien str, on utilise toujours la convention que la représentation Vi est nulle si k£ et N n’ont pas
la méme parité, ou si k > N. On peut se convaincre sur un exemple que la relation (IV.13) est
correcte :

T [V = 3t |4 = Do(1) + Da(l) + Duf0) = n?

k=0,2,4

Les algebres 1BT' L et 2BT L peuvent aussi étre dotées d’une trace de Markov. De la méme fagon
qu’en (IV.13), ces traces de Markov peuvent étre décomposées sur les traces habituelles évaluées
dans les différentes représentations V,°, V7, etc. Par exemple pour 1BT'L on a la décomposition

TrA = try, (A) + > Detrye(A) + Y Dftrys(A) (IV.15)
k>1 k>1

Le calcul des coefficients D2 et D, a été effectué de maniére combinatoire dans |2, 10]. Une
autre dérivation possible est présentée en annexe. Ces coefficients pour 1B7T'L sont

sin ((r1 + k)7v)

DF = e (IV.16a)
s sin((—=ri+k)y)
PP = (IV.16b)

et pour 2BTL

Do _ sin((r1 +7r2 — 1+ k)y) sinvy (IV 172)
k sin (1) sin (r27) )

Do — sin((ry —re — 1+ k)y) sinvy (IV.17b)
k sin (r17) sin (—727) '

peo sin ((—ry +re — 1+ k)7y) siny (IV 17¢)
k sin (—r17) sin (r97y) '

pe sin ((—ry —re — 14 k)y) siny (IV.17d)
k sin (—ry1y) sin (—r27) '

Il est important de remarquer que les décompositions de la trace de Markov de la forme (IV.13)
et (IV.15) ne dépendent pas du tout de la largeur L du systéme. La fonction de partition sur

Panneau avec des conditions au bord habituelles (i.e. sans modification du poids des boucles au
bord) est

Z(L,T) = Tr {(TL)T} (IV.18)

et on voit que les coefficients (IV.15) vont apparaitre dans cette fonction de partition pour
n’importe quelle taille. Ils doivent donc aussi apparaitre dans la limite continue.
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IV.4.2 Caractéres conformes

En décomposant la fonction de partition (IV.18), on voit que 'on a besoin des caracteres

try, [(TL)T} (IV.19)

ainsi que des caractéres pour 1BT' L et 2BT L. Dans la limite . — oo on sait que le comportement
des valeurs propres de la matrice de transfert est relié au spectre de 'opérateur de translation
le long du ruban e~ (Lo—31)

7T c
AL = e s = (-5 + ] v

Dans cette relation, les )\S-sz sont les valeurs propres de 77, dans la représentation Vj et les hgk)
sont les poids conformes des états dans la limite continue. Svolume €t fbora sont les énergies libres
de volume et de bord, qui sont extensives et non universelles. On voit donc que les caractéres
(IV.19) vont se comporter, dans la limite continue, comme

tTVk |:(TL)Ti| ~ e_Lfvolume_fbord tTV1,1+k (qLO_i) (IV21)

L—oo

ol q= ¢~ . La fonction de partition sur le réseau (IV.18) posséde donc une partie universelle

Zcrr
Z(L,T) = e~ LT frolume=T foord ZorT (IV.22)

ou Zopr est donnée pour les conditions au bord habituelles (i.e. sans marques), par

Zorr = ZDk tryy, (qLO*i> (IV.23)
k>0

On voit clairement que la fonction de partition en théorie conforme hérite directement de la
structure de trace de Markov (IV.13). Ceci s’étend évidemment & 1BTL et 2BT'L. Le calcul
de la fonction de partition en théorie conforme revient donc & l'identification des caractéres
conformes

Ki(q) = tryy, (qLO‘i> (IV.24)

Pour l'algébre de Temperley-Lieb habituelle, ces caractéres sont connus depuis longtemps (voir
par exemple [13, 14]). Puisque nous avons déja identifié¢ le module Vj de 'algébre de Temperley-
Lieb avec le module Vg, = Vi 144/Vi,—1-k, ce caractére est

q—c/24

Kiul) = T (s —ghho) (1V.25)

On utilise la notation P(q) = [],;(1 —¢”). De méme, pour 1BT'L on a identifié¢ dans la section
précédente Popérateur B.C.C et sa fusion avec les opérateurs qui générent k lignes. On obtient
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ainsi les opérateurs ®,, , 1. Les caractéres conformes pour 1BT'L sont donc (voir aussi [2])

q—c/24

Kola) = "5 g (IV .26a)
q—c/24

K@) = 5 gtk (IV.26b)
qfc/24

Kr9) = b gtk (IV .26¢)

ou, comme on I’a vu précédemment, les poids des boucles n et nq sont paramétrés par n = 2 cos-y

et n; = Sms(g(l%m Les caractéres pour 2BT'L sont dérivés dans [3]
17)
—0/24 0
Ko(g) = Z gz (IV.27a)
n=-—oo
—c/24
K,;O(q) _ Zq 7 +ry—1—2n, ) +rog—1+k (IV.27b)
n>0
q—c/24
K3(g) = 3 gh-ritrazioan rira ik (IV.27¢)
(q) n>0
K.D(q) _ qic/24 Z thl—r2—1—2n,rl—r2—l+k (IV 27d)
‘ P(a) &
—c/24
K(q) = qul r2i-2n,ri -y ik (IV.27e)

ou on utilise le jeu de paramétrisations

. 1 ) .
n = 2cos7y n1zsm(.(rl—+m ngzw—+m
sin(r17) sin(r27)
- sin ((7“1 +ro+1-— 7”12)%) sin ((7"1 +7r9+1+ 7«12)%) )
s sin(r17) sin(r27) ~

La fagon dont apparait le poids nis des boucles qui touchent a la fois le bord gauche et le bord

droit (figure IV.3) est trés intéressante. Ces boucles ne peuvent apparaitre que s’il n’y a pas de
lignes qui traversent le systéme, c’est-a-dire si k = 0. C’est pourquoi nio n’intervient pas dans
les caractéres (IV.27) dés que k& > 0. Par contre, ce parameétre est crucial dans le secteur k& = 0.
Il faut remarquer aussi que Ky (IV.27.a) dépend de ny et ng seulement via la paramétrisation
(IV.28), mais n’est pas directement une fonction de 71 et 3.

IV.4.3 Entropie de bord des conditions marquées

Les fonctions de partition ci-dessus permettent de calculer I’entropie de bord des conditions
aux bords qui nous intéressent ici (voir section I1.8 pour la définition de l’entropie de bord).
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n2

O (n1,n2,n12)

Fig. IV.3 — Le modeéle de boucles denses avec un poids n; pour une boucle touchant le bord
gauche, ng pour une boucle touchant le bord droit, et ni2 pour une boucle qui touche les deux
bords.

Pour le modéle de boucles denses, ce calcul apparait dans [3]. L’entropie de bord de la condition
au bord marquée avec un poids ni pour les boucles vaut

1

_asin 2 fging ) ?
Spny = —log |(29) 41— — (TV.29)
sinryy \ sin

Comme nous ’avons expliqué dans la section 11.8, cette entropie de bord peut étre extraite du
modele sur réseau. Cette entropie de bord peut donc étre calculée numériquement. L’accord
entre les données numériques et la formule (IV.29) est remarquable (figure IV.4).

4 4 7 e n=05
i e n=0.75
o471 e n=1
4 4 °o n=125
1 ] e n=15
- e n=1.75

\ 1 —— CFT result
g@_"
iﬁ | Ly i

Fig. IV.4 — Contribution universelle & ’entropie de bord dans le modéle de boucles denses
(d’apres [15]).
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IV.5 Restrictions RSOS

Les caractéres conformes que nous avons écrits en (IV.25), (IV.26) et (IV.27) correspondent
aux représentations génériques de l'algébre de Temperley-Lieb et de ses extensions avec marques.
Mais dans le cas ou n, n1, ny ou nig prennent certaines valeurs spécifiques, ces représentations
génériques ne sont plus irréductibles, et on peut considérer des quotients de celles-ci. Les repré-
sentations que l'on obtient de cette maniére correspondent aux modéles RSOS (Restricted Solid
On Solid) [16, 17].

~

01 2 L

Fic. IV.5 — Modéle RSOS sur le réseau carré, avec un bord a gauche et a droite. Sur chaque
noeud A du réseau, on a une variable hy € {1,...,m}. Si A et B sont voisins sur le réseau,
|ha — hp| = 1. La matrice de transfert 77, qui génére ce modéle agit sur des configurations h;,
i=1,...,L.

Le modeéle RSOS peut étre défini sur le réseau carré (figure IV.5). Sur chaque site du réseau,
on a une hauteur A € {1,...,m}. Si deux sites A et B sont voisins, alors on a la contrainte
|ha — hp| = 1. La matrice de transfert qui génére les configurations de ce modele sur le ruban
peut étre écrite exactement comme (I11.19), ou 'algébre de Temperley-Lieb a un paramétre

T
= 2 —_— V.30
n oS <m " 1) ( )

Cette valeur de n correspond bien str a un cas non générique, et les représentations RSOS
sont en fait des quotients des représentations génériques. La représentation précise sur laquelle
on agit dépend des conditions au bord que 'on impose aux configurations RSOS. Nous allons
donner quelques résultats représentatifs, sans justification. On peut se reporter & ’annexe pour
un traitement plus détaillé.

Temperley-Lieb sans marque. Quand on choisit les conditions au bord

gauche: ho = 1+k droite: hp =1 (IV.31)
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on obtient la représentation quotient (k) que nous avons définie en (1I11.29) dans le chapitre
précédent & partir du diagramme

0 — Vi — Vagmi1)—2—k < Vomt1)+k < = Voptme1)—2—k < Vop(mi1)4k < ---  (IV.32)

ou tous les Vi sont des représentations génériques de 'algébre T'L. Ce diagramme permet de
calculer directement la fonction de partition sur I’anneau pour ce modéle RSOS

—c/24
Zho=1+k hy=1) = q* |:<qh1,1+k _ th,—l—k) _ (qh1,1+2(m+1)727k _ qh1,7172(m+1)+2+k)
P(q)
+ (qh1,1+2(m+1)+k _ qh1,7172(m+1)7k> - . :| (IV33)
On retrouve évidemment les caractéres de Rocha-Caridi |18, que nous notons
q—c/24 Z b b ( : (Iv 34)
X"', — <q r,s+2(m+1)p _— q r, —s+2(m+1 p) B
° P9
PEZL
c’est-a-dire
Z(ho =1+k, hy = 1) = X1,l+k (IV35)

Ce résultat apparait a plusieurs endroits dans la littérature, notamment dans [13, 14, 19].

Modéle RSOS et 1BTL. Les conditions au bord correspondant & la matrice de transfert
(IV.10) dans 1BT'L sont

gauche : { ZO B :1 1 droite: hp = r1 +k (TV.36)
1 = n

dans le cas ou 1 + k < m. Evidemment, ici, 1 est un entier. Dans ce cas le modéle RSOS
correspond a la représentation (k,®) qui est définie comme le quotient

<k7.> = Vk:./lm (VQ.(m+1)—2T1—k U V2.7‘1+k>

dans le diagramme

Vk. 2.(m+1)—2r1—k: %VQ.(m—l—l)—&-k(; V4.(m+1)—2r1—k: — -

T T e T Vs

2(m+1)—k < Y2(m+1)+2m+k T (IV 37)
Ce diagramme doit bien sir étre interprété comme la version discréte (sur réseau) de la construc-
tion de Rocha-Caridi (ou Feigin-Fuchs) [18]. Nous avons vu que V;, et V}' correspondaient dans
la limite continue aux modules de Verma V;, r 4% et Vy, », —i Tespectivement. C’est exactement
ce dont on a besoin ici pour retrouver la construction de Rocha-Caridi (ou Feigin-Fuchs)

Vrl r1+k <;Vm —r1—k+2(m+1) < Vry r1+k+2(m+1)<;vr1 —r1—k+4(m+1) <

\ >< >< <

Ve rtk—2(mt1)— Ve m—k—2(mt1) «—— " (1V.38)
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Le caractére associé a la représentation (k,®) dans la limite continue est donc simplement le
caractere de Rocha-Caridi X, », 4+, la fonction de partition est donc

ho =1
Z < hl = + 1 7hL =r+ k:) = Xri,ri+k (IV39)

Modéle RSOS et 2BTL. On peut obtenir la fonction de partition de n’importe quel modéle
RSOS avec des conditions au bord de la forme précédente, c’est-a-dire avec une hauteur h fixée
sur la premiére rangée au bord, ou sur les deux premiéres rangées. Ces conditions au bord pour
les modéles RSOS ont été introduites dans [14]. Pour obtenir ces différents modéles & partir de
quotients de représentations génériques de 1BT'L ou 2BT' L en toute généralité, il faut distinguer
un certain nombre de cas. Nous n’allons pas nous lancer dans cette discussion ici. L’annexe traite
cette question de maniére plus compléte.

De maniére générale, en analysant la théorie des représentations des algébres 1BT L et 2BTL,
on peut retrouver toutes les conditions au bord pour les modéles RSOS introduites dans [14].
On trouve (voir annexe)

min(ai+a2—2,2m—ai—az)

Z(ho = a1, hp =az) = > Xi14n  (IV.40a)

n=laj—az|
n=aj+ag mod 2

ho =11
z < hi=r %1 hi = a2> = Xdiaz (IV.40b)
min(di+de—2, 2m—2—d; —da)
ho:?”l hL_1:r2:|:]_ B
Z < M=+l hy=r = ) ;d | Xtan1  (IV.40¢)
=01 —a2

n=dq+dg mod 2

ot dy = min(ri,r1 1) et do = min(re,ro £1). Ces fonctions de partition doivent étre interpré-
tées comme provenant de la fusion des opérateurs B.C.C ¢, et ¢41 dans les modeles minimaux
[11, 12]. On retrouve ainsi les résultats prédits dans [19].

IV.6 Lien avec la chaine XXZ

Toute la construction que nous avons présentée jusqu’a présent reposait sur 'algebre de
Temperley-Lieb et ses extensions avec des marques. Nous avons défini ces algébres purement en
termes de diagrammes que ’on peut concaténer. Mais il existe une autre construction de ’algébre
de Temperley-Lieb, qui permet de mettre ’accent sur sa relation avec le groupe quantique
U,[SU(2)]. Dans cette section nous esquissons la maniére dont cette relation peut étre étendue
au cas de l'algébre avec marque 1B7T'L.
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Nous n’allons pas rentrer dans les détails techniques associés au groupe quantique U, [SU(2)].
La littérature sur ce sujet est trés riche (voir par exemple [13, 20, 21]). Dans cette section, nous
n’allons utiliser que la notion de singulet g-déformé

sy = ¢ V2 11) — ¢ /2 [11) (IV.41)

qui généralise le singulet SU(2), que l'on retrouve dans la limite ¢ — 1 (il n’est pas normalisé).
Quand on transpose cet état, ¢ doit étre traité comme un paramétre formel, et ne doit pas étre
conjugué
(sl = g2 (11 = 2 (11] (IV.42)
On voit qu’avec cette définition (s|s) = ¢ + ¢~!. On considére maintenant la chaine de spin
({1, 1)®, et on note
e; = |s) <5|z‘,z‘+1 (IV.43)

le projecteur (non normalisé) sur le singulet pour les spins voisins i et i + 1. Ces projec-
teurs vérifient les relations (I11.17), ils générent donc l'algébre de Temperley-Lieb. En fait, la
chaine ({1, })®* peut étre vue comme la représentation (1/2)%% de Uy [SU(2)] (on (1/2) est
la représentation de spin 1/2 pour ce méme groupe quantique). L’algébre de Temperley-Lieb
peut alors étre définie comme le commutant de U, [SU(2)] dans cette représentation. L’algebre
TLL(g+q ') ® U, [SU(2)] agit librement sur I’espace (1/2)®F . ¢’est un exemple de dualité de
Schur-Weyl. La chaine de spin (1/2)®L7 vue comme une représentation de lalgébre T'L, peut

étre décomposée comme
L

(1/2)%F = (k+ 1)V (IV.44)
0

mod 2

ou l'on voit apparaitre les multiplicités (k 4+ 1) qui sont les dimensions des représentations de

U, [SU(2)] de spin k/2.

Les projecteurs e; (IV.43) peuvent étre utilisés pour construire la chaine XXZ [13].

L-1
q+q!
Hxxz; = T(L*l) — 2 Zei
=1
L-1 . .
+ —
= > [Ufafﬂ +ofoly + qqofafﬂ] i e L )
=1

La somme correspond & l'interaction antiferromagnétique habituelle entre deux spins successifs
H x S; - S_’;-H, avec une anisotropie selon z. Le deuxiéme terme est di a la symétrie U, [SU(2)]
de ce Hamiltonien. Quand ¢ + ¢~! < 2 ce terme n’est pas hermitien. Le spectre de Hxxz
est néanmoins réel. On sait [13] que les valeurs propres correspondent aux poids conformes h
dans le module de Verma de Wy 4, ol j = k/2 est le spin de la représentation irréductible de
U, [SU(2)] que l'on choisit

EW _ g, ~ IUE ( _ i) V.4
n 0% L "oy (IV.46)
27 sinvy

avec la vitesse de Fermi vp = et g est I’énergie du fondamental, qui a un spin 5 = 0

(on suppose que L est pair).
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Nous voulons étendre cette correspondance avec la chaine XXZ au cas avec une marque. Pour
cela on considére maintenant une chaine avec un spin additionel & gauche (sur le site i = 0)

T ®T®]®---®17
sping = ——-—
L

c’est-a-dire, plus précisément, la représentation (j) ® (1/2)®L de U, [SU(2)]. Le commutant de
U, [SU(2)] dans cette représentation est une extension de l'algébre TLr (g + ¢~ 1). En effet, les
e; définis en (IV.45) sont toujours présents et commutent encore avec Uy, [SU(2)], mais il y a un
nouvel opérateur qui est dans le commutant : le projecteur sur la représentation de spin j+1/2
pour les deux premiers spins } ® T

b= [ +1/2m) (G +1/2 mlg, (IV.47)

Contrairement aux e;, b est normalisé : b> = b. L’expression exacte de ce projecteur fait intervenir
les coefficients de Clebsch-Gordan g-déformés, que ’on peut trouver dans [21]. A Paide de ces
coeflicients, on peut vérifier que?

25 + 2
25 + 2], e1 (IV.48)
q

b _ Y "q
AV it

et il est par ailleurs évident que be; = e;bsi¢ > 2. Evidemment, on a envie de conclure que le
commutant de U, [SU(2)], qui est généré par b et I'ensemble des e;, est 1BT'L pour le paramétre

[r1 +1], o .
ny = ﬁ et 71 = 14 2j. Ceci n’est pas tout a fait exact cependant.
1 q

Pour voir cela, on a besoin d’introduire la suite d’opérateurs P} définie parP
P = 1-b

w1 = Py — ———1Ple, Py (1V.49)

Puisque 71 = 1+ 25 est entier, ces opérateurs ne sont définis que pour n < r; = 1+2j. On peut
vérifier que 'opérateur P1“+2j est nul

Cette relation est une contrainte supplémentaire sur le commutant de U, [SU(2)], qui n’appa-
raissait pas dans la définition de 1BT'L que nous avons donnée plus haut. Le commutant n’est
donc pas l'algébre 1BT'L tout entiére, mais seulement un quotient de celle-ci

[commutant de U, [SU(2)] dans (j) ® (1/2)®%] = 1BTL/ 119 (IV.51)
20n utilise les nombres g-déformés
¢ —q"
lely = =

P11 s’agit en fait des projecteurs de Jones-Wenzl pour 1BTL étudiés dans annexe.
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ou Ii',; désigne l'idéal engendré par Py ,; dans 1BTL (dans 1BTL la relation (IV.50) n’est
pas vérifiée). Les représentations de I'algebre 1BT'L/Z}, , ; sont des quotients des représentations
génériques de 1BTL, de la forme V2 /V2, , , ainsi que Vi/Vg . (seulement si k < r1). On a
donc la décomposition suivante de la chaine de spin () ® (1/2)®%

min(2j+1,L) L
He@/2* = @ @@+1-k VeVagyul @ @ @+1+k) Vo Vo]
k:Lf;(ann k:LfZ(?non

(IV.52)
ou les multiplicités 25 = k + 1 sont les dimensions des représentations de spin j + k/2 de
U, [SU(2)]. Imaginons que l'on s’intéresse au Hamiltonien

L—1
4 +q71
Hxxz(j) = S5 —(L—1) = 2 e — Ab (IV.53)
=1

avec A > 0. Le spectre de Hx xz(j) peut étre écrit directement grace a la décomposition (IV.52).
Le caractére conforme pour un spin j/ = j & k/2 est simplement

Ky to5142(-k/2) Ki(a) — K3y y5-1(a)
= 313_((2;4) <qh1+2j,1+2j7k - qh1+2j,1+2j7274j+k> (IV.54)
Kijojiiorh2) = K@) — Koy x(q)
= ;]3_((2;4) <qh1+2j,1+2j+k - qh1+2j,1+2j72—4j7k> (IV.55)
(IV.56)
donc dans les deux cas, on a le caractére
I v

La fonction de partition du systéme (IV.53) a température finie 1/ contient donc une partie
universelle que 'on peut écrire directement & partir de (IV.52) et (IV.57)

Zxxz (@) = Z(Zj/+1)K1+2j,1+2j’(Q) (IV.58)

s/

J

_Brvp . . .- e
ou g =e L .On arrive donc & une forme de la fonction de partition trés élégante, qui fait

apparaitre clairement le spin au bord j et le spin total de la chaine j'.

Il parait naturel de vouloir étendre cette construction, en particulier la décomposition (IV.52),
a une chaine de la forme
f ®TM®]I® - T®|l®

spin j1 Y spin ja

100



On aimerait, bien siir, faire apparaitre 2B7T' L (ou au moins un quotient de cette algébre) comme
le commutant de U, [SU(2)] dans la représentation (j1) ® (1/2)®L ® (ja). Cette extension n’est
pas triviale cependant, et on se heurte rapidement a des difficultés techniques®. Nous n’allons
pas aborder cela ici.

‘Il est facile de se convaincre qu'un probléme majeur vient de la définition du coproduit de U, [SU(2)]. Le
coproduit permet de passer simplement de la chaine (j;) ® (1/2)" a la chaine (j1) ® (1/2)*"!. Par contre, il n'y a
pas de construction similaire avec le coproduit habituel qui permette de passer d'une chaine (j1) ® (1/2)®% ® (j2)
a une chaine (j1) ® (1/2)®F*! @ (j2).
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CHAPITRE V

Transition spéciale anisotrope
dans le modele O(n)

Le modéle O(n), qui est a l'origine un modéle de spins destiné a décrire la transition para-
magnétique/ferromagnétique, peut étre reformulé comme un modele de boucles (chapitre III)
ott chaque boucle fermée a un poids de Boltzmann nz'°"8"™  Quand z > z., le modéle de
boucles est dans la phase dense, et cette phase est stable sous le flot RG si on perturbe le para-
métre x. Nous avons étudié la phase dense dans les chapitres III et IV. Maintenant nous allons
nous intéresser au cas x = r.. A ce point critique, la perturbation du paramétre x correspond
4 un opérateur relevant. Evidemment, on parle ici d’'une perturbation de ce parameétre dans
le volume. Mais cette caractéristique de la phase diluée va se traduire par un comportement
critique de surface beaucoup plus riche que dans la phase dense (chapitre IV).

Nous avons vu dans le chapitre I que dans les modéles de magnétisme, on peut parfois avoir une
transition de surface : dans la phase paramagnétique (dans le volume), I’aimantation spontanée
est non nulle prés du bord si l'interaction entre les spins est suffisamment forte a la surface.
Dans ce cas, quand on traverse le point critique dans le volume, le comportement de surface est
différent selon que les spins & la surface sont alignés ou non. Cette transition peut étre ordinaire,
extraordinaire ou spéciale (voir chapitre T).

Dans ce chapitre nous allons considérer une brisure de la symétrie O(n) au bord : O(n) —

O(n1) x O(n—nq). Plus précisément, I'interaction entre deux spins, qui est de la forme E;;~ o
n

Si - Sj o« g S;*Sj dans le volume, va devenir anisotrope entre deux spins de surface Sy, et S

a=1
ni n
Bapes = —Jo [(1+A)) Sg82 + (1-A) Y 5787 (V.1)
a=1 y=n1+1

Ce modéle a été introduit par Diehl et Eisenriegler dans [1]. Leur motivation provenait en
partie de résultats expérimentaux. Certains exposants critiques prévus théoriquement pour la
transition spéciale (isotrope) n’étaient pas compatibles avec les mesures expérimentales. Pour
expliquer ce désaccord, Diehl et Eisenriegler avaient considéré la possibilité d'une faible brisure
de symétrie de l'interaction spin-spin a la surface de I’échantillon.
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V.1 Anisotropie au bord, boucles et marques

Le modeéle O(n) peut étre reformulé comme un modeéle de boucles (chapitre III). En suivant
les mémes étapes que dans la section III.1, on peut réécrire le modéle O(n) avec I'interaction
anisotrope (V.1) au bord sous la forme

7 = E |: xlongueur totale anoucles volume

conf.

X (w.)Ncontacts surface ® niVbOHdeS surface ®

% (w.)Ncontacts surfacel (n _ nl)Nboucles surfacel] (V2)

Les boucles qui ne touchent pas le bord correspondent a des termes (3 J)kail SRS Si’“ Sik
dans le développement de la fonction de partition (III.1), avec la température inverse (3. Leur
trace vaut 2¥ n (voir section IT1.1) avec x = (3.J, ce qui correspond au premier terme dans (V.2).
Les boucles qui touchent le bord impliquent des spins couplés entre eux par l'interaction aniso-

trope (V.1). Pour prendre en compte correctement cette anisotropie, on sépare les n composantes

initiales en {1,...,n1} et {n; +1,...,n}. On prend la trace séparément sur le premier sous-
ensemble de composantes et sur le second. Les termes (8.J)*((1+44) Jo/J)PS{1 SpLSe2802 . Sik Sk

(ot p+1 spins sont sur le bord) ont une trace partielle (8J)* ((1+A) Js/J)P ny, qui correspond
a la deuxiéme ligne dans (V.2), avec we = (1 + A) Js/J. Le dernier terme est évidemment la
trace sur l'autre sous-ensemble de composantes, avec wg = (1 — A) Jg/J.

Les boucles correspondant aux composantes {1,...,n;} seront marquées @, et les boucles
correspondant aux composantes {ni + 1,...,n} seront antimarquées m. Une configuration du
modéle de boucles (V.1) est représentée sur la figure V.1. Les quatre boucles qui apparaissent
sur cette figure ont respectivement des poids na% nx'6, nywe 2%, et (n — nq) (w.)2 ' Le

poids total de cette configuration est donc n? (we) ny (we)? (n — ny) z42.

RS
o &

F1G. V.1 - Développement en boucles du modéle O(n) sur réseau hexagonal avec une interaction
anisotrope a la surface. Les boucles qui touchent la surface sont soit marquées soit antimarquées.

106



V.2 Diagramme de phase

Nous allons maintenant discuter le diagramme de phase du modeéle O(n) avec une interaction
anisotrope au bord, d’abord dans le langage du magnétisme et des spins, puis dans le langage
des boucles, qui peuvent étre vus comme des polyméres cycliques. Evidemment, cette discussion
va beaucoup ressembler & celle que nous avons menée dans le chapitre I, mais en tenant compte
cette fois de 'anisotropie.

Spins et magnétisme. Considérons un matériau magnétique en dimension d avec un bord,
décrit par le modele O(n) avec une interaction avec la symétrie O(n1) x O(n —ny) a la surface.
Les parameétres n et ny sont fixés, mais on peut faire varier le couplage J entre les spins dans le
volume, le couplage entre les spins a la surface J,, et 'amplitude de I’anisotropie A. Dans tout
ce qui suit nous nous restreignons au cas ot le couplage dans le volume est au point critique
J = J.. Nous ne nous intéressons qu’aux différents comportements de surface a ce point.

Anisotropie A
-~

Transition extraordinaire (@)

Transition|ordinaire

¢

Couplage isotrope Js/J

G

Transition extraordinaire (m)
wm

F1a. V.2 — Diagramme de phase du modéle O(n) avec anisotropie au bord. Js/J mesure I'aug-
mentation du couplage spin-spin & la surface. A mesure amplitude de 'anisotropie, voir la
relation (V.1). Ce diagramme de phase apparait dans [1, 2|.

o Transition ordinaire. Nous avons déja rencontré la transition ordinaire au chapitre 1. Le
couplage entre spins & la surface est trop faible pour que les spins soient alignés. Une légére
anigsotropie ne permet pas de changer le comportement de surface, puisque le couplage entre
spins reste toujours faible. La transition ordinaire est donc stable sous le flot RG, aussi bien
pour une perturbation selon Jg/J que selon A.
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e Transitions extraordinaires. Dans le cas ou Jg/J est suffisamment grand, les spins a la
surface sont alignés (chapitre I). Si, en plus, A > 0, alors il est plus favorable pour les spins
d’étre alignés dans une direction du sous-groupe O(ny). On peut appeler ce cas transition ez-
traordinaire marquée. Evidemment, le cas A < 0 correspond & une transition extraordinaire
antimarquée. Lorsque I'on passe de 'une a l'autre de ces deux transitions extraordinaires ani-
sotropes, on traverse la ligne isotrope de la transition extraordinaire (chapitre I). Il s’agit alors
d’une transition du premier ordre.

e Transitions spéciales. Dans le cas isotrope, nous avons vu que la transition ordinaire et la
transition extraordinaire sont séparées par un point fixe sous le flot RG : la transition spéciale
(chapitre I). Le couplage entre les spins a la surface est ajusté & une certaine valeur critique
Jsc/J. Passons maintenant au cas anisotrope A > 0. L’idée est que dans ce cas-14, il est possible
que les composantes dans O(n;) subissent une transition spéciale, alors que les composantes dans
O(n—ny) voient toujours une transition ordinaire [1]. Pour cela, le couplage J;/J doit étre ajusté
en fonction de ’anisotropie A : on a une ligne de transition spéciale anisotrope. Evidemment, il
existe une autre ligne pour A < 0. Dans le diagramme de phase V.2, il y a donc deux lignes de
transition anisotrope spéciale, l'une pour les composantes de O(n1) (qu’on appelle marquées)
et 'autre pour les composantes de O(n — n;) (antimarquées). Pour comprendre la forme de
ces deux lignes, on peut donner les arguments d’échelle suivants. Sous une transformation RG
x +— (1—e¢)x, la longueur de corrélation le long de la surface se transforme comme &, — (1—¢€)&s.
Le couplage des spins de surface doit étre renormalisé (Js/J) — (1 —€)¥(Js/J), de méme que
Panisotropie A +— (1 — €)Y2A. Les dimensions y et ya sont reliées aux dimensions d’échelle
des opérateurs auxquels les parameétres (Js/J) et A sont couplés. Dans le cas présent on peut
argumenter |1, 2, 3, 4] que ya > y, c’est-a-dire que l’anisotropie est un parameétre plus relevant
que le couplage au voisinage de la transition spéciale (isotrope). Imaginons que l'on dispose
d’une quantité qui posséde un comportement d’échelle universel au voisinage de la transition
spéciale (isotrope). Par exemple, I'énergie libre de surface fs doit avoir une partie singuliére
fs,sing qui se comporte comme

1 Js —Jse)/J A
fs,sing. = gF <(£g)/am> (Vg)

s

Si Js < Jsc, on peut appliquer plusieurs transformations RG jusqu’a ce que & Y (Js — Jse)/J =

—1. On voit alors que
1

A
fs,sing. = EF (_17 ((Jsc _ JS)/J)yA/y> (V'4)

On a donc une fonction qui ne dépend plus que d’une variable. Le long de la ligne de transition
anisotrope spéciale I'énergie libre de surface doit étre singuliére, alors qu’elle ne ’est pas ailleurs.

Cette ligne correspond donc & W = cste. Puisque ya /y > 1, le diagramme de phase

doit avoir la forme illustrée sur la figure V.2.

Boucles et polyméres. Le modele défini par la fonction de partition V.2 peut étre vu comme
des polyméres cycliques généralisés (les boucles) en solution dans un bon solvant (les boucles
sont dans la phase diluée). Ces polymeéres cycliques subissent la transition d’adsorption (chapitre
I). I y a deux variétés de polymeéres, marqués ou antimarqués, et ces deux types de polyméres
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ont des fugacités différentes n; et n — n;. Les polymeéres interagissent différemment avec la
surface selon qu’il sont marqués ou antimarqués.

e Polyméres non adsorbés (transition ordinaire). Si les couplages a la surface des deux variétés
de polymeéres sont faibles, alors les polyméres ne sont pas adsorbés. Ils évitent la surface pour
gagner de lentropie. Une trés petite fraction d’entre eux est en contact avec la surface (figure
V.3). Cette phase est stable sous une petite perturbation de we ou de wy.

e Polymeéres adsorbés (transitions extraordinaires). Si le couplage we > 1, et si we > Wy,
alors la surface est recouverte par un ou plusieurs polymeéres marqués adsorbés (figure V.3).
Si on augmente wy jusqu’a avoir we < wy, alors il est plus favorable d’avoir des polymeéres
antimarqués adsorbés. Néanmoins, il faut d’abord détacher les polymeéres marqués de la surface,
ce qui cotite beaucoup d’énergie. Il y a donc hystérésis, et ’on retrouve le fait que la transition
entre les deux phases extraordinaires est du premier ordre.

(w°)critique We

(N
- 7

g g

Non adsorbé Adsorbé
(ordinaire) (extraordinaire aniso.)

Transition d’adsorption
(spéciale anisotrope)

Fic. V.3 — Coupe dans le diagramme de phase de la figure V.2 : we varie alors que wa=0. La
surface correspond au bord gauche des images. Les boucles marquées qui touchent la surface
sont en noir.

e Transition d’adsorption (transition spéciale anisotrope). Si le couplage wy est faible, les
polymeéres antimarqués ne sont pas adsorbés. Quand on fait varier le couplage we, on peut passer
de la phase ou les polymeéres marqués sont non-adsorbés & celle ou ils sont adsorbés (figure
V.3). Entre les deux, les polymeéres marqués subissent une attraction critique a la surface : ils
subissent la transition d’adsorption. C’est 'analogue de la transition spéciale anisotrope. Les
effets de surface sont ressentis arbitrairement loin dans le volume : il y a des polyméres marqués
arbitrairement longs qui sont attirés de maniére critique par la surface.
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V.3 Conditions au bord invariantes conforme pour le modéle O(n)

On peut écrire une matrice de transfert pour le modele O(n) avec une interaction aniso-
trope a la surface grace a l'algébre de Temperley-Lieb avec un bord (voir chapitre IV). Cela
permet d’étudier ce modeéle grace a des méthodes analytiques (Ansatz de Bethe) ou numériques.
Nous n’allons pas analyser en détail la structure du modéle sur réseau ici. Nous allons passer
directement a la limite continue et & la description du modéle en théorie conforme. Néanmoins,
notons que de nombreux résultats importants ont été obtenus par l'intégrabilité sur le réseau
(voir par exemple [5, 6, 7, 8]) pour le modéle O(n) dans le volume ou avec une surface (pour
une interaction isotrope). Des points intégrables pour le modéle avec interaction anisotrope ont
été identifiés dans [3], ce qui devrait permettre un calcul analytique dans ce cas.

Les différentes transitions que nous avons évoquées plus haut correspondent & 2D & des condi-
tions au bord invariantes conformes pour le modele O(n). Nous allons parler de condition au
bord ordinaire, de condition au bord extraordinaire, et de condition au bord spéciale (d’abord
isotrope puis marquée ou antimarquée).

Cas isotrope. Le long de la ligne A = 0, on rencontre la condition au bord ordinaire, la
condition au bord spéciale et la condition au bord extraordinaire. Pour décrire ces différentes
conditions au bord en théorie conforme, on a besoin d’identifier les opérateurs B.C.C qui per-
mettent de passer de 'une & 'autre de ces conditions au bord. Ce travail a été fait dans plusieurs
références [7, 8, 9, 10, 11]. La condition au bord ordinaire est la plus simple : 'opérateur qui passe
d’ordinaire & ordinaire est simplement I'identité ¥y ; (I'identité a un vecteur nul L_1¥;; = 0).

> o

@
Ord. Uy Ord.

L’opérateur qui passe de la condition ordinaire & extraordinaire est Wo 1. Il a un vecteur nul au
niveau 2. Il s’agit de 'opérateur & une patte au bord dans le modéle. Cet opérateur apparait
parce que la moitié d’'un polymére est adsorbée sur le bord extraordinaire, alors que l'autre
moitié évolue librement dans le volume (voir aussi [11]).

.

Extr.
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L’opérateur qui passe de la condition ordinaire a spéciale est Wy o (voir |9, 10]). Il a un également

> o
oA,

Sp \1’1,2 Ord

un vecteur nul au niveau 2.

On peut fusionner ces différents opérateurs B.C.C entre eux, ou on peut aussi les fusionner avec
les opérateurs a k pattes Wiy 1, qui générent £ lignes qui traversent le systéme. Par exemple,
Popérateur qui génére une ligne avec des conditions au bord spéciales & gauche et & droite
apparait dans la fusion Wo 1 x Wy 9 X Wy 9, il s’agit de Wa3

X ’ VAV
&\~

Sp. U1, Ord. Ord. U9, Ord. Ord. U1a Sp. Sp. Wss Sp.

Condition au bord “spéciale anisotrope”. Dans le cas d’une interaction anisotrope au
bord, il est utile d’utiliser la paramétrisation

i 1 i — 1
n = 2cosy ny = w n—mny = Sln'((ﬂ'/"y T+ )'7) (V5)
sin (r1) sin (/v = 71)7)
De maniére générale, dans toutes les formules qui suivent, on a une dualité
ny < n—n
e < m

qui échange les deux lignes de transitions spéciales anisotropes. I’opérateur qui permet de passer
de la condition au bord ordinaire & la condition spéciale anisotrope marquée AS, a été identifié
dans [2, 3| : il s’agit de @, ,,4+1. Cet opérateur n’a pas de vecteur nul, le module associé est un
module de Verma générique V;, ,, +1. L’'opérateur B.C.C qui passe de la condition ordinaire &
la condition spéciale antimarquée ASg est ®,, ,,. Il n’a pas non plus de vecteur nul.

> o > &
aln, 0 aln,

AS. (1)7‘1,7‘14-1 Ord. AS. (I)ﬁ,'rl Ord.
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On peut fusionner ces opérateurs B.C.C avec les opérateurs Wi, 1 qui générent des lignes non
contractibles. La ligne la plus a gauche (sur la figure ci-dessous) peut étre soit marquée, soit
antimarquée.

/2 /2

® ® ®
AS. (I)rl,r1+1 Ord Ord @271 Ord (p’ﬁ-i-l,h-f—l (b'm—].,h-‘rl

On retrouve une structure trés similaire & celle du modéle de boucle dense (chapitre IV). Néan-
moins, il faut faire attention aux indices de Kac, qui ne sont pas exactement ceux que l'on
attendrait par la dualité dense/diluée. Pour la condition AS,, le deuxiéme indice de Kac est
r1 + 1, et non r; comme on aurait pu le penser. Cela refléte le fait qu’il y a vraiment un pro-
cessus physique différent ici : on a besoin d’ajuster les deux couplages w, et wy pour atteindre
la nouvelle condition au bord ASy, qui est une déformation de la condition spéciale isotrope
correspondant & l'opérateur B.C.C ¥, 5. Dans la phase dense, la condition au bord marquée
peut étre vue plutot comme une déformation de la condition au bord habituelle (I’équivalent de
la condition ordinaire ici) qui correspond simplement & I'identité ¥y ;.

Caractéres conformes. Les caractéres conformes pour les différentes conditions au bord
conformes présentées jusqu’ici ont été calculés dans [3]. Le cas de deux conditions au bord AS,
et AS, y est aussi présenté en utilisant les similitudes avec le cas dense (chapitre IV et [12]).

Ces caracteres sont les suivants pour k lignes qui traversent le systéme (nous ne parlons
pas des conditions au bord extraordinaires puisque, comme nous 1’avons vu plus haut, celles-ci
correspondent simplement au cas ordinaire avec un ligne additionnelle dans le systéme, voir
aussi [11]) :

Ord/Ord:  Ki(q) = % (qMrer — ghask—1) (V.7)
th’r1+176/24
Ko(g) = qh P(q »
° r1+k,r+17¢
o Uy —k,ry+17C 24
KEq) = ql#
hyq,ry—c/24
Kolg) = o
h,. r —c/24
ASa/Ord : Kglg) = 50— (V.9)
o B oy —yry —€/24
k(Q) = T Pl@®

Pour le cas avec deux conditions au bord anisotropes spéciales, on utilise le jeu de paramé-
trisations suivant (noter qu’il s’agit des mémes paramétrisations que dans le cas dense, reflétant
ainsi le réle crucial que joue 'algébre de Temperley-Lieb et ses extensions avec bords dans les
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deux modeles) :

n = 2cosvy nlzw HQZW
niy — sin ((rq + 72+ 1 —‘7”12)%) s%n (r4+ro+1+7r12)3) (V.10)
sin(r17y) sin(re7y)
On les caractéres suivants
Ko(q) = % Y nez @22
KRo(a) = Tprgr S mire bzt
ASo/AS, Keo(q) = Lot g nora itk etz (V.11)
K,:O(q) %ano qh—rl+r2—l+k,—7‘1+7‘2—1—2n
K%(q) % >n>0 R

Les caractéres pour les autres conditions au bord ASe/AS,, ASe/AS, et ASe/AS, peuvent étre
déduites de (V.11) en utilisant la dualité (V.6).

V.4 Géomeétrie de la transition anisotrope spéciale : SLE, ,

Pour conclure ce chapitre, nous allons discuter le lien entre les conditions au bord marquées
dans les modeéles de boucles et I’évolution de Schramm-Loewner. Nous allons discuter cela dans
le langage du modeéle O(n) dilué, mais nous verrons que les résultats s’étendent immédiatement
a la phase dense (chapitre TV).

Nous avons introduit l'évolution de Schramm-Loewner SLE, dans le chapitre (II). Considé-
rons une configuration du modeéle O(n) avec une ligne (un morceau de boucle) qui part de la
surface. On a une condition au bord ordinaire a gauche et a droite de la ligne (figure V.4.a). On
peut découper un petit élément de longueur df le long de la ligne, et développer la géométrie
sur le demi-plan :

A dgy J
¢ —_— \l
dl < ./
—_./
Ord. Ord. Ord. Ord.
< & + de;

Le point crucial ici est que la nouvelle configuration que ’on obtient de cette fagon est toujours
une configuration avec une ligne et la condition au bord ordinaire & gauche et & droite de celle-ci.
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Fia. V.4 — Une ligne partant de la surface avec des conditions au bord ordinaires a gauche
et a droite (a) est décrite par SLE,, avec n = —2cos (4?“) Une ligne avec une condition
au bord spéciale anisotrope a gauche et ordinaire & droite est décrite par SLEy , avec n3 =

sin <Mﬂ'> / sin (M’N).
K K

Il est donc raisonnable de supposer que ce processus est Markovien, et qu’il s’agit d’'un SLE,.
Puisque nous considérons la phase diluée du modele O(n), on a k < 4.

— 2dt
dgt(Z) - gt(z)—gt (v12)
A = /rdB;

ou By est un mouvement Brownien standard. Nous voulons maintenant décrire une ligne avec
une condition au bord marquée a gauche (AS,) et ordinaire a droite (figure V.4.b). Cette fois,
quand on développe la géomeétrie coupée sur une petite longueur d¢ sur le demi-plan, la condition
au bord change :

gt(x) P gt(z) + dgi(z)
K &t dg ! &+ d&
. / \\/
—w» .,
AS. OI‘d. AS. Ol“d.

Il faut donc tenir compte de I’évolution de deux points sur I’axe réel : & et g;(x). Le mouvement
de & est affecté par la position de g;(z) [13]

d& = \/EdBt + /@85 logZ(ﬁt,gt(x)) (V13)
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ou la fonction de partition Z(&:, g¢(x)) est donnée par [13]

Z(&,x) o< (V2,1()Pry, 1y +1(2)Pryg1, i 11(00))g 0 (€ —@)rttmtthmmnizhan (V)

On a cette fois

_ 2dt
dgy - \/EdBt + &t—gt(z)
avec p = K (Rp 41,741 — Py 41 — h2,1), ce qui s’écrit également
4 —
p= -2+ 2“r1 (V.16)

Le processus (V.15) s’appelle SLE,; ,. Il a été introduit dans [14] comme une généralisation de
SLE, (qui correspond simplement & p = 0).

Dimensions fractales de SLE, ,. Dans [15], Duplantier et Saleur ont montré que I’on pou-
vait relier la dimension fractale des boucles du modeéle O(n) a la dimension d’échelle des opé-
rateurs a k pattes par un argument d’échelle. L’exposant & 2 pattes dans le volume h1 o donne
ainsi la dimension fractale d'une boucle dans le volume Dy = 2 — 2 hj g, ou en fonction de x

Dy = 1+ (V.17)

K
8
Cette formule donne donc la dimension fractale de la courbe I' décrite par SLE,; dans le volume.
Elle a motivé un certain nombre de travaux en mathématiques (elle a été démontrée par Beffara
dans [16]). Avec les résultats précédents, il est tres facile d’obtenir une relation similaire pour
une courbe I' décrite par SLE, ,. Dans le volume, on peut toujours considérer un volume
infinitésimal autour d’un point de la courbe. Dans ce volume, on est loin du bord et on ne
ressent pas l'effet de la condition au bord. La dimension fractale de I' dans le volume ne doit
donc pas étre affectée par la valeur de p (ou de n; dans le modele de boucles d’origine). Par
contre, au voisinage du bord la forme de la courbe change radicalement. On peut s’intéresser
a la dimension fractale de la courbe I' au bord : Dy g, = dim (I' N R). Elle peut étre reliée a
la dimension au bord de 'opérateur a 2 pattes [15]. On peut donc utiliser les exposants (V.11)
pour déduire cette dimension fractale. On a besoin ici de conditions au bord ASe/ASe, avec
rg =711 et k=2.0n aalors Dy gut. = 1 — hap, 11,27, 41, ¢’est-a-dire en fonction de x et p :

_ PN (o 8 4p
Dj sut. = (1+4) <2 - /<;> (V.18)

Cette relation est valable pour —S_T“ <p< —4_7'{. Sip< —S_T“ la dimension fractale vaut 1, si
P> —4_7“, elle vaut 0.

Il est clair & ce stade que la discussion menée ici sur SLE, , ne dépend pas vraiment du fait
que l'on travaille dans la phase diluée. On pourrait aussi bien travailler dans la phase dense
(chapitre IV), c¢’est-a-dire avec k > 4. Dans ce cas, on pourrait répéter tous les arguments point
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par point, en utilisant les exposants critiques pour les conditions au bord marquées calculés
dans le chapitre IV. La relation entre p et 71 devient alors
k—4)(r1 —1
) = (k=4 - 1) (V.19)
2
Il se trouve que la dimension fractale de SLEj , a laquelle on arrive dans ce cas est aussi donnée
par (V.18), mais cette fois avec 4 < k < 8, et —8§—“ <p< “T_‘l. Sip> "T_‘l la dimension fractale
au bord vaut 0, si p < —877’“ elle vaut 1. Les deux cas k < 4 et kK > 4 sont représentés sur la
figure V.5.

_8-k 4=k
Df,surf. 4+ — |2 ? !
k<4 N | |
1 ' '
\ O ’
a.
—K
2
k>4 |
b. \

FiG. V.5 — Dimension fractale de 'intersection de la courbe décrite par SLE, , avec le bord
(I’axe réel) en fonction de p.
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CHAPITRE VI

Conclusion

Nous avons présenté dans cette thése certains résultats qui concernent ’étude de conditions
au bord dans des théories conformes qui ne sont pas unitaires. Ces théories ne sont pas non
plus rationnelles. Ces théories sont obtenues comme la limite de modéles statistiques définis
sur réseau, dont les degrés de liberté sont des objets non locaux : les boucles. Les modéles de
boucles ont été introduits dans le chapitre I1T comme des généralisations de modeéles historiques
de la physique statistique a I’équilibre : le modéle d’Ising, le modeéle de Potts ou le modele O(n).
Au point critique, ces modeéles sont décrits dans la limite continue par des théories conformes
avec des charges centrales ¢ < 1. Pour chaque valeur de la charge centrale ¢ (si ¢ < 1), deux
théories sont possibles : 'une correspond & un modéle de boucles denses, ’autre & un modele de
boucles diluées. Du point de vue du groupe de renormalisation, la principale différence entre ces
deux théories est la stabilité sous une petite perturbation du parameétre couplé & la longueur des
boucles glongueur desboucles T, hase dense est stable sous une perturbation de z, tandis que la
phase diluée (ou point critique dilué) est instable. Du point de vue de I’évolution de Schramm-
Loewner (SLE), les boucles dans la phase dense sont décrites par SLE, avec k > 4, et possédent
de nombreux points doubles dans la limite continue. Dans la phase diluée par contre, les boucles
sont toujours des courbes simples méme dans la limite continue. Elles sont décrites par SLE,
avec Kk < 4.

Nous avons étudié le comportement critique de surface dans ces deux types de modeles. Pour
cela, nous modifions le poids de Boltzmann des boucles qui viennent toucher le bord du systéme
[1, 2, 3, 4]. Cela peut étre interprété comme une brisure de la symétrie O(n) au bord dans le
modeéle O(n) : O(n) — O(n1) x O(n — ny). Dans le modeéle de Potts, cela correspond plutét a
une restriction de la couleur des spins a la surface a un sous-ensemble de couleurs {1,...,Q1} C
{1,...,Q}. Le diagramme de phase est trés différent dans les cas ou les boucles sont denses ou
diluées. Ceci est dii & la présence d'un opérateur relevant qui couple aux monomeéres touchant
la surface dans la phase diluée (chapitre V). Dans la phase dense, cet opérateur n’est pas
relevant, et le diagramme de phase est alors plus simple (chapitre IV). Néanmoins, bien que les
diagrammes de phase soient qualitativement trés différents dans ces deux cas, le traitement en
théorie conforme des deux types de conditions au bord reste similaire. La condition au bord la
plus naturelle dans un modéle de boucles est simplement obtenue en ne faisant rien : les boucles
peuvent toucher le bord mais leur poids n’est pas affecté (c’est la condition au bord utilisée par
exemple dans [5]). A partir de cette condition au bord (appelée ordinaire dans le langage du
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modéle O(n)), on peut générer les conditions au bord marquées en agissant avec un opérateur
B.C.C. Cet opérateur a une dimension conforme générique qui est reliée au nouveau poids ng
donné aux boucles qui touchent le bord. Tl est aussi important de noter que cet opérateur n’a pas
de descendant nul, c’est-a-dire que la représentation de 1’algébre de Virasoro qui lui correspond
est un module de Verma générique. Ces opérateurs peuvent étre fusionnés avec les opérateurs
a k pattes qui générent k lignes sur le bord. On obtient ainsi le spectre de la théorie avec un
changement de condition au bord. On peut choisir si la ligne la plus & gauche touche le bord
ou non, ce qui donne deux exposants différents. La fusion de deux opérateurs B.C.C est plus
compliquée, et fait intervenir le poids nis des boucles qui touchent les deux bords.

Il est intéressant de voir que les résultats obtenus dans cette thése sur les conditions aux bords
dans les modeéles de boucles peuvent étre traduits dans le langage de I’évolution de Schramm-
Loewner (SLE). Une ligne générée au bord avec la condition marquée (anisotrope spéciale dans
le langage du modeéle O(n)) a gauche est décrite par le processus SLE, ,, comme nous ’avons vu
dans le chapitre V. Nous avons pu déterminer, en particulier, la dimension fractale au bord d’un
SLE, ,, c’est-a-dire la dimension fractale de 'intersection entre la courbe décrite par SLE, , et
le bord du domaine. La encore, les deux comportements sont semblables pour £ < 4 et kK > 4,
mais pas identiques. La différence principale tient au fait que si k > 4, dans le cas p = 0 (qui
correspond au processus SLE, habituel), la courbe vient toujours toucher le bord et a une
dimension fractale au bord non triviale dy = 2 — §. Dans le cas k < 4, c’est-a-dire dans la
phase diluée, un SLE,; évite le bord, et ne se touche pas non plus lui-méme. On a donc toujours
dy = 0. Pour avoir une courbe qui se met a toucher le bord, il faut atteindre une valeur de p
finie. Dans le modéle sur réseau, cela se traduit par le fait qu’il faut ajuster de maniére critique
le couplage entre les monomeéres et la surface.

La formulation algébrique de ces nouvelles conditions au bord dans les modéles de boucles
repose sur des extensions avec bord de 'algébre de Temperley-Lieb. Nous avons évoqué quelques
aspects de ces nouvelles algébres dans les chapitres IV et V., qui sont développés plus en détails
en annexe. Un point particuliérement important est le lien entre les parameétres n et ny sur le
réseau et la charge centrale ¢ et la dimension conforme h de 'opérateur B.C.C qui passe de la
condition au bord ordinaire & la nouvelle condition au bord marquée. Pour certaines valeurs
spécifiques de n et ny, 'algébre de Temperley-Lieb avec un bord admet des représentations
réduites (des quotients de représentations génériques). Dans certains cas on peut méme obtenir
des représentations unitaires de ’algébre de Temperley-Lieb avec un bord. L.e modéle sur réseau
devient alors simplement un modéle RSOS [6, 7|. Ce type de réduction a lieu également dans
la limite continue, c’est-a-dire pour l'algébre de Virasoro. En particulier, on retrouve ainsi des
conditions au bord pour les modéles minimaux. On voit donc que ’algébre de Temperley-Lieb et
ses extensions avec bord permettent de réaliser des analogues de la construction de Rocha-Caridi
(Feigin-Fuchs) sur le réseau (voir aussi [8]).

Pour finir la petite revue des résultats que nous présentons ici, signalons que la plupart d’entre
eux ont été reformulés dans le langage des matrices aléatoires et des modéles statistiques couplés
& la gravité quantique par J.-E. Bourgine, I. Kostov et K. Hosomichi. Leurs résultats ont été
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obtenus par des techniques différentes des notres. 1. Kostov [9] a retrouvé les résultats initiaux
de [1]. J.-E. Bourgine et K. Hosomichi [10, 11] ont retrouvé les résultats de la fusion de deux
opérateurs B.C.C, qui faisaient I'objet de la publication [2]. Enfin, la référence [12] dérive les
résultats de |3, 4].

Nous allons maintenant conclure en donnant quelques idées de projets possibles qui pour-
raient venir prolonger le travail présenté ici. Pour les points deux a cing, il s’agit de travail en
cours, effectué soit par R. Bondesan, soit par moi-méme pendant ma derniére année de theése.

o Dérivation des exposants de bord par Ansatz de Bethe. Les modéles de boucle que nous
avons présenté ci-dessus sont intégrables. Tandis que dans le cas du modéle de boucles denses un
certain nombre de travaux dans cette direction avaient précédé la publication [1], nos travaux
sur la phase diluée ne reposent pas sur des résultats antérieurs provenant de 'intégrabilité. Une
condition au bord intégrable a cependant été construite pour le modeéle dilué dans [3]. La dériva-
tion des équations de Bethe pour la matrice de transfert de ce modéle pourrait venir compléter
les résultats de |3, 4].

e Modéles de boucles avec croisements des boucles au bord. 11 s’agit du travail de thése effectué
par R. Bondesan. Ces modeéles proviennent de chaines supersymétriques [13], et sont motivés par
Peffet Hall quantique (de spin) et les modeéles d’électrons désordonnés. Les modeéles de boucles
que nous avons étudiés ici sont plus simples mais ils constituent un bon point de départ pour
ce sujet.

o Théories logarithmiques. 1l s’agit 14 d’un sujet majeur actuellement, essentiellement le seul
sujet majeur encore ouvert en théorie conforme aujourd’hui. Il est trés probable que des progrés
dans les théories logarithmiques puissent apporter des réponses a des questions importantes qui
n’ont jamais pl étre résolues avec les théories conformes “classiques” : théorie de la transition
entre plateaux de l'effet Hall quantique entier, théories conformes pour les systémes désordonnés,
exposants de type “backbone”, etc. La difficulté des théories logarithmiques réside dans le fait que
les méthodes traditionnelles de théorie conforme, qui reposent le plus souvent sur des contraintes
algébriques a priori (comme la rationalité, I'unitarité, les symétries additionnelles, etc.), ne
sont d’aucune utilité, puisque par définition une théorie logarithmique ne posséde pas de telles
propriétés. Dans ce cas, 'approche plus pédestre qui consiste & définir des modéles sur réseau
et & essayer de comprendre la théorie des champs qui décrit leur limite continue semble trés
raisonnable. Les modéles de boucles peuvent étre utiles en ce sens.

Dans le cas que nous avons déja évoqué ou les paramétres n et nq prennent des valeurs par-
ticuliéres, I’algébre de Temperley-Lieb avec un bord n’est plus semi-simple. Au lieu de prendre
des quotients de représentations génériques pour obtenir des représentations irréductibles (ce
que nous avons fait dans cette thése, voir 'annexe), on pourrait évidemment garder des re-
présentations indécomposables, et obtenir des modéles logarithmiques. De maniére générale,
trouver des modéles sur réseau avec des structures indécomposables et des cellules de Jordan
n’est pas difficile en partant des modeéles de boucles, mais cela ne donne pas nécessairement
beaucoup d’informations sur ce qui est vraiment la structure algébrique dans la limite continue.
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Ces modéles sont en général intégrables, mais I’Ansatz de Bethe ne donne accés qu’au spectre
de la théorie, qui, dans le cas des modéles de boucles présentés ici, n’est jamais que le spectre
de la chaine XXZ [8] ou du modéle a 19 vertex de Fateev-Zamolodchikov [14], qui sont des mo-
déles étudiés depuis trés longtemps. Pour étudier vraiment les théories logarithmiques, il faut
aller plus loin que le spectre, c’est-a-dire s’attaquer vraiment & la structure indécomposable des
modules. On sait [15] qu’il existe des nombres b qui caractérisent la structure algébrique dans la
limite continue. Nous avons expliqué [16] comment ces nombres b peuvent étre définis en taille
finie sur le réseau dans certains modeéles de boucles avec bord. On espére alors qu’ils convergent
vers une valeur universelle de b dans la limite continue. Avoir une meilleure compréhension
analytique de ces nombres b, autant sur le réseau que dans la limite continue, serait vraiment
un progrés important. Une autre question cruciale est de comprendre le lien entre la théorie
avec bord (qui ne contient qu’une algébre chirale) et la théorie compléte (qui mélange le secteur
chiral et antichiral).

Un autre progrés concernant les théories logarithmiques serait de construire une observable
qui fasse intervenir clairement la structure indécomposable. Les modéles géométriques comme
les modéles de boucles pourraient étre utiles pour cela. En particulier, il serait intéressant de sa-
voir définir une observable “logarithmique” qui fasse intervenir un parameétre d’indécomposabilité
b et qui puisse étre calculée, par exemple, avec SLE, ou encore dans une simulation Monte-Carlo.

o Modeles géométriques avec branchements. La géométrie critique est bien comprise dans le
cas des modeéles de boucles, aussi bien du point de vue des théories conformes et du gaz de
Coulomb que de SLE. Mais tous les objets géométriques intéressants ne sont pas nécessairement
des boucles. L’exemple le plus élémentaire est donné par le modéle de Potts & Q = 3 états,
ou les parois de domaine possédent des branchements. Peu de résultats ont été obtenus sur ce
sujet pour l'instant, et il n’est méme pas clair que ce type d’objets soit vraiment distribué selon
une mesure invariante conforme dans la limite d’échelle. Pour le modeéle de Potts, des résultats
ont été donneés dans [17, 18]. Il semble en particulier que ’on puisse définir des équivalents des
exposants & k pattes pour les parois de domaines [19]. La plupart des résultats obtenus jusqu’a
présent sont numériques, une description analytique de ce type d’objets manque cruellement.
En particulier, pour l'instant, et pour autant que je sache, ces interfaces avec branchements
semblent totalement hors de portée des approches de type SLE.

e Ftats de bord ouwverts, fidélités et “quantum quenches”. Dans une série d’articles récents,
Cardy et Calabrese ont montré comment utiliser les théories conformes pour obtenir des résultats
sur ’entropie d’intrication (de von Neumann) dans des systémes critiques en 1+ 1D, aussi bien
statiques dans des systémes périodiques ou avec bords, que dynamiques (aprés une “trempe
quantique”, ou “quantum quench”). Vraisemblablement, dans ce contexte de théories conformes
et d’entropie de von Neumann, il reste peu de cas physiquement pertinents qui n’ont pas été
étudiés par ces auteurs. Le cas de systémes de taille finie dynamiques, cependant, n’a pas encore
été vraiment exploré dans ce contexte. En particulier, dans un systéme critique de taille finie,
les niveaux d’énergie sont commensurables et I’évolution du systéme doit donc étre périodique
dans le temps. Il est amusant de voir comment cette périodicité est obtenue dans les calculs de
théorie conforme, et de comparer ces résultats exacts avec des résultats numériques. Un autre
travail en cours concerne l'extension de résultats généraux obtenus par Cardy et Calabrese
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sur lentropie de von Neumann a d’autres quantités mesurées (numériquement) couramment
dans la communauté de I'information quantique, en particulier & différents types de fidélités.
Ces fidélités sont définies comme le recouvrement de deux fonctions d’onde, en général des
états fondamentaux de deux Hamiltoniens ou l'on allume/éteint une interaction. Ce type de
quantité se comporte de maniére radicalement différente selon que l'on est dans un régime
massif ou proche d’un point critique quantique. Dans ce dernier cas, on peut mettre & jour
diverses quantités universelles dans ces fidélités. Les résultats présentés dans le chapitre IT sur
les états de bord “pantalon” et complétement ouverts, et de maniére plus générale les théories
conformes avec bord, sont utiles dans ce contexte.
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ANNEXE A

Boundary extensions of the
Temperley-Lieb algebra :
representations, lattice models and
boundary conformal field theory

A.1 Introduction

The Temperley-Lieb algebra arises in a lot of well-known lattice models in statistical physics.
In this appendix we present its boundary extensions, giving more technical details than in the
main part of this thesis. As an introduction to this appendix, we recall some well-known results
about this algebra and its representations. We will introduce the boundary extensions only in
the following section.

A.1.1 The Temperley-Lieb algebra

@

To begin with, let us fix the notation [a], = q;:;; . The Temperley-Lieb algebra T Ly is

defined by its generators e; (1 <i < N — 1) satisfying the relations

’i — j| >2 = €;€j = €;€; (Ala)
e? = [24ei (A.1b)
€;e;+1¢; = €5 (A.lc)

The algebra T'Ly can be viewed equivalently as the algebra of diagrams acting on IV vertical
strands as
O
o=l X ]

N

then (A.1b), (A.lc) write respectively
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and

N

A.1.2 Representations in the generic case

In the generic case (that is, when ¢ is not a root of unity) the irreducible representations of
the Temperley-Lieb algebra T'Ly are well-known and especially simple. They are given by the
sets of half-diagrams with s strings and (N — s)/2 half loops. The action of the ¢;’s on these
states follows from the graphic representation, with the additional rule that two strings cannot
be contracted with each other, so the action of e; on two strings on the sites ¢ and ¢ + 1 is zero.
Let us give as an example the three generic modules Vy, V5 and V4 on N = 4 strands :

RV

vo—{\@} va= g 1Y Vi= {11111,

The dimensions of these representations can be easily computed, and they are

dim (Vs) = < N]\—fs > - < N—ivi 1 ) : (A.2)

2 2

By convention, the module Vy is reduced to zero if s > N or s # N mod 2.

A.1.3 Representations at root of unity ¢ = ¢'mit

Statistical models such as the Ising model, three-states Potts model or RSOS models all cor-
respond to ¢ = e"mT with m integer. In that case the generic modules are no longer irreducible,
but have an indecomposable structure. Again, let us give some example. Consider ¢ = e's (so
[2]; = 1), and the generic modules Vy and V, of the example above with N = 4. The injection
from V4 to Vg

— & - UU (A.3)

is then a morphism, since both states are annihilated by e, e and es. The image of V4 by this
injection is then a submodule of Vg, isomorphic to V4. We can quotient out this submodule to
obtain an irreducibe representation. In the example we are considering, this representation is
trivial : it has dimension 1 and eq, es and e3 act as the identity (note this is compatible with
the relations (A.1) only because 2], = 1).

Now we arrive at a simple but very important and fundamental remark. In the example we
have just considered, N = 4. It is clear, however, that the same mapping holds for N > 4 since
it is sufficient to replace the four strings of every state in V4 by the same state as before. It is

128



clear that this defines again a morphism from Vy to Vy. To complete our example, this morphism
for N =6 would be

v — YYU-uUuvu
IVl — Y U
HUIl — & - UUVU
VI — Y UV
VI — U\ - UUV

This time, however, this is not an injection. The kernel must also be a module. Here it is one
dimensional, generated by the state

VI = 1TYUITTHE+ 11TV = 11TV
and is isomorphic to Vs. Thus for N = 6 we have the following exact sequence
0 Vo Vs Vs 0. (A.4)

The modules Ws = Vs, Wy = Vu/Ws, Wo = Vo/W, are irreducible. Note that if we had
taken N larger, then we would have a longer exact sequence, and of course more irreducible
representations.

We turn to the general case now. For m integer, ¢ = ei#, and s < m we have the exact
sequence [9]

Vs < Vatma1)—2—s < Vome1)4s < < Var(me1)—2—s < Vok(mt1)4s < - (A.5)

As we have described in our example, this does not depend on N. Of course we work with the
convention that Vs = 0 if s > N, so the sequence is actually finite. We can define the irredu-
cible modules Wy as Ws = 0 for s > N and Way(mi1)-2-5 = ng(m+1)—2—s/lm (V2k;(m+1)+s)
and Wap(m+1)+s = Vok(m+1)+s/IM (Wg(kﬂ)(erl),Q,s), where I'm stands for the image of the
morphisms appearing in the sequence (A.5). For s < m, the representation W; is well-known
in physics : it is the RSOS? representation. Let us conclude this introduction by giving a small
description of it. The space is the set of Dyck paths

‘h> = ‘h07h17"'7hN> (AG)
with h; € N*, satisfying the condition
|h1 — hi+1| =1. (A?)

The action of the Temperley-Lieb generators on these states is

_\1/2
ei|h) = On v by D M

h
o [hit1lq

‘ho,...,ﬁi,...,hN>. (A.8)

2Restricted Solid On Solid
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We must specify the boundary conditions. Take hp = 1 and hy = 1 4+ s. When m is not an
integer (g is not a root of unity), the space of paths satisfying (A.7) and with those boundary
conditions is isomorphic to Vs. Now if m is an integer, the paths satisfying Vi, h; € {1,...,m}
decouple and form a submodule isomorphic to Ws. This last representation is the RSOS one
(with m an integer, and s < m).

m—+ 1

1+s

1—14 141

Fic. A.1 - A state |ho, hi, ..., hyn) in the RSOS module V;. It satisfies the constraint (A.7), the
boundary conditions hg =1+ s and hy =1, and Vi, h; € {1,...,N}.

A.2 Boundary extensions of the TL algebra : definitions and
known results (generic case)

In this part we introduce the extensions of the Temperley-Lieb algebra which are the subject
of this paper. To our knowledge, these boundary extensions have been first introduced in [4] in
the case of one boundary operator, then studied for the two-boundary case in [6],[8]. We give
some review of the most important results appearing in these references in the next sections.

A.2.1 The boundary algebras 1BTL and 2BTL

We introduce the "blob" operator acting in our graphic representation as

i
N
and satisfies the relation

1 >2 = blei = eibl (A9a)
o= b (A.9b)

1
61b1€1 = mel (A.9C)

[Tl]q
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so in the diagrammatic framework, a closed loop carrying a blob is given a weight [T[IT Jlrﬁl]q instead

of [2],. The algebra generated by the e;’s and b; is the one-boundary Temperley-Lieb algebra
on N strands 1BT Ly.

To obtain the two-boundary Temperley-Lieb algebra 2B7T Ly, one can simply add a second
blob operator bs acting as

[+l
N
and defined by the relations

1 <N-2 = bgei = eibg (Al()a)
b = by (A.10b)

1
eNflbgeNfl = mt}]\[,l (A.lOC)

[rolq

We add to these relations the commutation of the two blobs
b1by = boby. (A.11)

In what follows, we will assume that N is always even when we work with the two blobs. In
that case it is possible to have closed loops touching both boundaries. In order to have a finite
algebra, we decide to remove these loops with a weight n19 in our diagrammatic representation.
This corresponds to the quotient

N N N N
H €; b1 b2 H €; H €; = N2 H €; (A12)
i=1 i=1 i=1 i=1
i even i odd i even i even

which can be represented as
(VAV] VAV
= Vv .
nN n N

The definition of the algebra 2BT Ly then includes all the relation (A.1), (A.9), (A.10), (A.11),
(A.12). In [6],[7] and [8] it has been shown that the following parametrization of n1a was quite
natural.

>C
>C

[T1+T251+T12 ] [Tl +T2;1*T12 ]

q
[r1]qlralq
In particular, the parameter 712 acquires a nice interpretation in conformal field theory, as will
be shown later in section A.5.

nig = 1 (A.13)
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A.2.2 Generic irreducible representations of 1BT L

The generic representation theory of the one-boundary Temperley-Lieb algebra follows the
one of the ordinary Temperley-Lieb algebra. Note that in the case of 1 BT L, generic means that
r1 is not an integer. Again, the generic modules are given by the sets of states with (VN — s)/2
half-loops and s non-contractible strings. The half-loops situated on the left of all the strings
can carry a blob, as can the leftmost string. Since by is a projector, if the leftmost string is given
a blob, then it can never disappear under the action of the e;’s or of b;. The same remark holds
for the orthogonal projector 1 — by. So actually there two generically irreducible representations
for a same number of strgins s > 0, related by the "blobbed /unblobbed" transformation

bl —1— bl (A14)

We note the action of 1 — b; with a square instead of a blob. Note that the weight of a closed

- [TE:]{I]‘Z = [7[21;:}2]‘1, so the transformation (A.14) is the

same as taking r; — —ry in the definition (A.9). Let us give some graphic example of modules.
Consider N = 4, then the non-trivial modules are

loop marked with a square is just [2],

Uy
Y $U U
v U b U |

Vo1BTL =\ ) y V2 =1 U+l V=19 Usl
Ry, Vel Wb
W

VI {4111} ve={#I11}.

All the modules follow from a Pascal triangle construction (see also [4])

} :
+|/ \U/ \+|

Ay

1 U +U n
Y Yt
Y Y4

where the successive states are constructed as follows. All the states in a module on N + 1
strands can be obtained from the two modules on N strands which lie above it in the Pascal
triangle. If this module is on the right in the right part of the triangle, one adds a string to
each states of the module, and the two rightmost strings are contracted with each other to
give a state on N + 1 strands with the right number of strings. If the module is on the left,

132



one adds a string on the right of each state. Of course, in the left half-triangle the two rules
are inverted. This construction gives all the generic modules, as shown on the previous picture.
Their dimensions can be read immediately on Pascal triangle

dim (vﬁ) = dim (V¥) = ( N];_fs > . (A.15)

Note that these relations can be easily related to the dimensions of the generic modules of the
Temperley-Lieb algebra T L. To see this, consider for example a generic module V;’, and replace
each half-loop carrying a blob by a couple of strings. This gives exactly the states appearing in
the modules of T'Ly, with at least s strings. So we see that

dim (VS”): ZN: dim (Vy) (A.16)

s'=s
s=N mod 2

in agreement with (A.2) and (A.15).

A.2.3 Generic modules for 2BTL

The generic modules for the two-boundary Temperley-Lieb algebra have been studied in [6]
and [8]. The principle is quite the same as for the one-boundary case : the modules are given
by the sets of half-loops and strings, some of them carrying black or white blobs. The black
blobs are all on the left of all the white ones, and they cannot be between two non-contractible
strings. The action of the generators e;, by and by follows from the graphic representation. For
example, the module Vo7, for N = 4 strands is

UU dJU Ul Yk
. Ve o LU | U | Ve
TIYY L BY Y Y
Note that the dimension of this module is related to the ones of the 1BT L modules exactly as

detailed for the relation (A.16) : replace each half-loop carrying a white blob by a pair of stings.
Clearly, this gives again all the states of the generic modules of 1BTL, so we have simply

N N
dim (Vosprs) = dim (Voupre) + Y dim (vg) + Y dimy =2V, (A17)
s:]\ﬁ?vgod 2 s:]\ﬁ??god 2

For the modules with strings, there are four different modules related by the transformation
(A.14) for by or be. Again let us give some simple example, with N =4 and s = 2

oy $ oy oy
$o1 $o L $ po
Y S TVE S SRV O SV QST VI G ()
Ut Ut Vs Uk
Yo | Y e Yo |
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Again we can apply the trick leading to (A.16) to compute the dimensions of these modules.

dim (vfb) - EN: dim (Vf,) - EN: ( N]; > (A.18)

s'=N mod 2 s'’=N mod 2

A.3 Jones-Wenzl projectors

In the study of the representation theory of the Temperley-Lieb algebra, there is a set of
idempotents playing a central and crucial role, called Jones-Wenzl idempotents or projectors
in the litterature. In this paper we want to extend the definition of these objects to the case
of our boundary algebras 1BT'L and 2BT' L. To begin with, let us recall what the Jones-Wenzl
projectors are in the ordinary Temperley-Lieb algebra. They are defined inductively for q generic
by

P =1 A
{Pk-i—l = Pp— [k[—i-}l] Pre, Py, (A.19)
For example,
P o= |
P= || =eh
o= | f AL TR —se A 6 N

The crucial property of the Py’s is
Vi<k, eP,=Pe; =0. (AQO)

Note that this property implies that Py always acts trivialy in the generic modules of T'Ly : it
acts on Vy as the identity, and on all the other modules as zero. So the only state on N strands
which is not annihilated by Py is the "full-string state"

——

N

It is an easy exercise to prove that the Pj’s satisfy the property (A.20) starting from (A.19).
The two following statements are proven simultaneoulsy by induction
— Pryiep =exPry1 =0

— k1 lpyierq1 = %kﬂ% Pregy1 = {kiﬂzek—klpk-

A.3.1 Jones-Wenzl projectors for 1BTL

It is not difficult to extend the definition of the Jones-Wenzl projectors to the 1BTL case.
They must be projectors on the "full-string states", either blobbed or unblobbed. So there are
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two series of such projectors, related by the usual blobbed /unblobbed transformation (A.14).
We define them as the elements of 1BT'L which satisfy the properties analogous to (A.20)

Vi <k, eP?=Ple;=ePd=Ple=0. (A.21)
and the additional relations

WP = Plby = P! (A.22a)
(1-0)P* = P*(1-b) = P~ (A.22b)

This is achieved with the definitions

Pl = I
T 29
and
P = 1-b
{P,:;l = pp - bt prepy (42

The three first blobbed projectors are

n g

R

HI—mi R -t nt — R bR+ e X+ et A

and the unblobbed ones are obtained by replacing the blobs by the usual squares, and r; by
—7r1. Again the projector Pf{[ act trivialy on the different generic modules of 1BTL : it is the
identity on VR, and zero in all other modules. To conclude this section, let us introduce the

o HHH
~——
k
then the induction which defines P is (with k strands in each term)
_ | _ []{ +r — 2](1
[k} +r— 1]q

In the next section we will work with the right and left blob, so we will need the following
relation including the right blob

= i

135

Ps

convenient notation




A.3.2 Extensions to the two-boundary case

Because of the right blob, it seems difficult to find a simple relation which defines all the
2BTL projectors by induction. A better way to define them is using directly the left and right
blob JW projectors. To do this, we will restrict our construction to the case N even. Note that
this is when loops touching both boundaries can appear, a situation which we treated with the
quotient (A.12). Let us define

[ri+jlglra+ 5 =g —[r+7—plglra+7—p—1lg

e A .25
P [7”1 +5 - 1](1[7“2 +7 - 1}q ( )

and ) ) . )
[T1+J—p— ]q{wﬂ—p— la (A.26)
1147 —1glra +J5—1g

BJ}p =

Then the projector PQbJI? is

1
b _ H =
P2j = aji ’

i=2 o

+ /Bj,l . + (_1)j_1Hp=lﬂ]7p
PO e
3,1¢45,2 Hp:l Qjp

. 1—1
P, TR
Qg1+ 21 0 i (R e

The key relations to understand this formula are

A~ A e
and

etc. The other terms are similar, except the last one which is

J@ = (0 j—1 +n12 5j-1) @

771NN 77NN
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Of course the coefficients have been computed such that
Pilej = e;Py) =0 (A.28)
then with this definition of PQle-’ we have
PPe; = Plle; =0 (i < 2j) (A.29)

PPy = b1 PY = Pylby = by Py) = P3Y. (A.30)

SO Pgbj? has all the natural properties extending (A.20).

A.3.3 Markov traces in 1BTL and 2BTL

As a first application of the objects we have just introduced, we would like to extend the
concept of Markov trace to 1BTL and 2BT L. There exist several ways to define the Markov
trace in the Temperley-Lieb algebra, more or less axiomatic. Here we give but a very naive
definition, but this will be sufficient to be extended to the boundary cases. The Markov trace
of an element M of T Ly is defined as follows. First, the Markov trace is linear, so we can
assume that M is a single word on the e;’s. Then M can be represented as a diagram with N
strands entering the diagram from the bottom and exiting at the top. The Markov trace of M
is obtained by gluing the top and the bottom of the diagram, and counting each closed loop
thus obtained with a factor [2],. For example,

PSRRI

1//'/,’ TN

’ AN WY

11710 Yy
Iy Vi, 2
Tr{eses} = Tr{ |A} = | K toy = [2]
n .\\r\\ g q

TN Y

vy N Y AR

vANSNSao 2,0y,

Ny S PRR AV

It is well-known that the Markov trace in the Temperley-Lieb algebra is related to the usual
traces over the generic modules by the relation

N
Tr{M}= Y  Dstry, {M} (A.31)
s:]\k???od 2
where the coefficients Dy are the quantum dimensions of the quantum group U, [SU(2)]
Dy = [s+ 1],. (A.32)

We want to give an elementary proof of the relation (A.31) relying only on the Jones-Wenzl
projectors, in order to extend it to 1BT'L and 2BT'L later. Assume that ¢ is not a root of unity,
so the modules Vs are irreducible. We define the following scalar product in the module V.
Consider two states v1 and v9 in Vg, and assume that each one corresponds to a single diagram
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with (N — s)/2 half-loops and s strings. Then turn ve uspide-down by a horizontal reflexion,
and glue its top with the top of v;. This gives a new diagram with closed loops and strings. If
the number of strings is not s, then the scalar product is defined to be zero. If it is s, then just
count each closed loop with a factor [2],. Again let us agree on this definition with some graphic
example

) = [UUIV
o) = |\ Y/

va) = UIVUIU

(vive) = ‘ w =1
(vilvs) = m O ‘ O: 2]2
(vifvg) = m =0

Note that our scalar product is not positive definite. This is not a problem, because we will just
use it as a tool to compute the Markov trace (A.31), so it just has to behave as expected from
the diagramatic representation. We have assumed that the modules V, are generic. This allows
us to consider some basis B which are orthonormed for our scalar product

then with our definition we have

Vbi, bj € Bs, (bilbj) = 0; ;. (A.33)

Now the next step is to remark that the elements of the Temperley-Lieb algebra can be repre-
sented as "ket-bra" products from two states in a same modules Vs. For example

VY (N1 = XX

and we would like to identify this as the element esese; of T'Ly. However, this is obviously not
compatible with the definition of our scalar product. The problem comes from through strings.
The element we have just drawn does not annihilate the states of the module Vy. Our scalar
product is not defined between two states belonging to different modules Vs, Vg (s # §'), and

)

we would prefer it to be zero. In order to do this, we can insert the JW projector PQ(JW between

the “bra” and the “ket”. This gives

11U o P o (N1 = XX = %_[%xx

We want to use this trick to construct an element of T'Ly which acts as the identity on the
module Vs, and as zero on all the other modules. For s = N this is exactly the JW projector
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Py, but we do not have any such object for s < N. However, we are ready to define it now.
Let us call Py s such a projector. Graphically, we can define it as the sum of diagrams obtained
when we insert the JW projector PS(JW) in the graphic "ket-bra" product of the states of the
basis Bs.
Prs= Y [b)yo P o (b]. (A.34)
beBs

With this definition, these projectors satisfy the completeness relation

N

Y. Pns=1 (inTLy) (A.35)
sz]ézrr(z)od 2

Indeed, this is true in all the irreducible representations so it has to be true in the algebra.

The completeness relation allows us to prove the relation (A.31) very easily. Consider again an
element M of TLy. Using (A.35) we have

and we can use this together with (A.34) to compute the Markov trace of M graphically (for
the picture we use N =4 and s = 2)

Tr =
beB, beB, |\ beB,
v
v
A /I //
\\’/
so we end up with the general formula
Tr{M} =Y Tr {PS(JW)} try, M. (A.36)
S

We have reduced the problem of computing the Markov trace of M to the one of computing the
Markov traces of the JW projectors. This can be very easily done using the induction relation
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(A.19), from which we can easily derive the property (this is often called “partial trace” or
“conditionnal expectation” in the litterature)

O

— L
Then we see that Tr {P,E,JW)} = [k[;g]t}qTr {P,gﬂv)} and Tr {PI(JW)} = [2],, so we recover the
quantum dimensions (A.32)
Tr {pym} =D, = [s+ 1. (A.37)

Now it is not difficult to extend the previous formalism to 1BT L and 2BT'L in order to define
Markov traces for these algebras, and to get a decomposition on the usual traces such as (A.31).
Note that the principal steps in the reasoning were :

— consider the generic case, so the generic modules are irreducible. Then introduce a scalar
product defined graphically by the gluing of the diagrams which represent the states.

— construct the projectors Ps; which act as the identity on Vs and as zero on all the other
modules. To do this, use an orthonormal basis B of the module Vs and the JW projector
P;.

— use the completeness relation for the Pg’s to compute the Markov trace of an element
of T'Ly. This reduces to a decomposition on the usual traces over the generic modules,
including some coefficients which turn out to be the Markov traces of the JW projectors.

All these steps can be repeated exactly in the same way for the algebras 1BTL and 2BT L. For
1BTL we thus arrive to the formula

Tr{M} =try, pr, + > Tr{P} tryeM (A.38)

5>0
a=b,u

and again the Markov trace of the JW projectors are computed inductively, using (A.23) and
taking the partial traces on the last strands. This gives Tr {Plb} = Intls 5 Tr{P,i’} =

[r1lq
Aritkly oy {Plffl}, so we have

[T1+k—1]q
+ s
Dl =Tr{pPt! = [+ A.39
{ } [’I“ﬂq ( )
and the corresponding relation for the unblobbed JW projector
pr=Tr{pry = ZT1tsl (A.40)
[—r1lq

In the case of 2BTL, only the computation of the Markov traces of the JW projectors P;‘jﬁ
(o, B = b,u) is a bit more difficult. Again this arises because we have no induction relation to
define these projectors. Here the key tool is the trace
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where in the rightmost drawing there are p loops in the middle, j — p on the left side and j —p
on the right side. These traces satisfy

tip = pti—1,p-1 + Bipti-1p

[r1+3lg [ra +dlg 1 p(1) 19b(2)
[rilg  [ralq =P

tjo =

tjj = (-1 +n120j-1) tj—1,-1.

The definition (A.27) of P2bjl-’ gives

I, 6, 1 5
TTPQJ—t]oJrZ( NPT |t + - Hﬂj,’p tj.j

k=1 Hp—l Qjp Qjj— 1+n125g,g L\ i

and with the relations given above we see that almost all the terms collapse. Only two of them
remain and they give

Tr {PQbe} = tj70 - tj—l,O

so we have

bb _ w | _ e — 1424
DY = Tr {PQN} =L (A.41)

and the corresponding formulas for Dg;‘, DQJ, Dj}' obtained by changing ry into —ry or Jand 7o

into —r9. Thus we have the decomposition of the Markov trace in 2BTL

Te{M}=try,,pp, + . Dol tr yos M. (A.42)

7>0
a,B=b,u

To conclude this first application of the boundary JW projectors we have just defined, we would
like to make some comment. This is not important for what follows, so it can be skipped by first
lecture. It is possible to modify our definition of the Markov trace in the algebras T'L, 1BTL,
2BTL to be a bit more general. This is particularly interesting for the study of loop models in
statistical physics, as they appear to be an important paradigm to study the critical Q-state
Potts models and the O(n) models. In that context, the partition function of these models on an
annulus is exactly the Markov trace of a power of the transfer matrix, which is an element of the
Temperley-Lieb algebra (or its boundary extensions if one considers a boundary loop model).
This has been studied in the context of conformal field theory in [5],[7]. For both physical and
combinatorial applications, it is interesting to be able to distinguish the contractible loops on
the annulus from the non-contractible ones. To do this, we can introduce a modified Markov
trace. We can decide that we draw all the Temperley-Lieb diagrams in R? — {0} instead of R?,
and when we compute the Markov trace, we give a weight [2], only to the contractible loops,
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and a weight [2], to the non-contractible ones. For example

With that definition, all the preceding steps can be repeated, and we arrive to the same de-
composition formulas for T'L, 1BTL and 2BT L. Again, this reduces to the computation of the
modified Markov traces of the JW projectors. This can be achieved exactly as for the usual
Markov trace : using the induction definition for the JW projectors in T'L and 1BT L, and the
formula (A.27) for 2BT'L. It turns out that these new coefficients do not depend on ¢ at all,
but only on x. The only effect of giving a different weight to the non-contractible loops is thus
to change ¢ into x in the coefficients Dy, DS or ngﬁ, as claimed in [2],[5],]7].

A.4 Magic parameters

The generic representation theory of 1BT'L and 2BTL is known and has been reviewed in
section A.2. Now we turn to the non-generic cases.

A.4.1 Gram determinants

Gram determinants are a convenient tool for the study of the irreducibility of the modules.
They are defined as the determinant of the matrix of the scalar products M;; = (v;|v;) where

the v; are the basis vectors of the modules Vg (or V¢ for 1BT'L, Ve for 2BTL). The scalar
product is the one we have defined for our discussion of Markov traces. For example Gram
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determinant of V§ for N = 4 is

ARVARARY
VIRV
Ut
0t

2], 0
1, 1 b
o1 P, | = DD

[+, [rtd

s o e

These objects are interesting because they locate automatically the points where the generic
modules are no longer irreducible. Indeed, it is equivalent to say that a generic module is
irreducible or that its Gram determinant is not zero. Note that this quantity is always polynomial
in [2], and [r1 + 1]4/[r1]q (and of course [Tiﬂ} and njo for 2BT'L), for convenience we do not

write explicitely this dependence in what follows). The degree of a zero of Gram determinant is
exactly the number of states which decouple from the others, so it has to be the dimension of the
submodule appearing at this special value. The total degree of the determinant corresponding to
a module Vs is exactly (N —s)/2 x dim (Vs), and the coefficient of the highest degree monomial
is always 1, (both statements follow by looking at the diagonal terms on the example above).
Then the expected form of such a determinant is

A =1] [pv ([2]q, M)} e (A.43)

[r1lq

where the product is over all the submodules of Vs which can appear at different special values
[r1t+1]q
: e
are simple and are precisely the points where the submodule V appears.

of the parameters [2], and , and py is a polynomial in those two variables whose roots

Some numerical conjectures have been made in [6], and the Gram determinant of the module
Vo,2B71L has been computed rigorously in [8]. We will see in the following sections that all these
results agree with our analysis of the irreducibility of generic modules based on the Jones-Wenzl
projectors we have just defined.
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A.4.2 Magic boundary in 1BTL

We begin with the one-boundary Temperley-Lieb algebra 1BT L with q generic and r; € N*.
In that case, there is a morphism
Ve Vi (A.44)

It is easily constructed with the JW projectors for 1BT L. Recall that it is sufficient to define
this morphism for N = s+ 2r; and it will extend naturally to greater V. Recall also that for r;
integer the JW projector P is well defined for k < r1. Consider the mapping from V¥, to V!

TR

s+2rq

(A.45)

where the black rectangle represents the projector P;). This is the morphism we want. To see
this it is sufficient to check that the state on the right is annihilated by all the e;’s. For the e;’s
acting on two strings (¢ > 2r1), this is obvious. For eg,,, this is true because the last strand
and the first string carry orthogonal blobs. For the other e;’s (i < 2rp) this follows from the
definition of the JW projectors, except for e,,. For this one, we need the partial trace of P

e m DIERTI
e

; [tk = g (A.46)
and we see that this term is zero for r; = k, so (A.45) is indeed a morphism. This extends
to greater N just by completing the states in (A.45) with as many half-loops as needed. By
construction, this mapping is always injective. Then V? contains a submodule isomorphic to

<120, Which can be quotiented out to give a new irreducible representation VOV, L

Now we consider 7] a negative integer, and look at the irreducibility of V¢ (of course, it would
be the same to consider 71 positive and look at V¥). It is not difficult, extending the preceding
idea, to establish what happens for s < (—r1). Consider the mapping

tl ] r———— )

2(—r1)—s s 2(—r1)—2s (A.47)

where the black ellipse is the JW projector Pfrl. It defines an injective morphism

VSV (A.48)
This comes from the partial trace of the projector P]f
O s,
i enndiNCE LA ol (A.49)
which is zero when k = —r;. Again, this shows that V? contains a submodule isomorphic to

Vo —s> and that we can quotient out that submodule to obtain a new irreducible representation.
Note that this construction does not work for r; > s, so we can guess in that case V? remains
irreducible.
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We can use the two morphisms (A.45) and (A.47) to make some guess about the Gram

determinant A®. Recall the general form (A.43). We know the special values of [T[lrir]t]q, S0 we

can deduce
- [r1 4+ 1q _ [k +1] :_{_Tl"‘k]q x DY
T PR P S AT A 430

and for k > s [ ] [ ] [ ]
O<7“1+1q_—k+1:7’1+kqoc b
T T Y e AR (A51)

so we can make the guess

(N+s)/2 dim(Vb ) (N=s)/2 ) u
Ao [T (Dg> e [1 @m0 (A.52)
k=s+1 k=1

and fix the normalization to one since we know that the leading term comes with a factor 1.
This result can be easily derived rigorously (see in appendix), and is consistent with the results
of [4] and [6]. The determinant AY is obtained from this one by exchanging b and u as usual.

We would like to give some description of the quotient representation ° [Viion, for r1 a
positive integer. In [5] the following idea appeared. Consider the states of a generic module Vq
for the Temperley-Lieb algebra. Add 1 — 1 "ghost" strings labeled 0, —1, ..., —(r; — 2) on the
left of all these states. U | |

...l o« g D
r1—1 N (s strings)

We could act with eg, e_1, etc. on the ghost strings, and then this would simply be the generic

module Vsy,, —1, but we will not allow this. We just allow the JW projector Pr(;ghOSt) to act on

the r1 — 1 ghost strings and the first strand, and we define ¢; = Pflgﬁ(ft)ei for 1 < ¢ < N. Note
that

1>2 = Pe =¢;Py (A.53a)
( Pr(lghost))z _  plaos) (A.53b)
& PEhostg, = Mél (A.53c)
[r1]q
so clearly Pr(f{hOSt) and the r; — 1 ghost strings have been introduced to play the role of b;. The

last identity comes once again from the partial trace of the JW projector?

Ly
|® _[T1+1]q ||||U
220 - T s
P (A54)

145



r+s
Ghost strings

r1

—(rhr=-1 -~ 0 1 2 i—14 i+1

Fia. A2 — A state }h_(rl_l),...,ho,hl,...,hN> satisfying h_(,,_1) = 1 and projected by
P(ghost)

i —1 5 80 hog =r1. This representation is isomorphic to Vb/ o

We claim that this is a representation of 1BTL, isomorphic to V?/ stor, - 10 prove this, it is
sufficient to show that P2 = 0 in that representation (recall the morphism (A4.45)). To do this,
it is simpler to turn to the height model framework presented in the introduction of this paper.
The ghost strings can be added as shown in figure A.2. This is clearly equivalent to the ghost
string representation we have just introduced because both can be viewed as the module V,, 145
of the Temperley-Lieb algebra. Recall the action of the e;’s on the states |hg,...,hxn) given by

formula (A.8). Then the ghost strings and the projector PT(lgE(iSt) is equivalent to say that we
work with the states |ho, ..., hy) satisfying the boundary conditions hg =71 and hy = r1 + s.

by acts as follows
bi|lho =7r1,h1,...,An =71+ 8) =0py 41 lho =71,h1,...,hn =71+ 5) (A.55)
and more generally, the blobbed JW projector P,f is simply
Pilho =71, By oy hy =71 4+ 8) = Opyprak [ho =71, o By oo Ay =71 +8) . (AL56)

The unblobbed JW projector is also very simple. For £ < r; — 1 it is a simple task to prove by
induction that

P;y|h0:T'l,...,hk,...,h]\[:’l"1+8>:5hk7r1_k|h0:Tl,...,hk,...,hN:’l“1+8>. (A57)

and then it follows from (A.23) that
Pt =0 (A.58)

as claimed. Of course, P}’ is not defined for k > r;, as expected from (A.23).

POf course the white ellipses here are our notation for the JW projectors P5***) not P! in 1BTL.
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We conclude this section with a simple but important remark. In the case r; = 1, we have the
injective morphism V¢ « V¥, for all s > 0, and we can consider the quotient representation
%4 /Vé o of 1IBTL. Note that here the quotient representation is isomorphic to the module
Vs for T'L, where the blob operator b; acts as the identity. In that sense, the one-boundary
Temperley-Lieb algebra 1BTL "reduces" to the ordinary one T'L when the weight of blobbed
loops is exactly the same as the weight of ordinary ones, which was to be expected intuitively.

A.4.3 Full restriction and RSOS representation

The Gram determinants for 1B7T'L show that the generic modules V¢ are still irreducible if ¢
is a root of unity but r; is not an integer. This is because the U,[SU(2)] symmetry is completely
broken by the blob in that case, so all what usually happens in the Temperley-Lieb algebra at
a root of unity simply does not occur here. Hence there is nothing more interesting to study in
that case.

When r; is integer, the quotient representations such as V°/V¥ 521 admit a ghost string
representation based on the T'L module V,, 145, as we have just seen in the previous section..
Then when ¢ is a root of unity, even the quotient representations of 1 BT L inherit some structure
from the ordinary Temperley-Lieb algebra, and hence from the quantum group U,[SU(2)]. In
that sense, the quantuam symmetry is not "completely" broken. The next interesting case is
then when g = ¢’ m+1 with both r1 and m positive integers, with which we deal in this section.

Let us begin with the quotient representation V/V% , viewed as a ghost string represen-
tation constructed from the T'L module V,,_115. We have the exact sequence following from
(A.5) when ;1 +s<m+1

VT171+8 o e VQk(m+1)—1—T1—s — V2k(m+1)+'r1—1+s e (A59)

and if we look at these modules as ghost string representations of 1BT'L we see

b b b
Vs/ 81f|-27“1 o VQk(m—l—l)—Zm—S/ng(m-i-l)—s - V2k(m+1)+s/V;k(m+1)+2r1+s e (A60)
This is a rigorous consequence of the well-known result (A.5) for the Temperley-Lieb algebra at
g = e'm+1 and from the equivalence between quotient representations at 71 integer and ghost

string representations. Agaln the successive quotients give irreducible representations of 1BT'L
at the special point ¢ = &' miT and 0 < ryr < m+ 1 — s. In particular, the representation

Wb = (Vb/ o) /Im( (1) —2r1 — AA m+1)+s> is a boundary generalisation of the RSOS

representation of the Temperley-Lieb algebra given in the introduction of this paper (figure
A3).

We can make the same analysis for the unblobbed module V¥ when 0 < s < r; — 1. When
q = e'm+1 m integer, the following mapping from Vg

" - S .
(m41)—2r1+5 to V¥ is an injective morphism

J |J@//+ |

s+2(m+1—ry) 2(m+1 r1) (AGl)
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m+1

r+ S

T

1 1
0 1 2 t—14 i+1

Fic. A.3 — A state |ho, h1, ..., hy) in the RSOS representation W of 1BTL.

and this comes from the partial trace of P,i’

- [r1+ k]q

k [r+ k=1 k—1 (A.62)

which is zero when £k = m + 1 — r1. Then we can repeat all the previous discussion, replacing
the blobbed modules by the unblobbed ones and r1 by m+ 1 —r;. Then we obtain the following
exact sequence

b b b
Ve I Valmit)—2rts < Vat1)(mt1)+2r —s/ Vok(m+1)—s < V;k(m—i—l)—i-s/VZ(k—I—l)(m—&-l)—21”(1—&-5 <—) e
A.63
analogous to (A.60). Again the quotients we can make from this exact sequence define irreducible
representations of 1 BT L with the special choice of m and r;. In particular, the representation
W¢ corresponding to the first quotient in the exact sequence is again a boundary RSOS repre-
sentation given by the states

lho, ..., hn), hi€{l,....,m} (A.64)

with the boundary conditions
h() =T hN =7rr—S. (A.65)

We would like to conclude that section by some conjecture. We think that (A.60) and (A.63)
are generalised by the inclusion diagrams

—2r1—s ~ V;)(m—i-l -~ Vb —2ri—s <~ Vb Am+D)+s = 770 (A66)

V2r1+s -~ V 2(m+1)4+2r1+s < V m4l)—s <"
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forr1 +s<m-+1and

\V2r1 s m+1)+5 - 2(m+1 +2ri—s <~ 4(m+1)+ =~ (A67)
2 -
m+1) 2r1+s 2(m+1)—s =~ 4(m+1) 2r14s S 4(m+1)

for s < ry — 1. The precise meaning of these diagrams is as follows. Each arrow stands for an

injective morphism. For example on the first diagram there is an injection from V o(m-+1)—2r1 —s

to Y and from Vi 45 10 Vb, Then we can consider the quotient representation

Wg = Vg/ (Vg(m+1)—2'r’1—s U V;rl—l—s) :

NV L, =V Uy ,» and this

The intersection of the two images is V 5 9(m-41)—

continues as shown on the diagram.

m+1)—2r;—s (m+1)+s

A.4.4 Non-generic representations of 2BTL

Now we extend what precedes to the two boundary Temperley-Lieb algebra 2BT L. Again
our strategy is to build morphisms from one generic module to another, and then quotient out
the image of these morphisms to obtain irreducible representation.

a Magic boundaries in the module without strings Vo 2pT1

We begin with the magic values of rjs (recall the parametrization (A.13)). The other pa-
rameters ¢, r; and ry are generic. Using the one-boundary JW projectors P;(l) and P]-b(Q) we

have
4 qrs
ere il th il bk S
[r1 47— glra+ 5 =1
(A.68)
so using (A.13) we see that for
rig=ri+r2—1+2j (A.69)

the right term of (A.68) is zero, so the following mapping is an injective morphism from VQb to

Vo,2BTL
A==
2 (A.70)

Again we can use the transformation (A.14) to extend this to the unblobbed modules when
ri9 = +r; £ ro — 1 + 25. Taking all these possible restrictions into account, we arrive to the
following guess for the Gram determinant of Vo7, on N (even) strands

N/2 {61T1+62T2—1+T12+2j} [61r1+62r2—1—r12+2j} dlm(vgéy)
2
Nossre < [ ] 1 ! (A.71)
j=1€1,e0=%1 [Tl]q{’l“g]q
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and again this is consistent with the numerical result |6] and with the rigorous derivation of [§].

As a particularly simple example, consider the restriction when r19 = 1 —ro9 — 14 2. Then we
have a quotient representation Vo 271/ Vg“. In this representation we have the following simple
rule for loops touching both boundaries

=e) (A.72)

Assume moreover that ro = 1. In that case we have an additional quotient Vo 2p7rr/ (Vg“ U V;“)

which can be written as
=& ad \$=1/ (A.73)

The representation thus obtained is isomorphic to Vo 1 prr, where by acts trivially as the identity
operator. Again this was to be expected, because the choice ro = 1 and ris = r1 corresponds
to giving the same weight to loops touching the boundary 2 as to those which do not touch it.
Then we should expect that the algebra 2BTL "collapses" to give the one-boundary algebra
1BTL. This acquires a precise meaning with the quotient representation we are considering.

b Magic boundaries with strings

We work with the module Vg;’, and we assume first that r; and ry are not integers and q is

generic, so all the JW projectors are well defined. Consider the following state with 25 strings
b)) o hq pPO

and k half-loops, on which we act with the one-boundary JW projectors Pﬁk and P,y
(Y .

_ [r1 +ro — 1+ 25 + k|y[k]q w:i}
so again we see that for r; + 19 = —25 — k + 1 the right term is zero and the following mapping
is an injective morphism from Vg? 4o, tO Vé’?.

AR ==

~—— ~N— —

2j+2k j 2k j (A.75)

Of course when ry is a positive integer the morphism (A.45) from ngl? Loy, 1O VS? still holds, and

we have an equivalent morphism when r9 is a positive integer. Putting all things together, we
arrive at the following guess for the Gram determinant on N strands

N/2—j dim (Vb dim (Vub dim(Vbv
Ag? ~ H (DSﬁkaq) ( 2]+2k> (Dz(l)) ( 2J+2k~) <DZ(2)> ( 2]+2k) (A.76)
k=1

and again this is the conjectured result of [5].
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Again, the "restriction from 2BT L to 1 BT L" acquires a precise meaning when we consider the
quotient representations. For ro = 1 it is easy to see that V2b/V2j+2 = VQJ and V3 b/V2J+2 =V
where by acts as the identity operator.

¢ RSOS representations of 2BT'L

Now we turn to the case when all the parameters take magic values : ¢ = w1 with m a
positive integer, and rq, 72 are both positive integers. We could again consider some ghost string
representation and deduce an exact sequence for the quotients representations, like (A.60) and
(A.63) in the 1BT'L case. However, it seems to us that the inclusion diagrams are more complete
and more interesting than these results on the quotient representation, even if we are not able
to prove them. When r; +r2 — 1 + s < m we conjecture that the following diagram holds

ub ub
V2r1+s V 2(m+1)—2(re—1)—s V2(m+1)+2r1+s T

bb bb
Vbb - V (m+1) 2(r1+r2 1) 2 m+1)+s V (m+1) (T‘1+7‘271)7s - ...
bu
V2r2+s \(m+1) (7‘1—1)—8 V (m+1)+27~2+5 ~—————
;(17{1-%7‘2)-&-5 u(qfn-&-l)-i-Q s
(A77)

other diagrams such as this one can be obtained by replacing for example b(1) by u(1) and 7
by m + 1 — 71 as in the 1BTL case. Again we can consider the quotient representation

Wbb = Vbb/ ( 2r1+s Vb(erl) 2(ri14+ra—1)—s U V27’2+S> (A78)

which is an irreducible representation of 2BT L with these special values of ¢, 1 and ro. Let us
give another example including the module Vg op7y. For 712 = 1 and 7 = ro = r we conjecture
that the following diagram holds

1 — Vbbm+1 —2r42 = 12 um+1)+ = (A.79)

e <

Vo,2BTL Varya Vuz}m+1)+2 -~
bb bu bb
V2(m+1)—2 WV 2(m+1) < Vi A(m+1)—2r = "

P
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and we can again define the quotient representation Wy 271

These examples have not been picked at random. To see where they come from, consider
again the RSOS framework. Consider the space of states

Hay+1,d ={lho=d1 +1,....hy =d2)}, h;€{l,...,m} (A.80)
with the condition
‘hl — hi+1| =1. (A.Sl)
Assume the blobs act as
by |h0 =di+1,hq,.. > = 5h1,d1 |h0 =di+1,hq,.. ) (A.82a)
bal....,hn—1,hn =d2) = Onn_ydoti]---shn—1,hn = d2) (A.82b)
(A.82¢)
then it is easy using (A.8) to see that
[m +1- dl]q
e1bie — e A.83a
101€1 i — dil, 1 ( )
do +1
eNflbgeNfl == @61\[,1 (A83b)
[da]
(A.83c)

so we can identify the parameters r1 and 79 as
rn=m-—d r9 = ds. (A.84)

We would like to identify the space Hg, 11,4, as a 2BTL module. It is not difficult, as in the
1BTL case, to see how the boundary JW projectors act in Hg, +1,4,- We have

b(1) “’L() =di+1,hq,.. > = 5hk,d1+1—k ‘ho =di+1,hq,.. > ( <m — T‘1)(A.85a)
YU ihg=di+1,h1,..) = Opoaisrenlho=di+1,h1,..)  (k<r —1)(A.85b)
P]S(Q) l...,hn—1,hy =d2) = Ohpn_podatk |...,hn—1,hn = d2) (k <m —ro{A.85¢)
POy hy =d) = Ony skl hvot hy =da) (k<o —1)(A.85d)
i P20, — PO P _ R g

Now remark that the module W with exactly s strands must contain a state |h) characte-
rised by
Py |h) =PI |h) = |h) (A.86)

Clearly such a state appears in Hg, 41,4, only when d; +1 > dy and s = dy + 1 — da (as shown
in figure A.4). Then we claim that in this case

Hay+1,d, = W3?+17d2' (A.87)
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m+ 1

di+1
\
\
N
\
\,
3 do
2
1 1

Fic. A4 — A state |h) in Hg, 414, (With N = di + 1 — d) which satisfies Ps(l) |h) =

o) 1+1—d2
Pd1+1—d2 ’h> = |h>

When d; + 1 < do, we can find a state satisfying
YO ) = PO |y = |h) (A.889)
instead of (A.86), with s = dy + 1 — dsg, so we claim that for dy + 1 < do
Hay+1,ds EWG g, 1- (A.89)

When d; + 1 = do, we have to take care of the states corresponding to loops touching both
boundaries. In the case we are studying here it is not difficult to see that we have

N N N
H €; b1b2 H €; H €; =0 (A.QO)
i=1 i=1 i=1

i even i odd i even

with our definition of the action of by and by in Hg, 41.4,, S0 We see that ni2 = 0 here, and then
r19 = 171 + ro + 1. The analysis we make here can be made systematically and the results are
given in table A.1. Corresponding results for the 1BT'L case are given in [5].

A.5 Relation with Boundary Conformal Field Theory

The Temperley-Lieb algebra was first introduced as a unifying tool for the study of several
integrable statistical models, such as the critical Potts model or the RSOS models. Those models
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Space blob 1 blob 2 71 79 712 isomorphic to. ..
Hay+1,ds hy =d; hny—1=do+1 | m—d; da W3?+1_d2
di+1>dy
Hay+1,ds hi=di | hy-i=do+1 | m—d do W ay—1
di+1<dy
Hat1,d hi=d hy_1=d+1 m—d d rr+re+1 Wo2BTL
Hay s hi=di+1|hy1=do+1]| dy dy Wb
dy > dg
Ha, do hi=di+1| hy_1=dy+1 di da de:—d1
d1 < dQ
Hd,d h1 =d+1 hN—l =d+1 d d r12 = 1 WO,QBTL
Hd17d2+1 h1 = dl +1 hN_1 = d2 d1 m — d2 ngu_dZ_l
d1 > dg +1
Hay,dy+1 hi=dy+1 hy—1 =d> dy m — da W312)+1_d1
d1 < dQ +1
Had+1 h1=d+1 hy_1=d d m-—d | rn+ra+1 Wo 2BTL
Hay+1,dy+1 hy = dy hy—1 =ds m—dy | m—dy de?—dz
d1 > dQ
Hay41,dp+1 hi = dy hy-1=dy |m—di | m—dy Wb
d1 < dQ
Hivri,d41 | hi=d+1 | hynoy=d+1 | m—d | m—d ri2 =1 Wo,2BTL

TaB. A.1 - 2BTL Modules corresponding to the RSOS models for different boundary conditions.
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are now well-known by physicists, both from the point of view of integrability and from the one
of conformal field theory. In CFT, the RSOS models arise as a particular series of minimal
unitary theories.

In [7], we have studied a conformal boundary loop model on the annulus. This model is
defined on a finite-size square lattice, and we gave some conformal theoretic arguments to find
the expression of the partition function of this model in the continuum limit. To be more precise,
our model is generated by the transfer matrix on N strands

Tn = b1boy ( H 1+ 61) (H 1+ 6i> (A.gl)

i even i odd
[r1+1]q
[r1]q

, and those touching both boundaries a

so the loops touching the first boundary are given a Boltzmann weight n; = , those

touching the second boundary a weight no = [r2+1]q
[T1+T2g1+rlz]q[T1+T2;1*T12L
[r1]qlralq :

[r2lq

weight nio =

FiG. A.5 — A configuration of the loop model studied in [7].

The partition function of this boundary loop model on an annulus is a Markov trace (or a
modified Markov trace if one wants to give different weight to non-contractible loops)

Z=Tr {(TN)L} . (A.92)
In particular, the partition function Z can be decomposed using (A.42)

7 = trvo,zBTL (TN)L + E ngﬁ t’l‘v.;_ﬁ (TN)L . (A93)
>0 !
a,B=b,u
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This partition function is computed in the scaling limit L, N — oo with 7 = L/N fixed. Let us
introduce the conformal characters

KB = ( lim  tr,,a8 (TN)L> (A.94)
’ L,N—oo Vs renorm.
then the conformal partition function must have the form
Z=Kooprr+ Y. Dy Kyl (A.95)
7>0
a,B=b,u

This is exactly what was found in [7], with the conformal characters
—c/24

q -
K T12—2n,r12 A96
0,2BTL P) nEG;q ( a)
—c/24
Kgb = q C/ Z thl+r2—1—2n,7‘1+r2—1+2j (A96b)
’ Plg) =
—c/24
KS;J _ 49 “ Z thl —rg—1=2n,71 —rg—1+2; (A.96¢)
Ple) =
—c/24
K;b - 4 C/ Z thrl+T27172n,7r1+r2—1+2j (A.96d)
’ Plg) =
qfc/24 N .
Kuu e —r1—ro—1-2n,—r|—rg—1+2j A96
& P(q) ;;;q (4.96¢)

where g = e (of course this is not the g of the quantum group U, [SU(2)]), P(q) = [[;>1 (1—4q"),

the central charge is
6

—1_ A.97
¢ m(m + 1) ( )
and the Kac formula for the exponents is
b - [(m+ 1)r —ms]? -1
hE dm(m + 1)

(A.98)

The same model with only one blob was considered in [5]. There the conformal characters
correpsonding to a 1 BT L transfer matrix where computed

q—c/24

K‘s — P(q) thl ,r1+s (Agga)
—c/24

K;L — qp(q) qh7r1,7T1+S (Aggb)

and finally, the conformal characters for the same loop model with free boundary conditions are
well known (see for example [2],[9])

—c/24
q h . h_ ;
K,=—— Llts Lilts ), Al
P) (q q ) (A.100)
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A.5.1 From boundary Temperley-Lieb algebras to Virasoro algebra : magic in
the spectra

Clearly, the conformal characters (A.99) for 1BTL correspond to a trace of the operator
qLo—¢/24 gver the generic Virasoro module V;. 45 or V_ _; 1. Then the continuum limit
(properly renormalized) of the trace of (T)* over the generic 1BTL module V? is a trace over
a generic Virasoro module. It seems rather hopeless to be more precise mathematically about
the correspondance between the Temperley-Lieb algebra and the Virasoro one here. However,
we can use the conformal characters directly to deduce some quantitative things using what
we learned about the non-generic representation of the boundary Temperley-Lieb algebras, and
see how this translates in the scaling limit to the representations of the Virasoro algebra. Let
us begin with a simple example. In the case r; = 1 we found that the quotient representation
Vb/ s1o 18 isomorphic to the T'L module Vg where by acts trivially as the identity operator.
Then in the continuum limit, for r; = 1, we expect to have the inclusion of Verma modules for
the Virasoro algebra V_,, _; +s+2 C Vp r+s- This is indeed the case, because it is a well-known
result that for r and s positive integers, we have the inclusion V_, ¢ C V, s (no matter what the
value of m is). We can even be more precise about te conformal characters. We expect when
T = 1

<L,}$IBOO riveve,,) (TN)L>renorm = K~ K5 = K, (A.101)
which is consistent with (A.99) and (A.100). This shows how the conformal characters of 1BT'L
reduce to those of T'L when r1 = 1. More generally, for ry a positive integer, we have seen that
we can consider the quotient representation of 1BTL V?/ sror, - The conformal character of
such a representation is then

b oy h
K= Ky, = Ty (4 =g (A-102)

and again this is an irreducible character of the generic Virasoro algebra (m generic).

In the case of the two-boundary Temperley-Lieb algebra 2BTL, we have seen that when
ro = 1 and 712 = 71 the algebra "reduces" to 1BTL in the sense that we can consider the
quotient representation Vg?/ Vg;»‘ ',o which is isomorphic to ng (where by = Id). This translates
to the conformal characters as

K3 — K3 = K (A.103)
and the same thing for ngb [Viia = Vs,
K — K3l o = K3;. (A.104)

For the module without string we have seen that Vo 2prr/ (VS“ U Vﬁ‘“) = Voaprr (where by =
Id) and again this translates to the Virasoro characters

KooBTL — KS“ — K3 = Ko1BTL- (A.105)
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The spirit of all these relations should be quite clear now : we claim that all the coincidences
which appear in the energy spectra in finite-size systems due to the non-generic representation
theory of the boundary Temeprley-Lieb algebras also appear in the scaling limit as inclusions
of Verma modules for the Virasoro algebra. For a system constructed out of the transfer matrix
(A.91), this is given exactly by the conformal characters (A.96), (A.99) and (A.100).

A.5.2 Conformal partition functions on the annulus for RSOS models

In this section we turn to the RSOS representation, so m is again a positive integer. In [3],
partition functions in the scaling limit for RSOS models on an annulus were computed, with
the following boundary conditions. The model is defined on a lattice of size N x L with periodic
boundary conditions in the L direction. The transfer matrix is

Ty = (H 1+ei) (H 1+ei> (A.106)
i even i odd

where the e;’s act on the RSOS states |hg, ..., hy) as defined by (A.8). Two different types of

boundary conditions on the leftmost heights are considered. The first one is to fix hg = a1, with

1 < a; < m for all successive states. The second one is to fix both hg = d; and hy = d; + 1

(or hg = d; + 1 and hy = di). We will refer to these two types of boundary conditions as "a"

and "d" boundary conditions. One can similarly impose boundary conditions on the rightmost

heights.

a "ay/ay" boundary conditions

Let us introduce once again the space
Hal,az = {‘ho =ai,...,hy = (12> ‘ h; € {L...,m} and |hi — hi+1| = 1}

which is a T'L module with the definition (A.8). The first question we would like to answer is
whether this module is irreducible or not. We claim that this is not the case and that it can
be decomposed in exactly the same way as the tensor product of two representations of spin
o1 = (a1 —1)/2 and o3 = (az — 1)/2 of U,[SU(2)]

min(o1+o2,m—1—01—02)

01 ® 09 = a o (A.107)
o=|o1—02]

so we have
min(ai+a2—2,2m—ai—a2)

Hay 0z = D Wi (A.108)

s=|a1—az)|
s=ai1+as mod 2

where the W; are the RSOS representations given in the introduction of this paper, with hg =1
and hy = 1+ s. Now using the generic conformal character (A.100) and the exact sequence
(A.5) we find that the character corresponding to the RSOS representation W is

Xs = Y Koptmatybs — O Kokgme1)—2—s- (A.109)
k>0 k>1
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This is nothing but the well-known Rocha-Caridi formula for the irreducible Virasoro characters.

Xs = X11+s- (A.110)

Using the decomposition (A.108) we find that the partition function of the RSOS model on an
annulus with those boundary conditions is, in the scaling limit

min(ai+az—2,2m—ai—a2)
Z

aifaz — Z X1,14s (A.lll)

s=|a1—az)|
s=a1+as mod 2

which is consistent with [3| and [1].

b "d/a" boundary conditions

Now we turn to the case of the boundary conditions hg = d, hy = d+ 1 and hy = a. We
consider the space

Hd7a:{‘h0:d,...,h]v:a> ‘hiG{l,...,m} and ‘hi—hi+1|:1}.

Note that we do not impose h; = d + 1 in the definition of Hg,. This time we take the transfer

matrix
TN:b1<H 1+ei> (H 1+ei> (A.112)

i even i odd
where b; acts as
bi |ho =d, h1,...) = Ony ,d+1 |ho, R,y .. .) - (A.113)

This case was treated in section A.4.3 and we have seen that with this action of b; we have
ri=d, and ifa > d

Haa EWP_, (A.114)
elseif a < d

Haa = Wi—q (A.115)

as 1BTL modules. Then using the generic characters (A4.99) and the diagram (A.66) (or (A.67)
in the second case) we see that the conformal character corresponding to W? is

b b b
Xs = Z (K2k(m+1)+s - ng(m+1)+2r1+s> - Z (K2k(m+1)—27'1—s - K;k(m—&-l)—s) = Xr1,r1+s

k>0 k>1
(A.116)
which is again the Rocha-Caridi formula for the irreducible Virasoro character x,,  +s. The
second case is similar and we find

Xs = X—r1,~ri+s- (A.117)
In both cases, we end up with the partition function in the scaling limit
Zdja = Xd,a (A.118)

which is again a result consistent with [3] and [1].
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¢ "di/d2" boundary conditions

We turn to the last set of boundary conditions now. We take for example hg = di + 1,
hy =di, and hy_1 = d2 + 1, hy = do. Then the space we consider is

Hay+1.d, = {lho=d1+1,....;hy =d2) / hi € {1,....,m} and |h; — hip1| =1}
which is a 2BT L module with the following definition of by and b
b1 ’ho =di+1,hq,.. > = 5h1,d1 |h0, hi,.. > . (A.llg)

and

bal....hn—1,hn =d2) = Ohy_ydot1 |-  AN—1, ANy = d2) . (A.120)

The transfer matrix is given by (A.91). This is exactly the case we dealt with in section ¢, so
we just have to apply the results given in that section and in table A.1. We have seen that for
di1 + 1 > dy we have

Hay+1,d, = Wzli)llj—i-l—dg (A.121)

and using the conformal characters (A.96) together with the diagram (A.77), the character
corresponding to dell’ 41_g, Writes

bb
Xs = ZK2k(m+1)+ ZK%(WFU Aritra—1)=s

k>0 k>1
ub
- Z K2k:(m+1 )+2r1+s + Z KQk(m—i—l)—?(rg—l)—s
k>0 k>1
bu
- Z K2k(m+1)+2r2+s + Z Kolma1)=2(r —1)—s
k>0 k>1
uu uu
+ Z 2k(m~+1)+2(r1+r2)+s Z K2k(m+1)+2—s
k>0 k>1

which is again a Rocha-Caridi formula for

ri+ro—2
ng Z X14n,r1+ro—1+s- (A.122)

n=|r1—ra|
n=r1+re mod 2

The case of the second diagram (A.79) is similar. According to table A.1, it corresponds to the
boundary conditions hg = d, hy = d+ 1 and hy_1 = d+ 1, hy = d. In that case we have
r1 = ry = d and r12 = 1, and the space we have to consider is Hy 4 = Wy 2prr- The character
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of this module is obtained with the diagram (A.77)

bb
Xo = KO_E <K2k(m+1) K2k(m+1) 2d+2>
k>1

=3 (Kstnsyoa = Emsnyraaes)
k>0

- E , 2k m+1 +2+ZK% m+1)

k>0 E>1
_EK k(m+1) 2+§:K2km+1

k>0 E>1

_0/24 r—1

Z Z ( hiton142k(m+1) th+2n,—1+2k(m+1)>

n=0keZ

which gives the sum over irreducible Virasoro characters

min(d—1,m—d—1)

Xo= >, Xifonl (A.123)
n=0

Such formulas can be obtained in all the cases listed in table A.1. They all agree with the general

formula
min(d1 +do—2,2m—2—d; 7d2)

Zdydy = Z X1+n,1- (A.124)

n=|d; —ds|
n=d1+dz mod 2

According to Cardy [1], the partition functions (A.111), (A.118), and (A.124) must be in-
terpreted as a fusion rule of an operator ®;, creating the "a" boundary condition, and ®4
creating the "d" boundary condition. This is a purely conformal theoretic point of view. In
the boundary Temperley-Lieb approach we develop here, these partition functions come from
finite-size considerations. In particular, the diagrams we draw in sections A.4.3 and ¢ can be
viewed as a finite-size construction analogous to the Rocha-Caridi one in CFT. Clearly, in our
derivation of (A.111), it is the decomposition of the space Hg, 4, following the tensor product
rules of Uy[SU(2)] which gives its final form to the partition function, consistent with the fusion
Dy 4, X Py 4,. For the "d" boundary condition, however it is rather surprising that we have to
go through such complicated computations before we arrive at the nice formula (A.124).

A.6 Derivation of Gram determinants for 1BTL

In this additional section we come back to the Gram determinant for the generic representa-
tions of 1BT'L. We give an elementary proof of formula (A.52). The Gram determinants of the
generic modules of 1BTL are very easily computed as follows. We use the one-boundary JW
projectors (see relation (A.23)) and the Pascal triangle construction to build a basis where the
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Fia. A.6 — Pascal triangle construction for the basis of the 1BT L generic modules. The black
ellipses and rectangles are the one-boundary JW projectors defined by (A.23). Two different
states in the same module are orthogonal.
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scalar product matrix is diagonal. Then a simple induction relation for the Gram determinants
follows from the Pascal triangle, which implies (A.52).

The Pascal triangle construction is shown in figure A.6. We use the following rules to build

the basis of the different modules.

— If one goes to the left in the left half-triangle, then one simply adds a string on the right
of the state with s strings we are considering. The s + 1 strings carry the JW projector

-

— If one goes to the right in the left half-triangle, one adds a new strand on the right of the
state, which we contract with the rightmost string. Since the string was attached to the
other ones by the JW projector P}, the new half-loop is attached to this projector too.
This produces a state with s — 1 strings.

— If one goes to the right in the right half-triangle, one adds a string on the right of the
state with s strings. The s 4 1 strings carry the JW projector PSI’H.

— If one goes to the left in the right half-triangle, one adds a new strand on the right of the
state, which we contract with the rightmost string. The new half-loop thus obtained is
attached to the JW projector PP

With these rules, it is clear that each state in a generic module V? or V¥ is in one-to-one
correpondance with a path on the Pascal triangle. Moreover, note that if two states are different,
then one can check that their scalar product (see section A.4.1) is zero. This can be seen by
considering the first time the two paths correpsonding two the two states differ from each other,
and looking at the action of the JW projectors.

The norm of each state can be read directly on the Pascal triangle. Using the rules above and
the relation (A.49) for the partial trace of a one-boundary JW projector, the norm of a state
can be computed as follows, using its path representation on the Pascal triangle.

— Each time one goes from a state with s unblobbed strings to a state with s — 1 unblobbed
strings (ie to the right in the left half-triangle), the norm is multiplied by D¥/D¥ ;.

— Each time one goes from a state with s blobbed strings to a state with s — 1 blobbed
strings (ie to the left in the right half-triangle), the norm is multiplied by D%/D%_,.

— The other movements in the Pascal triangle do not change the norm of the states.

Another important fact is that the identity operator appears with a factor 1 in every JW
projector. This is shows that the Gram determinant computed in our Pascal triangle basis is
the same as the one considered in section A.4.1. Now we are ready to derive an induction
relation for the Gram determinants for 1BTL. Let A%(N) be the Gram determinant of the
generic module V? on N strands (and the same for the unblobbed module). Then the rules
given above for the Pascal triangle construction give for s > 0

dimV?

s+1 (N)

AYN +1) = (D /DY) AL ()AL (N) (A.125)

and the same equation for the unblobbed determinant, with b replaced by u. For s = 0 we have

dimVb(N) o
) 0 O A () AY(N). (A.126)

Ag(N +1) = (Dg’
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Since the modules for N = 1 are trivial, we have simply A%(1) = A%(1) = 1. Then by induction
we the formula (A.52) is proven.

This construction can be adapted to the Temperley-Lieb algebra, where the Pascal triangle
(say the Bratelli diagram in that context) is truncated. However, it seems difficult to use it for
the two-boundary algebra 2B7T L, because here there is an important difference between the odd
and even numbers of strands, which make a generalisation of the Pascal triangle difficult. Hence
we have not been able to derive formula (A.76) rigorously yet. Recall that formula (A.71) was
proven in [§].
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