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Cristallisation en milieu confiné : modéle pour lanucléation et le
madrissement d’Ostwald

COURNIL Michel

Centre SPIN-LPMG, Ecole Nationale Supérieure dasellide Saint-Etienne
158, Cours Fauriel, 42023 Saint-Etienne cedex 2

Résumeé

Les modeles utilisés en cristallisation industeieont essentiellement congus pour représenter la
formation et I'évolution d'entités isolées dans Ealution-mere alors que dans les systémes indlsstiu
naturels les cristaux sont couramment proches. okcision d’une modélisation du mdrissement
d’'Ostwald, nous avons montré la pertinence etidaéité d'un modéle numérique a une dimension
d'espace qui rend possible I'étude théorique deslatipn de nombreux cristaux éventuellement trés
proches. Les situations de cristallisation en mileonfiné semblent se présenter de plus en plus
couramment (microréacteurs, milieux poreux, mikawant) et nécessiter des modélisations adaptées.
Nous avons voulu étendre notre expérience de laélisagion du mdrissement d'Ostwald au cas de la
formation de germes en milieu d'extension rédditgedier I'influence du confinement. Notre intésiéist
particulierement porté sur :

- l'interaction entre nucléation et mdrissement@urs des processus ;

- la validité des lois classiques de nucléatiorest modifications nécessitées par le confinement a
niveau de la possibilité effective de nucléatiodenombre de germes formés ;

- l'influence de divers parameétres : sursaturatiorétique de croissance, extension du milieu.

La communication proposée ici présente le modéteaniceuvre et quelques-unes de ses applications et
entend ouvrir une discussion sur ses applicatiotangielles.

Mots-clés :nucléation, mQrissement d'Ostwald, cristallisatioricroréacteurs

1. Introduction

Les modéeles d’évolution des milieux granulairescenrs de cristallisation font généralement appel au
formalisme des bilans de population. lls reposentusie équation aux dérivées partielles qui déarit
variation de la fonction distribution de taille desstaux en fonction d’une propriété de tailleraains,
du temps, et éventuellement de coordonnées d'eqRamedolph et Larson, 1988). C'est dire qu’une
possible hétérogénéité spatiale peut étre intredilains ces modeles, pour tenir compte par exeneple d
I'existence de zones de conditions d'agitationétéhtes (Zauner et Jones, 2002). Notre sujet dédpté
dans cet article, concerne plutét les hétérogénéipatiales induites par la présence des cristaxx e
mémes lorsqu’ils sont créés par nucléation et seeldppent par croissance. Ce probleme a été
particulierement étudié a propos du mdrissementsai@d (Ostwald ripening) qui consiste en
I'évolution dans le temps d’'une population de fpesits particules solides dans une solution en rgéné
faiblement sursaturée (Lifshitz et Slyozov, 198¥agner, 1961 ; Voorhees et Glicksman, 1984 ; Dehoff
1991). Le « moteur » du marissement d’Ostwald @evie dans la dépendance de la solubilité d'unadrist
a I'égard de sa taille. On I'exprime par la loiedite Gibbs-Kelvin, sous la forme suivante :

a vy
S=e™T 1)
ou Sest le rapport de sursaturatianyn facteur de formej, le volume molaire du solidg; la tension de
surface, 27 la constante des gaz parfaifs,la température et une taille caractéristique de la particule

(par exemple le rayon pour une sphere ; adors2).
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Selon cette loi, la solubilité décroit quand ldléaaugmente ; par conséquent, en situation deiprtex

les grosses particules vont avoir tendance a eralirdétriment des plus fines via la solution stl dair

que, considéré a I'échelle d’une population deiplus millions voire davantage de cristaux, quispdst,

en suspension concentrée, le phénomeéne va étrdecagt poser un probléeme de modélisation. La prise
en compte du voisinage d’un grain se fait presqugotirs par l'intermédiaire d’hypothéses de « champ
moyen » de maniére plus ou moins élaborée. Les lemdéaccordent en général sur le comportement
asymptotique du rayon moyen de la distribution glasicules (fonction cubique du temps) ; ils diffier
guant a la forme elle-méme de la loi de distributiblous avons proposé une possibilité de simuler
I'évolution d’'une population en cours de mdrissetem adoptant une représentation du processus de
diffusion-croissance (ou dissolution) au niveawctaque grain (Gruy et Cournil, 1996). Cette finedse
représentation permet de prendre en compte towssfErts de voisinage et arrangements relatifaumit

des grains -ce que ne permettent pas les modeldsadgp moyen- mais peut devenir trés consommatrice
en temps de calcul si I'on entend gérer un gramdhme de particules pour minimiser les effets del kedr
obtenir une représentativité statistique. Aussingwaous adopté une géométrie unidimensionnelle dans
laguelle les grains sont disposés a la file etesiéichanges de matiére par diffusion se font égaiem
selon cette unique direction. Ce choix, qui perahettraiter sans difficulté des milliers de grains e
interaction, est largement validé par l'identité rdsultats avec les études les plus avancées meieper
d’aborder toute une série de nouveaux problémesmeimdiqué plus haut.

L'idée qui sous-tend ce travail est d'étendre larésentation unidimensionnelle précédente a une
situation de nucléation-croissance dans laqueleeléets de proximité des cristaux peuvent s'avérer
déterminants, c’est-a-dire, a priori, lorsque lataiflisation se déroule dans des milieux confireds)a
fraction volumique en solide est élevée. Par allecomme les conditions de nucléation de cristmmnt
finalement proches de celles du mirissement d'Qdt{la loi de Gibbs-Kelvin décrit aussi le germe
critique), il parait raisonnable de poser la questie I'interaction possible entre les deux phénwsaée
Cet article a pour objectif de présenter le modlieimensionnel utilisé, sa mise en ceuvre et stEmén
dans un cas relativement typique de mirissemerdtdi&d, puis de nucléation-croissance. Le probléme
de I'utilisation des lois classiques de la nuckatijui, a priori, ne sont pas congues pour terningte de

la connectivité entre cristaux est également phséis ne donnons pas ici d'exemples physiques précis
d’'application de ce modéle mais, outre les situaticourantes de nucléation-croissance qui méritent
d'étre revisitées, il devrait pouvoir concerner Bgiations de cristallisation en milieu confindles
gu’elles sont rencontrées dans les microréactenifigux poreux, le milieu vivant et en microfluidiq

par exemple.

2. Description du modele unidimensionnel

2.1 Lois de nucléation-croissance
On considére la nucléation-croissance d’un compoBéeA & partir de sa solution liquide.
La solubilité deA a la températurd est noteeC, (concentration molaire). On appeNele volume
molaire deA solide. La tension de surface de l'interface ssliquide esty
Nous supposerons que les particules formées adaptenforme cubique dés leur formation ; dans ces
conditions, la loi de Gibbs-Kelvin s’écrit toujoursmme suitR désigne la demi-aréte du cube)

P4
S=eR4T (2)
La nucléation dé\ solide a partir de sa solution est décrite pawilauivante issue de la théorie classique
de la nucléation (CNT) (Kashchiev, 2000) :

Ky
B(S)=pe "' 3
B est le nombre de germes formés par unité de tenps volume ;S est le rapport de sursaturation

défini plus haut £ etK; sont des constantes.
La croissance de chaque cristal est supposée sinertoi de la forme :
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ot R |5 4)

drR _ Kszceq[ 4 J
ou K, est un coefficient sur lequel nous reviendrons phs </ est le coefficient de diffusion du soluté, et
t, le temps. Cette loi suppose un régime de diffuliimitant en milieu stagnant.

2.2 Hypothéses géométriques

On considere une séquenceNeellules identiques parallélépipédiques adjacepéedeur base carrée
d'arétea et de longueub. L'ensemble a donc une longudur Nb et un volumé/=Nb&’. La Figure 1 en
donne une représentation en projection. Les csllbat repérées par l'indicéi = 1, N)

h
>

al| m B m |

1 2 i-1 i i+1 N-1 N
Figure 1. Disposition géométrique des celluleset dristaux
On noteR la demi-aréte du cristal cubique présent dansllalei etS, la sursaturation qui y régne.

2.3 Bilans

Le bilan en soluté dans chaque cellule doit temingte de la nucléation, de la croissance (ou ditsol)

en cours, ainsi que de la diffusion de soluté ecstiiles.

2.3.1 Nucléation

On choisira par la suite une discrétisation en ®syffisamment fine pour que a chaque pas de temps
Zéro ou au plus un cristal naisse dans une celluimée. Le cristal est supposé apparaitre avexlla t
critique correspondant a la sursaturation enviratg)ace qui se traduit alors d’une part par latietade
Gibbs-Kelvin (2) entréR, etS, d’'autre part, par I'équation de bilan :

fcis +(a%b-8R%)5 = a%s" (5)

eq
ouS" est la sursaturation avant nucléation
2.3.2 Croissance

dlla’-8R*)C.iS ] _ dler?)
dt dt

2.3.3 Diffusion
La discrétisation de facto qu’implique notre modéfe cellules est cohérente avec le bilan suivant qu
découle de la discrétisation de la deuxiéme Idtidk (Ks est un coefficient correctif si nécessaire):

e R - sl oy ™

dt

(6)

Eni =1 oui = N, I'écriture du bilan dépend de la condition aumites adoptée (milieu ouvert, fermé,...).

2.4 Résolution numérique

Pour I'étude du mdrissement d'Ostwald, I'état adittonsiste en la donnée d’une distribution chaitge
rayons initiaux des cristaux et de valeurs de lesaturation. Pour les simulations de nucléation-
croissance, la sursaturation initiale a été prigforme dans toutes les cellules. Le pas de tersipsjasté
pour que la nucléation dans chaque cellule condulaeformation d’'un germe au maximum. C’est ainsi
gue les équations différentielles (6) ef Gont discrétisées également.

2.4.1 Schéma de calcul
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Sans difficulté particuliére dans le cas du mireset d'Ostwald, les étapes de la simulation nunoériq
de la nucléation-croissance sont les suivantesagueh pas de temps i) étape de nucléation :
détermination aléatoire des (quelques) cellulesceorees par la nucléation et réalisation de cette
nucléation ji) réalisation de la diffusion inter-cellulairdi;) réalisation de la croissance de chaque grain.

2.4.2 Données numériques
Dans ce travail, nous avons adopté les valeursmales suivantes des parametres :
Y _ e o

- d'une part v = 10* ; Coq = 100 ; 4- Y -410° ; ©=10° (valeurs tout a fait réalistes pour des

AR
parametres exprimés en unités du systéme intenadip
- d’autre part N = 5000 ;a=b=10° (dou,L=5.10° ;8 =5.10° ; K, =0,329;:K, =Kz=1;
L'intérét du modele est qu'il permet de choisir glandes valeurs d¥. Nous discuterons plus bas du
choix dea etbh; 8 et K; ont été choisis pour engendrer une nucléation iséétr(en moyenne bien
inférieure a un germe par pas de temps par cellule)

3. Simulation du mdrissement d'Ostwald

instant initial temps = 0.25088 temps = 1.0003
200 200 200
100 100 100
] 0
3 1 15 O 1 20 ! 2

temps = 2.0009 temps = 3.0009 temps =3.7508
200 200

200

100 ' 100 I' 100 '
0 0 0

0 1 2 0 1 2 0 1 2

Figure 2. Distribution de taille de la populatiore @rains au cours du temps sous I'effet du marissemai Ostwald

5000 \
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4500 \ 2X 10 Ol cubique
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é \ 15 /
& 3500 S
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£ ]
2 2500 E
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2000 /
1500, % 1 2 3 4
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temps temps
Figure 3 : Variation du nombre de grains au couts d Figure 4 : Loi de variation du rayon moyen de la
marissement d’Ostwald distribution au cours du temps

Les essais numériques présentés ici ne constitpast une étude exhaustive du phénomeéne de
mdrissement, mais ont pour seule vocation de téstealidité du modéle unidimensionnel en comparant
ses résultats a des résultats connus. La distibirtitiale de taille de 5000 grains décrites paol :

R =0,1% + 0,1%.R, ou R est distribué aléatoirement entre 0 et 1.

La Figure 2 montre I'évolution de la distributiogprésentée en fonction &eréduit (divisé par sa valeur
moyenne). On note clairement I'instauration progiresd’une forme asymptotique stable comme cela est
noté dans la plupart des simulations avec cependanextension plus faible (1,5 au lieu de 2). I8ur

Figure 3, on peut suivre la décroissance du nomérgrains en fonction du temps. Si I'on n(ﬁét)la
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3

3
valeur moyenne des grains subsistant au temps Figure 4 montre queR (t)-R (0) suit

approximativement une loi linéaire du temps aing tp prévoient la plupart des modéles.

L’ensemble de ces résultats confirme, d'une partreprésentativité du modéle unidimensionnel, au
moins pour le cas du mdrissement d’Ostwald. Nolamgalmaintenant I'appliquer au cas d’'une population
de grains en cours de nucléation-croissance.

4. Simulation de la nucléation en présence de misement d’Ostwald

A l'état initial, le systéme, supposé globalemeatnfé, consiste maintenant en une solution de
sursaturation uniforme ehdont nous suivons la nucléation, la croissande etlirissement éventuel.

4.1 Influence de la sursaturation

£ 400 T4 08
L] e ’
L 300 -2
z /a" _.g 06
5 200f f £ 04 3.4
T 4 » = 2
w 1004F 7 ] Loz
RN -~ 1
o] Pl 0 L
2 0 0.005 001 0015 0 0.005 0.01 0.015
a temps b temps
= 2000 04
= 4
¢ 1500 = 03 4
@ =
S 1000 3 202 3
o 5 2
= 500 2 0.1 1
0 0.005 001 0015 0 0.005 001 0015
c temps d temps

Figure 5. Evolution de la population de grains endtion de la sursaturation S (1:1,40;2:13;3,0;4:4,0)

La Figure 5 montre I'effet du rapport de sursaiorat sur I'évolution de la population de grains. La
Figure 5¢c montre le nombre de germes effectivente@és mais consommés par le phénomene de
marissement. Le phénoméne, négligeable a faibkatwation, devient trés intense a forte sursaturat
au point d’estomper I'effet de la sursaturationufb@s 3 et 4 proches sur la Figure 5a) prévu phoila
classique de nucléation (3) et de limiter le nontgegermes effectivement créés, ici au maximum 400,
alors que, a priori, 5000 cellules sont concerndesétat stationnaire s'instaure au niveau du nencler
grains formés sans que leur croissance globale@igd) et le processus de cristallisation (Fidilmene
s’arrétent. Il est clair quil faudrait en tendompte dans toute simulation d’'un processus de
cristallisation-croissance.

4.2 Influence de la cinétique de croissance

La Figure 6 montre I'effet de la vitesse de crams=® ; un coefficient multiplicatif K;) égal a 0,001 ;
0,01; 0,1 et 1 est introduit dans la loi de craig® (4) et donne respectivement les courbes3,,&,4.
Le mirissement se manifeste alors d’autant pludajuiéesse de croissance est élevée.

4.3 Discussion sur la représentativité du modele

Nous posons ici le probléme de la représentatiltiténodéle, en particulier, celui du choix de lagioeur

b des cellules. Les Figures 7 et 8 montrent lesltaisude simulations pour des systemes de mémes
extensions (mémes valeursldea, maisb etN variables b prend les valeurs respectives 0,2 ; 1 ; 2 et 10.
Le nombre de germes créés ne dépend pas de létdiation erb (Figure 7), ce qui était attendu. La
Figure 8, relative aux grains subsistant effecti@eth montre trois courbes trés proches (obtenaesip
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=0,2;1et2, resp. courbes 1, 2 et 3) et unebeonettement différente (obtenue pbur 10, courbe 4).
Ceci confirme la bonne robustesse du modéle paymeudes valeurs desoient effectivement petites.
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Figure 6. Evolution de la population de grains endtion de la vitesse ce croissance
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Figure 7 : Influence de b sur la nucléation Fig@e Influence de b sur le nombre effectif de grains

Il est temps de s'interroger sur la significatidfeetive de la discrétisation en cellules. Elle pdlune
part, correspondre a une réalité physique du systgrares connectés, sites de nucléation identifiéss
d’autre part aussi traduire I'existence d’'une «edfinfluence » de chaque grain en cours de nuolgat
croissance qui draine ainsi la matiére environnabge formation d’'un germe critique a partir d'une
solution de sursaturatio® draine un volume de solution au moins égal &Q/[(S-1)] fois son propre
volume (soit 67 fois pous = 2,5). Cela donne une idée de I'envergure de eette d’influence, sensible,

méme pour des suspensions relativement peu coaesr{gn I'occurrence quelques pour cents).

5. Conclusion

Cet article propose un modele adapté a I'étude gh#nomene de nucléation-croissance tenant compte
de la connectivité entre grains formés ainsi qe’'adist habituellement considérée dans le cas du
mdrissement d’Ostwald. Les simulations réaliséa¥icoe le réle du mdrissement particulierement a

forte sursaturation et amene a reconsidérer I'engés lois habituelles de cinétiques de nucléation.

L'étude présentée ici doit cependant étre complgigar la rendre applicable a tout systeme; en

particulier, devront étre réalisés; I'adimensiomeet du probléme, une étude paramétrique plus
exhaustive, une étude approfondie du réle et diglafication de la discrétisation de I'espace gssai de

nouvelle formulation de la loi cinétique de nuciéat
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