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Статтю присвячено базовим властивостям дробових iнтегралiв. Доведено їхню гельде-
ровiсть, неперервнiсть за iндексом iнтегрування, властивостi звужень дробових iнтегралiв.
Наведено деякi приклади обчислення дробових iнтегралiв, дробовi iнтеграли вiд квадратично-
iнтегровних функцiй.

Ключовi слова: дробовий iнтеграл, гельдеровiсть, неперервнiсть за iндексом iнтегрування

The paper is devoted to the basic properties of fractional integrals. It is a survey of the well-
known properties of fractional integrals, however, the authors tried to present the known information
about fractional integrals as short and transparently as possible. We introduce fractional integrals on
the compact interval and on the semi-axes, consider the famous Hardy-Littlewood theorem and other
properties of integrability of fractional integrals. Among other basic properties, we consider Hölder
continuity and establish to what extent fractional integration increases the smoothness of the integrand.
Also, we establish continuity of fractional integrals according to the index of fractional integration, both
at strictly positive value and at zero. Then we consider properties of restrictions of fractional integrals
from semi-axes on the compact interval. Generalized Minkowsky inequality is applied as one of the
important tools. Some examples of calculating fractional integrals are provided.

Key Words: fractional integral, Hölder property, continuity according to the fractional index.

1 Вступ

У цiй статтi викладено базовi властивостi дро-
бових iнтегралiв. Стаття в оcновному має рефе-
ративний характер, але ми постарались викла-
сти вiдомi властивостi дробових iнтегралiв, ра-
зом з доведеннями, у максимально компактно-
му та прозорому виглядi. Робота складається
зi вступу та семи роздiлiв, якi мiстять оначе-
ння та загальнi властивостi дробових iнтегра-
лiв, гельдерову властивiсть дробових iнтегра-
лiв, властивостi звуження дробових iнтегралiв
з прямої на компактний iнтервал, неперервнiсть
дробових iнтегралiв вiдносно iндексу iнтегрува-

ння та деякi приклади обчислення дробових iн-
тегралiв.

2 Означення та загальнi властивостi
дробових iнтегралiв

Нехай функцiя f : [a, b] → R та α > 0. У бiльшо-
стi випадкiв нижче α < 1, хоча це не є обов’яз-
ковою умовою. Визначимо лiвостороннi та пра-
востороннi дробовi iнтеграли Рiмана-Лiувiлля
на (a, b) порядку α як

(Iαa+f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt,
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та

(Iαb−f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ b

x
(t− x)α−1f(t)dt,

вiдповiдно.
Будемо казати, що функцiя f ∈ D(Iαa+(b−)) (

символ D(·) позначає область вiдповiдного опе-
ратора), якщо вiдповiднi iнтеграли збiгаються
майже для всiх x ∈ (a, b) (вiдносно мiри Ле-
бега). У цьому випадку також можна сказати,
що цi iнтеграли (або iншi функцiї) збiгаються
м.с. (майже скрiзь) вiдносно мiри Лебега. Не-
хай H – деякий клас функцiй. Кажуть, що f ∈
Iαa+(b−)(H) якщо f(x) = (Iαa+(b−)h)(x), x ∈ [a, b]
м.с. вiдносно мiри Лебега, та h ∈ H. Вiдповiднi
класи функцiй, визначенi на R, позначаються
як Iα±(H).

Перше природне запитання: якi функцiї на-
лежать до класу D(Iαa+(b−))? Вiдповiдь дає на-
ступна лема.

Лема 2.1. Нехай f ∈ L1([a, b]). Тодi

(i) f ∈ D(Iαa+(b−)).

(ii) Iαa+(b−)f ∈ L1([a, b]).

(iii) ∥Iαa+(b−)f∥L1([a,b]) ≤
(b−a)α

Γ(α+1)∥f∥L1([a,b]).

Доведення. Нехай f ∈ L1([a, b]). Для будь-
якого n ≥ 1 розглянемо fn(x) = (f(x)∧n)∨(−n).
Тодi |fn(x)| ≤ |f(x)|∧n i ми можемо застосувати
теорему Фубiнi:∫ b

a

∣∣(Iαa+fn)(x)∣∣ dx =

=
1

Γ(α)

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a
(x− t)α−1fn(t)dt

∣∣∣∣ dx ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a
(x− t)α−1|fn(t)|dtdx =

=
1

Γ(α)

∫ b

a
|fn(t)|

∫ b

t
(x− t)α−1dxdt ≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥fn∥L1([a,b]) ≤

(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥L1([a,b]).

За теоремою Лебега про монотонну збi-
жнiсть, (Iαa+fn)(x) ↑ (Iαa+f)(x) майже всюди вiд-
носно мiри Лебега, а також за лемою Фату∫ b

a

∣∣(Iαa+f)(x)∣∣ dx ≤ lim
n→∞

∫ b

a

∣∣(Iαa+fn)(x)∣∣ dx ≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥L1([a,b]).

Аналогiчним чином розглядається випадок з iн-
тегралом Iαb−f .

Зауваження 2.1. Лема 2.1 є частковим ви-
падком бiльш загального результату. Дiй-
сно, розглянемо, наприклад, дробовий iнтеграл
(Iαa+f)(x) =

∫ x
a (x− t)α−1f(t)dt. Ми можемо роз-

глядати дробовий iнтеграл як згортку функцiй
f(t)I[a,b](t) та g(t) = tα−1. Тодi використовую-
чи теорему 1.3 з [6] можна довести наступний
результат.

Лема 2.2. Нехай f ∈ Lp([a, b]), p ≥ 1, та α > 0.
Тодi Iαa+(b−)f ∈ Lp([a, b]), та

∥Iαa+(b−)f∥Lp([a,b]) ≤
(b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥Lp([a,b]).

Доведення. Очевидно,

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x−a

0
f(x− t)tα−1dt ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ x−a

0
|f(x− t)|tα−1dt,

звiдки за допомогою узагальненої iнтегральної
нерiвностi Мiнковського отримуємо, що(∫ b

a

∣∣(Iαa+f)(x)∣∣p dx) 1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

(∫ b

a

∣∣∣∣∫ x−a

0
|f(x− t)| tα−1dt

∣∣∣∣p dx)
1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0

{∫ b

a+t
|f(x− t)|p t(α−1)pdx

} 1
p

dt =

=
1

Γ(α)

∫ b−a

0
tα−1dt

{∫ b−t

a
|f(y)|pdy

} 1
p

≤

≤ (b− a)α

Γ(α+ 1)
∥f∥Lp([a,b]).

Дробовi iнтеграли Рiмана-Лiувiлля на R ви-
значаються як

(Iα+f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ x

−∞
f(t)(x− t)α−1dt,

та

(Iα−f)(x) :=
1

Γ(α)

∫ ∞

x
f(t)(t− x)α−1dt,

вiдповiдно.
Функцiя f ∈ D(Iα±), якщо вiдповiднi iнте-

грали збiгаються майже для всiх x ∈ R. Вiдпо-
вiдно до [4], маємо включення Lp(R) ⊂ D(Iα±),
1 ≤ p < 1

α . Бiльше того, виконується теорема
Хардi-Лiтлвуда.
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Теорема 2.1 ([4]). Нехай 1 ≤ p, q < ∞, 0 <
α < 1. Тодi оператори Iα± обмеженi вiд Lp(R)
до Lq(R) тодi i тiльки тодi, коли 1 < p < 1

α
та q = p(1 − αp)−1. Це означає, зокрема, що
для будь-якого 1 < p < 1

α i q = p
1−αp , iснує кон-

станта Cp,q,α така, що(∫
R

(∫
R
|f(u)||x− u|α−1du

)q
dx

) 1
q

≤

≤ Cp,q,α∥f∥Lp(R). (2.1)

Теорема 2.2. Нехай f : [a, b] → R – вимiрна
функцiя.

(i) Дробове iнтегрування має таку напiвгру-
пову властивiсть:

Iαa+I
β
a+f = Iα+β

a+ f, Iαb−I
β
b−f = Iα+β

b− f

для f ∈ L1([a, b]). Якщо α+β ≥ 1, тодi цi
рiвностi виконуються в будь-якiй точцi
x ∈ (a, b), в протилежному випадку вони
викнуються для майже всiх x ∈ (a, b).

(ii)

Iα±I
β
± = Iα+β

± f

для f ∈ Lp(R), α, β > 0 та α+ β < 1
p .

(iii) Нехай f ∈ Lp([a, b]), g ∈ Lq([a, b]), p, q ≥ 1
i 1

p +
1
q ≤ 1 + α, або нехай p > 1, q > 1 та

1
p + 1

q = 1 + α. Тодi маємо наведену ниж-
че формулу iнтегрування частинами для
дробових iнтегралiв:∫ b

a
g(x)(Iαa+f)(x)dx =

∫ b

a
f(x)(Iαb−g)(x)dx.

Нехай f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R), p > 1, q > 1
та 1

p + 1
q = 1 + α. Тодi∫

R
g(x)(Iα+f)(x)dx =

∫
R
f(x)(Iα−g)(x)dx.

(2.2)

Доведення. Всi цi формули можна довести по-
дiбним чином, тому доведемо лише одну з на-
пiвгрупових властивостей:(
Iβa+I

α
a+f

)
(x) =

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
(x− t)β−1

∫ t

a
(t− u)α−1f(u)du =

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(u)

∫ x

u
(x− t)β−1(t− u)α−1dtdu

=
Γ(β)Γ(α)

Γ(α+ β)Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(x)(x− u)α+β−1du =

=
(
Iα+β
a+ f

)
(x).

Лема 2.3. Нехай 0 < α < 1, f ∈
Lp(R)(Lp([a, b]), p ≥ 1 та Iα±f = 0. Тодi f(x) = 0
майже для всiх x ∈ R (x ∈ [a, b]).

Доведення. Розглянемо iнтервал [a, b]. Нехай∫ x
a (x− t)α−1f(t)dt = 0 майже для всiх x ∈ [a, b].

Тодi для будь-якого r ∈ [a, b] за теоремою Фу-
бiнi

0 =

∫ r

a
(r − z)−α

∫ z

a
(z − t)α−1f(t)dtdz =

=

∫ r

a
f(t)

∫ r

t
(r − z)−α(z − t)α−1dzdt =

=

∫ r

a
f(t)dt ·B(α, 1− α),

де
∫ r
a f(t)dt = 0, отже, f(t) = 0 майже для всiх

x ∈ [a, b].

3 Гельдерова властивiсть дробових iнте-
гралiв

Нехай Cλ([a, b]) – множина гельдерових непе-
рервних функцiй f : [a, b] → R порядку λ, тобто

Cλ([a, b]) =
{
f : [a, b] → R

∣∣∣ ∥f∥λ := sup
t∈[a,b]

|f(t)|

+ sup
s,t∈[a,b]

|f(s)− f(t)|(t− s)−λ < ∞
}
.

Iнодi λ називають iндексом Гельдера вiдповiд-
ної функцiї. Очевидно, що будь-яка функцiя iн-
дексу Гельдера λ на деякому iнтервалi є одноча-
сно функцiєю будь-якого меншого iндексу Гель-
дера на цьому iнтервалi (але не навпаки). Якщо
iндекс Гельдера дорiвнює 1, то вiдповiдна фун-
кцiя називається функцiєю Лiпшиця. Простiр
функцiй Лiпшиця на iнтервалi [a.b] будемо по-
значати Lip([a, b])(= C1([a, b])), щоб не плутати
його з простором C(1)([a, b]) неперервно дифе-
ренцiйовних функцiй. Iндекс Гельдера не може
перевищувати 1, крiм випадку, коли функцiя є
деякою сталою.

Спочатку доведемо, що дробовий iнтеграл
перетворює iнтегровну функцiю у функцiю
Гельдера. Точнiше, справедливий наступний ре-
зультат.
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Лема 3.1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞ та α ≥ 1
p . Тодi

Iα±(Lp([a, b])) ⊂ Cλ([a, b]) для будь-яких −∞ <
a < b < ∞ та 0 < λ ≤ α − 1

p , якщо α ≤ 1
p + 1

та Iα±(Lp([a, b])) ⊂ Lip([a.b]), якщо α ≥ 1
p + 1.

Доведення. Нехай a ≤ t1 < t2 ≤ b. Тодi, вра-
ховуючи, що припущення αp > 1 еквiвалентне
нерiвностi (α − 1)q > −1, тодi як припущення
α ≤ 1+ 1

p еквiвалентне нерiвностi αq−2q+1 < 0,
а також той факт, що для αq − 2q + 1 < 0
(u−t1)

αq−2q+1 > uαq−2q+1 i навпаки, ми можемо
застосувати нерiвностi

∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds ≤ (u− t1)

αq−2q+1

αq − 2q + 1
,

αq − 2q + 1 < 0,

та

∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds ≤ uαq−2q+1

αq − 2q + 1
,

αq − 2q + 1 ≥ 0,

та застосувати узагальнену нерiвнiсть Мiнков-
ського. Тодi у випадку αq−2q+1 < 0 отримаємо
оцiнку

∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
(∫ t2

t1

(t2 − s)(α−1)qds

) 1
q

∥f∥Lp([a,b])+

+ |1− α|
∫ t1

0

(∫ t2

t1

(u− s)α−2du

)
|f(s)|ds ≤

≤ (t2 − t1)
α−1+ 1

q

((α− 1)q + 1)
1
q

∥f∥Lp([a,b]) + |1− α|×

×
∫ t2

t1

(∫ t1

0
(u− s)(α−2)qds

) 1
q

du∥f∥Lp([a,b]) ≤

≤

 1

((α− 1)q + 1)
1
q

+
|1− α|

|(α− 2)q + 1|
1
q

(
α− 1

p

)


× (t2 − t1)
α− 1

p ∥f∥Lp([a,b]),

а у випадку αq − 2q + 1 ≥ 0 отримуємо, що∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤

(
(t2 − t1)

α− 1
p

((α− 1)q + 1)
1
q

+
|1− α|bα−1−1/p

|(α− 2)q + 1|
1
q

(t2 − t1)

)
× ∥f∥Lp([a,b]).

Порiвнюючи степенi (t2−t1)
α− 1

p та t2−t1 маємо,
що в цьому випадку∣∣∣∣∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s)ds−

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤ C(t2 − t1)

для деякого C > 0.

Тепер доведемо, що дробовий iнтеграл
збiльшує iндекс Гельдера функцiї, тобто має мi-
сце наступний результат.

Теорема 3.1. Нехай функцiя φ ∈ Cλ([a, b]). То-
дi для будь-якого α > 0

Iαa+(φ(·)− φ(a)) ∈ Cλ+α([a, b])

якщо λ+ α ≤ 1 та

Iαa+(φ(·)− φ(a)) ∈ Lip([a, b])

якщо λ+ α > 1.

Доведення. Нехтуючи сталим множником, роз-
глянемо функцiю

g(x) =

∫ x

a
(x− u)α−1(φ(u)− φ(a))du.

Тодi для будь-якого a ≤ x < y ≤ b ми можемо
вивести

g(y)− g(x) =

∫ y

x
(y − u)α−1(φ(u)− φ(x))du+

+

∫ y

x

[
−(z − x)α−1(φ(x)− φ(z))+

+ (z − a)α−1(φ(a)− φ(z))+

+ (α− 1)

∫ x

a
(z − t)α−2(φ(t)− φ(z))dt

]
dz.

(3.3)

Отже, враховуючи, що для будь-яких u ≤
x ≤ y та β > 0 маємо нерiвностi (y − u)β − (x−
u)β ≤ (y − x)β для 0 < β ≤ 1 та (y − u)β − (x−
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u)β ≤ β(y − u)β−1(y − x) для 1 < β, ми можемо
дiяти наступним чином:

|g(y)− g(x)| ≤ C

∫ y

x
(y − u)α−1(u− x)du+

+ C

∫ y

x
(z − x)α−1(z − x)λdz+

+ C

∫ y

x
(z − a)α−1(z − a)λdz+

+ C

∫ y

x

∫ x

a
(z − t)α−2(z − t)λdtdz ≤

≤ C(y − x)α+λ + C

∫ y

x
(z − a)α+λ−1dz+

+ C

∫ y

x

∣∣∣(z − x)α+λ−1 − (z − a)α+λ−1
∣∣∣ dz ≤

≤ C(y − x)α+λ + C
∣∣∣(y − a)α+λ − (x− a)α+λ

∣∣∣ ≤{
≤ C(y − x)α+λ, if λ+ α ≤ 1

≤ C(y − x)α+λ, if λ+ α > 1,

i теорему доведено.

4 Дробовi iнтеграли вiд квадратично-
iнтегровних функцiй

Звертаємо увагу читача на те, що результати
цього пiдроздiлу сформульованi для α ∈

(
0, 12
)
.

Лема 4.1. Нехай f ∈ C(1)([a, b]). Тодi для
деякого α ∈

(
0, 12
)

iснує така функцiя φ ∈
L2([a, b]) що f = Iαa+(b−)φ, тобто C(1)([a, b]) ⊂
Iαa+(b−)(L2([a, b])). Те саме вiрно, якщо ми замi-
нимо [a, b] на R.

Доведення. РОзглянемо компактний iнтервал
[a, b]. Запишемо формально спiввiдношення

f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1φ(t)dt, (4.4)

помножимо на (z − x)−α i проiнтегруємо:∫ z

a
(z − x)−αf(x)dx =

=
1

Γ(α)

∫ z

a
(z − x)−αdx

∫ x

a
(x− t)α−1φ(t)dt =

=
1

Γ(α)

∫ z

a
φ(t)

∫ z

t
(z − x)−α(x− t)α−1dxdt =

=
B(α, 1− α)

Γ(α)
φ(t)dt = Γ(1− α)

∫ z

0
φ(t)dt,

звiдки для майже всiх z

φ(z) =
1

Γ(1− α)

d

dz

(∫ z

a
(z − x)−αf(x)dx

)
=

1

Γ(1− α)

d

dz

(
(z − a)1−α

1− α
f(a)+∫ z

a

(z − x)1−α

1− α
f ′(x)dx

)
=

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(z − a)α
+

∫ z

a
(z − x)−αf ′(x)dx

)
.

(4.5)
Якщо α ∈

(
0, 12
)

тодi φ ∈ L2([a, b]), вiдповiдно
до леми Lemma 2.2. Тому, дiйсно, виконується
(4.4), C(1)([a, b]) ⊂ Iαa+(b−)(L2([a, b])).

Наслiдок 4.1. Оскiльки C(1)([a, b]) є щiль-
ним у L2([a, b]), маємо, що простори
Iαa+(b−)(L2([a, b])) є щiльними в L2([a, b]) для
будь-якого 0 < α < 1

2 .

Позначимо Hα
+([a, b]) = Iαa+ (L2([a, b]))

(Hα
−([a, b]) = Iαb− (L2([a, b])) розглядається ана-

логiчно). Визначимо в Hα
±([a, b]) норму

∥Iαa+(b−)h∥Hα
±([a,b]) := ∥h∥L2([a,b]).

Лема 4.2. Для всiх 0 < α < 1
2 простори

Hα
±([a, b]) з нормою ∥ · ∥Hα

±([a,b]) є гiльбертови-
ми.

Доведення. Досить розглянути деяку послiдов-
нiсть Кошi, наприклад, Iαa+hn, i встановити її
збiжнiсть. Ми маємо, що hn є послiдовнiстю
Кошi в L2([a, b]), отже, iснує f ∈ L2([a, b])
така що ∥fn − f∥L2([a,b]) → 0, n → ∞. Тодi
Iαa+f ∈ Hα

+([a, b]) та Iαa+fn → Iαa+f, n → ∞ в
Hα

+([a, b]).

5 Звуження дробових iнтегралiв

Нехай φ : R → R – вимiрна функцiя. Розгля-
немо її звуження на деякий iнтервал [a, b], де
−∞ ≤ a < b ≤ ∞:

φa,b(x) =

{
φ(x), x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b].

Зокрема, позначимо φ+(x) = φ0,+∞(x).

Теорема 5.1. Нехай φ ∈ Lp(R) для деякого
p ∈

(
1, 1

α

)
. Тодi

(Iα+φ)+(x) =
(
Iα+ϕ

)
(x), x ∈ R,

15
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де ϕ ∈ Lp(R) i має вигляд

ϕ(x) =

{
φ(x) + sinαπ

π

∫∞
0

(
t
x

)α φ(−t)
x+t dt, x > 0

0, x < 0.

Доведення. Для початку, доведемо, що така
функцiя ϕ ∈ Lp(R). Дiйсно,∫

R
|ϕ(x)|pdx ≤ C

∫
R
|φ(x)|pdx+

+C

∫ ∞

0
x−αp

∣∣∣∣∫ ∞

0

tαφ(−t)

t+ x
dt

∣∣∣∣p dx.
Тепер достатньо знайти скiнченну верхню

межу для другого iнтеграла. З цiєю метою за-
стосуємо до нього узагальнену нерiвнiсть Мiн-
ковського. Враховуючи, що α < 1/p, отримуємо
наступну оцiнку:∫ ∞

0
x−αpdx

(∫ ∞

0

tα|φ(−t)|dt
t+ x

)p

=

= |t = xz|

=

∫ ∞

0
dx

(∫ ∞

0

zα|φ(−xz)|
1 + z

dz

)p

≤

≤ C

(∫ ∞

0

zα

1 + z

(∫ ∞

0
|φ(−xz)|pdx

) 1
p

)p

= C

(∫ ∞

0

z
α− 1

p

1 + z
dx

)p

∥φ∥pLp(R) < ∞.

Крiм того, (Iα+ϕ)(x) = 0 для x ≤ 0. Розглянемо
x > 0 i використаємо спiввiдношення (7.10):

(Iα+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(x− t)α−1φ(t)dt =

+
sinαπ

πΓ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1

(∫ ∞

0

(z
t

)α φ(−z)

z + t
dz

)
dt

=
(
Iα0+φ

)
+

sinπα

πΓ(α)
×

×
∫ 0

−∞
(−z)αφ(z)dz

∫ x

0

(x− t)α−1t−α

t− z
dt =

=
(
Iα0+φ

)
+

1

Γ(α)

∫ 0

−∞
(−z)αφ(z)

(x− z)α−1

(−z)α
dz =

=
(
Iα0+φ

)
+

1

Γ(α)

∫ 0

−∞
(x− z)α−1φ(z)dz =

= (Iα+φ)(x).

6 Неперервнiсть дробових iнтегралiв
вiдносно α

Розглянемо поведiнку дробових iнтегралiв як
функцiй вiд α.

Теорема 6.1. Нехай φ ∈ Lp([a, b]) для деякого
p ≥ 1. Тодi дробовi iнтеграли (Iαa+(b−)φ) непе-
рервнi по α на [0,∞) в Lp([a, b]). Бiльше того,
вони неперервнi на (0,∞) як функцiї з Lp([a, b])
в Lp([a, b]).

Доведення. Нехай α, α0 > 0. Розглянемо рiзни-
цю

(Iα0
a+φ)(x)− (Iαa+φ)(x) =(

1

Γ(α0)
− 1

Γ(α)

)∫ x

a
φ(t)(x− t)α0−1dt+

+
1

Γ(α)

∫ x

a

(
(x− t)α0−1 − (x− t)α−1

)
φ(t)dt =:

=: (Iφ)(x) + (Jφ)(x).

Оцiнимо окремо ∥(Iφ)∥Lp([a,b]) та
∥(Jφ)∥Lp([a,b]). Згiдно з лемою 2.2,

∥(Iφ)∥Lp([a,b]) ≤
∣∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣∣ (b− a)α0

Γ(1 + α0)
∥φ∥Lp([a,b]).

(6.6)
Не обмежуючи загальностi, припустимо,

що функцiя φ набуває значення 0 за межами
iнтервалу [a, b]. Тодi

|J(x)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ x−a

0

(
zα0−1 − zα−1

)
φ(x− z)dz

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0
zα0−1|1− zα−α0 ||φ(x− z)|dz.

(6.7)
Використовуючи нерiвнiсть Мiнковського,

отримаємо оцiнку

∥(Jφ)∥Lp([a,b]) ≤
1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dz×

×
(∫ b

a
|φ(x− z)|pdx

) 1
p

≤

≤ 1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dt∥φ∥Lp([a,b]).

(6.8)
З (6.6) та (6.8) маємо

∥((Iαa+ − Iα0
a+)φ)∥Lp([a,b]) ≤

≤
∣∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣∣ (b− a)α0

Γ(1 + α0)
∥φ∥Lp([a,b])+

+
1

Γ(α)

∫ b−a

0
|1− zα−α0 |zα0−1dz∥φ∥Lp([a,b]).
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За теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть
в останньому iнтегралi можна здiйснити гра-
ничний перехiд при α → α0. Очевидно,∣∣∣1− Γ(α0)

Γ(α)

∣∣∣→ 0 при α → α0. Отже,

∥(Iαa+ − Iα0
a+)∥Lp([a,b])

∥φ∥Lp([a,b])
= 0.

Нехай тепер α0 = 0. Наше завдання – дове-
сти, що

lim
α→0

∥(Iαa+φ)− φ∥Lp([a,b]) = 0.

Справдi, аналогiчно (6.7), перепишемо рi-
зницю наступним чином:

(Iαa+φ)(x)− φ(x) =

=
1

Γ(α)

∫ x−a

0
tα−1φ(x− t)dt− φ(x) =

=
α

Γ(1 + α)

∫ x−a

0
(φ(x− t)− φ(x))tα−1dt+

+φ(x)

(
(x− a)α

Γ(1 + α)
− 1

)
= (Kφ)(x) + (Lφ)(x),

звiдси ∥(Iαa+φ) − φ∥Lp([a,b]) ≤ ∥(Kφ)∥Lp([a,b]) +
∥(Lφ)∥Lp([a,b]). Очевидно,

∥(Lφ)∥pLp([a,b])
≤
∫ b

a
|φ(x)|p

∣∣∣∣ (x− a)α

Γ(1 + α)
− 1

∣∣∣∣p dx.
За теоремою Лебега про мажоровану збi-

жнiсть в останньому iнтегралi можна здiй-
снити граничний перехiд при α → 0. Отже,
limα→0+ ∥(Lφ)∥pLp([a,b])

= 0. Щоб оцiнити (Kφ),
припустимо, що φ – неперервно диференцiйов-
на. Тодi

|(Kφ)(x)| ≤ α

Γ(1 + α)

∫ b−a

0
tα max

t∈[a,b]
|φ′(t)|dt −→

α→0
0

рiвномiрно по x. Крiм того, можна апроксиму-
вати функцiю φ(x) послiдовнiстю неперервно
диференцiйовних функцiй φn(x) за нормою в
Lp([a, b]). Тодi

∥(Kφ)∥Lp([a,b]) ≤ ∥(K(φ− φn))∥Lp([a,b])+

+∥(Kφn)∥Lp([a,b]). (6.9)

Застосуємо узагальнену нерiвнiсть Мiнков-
ського до першого доданка в (6.9), матимемо

∥K(φ−φn)∥Lp([a,b]) ≤
2(b− a)α

Γ(1 + α)
∥φ−φn∥Lp([a,b]) → 0

при n → ∞, рiвномiрно при α ∈ [0, 1]. Щодо
другого доданка, то для довiльного x ∈ [a, b] та
для довiльного фiксованого n маємо

|(Kφn)(x)| ≤
α

Γ(1 + α)
×

×
∫ b−a

0
tαmax |φ′

n(t)|dt −→
α→0

0,

при α → 0, звiдки ∥(Kφn)∥Lp([a,b]) → 0 при
α → 0, що й доводить теорему.

Зауваження 6.1. За теоремою 2.7 [4], збiжнiсть

lim
α→0

(Iαa+φ)(x) = φ(x)

виконується для майже всiх x ∈ [a, b].

Розглянемо деякi приклади обчислення
дробових iнтегралiв.

7 Обчислення деяких дробових iнтегра-
лiв

Приклад 7.1. Нехай f(x) = xβ, β > −1. Тодi

(
Iα0+f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1tβdt =

=
xα+β

Γ(α)
B(α, β + 1) =

Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
xα+β.

Приклад 7.2. Нехай f(x) = eλx, λ > 0. Тодi

(
Iα+f

)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞
(x− t)α−1eλtdt =

=
eλx

Γ(α)

∫ ∞

0
e−λzzα−1dz =

=
eλx

Γ(α)

∫ ∞

0
e−u

(u
λ

)α−1
d
(u
λ

)
=

eλx

λα
.

Приклад 7.3. Нехай a = 0, b = 1, β > 0, γ > β,
f(s) = sβ−1(1 − s)−γ . Тодi для довiльного t ∈
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(0, 1) мають мiсце наступнi перетворення:

(
Iγ−β
0+ f

)
(t) =

=

∫ t

0
(t− s)γ−β−1sβ−1(1− s)−γds = |s = tz| =

= t−1

∫ 1

0
(1− z)γ−β−1zβ−1

(
1

t
− z

)−γ

dz =

=

∣∣∣∣z =
u/t

1/t− 1 + u

∣∣∣∣ =
= t−1

∫ 1

0

(
1− u

1− t+ tu

)γ−β−1

×

×
(

u

1− t+ tu

)β−1(1

t

u

1− t+ tu

)−γ

×

× 1− t+ tu− ut

(1− t+ tu)2
du =

= t−1

∫ 1

0

(
1− t+ tu− u

1− t+ tu

)γ−β−1

×

× uβ−1

(1− t+ tu)β−1

(1− t)γ

t−γ(1− t+ tu)−γ
×

× 1− t

(1− t+ tu)2
du = tγ−1×

×
∫ 1

0
(1− t)γ−β−1(1− u)γ−β−1uβ−1(1− t)−γ+1×

× tγ(1− t+ tu)−γ+β+1−β+1+γ−2du =

= tγ−1(1− t)−β

∫ 1

0
(1− u)γ−β−1uβ−1du =

= tγ−1(1− t)−βB(γ − β, β) =

=
Γ(β)Γ(γ − β)

Γ(γ)

tγ−1

(1− t)β
.

Як наслiдок, для f(s) = sβ−1(b−s)−γ , b > 1

∫ 1

0
(1− s)γ−β−1sβ−1(b− s)−γds =

= b−1

∫ 1/b

0
(1− z)−γzβ−1(1/b− s)γ−β−1dz

= b−1B(γ − β, β)
(1/b)γ−1

(1− 1/b)β
=

= bβ−γ(b− 1)−βB(γ − β, β).

Тому для довiльних x > 0, a > 0, 0 < α < 1∫ x

0
(x− t)α−1t−α(t+ a)−1dt =

= x−1

∫ 1

0
(1− s)α−1s−α(s+ a/x)−1ds

= x−1

∫ 1

0
(1− s)−αsα−1(a/x+ 1− s)−1ds =

= |γ = 1, β = α, b = a/x+ 1|

= x−1 (a/x+ 1)α−1
(a
x

)−α
B(1− α, α) =

=
π

sin(πα)

(a+ x)α−1

aα
.

(7.10)
Приклад 7.4. Нехай W = {Wt, t ≥ 0} – вiнерiв-
ський процес. Оскiльки траєкторiї W неперерв-
нi м. н., для довiльного α > 0 iснує дробовий
iнтеграл(

Iα0+W
)
(x) =

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1Wtdt =

=
1

Γ(α+ 1)

∫ x

0
(x− t)αdWt, x ≥ 0,

i останнiй iнтеграл є вiнерiвським, тобто iнте-
гралом вiд невипадкової функцiї вiдносно вiне-
рiвського процесу. Це гауссовий процес з сере-
днiм

E
(
Iα0+W

)
(x) = 0

i коварiацiєю

cov
((
Iα0+W

)
(x),

(
Iα0+W

)
(y)
)
=

=
1

Γ2(α+ 1)

∫ x∧y

0
(x− t)α(y − t)αdt,

для довiльних x, y ≥ 0.
Iнтеграл (Iα0+W ) – частковий випадок гаус-

совських процесiв, якi є iнтегралами з сингу-
лярними ядрами. Детально вони розглянутi в
роботах [1, 2, 3, 5]. Крiм того, випадковий про-
цес Xx =

∫ x
0 (x − t)αdWt, x ≥ 0 iснує не тiльки

для α > 0, але i для α > −1/2, оскiльки йо-
го iснування залежить вiд збiжностi iнтеграла∫ x
0 (x − t)2αdt. Процес X називається дробовим

броунiвським рухом Лiувiлля.

Висновки

В статтi розглянуто базовi властивостi дробо-
вих iнтегралiв, причому доведення наведено у
найбiльш простiй i прозорiй формi. Для подаль-
шого знайомства з темою рекомендуємо книги
та статтi [4] – [10].

18



Вiсник Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка
Серiя: фiзико-математичнi науки

2022, 1
Bulletin of Taras Shevchenko
National University of Kyiv

Series: Physics & Mathematics

Список використаних джерел

1. Baudoin F. Equivalence of Volterra processes
/ F. Baudoin, D. Nualart // Stochastic
Process. Appl. (107), 2003. – 2. – P. 327–350.

2. Mishura Yu. Gaussian processes wi-
th Volterra kernels / Yu. Mishura,
G. Shevchenko, S. Shklyar // URL:
https://arxiv.org/pdf/2001.03405.pdfmath.

3. Mishura Yu. Gaussian Volterra processes with
power-type kernels / Yu. Mishura, S. Shklyar
// Mod. Stoch. Theory Appl., 2022.

4. Samko S. G. Fractional integrals and derivati-
ves (Vol. 1) / S. G. Samko, A. A. Kilbas, O.
I. Marichev. – Yverdon-les-Bains, Switzerland:
Gordon and Breach science publishers, 1993.

5. Sottinen T. Stochastic Analysis of Gaussi-
an Processes via Fredholm Representati-
on / T. Sottinen, L. Viitasaari //
Int. Journ. of Stoch. An. 2016. –
DOI: 10.1155/2016/8694365, URL:
http://dx.doi.org/10.1155/2016/8694365.

6. Stein E. M. Introduction to Fourier Analysis
on Euclidean Spaces (PMS-32), Volume 32 /
E. M. Stein, G. Weiss. – Princeton University
press, 2016.

7. Das S. Functional Fractional Calculus –
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, Spri-
nger, Berlin, Heidelberg, 2011. URL:
https://doi.org/10.1007/978-3-642-20545-
3

8. Butzer P.L. An introduction to fracti-
onal calculus / P.L. Butzer, U. Westphal
// Applications of Fractional Calculus
in Physics, pp. 1-85, 2000. URL:
https://doi.org/10.1142/9789812817747.0001

9. Anastassiou G. A. Constructive Fractional
Analysis with Applications – Springer Nature,
2021.

10. Anastassiou G. A. Generalized Fractional
Calculus: New Advancements and Applicati-
ons – Springer, 2021.

References

1. BAUDOIN, F., NUALART, D. (2003) Equi-
valence of Volterra processes // Stochastic
Processes and their Applications. Vol. 107, No.
2, p. 327–350.

2. MISHURA, YU., SHEVCHENKO,
G., SHKLYAR, S. Gaussian
processes with Volterra kernels. URL:
https://arxiv.org/pdf/2001.03405.pdfmath.

3. MISHURA, YU., SHKLYAR, S.(2022)
Gaussian Volterra processes with power-type
kernels. // Mod. Stoch. Theory Appl..

4. SAMKO, S. G., KILBAS, A. A., MARICHEV,
O. I. (1993) Fractional integrals and derivati-
ves (Vol. 1). Yverdon-les-Bains, Switzerland:
Gordon and Breach science.

5. SOTTINEN, T., VIITASAARI, L.
(2016) Stochastic Analysis of Gaussian
Processes via Fredholm Representation
// International Journal of Stochastic
Analysis. DOI: 10.1155/2016/8694365, URL:
http://dx.doi.org/10.1155/2016/8694365.

6. STEIN, E. M., WEISS, G. (2016) Introducti-
on to Fourier Analysis on Euclidean Spaces
(PMS-32), Volume 32. Princeton University
press.

7. DAS S. (2011) Functional Fractional
Calculus. – Springer-Verlag Berlin Heidelberg,
Springer, Berlin, Heidelberg, 2011. URL:
https://doi.org/10.1007/978-3-642-20545-3

8. BUTZER, P.L., WESTPHAL, U.
(2000) An introduction to fractional
calculus // Applications of Fractional
Calculus in Physics, pp. 1-85. URL:
https://doi.org/10.1142/9789812817747.0001

9. ANASTASSIOUS, G. A.(2021) Constructive
Fractional Analysis with Applications. Spri-
nger Nature.

10. ANASTASSIOUS, G. A.(2021) Generalized
Fractional Calculus: New Advancements and
Applications. Springer.

Received: 11.01.2022

19


