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Izvlecek:

V zakljuéni nalogi sem predstavila nekatere druzine baricentri¢nih koordinat in njihove
glavne znacilnosti. Najprej sem se osredotocila na baricentri¢ne koordinate nad triko-
tniki in simpleksi, nato pa vse skupaj posplosila na veckotnike. Podrobneje sem opisala
predvsem baricentri¢ne koordinate nad konveksnimi veckotniki, na kar se navezuje tudi
ena izmed druzin baricentricnih koordinat, in sicer Wachspressove koordinate. Te so
dobro definirane le nad notranjostjo konveksnih veckotnikov, ne pa tudi nad nekon-
veksnimi veckotniki. Wachspressove koordinate imajo tudi druge lepe lastnosti, kot
sta afina invariantnost in neskon¢nokrat zvezna odvedljivost. Druga druzina baricen-
tricnih koordinat, ki so podrobno opisane v zaklju¢ni nalogi, so koordinate povprecne
vrednosti, ki so dobro definirane tudi za nekonveksne veckotnike. Prav tako kot Wa-
chspressove koordinate imajo tudi koordinate povprecne vrednosti lepe lastnosti. So
ravno tako neskoncénokrat zvezno odvedljive ter invariantne za translacije, rotacije in
enakomerne raztege. V zadnjem delu sem se posvetila splosnim tri-tockovnim baricen-
tricnim koordinatam, ki so odvisne le od treh sosednjih oglis¢. V tem poglavju sem
raziskala, ali obstajajo Se katere druge druzine tri-tockovnih baricentri¢nih koordinat
poleg Wachspressovih koordinat in koordinat povpreéne vrednosti. Ugotovila sem, da
so edine afino invariantne tri-tockovne baricentricne koordinate ravno Wachspressove
koordinate, in da so edine tri-tockovne koordinate, ki so dobro definirane tudi za ne-
konveksne veckotnike, ravno koordinate povprecne vrednosti. Vecina snovi je povzete
po [M. S. Floater, K. Hormann in G. Kos, A general construction of barycentric coor-

dinates over convex polygons. Advances in Comp. Math. 24 (2006) 311-331].
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Abstract: In the final project paper I presented some families of barycentric coordi-
nates and their main properties. First, I described barycentric coordinates on triangles
and simplices and then I generalized them to convex polygons. Wachspress coordina-
tes are one family of such coordinates, they are well defined only for interior of convex
polygons, but not for noncovex ones. Wachspress coordinates have many other nice
properties like affine invariance and smoothnes. The other important family of barycen-
tric coordinates are Mean Value coordinates, which are well defined also for nonconvex
polygons. As Wachspress coordinates also Mean Value coordinates have many nice pro-
perties. They are smooth and invariant for translations, rotations and scalings. In the
last part I was focused on general three-point barycentric coordinates, which depend
only on the three neighbouring vertices. I considered the question whether there exists
any other family of three-point barycentric coordinates beside Wachspress and Mean
Value coordinates. I observed that Wachspress coordinates are the only three-point
coordinates that are affinely invariant and the Mean Value coordinates are the only
three-point coordinates that are well defined also for nonconvex polygons. Most of the
material is taken from [M. S. Floater, K. Hormann in G. Kos, A general construction
of barycentric coordinates over convex polygons. Advances in Comp. Math. 24 (2006)
311-331].
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1 Uvod

Zakljuéna naloga govori o baricentri¢cnih koordinatah nad veckotniki. V zacetnem po-
glavju se snov navezuje le na trikotnike v R? (glej [1] in [2]). Trikotnik S = (vy, vq, v3) se-
stavljajo poljubne tri nekolinearne tocke. Pojubno tocko v v trikotniku lahko zapisemo

kot baricentricno kombinacijo tock vy, vo, v3:
v = A (v)vy + A2(V)vg + A3(v)vs,  A1(v) + Aa(v) + A3(v) = 1,

pri ¢emer so A1 (v), A2(v) in A3(v) baricentri¢ne koordinate tocke v. Natan¢nejsa defi-

nicija baricentri¢nih koordinat je sestavljena iz dveh pogojev, in sicer:
(i) Koordinate A;(v) tvorijo particijo enote za poljubno tocko v.

(ii) Utezena vsota oglis¢ trikotnika, kjer so utezi baricentricne koordinate neke tocke

v, je ravno tocka v.

Baricentri¢ne koordinate nad trikotniki so enoliéno dolo¢ene s pomocjo predznacenih
ploscin trikotnikov. Koordinate \;(v) so nenegativne le znotraj trikotnika S, zunaj
trikotnika pa je vsaj ena koordinata negativna. Za baricentri¢ne koordinate znotraj

trikotnika velja Lagrangeeva lastnost A;(v;) = d;;, kjer je

%z{L?:* (1)
0; ©#7.

Imajo pa te koordinate tudi druge lepe lastnosti, kot so afina invariantnost in ne-
skon¢nokrat zvezna odvedljivost.

Te baricentriéne koordinate lahko preprosto posplosimo na R?. Torej imamo namesto
trikotnika sedaj simpleks S = (vq,va, ..., v411). Baricentri¢ne koordinate nad simpleksi
morajo ravno tako zadoscati pogojema (i) in (ii). Dolo¢ene so enoli¢no s predznacenimi
volumni simpleksov.

V tretjem poglavju se zopet omejimo na R? in na baricentri¢ne koordinate nad konve-
ksnimi veckotniki S := [vq,vq,...,v,] (glej [1]). Baricentricne koordinate glede na
oglis¢a konveksnega veckotnika so definirane kot funkcije (A;)i=1..,, : S — R, ki
zadoscajo pogojema (i), (ii) in pogoju, da so koordinate nenegativne znotraj veckotnika
S. Baricentricne koordinate glede na oglisca konveksnih veckotnikov niso enoli¢no

dolocene, zato poznamo ve¢ razlicnih konstrukeij teh koordinat. V tem poglavju sta
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opisani dve najbolj znani druzini baricentricnih koordinat nad konveksnimi veckotniki.
Prva druzina so Wachspressove koordinate, ki so dobro definirane le nad notranjostjo
konveksnih veckotnikov (povzeto po [1], [2], [3] in [8]). Druga druzina baricentri¢nih
koordinat, ki so dobro definirane tudi nad nekonveksnimi veckotniki, pa so koordi-
nate povprecne vrednosti (povzeto po [2], [3] in [4]). Za Wachspressove koordinate
velja, da so afino invariantne in neskonc¢nokrat zvezno odvedljive znotraj konveksnih
veckotnikov. Koordinate povprecne vrednosti so prav tako neskon¢énokrat zvezno odve-
dljive, niso pa afino invariantne. Invariantne so le za translacije, rotacije in enakomerne
raztege.

V zadnjem poglavju je raziskano, ali obstajajo Se katere druge druzine tri-tockovnih
baricentricnih koordinat (povzeto po [1]). Ugotovimo da so Wachspressove koordi-
nate edine tri-tockovne baricentri¢ne koordinate, ki so afino invariantne za konveksne
veckotnike, koordinate povprecne vrednosti pa so edine tri-tockovne baricentricne ko-

ordinate, ki so dobro definirane tudi za nekonveksne veckotnike.
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2 Baricentricne koordinate nad

simpleksi

2.1 Baricentriéne koordinate nad trikotniki v R?

Poljubne tri nekolinearne tocke vy, vy, v3 definirajo baricentri¢ni koordinatni sistem v
ravnini, kot je prikazano na sliki 1. Poljubno tocko v v tej ravnini lahko zapisemo kot

baricentricno kombinacijo tock vy, vo, v3 kot:
v = A (v)vy + A (v)vg + A3(v)vs, A (v) + Aa(v) + A3(v) =1, (2.1)
pri ¢emer so A1(v), A\a(v), A\3(v) baricentri¢ne koordinate tocke v glede na vy, vy, vs.
Vpeljemo $e natanc¢nejSo definicijo.

Definicija 2.1. Baricentricne koordinate tocke v glede na vy, vy, v3 so definirane kot

funkcije \; : R? — R, ki zado$¢ajo naslednjim pogojem:

(i) Koordinate \;(v) tvorijo particijo enote za poljubno tocko v € R%:
> Ai(w) =1. (2.2)

(ii) Utezena vsota oglis¢ trikotnika, kjer so utezi baricentricne koordinate neke tocke

v, je ravno tocka v:
Z Ai(v)v; = . (2.3)

Definicija 2.2. Naj bodo v; = (x;,y;) za i = 1,2,3. Potem definiramo predznaceno

ploscino trikotnika (vq, vy, v3) kot

| 1 1 1
A(”1,U2703) = 5 Ty T2 T3 |- (2-4)
Yy Y2 Y3

Izrek 2.3. Baricentricne koordinate \;,i = 1,2, 3, nad trikotnikom (vy, ve, v3) so enolicno

dolocene kot:

o A(v, v2,v3) .
A (v) = Aor 0, 09)” Aa(v) =

A(Uh v, U3)
A(Uh V2, U3) ’

A(vy,vg,0)

A = )
3(U> A('Ul,'UQ,'Ug)

(2.5)
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U3

U2

U1

Slika 1: Trikotnik z oglisci vy, vg, v3 ter tocko v.

Dokaz. 1z definicije 2.1 vemo, da velja: 320 N(v) = 1in 330 N(v)y; = v. Ce
definiramo v; := (z;,y;) in v := (z,y), lahko enacbo (2.3) razpisemo po komponentah:
AM(V)xy + Aoe(v)xe + A3(v)zzs =z, AL(v)yr + A2 (v)ye + A3(v)ys = v.

Sedaj imamo tri linearne enacbe za tri neznanke A\;(v), A2(v), A3(v). To lahko zapisemo

v matri¢no obliko:
1 1 1 A1(v)

1 To9 I3 )\Q(U) = T . (26)
Y Y2 Y3 Az(v) Y
M

Ker je det M # 0, ima sistem samo eno resitev in lahko za izra¢un uporabimo Cramer-

jevo pravilo:

\ = 2A(v,v9,v3)  A(v,v2,v3) N —
b 2A(U17,U27U3) B 14(1)17,027?]3)7 2

A(vy,v,v3)
A<U1; V2, U3) ’

A(Ul, V2, U)

A3 = )
’ A(U17U2av3)

Definirajmo trikotnik S := (vq, va, v3).
Izrek 2.4. Koordinate \;(v) so nenegativne znotraj trikotnika S (glej sliko 2):
Ai(v) >0 za =123 & wveSs. (2.7)

Dokaz. Cewv € S, potem so po izreku 2.3 \;(v) > 0 za Vi, saj so vse kolic¢ine v izreku 2.3

nenegativne. Ce v ¢ S, potem zopet po izreku 2.3 obstaja i 3: \;(v) < 0. ]

Opomba 2.5. Zunaj trikotnika S velja, da je vsaj ena koordinata negativna. Zaradi

latsnosti (ii) iz definicije 2.1 ne morejo biti vse tri koordinate negativne.
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[ wse tri koordinate so pozitivne
] ena koordinata je negativna

N\ dve koordinati sta negativni

Slika 2: Predznaki baricentri¢nih koordinat.

Izrek 2.6. Baricentricne koordinate znotraj trikotnika S so linearni polinomi, za katere

velja Lagrangeeva lastnost \;(v;) = 6;;, kjer je 6;; definiran v (1.1).

Dokaz. Dokaz linearnosti sledi iz tega, da je Stevec v zapisu \;, za vse ¢ = 1,2, 3,

linearen polinom v dveh spremenljivkah (z in y).

) 1 1
A(U,UQ,Ug) = 5 r T2
Yy Y2
1 1
1
A(vy,v,v3) = S| @ @
n
1 1
1
A(vi,v,v) = 9 I T2
Yyr Y2

1
I3

Y3

x3

Y3

1

T

Y

1
~(2(y2 — y3) + y(w3 — 2) + D2y3 — T312),
2

1
—(z(ys — y1) + y(x1 — x3) + 2391 — T1Y3),
2

1
—(z(y1 — y2) + y(x2 — 1) + T1Y2 — T2Y1),
2

medtem ko je imenovalec A(vq, va, v3) vedno ista konstanta, ker je predznacena ploséina

trikotnika S vedno enaka in toc¢no dolo¢ena. Dokaz Lagrangeeve lastnosti je trivialen,

saj se v zapisu \;(v;) bodisi §tevec in imenovalec pokrajsata ali pa pride Stevec enak

0, saj je plos¢ina izrojenega trikotnika enaka 0. [

Izrek 2.7. Baricentricne koordinate \;,1 = 1,2, 3, so:

(i) afino invariantne,

(ii) C.
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U3

§‘\ X

(%

V1 U1

Slika 3: Baricentri¢ne koordinate kot funkcije.

Dokaz. Afine preslikave so dobljene iz rotacij, premikov, raztegov in strigov. Zanje

velja, da se razmerja plos¢in ohranjajo, na primer:

B A(v, ve, v3) B A(P(v), D(vy), P(v3)) B ;
Ar(v) = A(vr,va,03)  A@(01), B(va), Blvg)) A(®(v),

kjer je ® poljubna afina preslikava. Po izreku 2.6 je A\; linearen polinom = A\; je C*.

Podobno dokazemo Se za Ay in As. O

Baricentri¢ne koordinate lahko uporabimo, da definiramo linearno interpolacijo treh
tock vy, v9,v3 € R3. Namrec vsaka tocka oblike v(Ai, A2, A3) = (A1v1, Aava, A3v3), A1 +
Ao 4+ A3 = 1, lezi na ravnini doloceni z vy, vo, vs3. Ce zahtevamo e \; > 0, =1,2,3,

dobimo natanko trikotnik (vy,vq, v3) C R.

Primer 2.8. Vizualizacija podatkov v R3.

Na zacetku imamo podane doloc¢ene tocke v prostoru. Da bi si lazje predstavljali,
kaj tocke prikazujejo, naredimo projekcijo na ravnino. Nato na njih naredimo neko
triangulacijo, jo prenesemo v prostor in izvedemo odsekoma linearno interpolacijo.
Tako dobimo boljso predstavo o sliki, ki so jo na zacetku sestavljale le tocke (glej
sliko 4).

2.2 Posplositev na R?

Baricentri¢ne koordinate lahko posplogimo na ve¢ dimenzij. Najbo S = (vy,vs,...,v441)

simpleks v R

Definicija 2.9. Baricentricne koordinate v R? so definirane kot funkcije A; : R¢ — R,

ki zadosSc¢ajo naslednjim pogojem:
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Slika 4: Pravokotna projekcija.

(i) Koordinate A;(v) tvorijo particijo enote:

d+1

ZAi(v) —1. (2.8)

(ii) Utezena vsota oglis¢ simpleksa, kjer so utezi baricentriéne koordinate neke tocke

v, je ravno tocka v:
d+1

Z Ai(v)v; = . (2.9)

Izrek 2.10. Baricentricne koordinate N\;,1 = 1,2,...,d+ 1, so enolicno dolocene kot:

)\(1)) _ A(Ul,/(]g, ey Vi1, U, Ui+1, Ce ’vd+1) (2 10)
’ A(vy,vg, ..., Ugy1) ’ '

kjer A oznacuje predznacen volumen simpleksa.

Dokaz. Tz definicije 2.9 vemo, da velja: S0 N(v) = 1 in 5 N(v)v = v. Ce
definiramo v; = (vy,,v,,...,vq,) in v = (t1,1e,...,tq) lahko enacbo (2.9) razpisemo po
komponentah:

)\1(1})@11 =+ AQ(U>U12 4+ ...+ /\d+1(1}>1}1d+1 = tl,

A (V)vg, + A (V)vg, + -+ Aap1 (V) Va,,, = ta
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Sedaj imamo d 4+ 1 enacb za d + 1 neznank Ay, Ao, ..., Agr1. To lahko zapiSemo v

matricno obliko:

11 ... 1 A1(v) 1
U11 'U12 e U1d+1 )\2(?)) _ t'l ' (211)
Vdy Vdy --- Udd+1 )\d+1(’l}) td
JY;
Ker je det M # 0, ima sistem samo eno resitev in Cramerjevo pravilo nam da
A(vi,v9, .. V1,0, V41, ..., 0
)\z<v) — ( 1, V2, 1 +1 dJrl). 0

A(UL Vo, ... avd-i-l)



Ferjanci¢ K. Baricentri¢ne koordinate nad veckotniki.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 9

3 Baricentricne koordinate nad

konveksnimi veckotniki

Vrnimo se znova v R?. Baricentri¢ne koordinate lahko definiramo tudi glede na oglisca
konveksnega veckotnika S := [vy,vs,...,v,]. Vzemimo poljubno tocko v € S. S
pomocjo te tocke lahko razdelimo veckotnik na n trikotnikov (v, v;, vi41), 4 =1,2,...,n,

Unt1 := vy (glej sliko 5).

Definicija 3.1. Baricentri¢ne koordinate glede na ogliséa vy, v, ..., v, konveksnega
veckotnika, n > 3, so definirane kot funkcije (\;)i=12. » : S — R, ki zados¢ajo nasle-

dnjim pogojem:
(i) Koordinate so nenegativne znotraj veckotnika S:

veS=XNw >0, i=12,...,n. (3.1)

(ii) Koordinate \;(v) tvorijo particijo enote:
> Ailw) =1. (3.2)
i=1

(iii) Utezena vsota oglis¢ veckotnika, kjer so utezi baricentri¢ne koordinate neke tocke,

je ravno ta tocka:

Z Ai(v)v; = v. (3.3)

V4 V3
Us

V2

U6 v

v7

Slika 5: Razdelitev veckotnika S = [v1, va, ..., v7] na trikotnike s pomocjo tocke v.
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Slika 6: Funkcije L; (levo) in ¢; (desno).

Baricentri¢ne koordinate v ravnini so glede na oglisca trikotnika enoli¢no dolocene,
glede na oglisca konveksnega veckotnika pa ne, zato poznamo veliko razli¢nih konstruk-
cij teh koordinat. Za vsak i € {1,2,...,n} ozna¢imo z L; : S — R zvezno funkcijo,
ki je linearna na vsakem trikotniku oblike (v, vj41,v;), j # ¢ — 1,4, in ima v oglis¢ih
vrednosti L;(v;) = d;;. Definirajmo Se funkcije ¢; : S — R, ki so linearne na trikotnikih
(Vi—1,0;,v41) in nicelne v ogliséih S\(v;_1, v;, vi41) ter zanje velja ¢;(v;) = d;; (gle]
sliko 6).

Definicija 3.2. Definirajmo funkciji f : R? = R in g(v) := > A\j(v) f(v;). Funkcijo

j=1
g imenujemo baricentri¢ni interpolant funkcije f.

Izrek 3.3. Naj bo D C S in naj bodo (\;)iz12..n : D — R baricentricne koordinate.

Potem velja:
(a) 0 < 6i(v) < Ni(v) < Lifv) < 1,
(b) Ai(v;) = 0y,

(c) g(vi) = f(vi).

Dokaz. Katerakoli tocka v € D je hkrati tudi v S, zato pripada vsaj enemu trikotniku
(Vi,vj,vj11), J # 1 —1,4. Iz definicije 2.2 sledi, da je A(v,v;,v;41) linearna funkcija v-ja
in s pomocjo definicije 3.1 vidimo:

i), (i) @i
A(U, vy, Uj+1) ( ):( ) Z )\k(U)A(Uk, vy, ’Uj+1) Z )\i(’l])A(Ui, vy, ’Uj+1>.
k=1

=

Ta neenakost je posledica nenegativnosti koordinat znotraj veckotnika. Od tod sledi,
da je
Ai(v) < Av,vj,vj41) [A(vi, 05, v541) = Li(v).
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Nasprotna neenakost, ¢;(v) < \;(v), je trivialna, ¢e je v izven trikotnika (v;_1, v;, v;11),
saj je tam ¢;(v) = 0. Predpostavimo sedaj, dajev € (v;_1,v;, v;11). Kerje A(v,v;41,vi1)

linearna v v, je

A(UaUHl?UFl) = Z Ak(“)A(UmU@'H, Uifl)
k=1

= )\i(U)A(Uz’, Ui+17Uz‘71) - Z )\k(U)A(Uk; Vi—1, Ui+1)
k#i—1,i+1

< Ni(0)A(viy Vg1, vim1),

saj so A(vg, vig1,vi1) > 0zak=1,2,...,i—2,i+2,...,n. Iz tega sledi
Ai(v) > A(v, v, vi1) JA(Vs, Vi, vim) = Li(v).

Naj bo sedaj (Ai)i=12..n : S — R poljubna mnozica baricentri¢nih koordinat, potem

velja:

li(v) < N(v) < Li(v), veSs
li(v) = Ni(v) = Li(v), veas

Torej je A; linearna na vsaki povezavi (vj,v,41) in zadosca \;(v) = d; ;.

Dokazati moramo le se tocko (c). Velja

3.1 Wachspressove koordinate

Definicija 3.4. Wachspressove koordinate so koordinate nad konveksnimi veckotniki,

ki so definirane kot:

w; (v)
Ai(v) = =7 (3.4)
Zj:l w;(v)
kjer so
U)Z(’U) = A(Ui_l,’l)i,UH_l) H A(v,vj,vj+1), 1= 1,2,...,77,. (35)
jAi—1,

Trditev 3.5. Wachspressove koordinate lahko definiramo tudi kot

QD@<U)

M) =S )

kjer so
1]72(1)) _ A(Uz'—l, (%5 Uz’+1) ,
AV, vi-1,0;) A(V, 03, Vig1)

i=1,2,....,n.
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Vi+1

Slika 7: Wacshpressove koordinate.

Dokaz. Velja:
w;(v) = w;(v) HA(% Vg, Vk1)-
k=1
Torej

]

(o) = wi(w) @) [ A v ve) _ wiy)
2?21 w;(v) Zn 1 Wi (0) [Tz Alv, vg, ki) 2?21 w;(v)
Opomba 3.6. Za nekonveksne veckotnike Wachspressove koordinate niso dobro defini-

rane, saj se lahko zgodi, da je imenovalec enak 0 (slika 15).

Iz trditve 3.5 torej sledi, da za izrac¢un w; potrebujemo tri sosednja oglisc¢a veckotnika,
zato Wachpressove koordinate uvrséamo med t.i. tri-tockovne koordinate. Za vsak ¢ mo-
ramo s pomocjo treh sosednjih oglis¢ v;_1,v;, v;11 izracunati predznaceni ploscini dveh
trikotnikov A;_1 := A(v,v;_1,v;) in A; := A(v,v;,v41) ter predznaceno ploséino tri-

kotnika na treh sosednjih oglis¢ih B; := A(v;_1,v;, vi11), kot je oznaceno na sliki 7.

Trditev 3.7. Wachspressove koordinate so baricentricne koordinate.

Dokaz. Dokazati moramo, da za Wachspressove koordinate veljajo tocke (i), (ii) in (iii)
iz definicije 3.1.
(i) Ai(v) so nenegativne, ker so w;(v) > 0 za vse v € S, zato so tudi A\;(v) > 0zav € S.

(i)
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Enacbo >7  Ai(v)v; = v na desni strani pomnozimo z 1, ki je po tocki (ii) iz defini-
cije 3.1 enaka » ", A\;(v) in dobimo

D X =Y M),
i=1 i=1
1z Cesar sledi .
> Xi(w) (v —v) =0.
i=1

Vstavimo nastavek (3.4) in dobimo

iz. Cesar sledi

Ocitno to implicira
> wiv)(vi —v) =0, (3.6)

kar smo zeleli pokazati.

Sedaj nam ostane Se dokazati, da (3.6) res drzi. Naj bo
Ai = 14('{}7 Vi, Ui+1) n Bz = A(Ul'_l, Uy, Ui—l—l)-

Izrazimo v kot
A; n (Bi — A1 — 4A) n A
V= —V;— (5 V;
B, 1 B, B, +1

in preuredimo:

A, 1 A; ('Ui — U) = A, ('Ui - Uifl) — E(UZ-H — vi),

S sestevanjem obeh strani po ¢ dobimo

n

B;
= Ai1 4

(v; —v) =0

oziroma

Zwi(v)(vi —v) =0. O

Trditev 3.8. Wachspressove koordinate so invariantne za translacije, rotacije in ena-

komerne raztege ter C*° znotraj konveksnih veckotnikov.
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Dokaz. Ploséino A(v, v;,v;41) lahko zapisemo tudi kot [[v — v;]| - ||[v — viq1]| - %, kjer
je a; kot v (v, v, v41) pri ogliséu v. Podobno velja za A(v;_1,v;,v;41). Pri translacijah

in rotacijah se koti in razdalje ohranjajo, torej je

wi(p(v); p(v1), o(va), ..., 0(vn)) = wi(v;v1,va, ..., n),

kjer je ¢ poljubna rotacija ali translacija. Pri enakomernih raztegih se koti ohranjajo,

razdalje pa se skalirajo z istim faktorjem, ki se nato pri \; pokrajsa in zato velja

Az(gp(v)v @(Ul); ¢<U2)7 cee 7@(””)) = )‘i<v; U1,V2,. .. 77]71)7

kjer je ¢ poljubni enakomerni razteg. Dokazati moramo Se, da so C*°. Wachspressove
koordinate so racionalne funkcije, ki imajo v imenovalcu in Stevcu polinom. Racionalna
funkcija je C*°, ¢e nima pola, kar pomeni, da imenovalec ne sme biti enak 0. Kot ze
vemo so Wachspressove koordinate dobro definirane znotraj konveksnih veckotnikov,

zato imenovalec ne more biti enak 0. O

Opomba 3.9. Wachspressove koordinate so invariantne tudi za splosne afine transfor-

macije (glej [1]).

Primer 3.10. Poglejmo si primer uporabe Wachspressovih koordinat na zvezdi z oglisci
Ty, T, ..., T, ki lezi znotraj petkotnika z ogliséi Ty, T, Tc, Tp, Tr, kot je prikazano
na sliki 8. Zanima nas, kako se zvezda znotraj petkotnika spremeni, ¢e uporabimo
preslikavo ¢, ki premakne dve tocki petkotnika. Tocke, ki definirajo petkotnik so: Ty =
(—4,-8)T. Ty = (8, -2)T,Tc = (10,9)T, Tp = (=8,12)T, T = (—10,2)T. Tocke zvezde
paso: 71 = (=5,001, Ty = (=2,0)7, T3 = (0,-3)1, T, = (2,0)7,T5 = (5,0)T, T =
4,3)7, Ty = (5,6)1, T = (2,6)7, Ty = (0,97, T = (=2,6)7,Ty; = (=5,6)1, Ty =
(—4,3)". Premaknili bomo dve tocki petkotnika, in sicer tocko Ts v T = (13, —7)7 in
Te v Ter = (5,8)T. Izratunajmo najprej baricentricne koordinate \r,,i = A, B,C, D, E,
za vse tocke zvezde. Ar, lahko izracunamo na dva nacina, v tem primeru bomo uporabili

nacin iz trditve 3.5. Zapisan je samo izracun za baricentri¢ne koordinate tocke 77, za

tocke T, Tj, ..., T je izracun podoben.
N A(Tg, Ta, Tp) 78

T = = = 0.0804953560371517
(1) = T TOA(T. TaTy) 1951 ’

N AT, T, Tc:) 60 .

T = = = 0.01600640256102441
wrs(T1) ATy, Ta, Tp)A(Ty, Tp, Tc) ~ 51-73.5 ’
_ A(Tg, Te, Tp) 102 .

T, = = 0.013408261855466824
ro(T) ATy, T, To)A(Ty, Te, Tp) ~ 73.5-1035 ’
N A(Te, Tp, Tr) 93

Ty = = = (.0332796564680662267
Uro(h) = o T T ATy T T) 103597 ’
_ A(Tp, Ty, T 40
o, (T1) = (b, Te. Tu) = (.0804953560371517.

A(Ty, Tp, Tp)A(Th, T, Ta) 2719
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Za nadaljne racunanje potrebujemo se
wr, (Th) + wr, (Th) + wr. (T1) + wr, (T1) + wr, (T1) = 0.22116238647336212.

Sedaj lahko izracunamo Ar,(T1) zai € A, B,C, D, E :

0.0804953560371517
Mo (T)) = — 0.36396494594186773
7,(Th) 0.22116238647336212 ’

0.01600640256102441
Mo (T)) = — 0.072373981924599554
75 (Th) 0.22116238647336212 ’

0.013408261855466824
Mo (Ty) = — 0.06066321090461649
7o (Th) 0.22116238647336212 ’

0.0332796564680662267
Ao (Ty) = — 0.15047611394838439
7 (T1) 0.22116238647336212 ’

0.0804953560371517
A (T)) = — 0.35255863709468666.
7 (Th) 0.22116238647336212

Ce premaknemo tocki Tg in T v toc¢ki Ts in T» dobimo novo obliko zvezde s tockami

Ty, Ty, ..., Tio. Naredili bomo izracun za tocko Tk, za ostale tocke je postopek enak.

T5/ = )\TA (T5)TA + )\TB (Tg,)TB/ —+ )\TC (T5)TC/ + )\TD (T5)TD + )\TE (Tg,)TE
= (6.579122819875689, —2.8603656532748269).

Dobili smo tocko T . Oblika zvezde po transformaciji je prikazana na sliki 9. Ce presil-
kava ¢ ni afina, potem T5 ni enaka tocki ¢(75). Vseeno pa je to zelo uporaben naéin,
kako v praksi spreminjati polozaj dolocenega lika, telesa. Namre¢ baricentri¢ne koor-
dinate izra¢unamo samo enkrat (na zacetku), potem pa vsaki¢ racunamo le konveksne

kombinacije preslikanih tock petkotnika z istimi utezmi, kar je seveda zelo hitro.

3.2 Koordinate povpreéne vrednosti

Definicija 3.11. Koordinate pouvprec¢ne vrednosti so definirane s (3.4) in w;(v) oblike

(o) = (@1 (0)/2) + tanay(v) /2)

, 1=1,2,...,n. (3.7)
[|vi =]

V tem primeru «;(v), za katerega velja 0 < «; < 7, oznacuje kot v trikotniku (v, v, v;11)

pri ogliséu v (glej sliko 10).

Izrek 3.12. Koordinate povprecne vrednosti so baricentricne koordinate.

Dokaz. Ker je 0 < o; < 7, lahko vidimo, da je tan(a;/2) dobro definiran in pozitiven,

torej so koordinate \; dobro definirane v notranjosti veckotnika in pozitivne za i =
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Slika 8: Oblika zvezde pred transformacijo oglis¢ petkotnika.

To

26

28

30

Slika 9: Oblika zvezde po transformaciji oglis¢ petkotnika.

20
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’U'VL

Vi+1

Slika 10: Oznake, potrebne za definicijo in izpeljavo lastnosti koordinat povprecne

vrednosti.

1,2,...,n in po definiciji tvorijo particijo enote. Z vstavljanjem formule (3.7) v enac¢bo
Yoo wi(v)(v; —v) = 0 vidimo, da moramo pokazati

n

S (tan(ai1/2) + tan(a;/2)) e, = 0, ;1= e;(v) = (wizv)

i=1 ”U”L - U”

oziroma

Z tan(oz,-/?) (€Z' + 6i+1) = 0, (38)

i=1
kjer je v,41 := v1. Da bi to dokazali, definirajmo e; = (cos @, sin ). To lahko naredimo,

saj je ||61|| = 1. Potem je oy = 9,‘_,_1 — QZ in

tan (%) (e; + e;41) = tan (%) (cos(6;) + cos(b41),sin(6;) + sin(6;41))
= tan (M) (cos(6;) + cos(6;41),sin(6;) + sin(6;41))

sin((0;0.1—6;)/2 sin((60;.1—60;)/2 . .
— (—cos((((e:l—ei))%)) (cos(f;41) + cos(6;)), —COS((((Q;%Z,))%)) (sin(0; 1) + sm(@i)))
(22

- sin(@)ﬂ-cos(eﬂr?wi)-cos(9i+§79i) sin<91+1279")- -sin
- ( 605(40i+§79i) ) COS( i+1—9 )
= (Sin (293“) + sin (=2%) | —cos( 20:+ ) + cos (24 ))

= (sin(0;41) — sin(6;), cos(6;) — cos(0;11))

S sestevanjem po i = 1,2,...,n dobimo (3.8). m

Trditev 3.13. Koordinate povprecne vrednosti so invariantne za translacije, rotacije

i enakomerne raztege.
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30F

8 25

20

151

10n

2 05

Slika 11: Funkcija Ay nad konveksnim veckotnikom za Wachspressove koordinate (levo)

in za koordinate povpre¢ne vrednosti (desno).

Dokaz. Naj bo ¢ poljubna translacija ali rotacija. Ker se pri translacijah in rotacijah

koti in razdalje ohranjajo, po (3.7) velja

wi(p(v); p(v1),0(v2), -, p(n)) = wiv; 01,02, Vn).

Naj bo sedaj ¢ enakomerni razteg. Pri enakomernih raztegih se koti ohranjajo, razdalje

pa se skalirajo z istim faktorjem, ki se nato pri \; pokrajsa in zato velja

)\1(90('0)7 90('01)7 90('02)7 RN (10(@11)) = )‘z(v7 U1, V2, ... >Un)- U
Opomba 3.14. Koordinate povpre¢nih vrednosti niso afino invariantne (glej [1]).
Trditev 3.15. V notranjosti obmocja S so koordinate povpreéne vrednosti C*°.

Dokaz. 1z definicije 3.11 je razvidno, da je w; povsod dobro definirana, saj ima v
imenovalcu normo, za katero velja, da je v notranjosti S vedno pozitivna. Prav tako je
tudi v stevcu povsod dobro definirana funkcija, in sicer vsota tangensov na intervalu
(0,7/2). Ker sta tako stevec kot imenovalec C*> funkciji, je taksen tudi w;. Prav tako

je \; povsod dobro definirana funkcija in zato tudi C*. U

Opomba 3.16. Koordinate povprecne vrednosti so v resnici povsod C*, razen v oglis¢ih
veckotnika S, kjer so le C° (glej [5]).

Primer 3.17. Na slikah 11, 12, 13 in 14 so nad konveksnim stirikotnikom z oglisci
vy = (0,0)7, vy = (2,0)7,v3 = (2,3)T, vy = (0,2)T prikazane funkcije A\ (v), A2 (v), A3(v)
in A\y(v) za Wachspressove koordinate in koordinate povprecne vrednosti. Barva pred-
stavlja visino funkcije A;(v). Vidi se, da \; za Wachspressove koordinate ni enak \; za

primer koordinat povprecne vrednosti za noben 1.
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Slika 12: Funkcija Ay nad konveksnim veckotnikom za Wachspressove koordinate (levo)

in za koordinate povpreéne vrednosti (desno).

307
25|
2.of
15¢
1.of

05f

Slika 13: Funkcija A3 nad konveksnim veckotnikom za Wachspressove koordinate (levo)

in za koordinate povprecne vrednosti (desno).



Ferjanci¢ K. Baricentri¢ne koordinate nad veckotniki.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 20

Slika 14: Funkcija Ay nad konveksnim veckotnikom za Wachspressove koordinate (levo)

in za koordinate povpreéne vrednosti (desno).

Slika 15: Na sliki je nad nekonveksnim stirikotnikom prikazana funkcija \s(v) za Wa-

chspressove koordinate (levo) in za koordinate povprecéne vrednosti (desno).
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Slika 16: Na sliki je prikazan interpolant, ki interpolira funkcijske vrednosti v oglis¢ih

za Wachspressove koordinate (levo) in koordinate povprecne vrednosti (desno).

Primer 3.18. Nasliki 15 je nad nekonveksnim stirikotnikom z oglisci v, = (0,2)7, v, =
(1,00, v3 = (2,2)T,v4 = (1,1.5)" prikazana funkcija A\y(v) za Wachspressove koordi-
nate in koordinate povprecne vrednosti. Pri funkcijah \;(v), A2(v) in A3(v) pride do
podobne situacije kot pri Ay(v). S slike je razvidno, da A\4(v) za primer Wachspressovih
koordinat ni enaka kot \y(v) za koordinate povprecne vredosti. Pri Wachspressovih ko-
ordinatah lahko vidimo, da niso povsod dobro definirane, saj gredo vrednosti funkcije
na dolo¢enem obmocju v neskoncnost. Koordinate povpreéne vrednosti pa so dobro

definirane povsod, saj velja, da so dobro definirane tudi za nekonveksna obmocja.

Primer 3.19. Na sliki 16 je prikazan interpolant definiran v izreku 3.3 (c), oblike
g(v) = 4X1(v) —2X2(v) + A3(v) — 6A4(v), ki interpolira funkcijske vrednosti 4, —2,1, —6
v ogliséih vy, vy, v3 in vy. Zopet lahko opazimo, da interpolant g za Wachspressove

koordinate ni enak interpolantu g za koordinate povprecne vrednosti.

3.3 Poljubne druge tri-tockovne baricentri¢ne ko-

ordinate

Naj bo v tem poglavju S = [vq, vg, ..., v,] znova konveksni veckotnik.

Definicija 3.20. Naj bodo \; : S = R, \; = an—’w Ce je vsaka koordinata w; : S —

j=1Wj
R, odvisna le od v;_1,v;, v;11, pravimo, da so \; tri-tockovne koordinate.
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Definirali smo ze dve vrsti tri-tockovnih baricentriénih koordinat, to sta Wachspres-
sove koordinate in koordinate povprecne vrednosti. Preverimo, ¢e obstaja Se katera
druga druzina takih koordinat. Pokazimo, da je dovolj poiskati baricentri¢ne koordinate
za notranjost veckotnika S, kar bomo oznacevali z Int(S). Namre¢, ¢e je w poljubna
tocka v 0S in wy,ws, ... neko tako zaporedje tock v Int(S), da je limg_oo wy = w,
potem zaradi

Ci(wg) < Ni(wy) < Li(wg),
in
khj& li(wy) = klg]g() Li(wy) = 4;(w),
velja
kll_)rilo Ni(wy) = li(w) = Li(w).

Ce torej najdemo take funkcije w; : Int(S) — R,i = 1,2,...,n, da velja

wl(U) Z 07

sz‘(v)(%‘ —v) =0, (3.9)

potem so funkcije \; = ST baricentricne koordinate. Sprva pois¢imo take w;, ki
j=1Wj

zadoscajo (3.9), potem pa Se, da bodo pozitivne. Definirajmo

Az(’l]) = A(’U, Uy, Ui+1), Bl<'l)) = A('U, Vi—1, ,UiJrl)’ Cl = A(’U,L‘,l, Vi, 'Ui+1>. (310)
Ocitno velja zveza A;_1(v) + A;(v) = B;(v) + C;.

Opomba 3.21. Za v € Int(S) velja A;(v) > 0, C; > 0, predznak B;(v) pa je odvisen od
lege v glede na daljico 7; 71, v;11 (glej sliko 17).

Trditev 3.22. Naj bodo ¢y, ca, ..., ¢, Int(S) — R poljubne realne funkcije. Potem so

funkcije
Civ1dic1 — By + i1 Ay
W; =
A1 A

koordinate, ki zadoséajo (3.9).

(3.11)

Dokaz. Tzrazimo v kot baricentricno kombinacijo glede na oglis¢a trikotnika (v; 1, v;, vi11).

A, A; B; .
Tli(U)UHl + C(’:])vi_l — #vi =wv, 1=1,2,....n, VUpy1 = V1,V = Up.

Pomnozimo s C; = A;—1(v) + A;(v) — B;(v) in delimo z A;—1(v)A;(v) :

Di(v) — Vi-1 — U Uip1 —U Bz‘(U

v, —v)=0, 1=1,2,...,n.
A1) Ai(v) A (v)Ai(v) ( )

Iz tega sledi tudi

n

> ci(v)Di(v) =0.

i=1
Preoblikujemo in dobimo (3.9) z w; podanimi s (3.11). O



Ferjanci¢ K. Baricentri¢ne koordinate nad veckotniki.

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2014 23

Un

Vi+1

Slika 17: Funkciji B;(v) in C;.

Trditev 3.23. Poljubne koordinate w;, ki zadoscajo (3.9), lahko izrazimo v obliki (3.11).

Dokaz. Poljubno izberemo ¢ in ¢y, medtem ko cs, ¢y, . .., ¢, izberemo rekurzivno kot
Ai 1 Ajw; + ¢, By — ¢ A; .
g = —— tx L i=2.3,....n—1. (3.12)
i—1

Definirajmo
A — Bt A

w; ‘=
' Ai—lAi 7

in dokazimo, da je w; = w;.

~ A1 AjwiAi_y ciBiAi cim1AiAiy ¢ B; i Ci—14;

- _ _ —w. O
v A+2 A, A A, A2 A, AA AA Y
Enakost (3.11) lahko izrazimo tudi na alternativen nacin.
Definirajmo r; := ||v — v;||, od koder sledi, da je
sin(a;(v))

Ai(v) = ri(v)riza(v) 5

in sin(a;_1(v) + a;(v)) .

B;i(v) = ri-1(v)riza(v) 5
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Vstavimo te nastavke v formulo (3.11). Definirajmo a; = . Velja:

I 2- Cit+1 4- CiTi—1Ti+1 sm(ozi_l + O./i> 2- Ci—1
P =

T SiIl(Oéi) B 2Ti_1TZ~2Ti+1 sin(ai) SiIl(Oéi_l) ri—17; SiH(Oéi_l)

2 ( A1 a; sin(ozi_l + Ozi) A;—1 )

i \sin(a;)  sin(oy_1)sin(ey)  sin(c_1)
2 < iyt _ai(sin(ai_l)cos(ozi)—i—cos(ai_l)sin(ai))+ a;_1 )

r; \ sin(qy) sin(a;_1) sin(ay) sin(ay_1)
2 (a1 —a i i1 — a4 i
_ 2 (ain 'a cos(a)+a 1 'a cos(a_1) ' (3.13)
T; sin(a;) sin(a;_1)
Izberimo sedaj ¢; := 1, p € R in vstavimo to v (3.11). Dobimo:
T-p Ai, — TpBl + T-p Al i
Wip ‘= il ! ! i1 Ai,p = Wip (314)

Ai 1A ’

w; p je odvisna samo od v;_1,v;, Viy1, zato so \;, tri-tockovne koordinate. Ce upora-

bimo (3.13) in nastavek ¢; = r¥, dobimo direktno naslednjo lemo:

Lema 3.24. S pomocjo enakosti (3.13) dobimo

2 <r£:11 — 7P cos(ay) N Pt Cos(ai_1)>

(3.15)

Wip = - sin(ay) sin(ay_1)

Trditev 3.25. \;o so Wachspressove koordinate, \;1 so koordinate povprecéne vredno-

sta.

Dokaz. Ce vstavimo p =0 v (3.14), dobimo w; ¢ = ﬁ, kar implicira Wachspressove

koordinate. Za p = 1 pa iz (3.15) dobimo

Wiy = 2 (1 — cos(y) N 1— cos(ail)) _ 2 <tan (ﬁ) tan <ai,1)> ‘

T sin(cy;) sin(a;_1) T 2 2

Ko izracunamo J; ;, se faktor 2 pokrajsa, in res dobimo koordinate povprecne vrednosti.

]

Torej za p = 0 in p = 1 dobimo baricentricne koordinate. Preveriti moramo, ali Se

za kakSen p dobimo baricentriéne koordinate. Preverimo za p = 2. Dobimo:

sin(7y; + Bi-1)
sin(v;) sin(3;_1)’

w; g = 2(cot(y;) + cot(Bi—1)) =
kjer je pomen kotov (; in 7; oznacen na sliki 17. O¢itno velja:
wip > 0 & v + B < 1L

Te koordinate se imenujejo diskretne harmonic¢ne koordinate.
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Trditev 3.26. Ce ogliséa vy, vs, . .., v, lezijo na enotski kroznici, potem je
w;2(v) = (1 = ||Jv||*)wio(v), v € Int(S), (3.16)
1z cesar sledi
Ai2 = Aio-
Dokaz. Fiksiramo v € Int(.S) in naj bo r = ||v]|. S pomo¢jo rotacijske invariantnosti

lahko predpostavimo, da je v = (r,0) in z uporabo polarnih koordinat dobimo
v; = (cos(p;),sin(p;)), i=1,2,... n.
Potem je
72 = |Jv; — v||* = (cos(gi) — r)* + (sin(g;))? = 1 4+ 1% — 2r cos(p;). (3.17)
V tej konkretni predstavitvi lahko ploscine A; in B; v (3.10) zapisemo kot
A = ((cos(pi) — 1) sin(pi1) — sin(p;)(cos(pir1) — 1)) /2

B; = ((cos(pi-1) — 1) sin(pis1) — sin(pi—1)(cos(pir1) —1))/2.
Tako dobimo enakost
COS(QDH_l)AZ‘_l — COS(QDZ‘)BZ‘ + COS(QOZ'_1>AZ' = ’I“(Ai_l - Bz + Az) (318)
Enacbe (3.15), (3.17) in (3.18) implicirajo
wipAiAi = 7‘1‘2+1Ai—1 — 7B+ 1] A
= (1 + 7”2)(147;_1 — Bz + Az) — QT(COS(QOH_l)AZ‘_l — COS(QOi>BZ' + COS(QOi_l)AZ‘)
= (1 -+ T'Z)(Al',l - Bl + Az) - 27”2(141',1 - BZ + Az)
= (1—r?)wigAiA;,
kar je ekvivalentno (3.16). O

Opomba 3.27. Ce ogliséa ne lezijo na kroznici, potem Ai2 niso pozitivne povsod znotraj
S (glej [1]).

Definicija 3.28. Definirajmo sedaj funkcije

flriv)Ais — f(ri) Bi + f(rica) A
A1 A, ’

w; = f:(0,00) = R.

Trditev 3.29. Naj bo f € C*(0,00). Funkcije w; ¢ so pozitivne v Int(Q) natanko tedaj,

ko velja
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(i) f(r) >0,

(ii) f'(r) =0,

(iii) f(r) > rf'(r),

(iv) f"(r) = 0.

Dokaz trditve je na voljo v [1].

Posledica 3.30. Edine baricentricne koordinate iz druZine X;,, p € R, so X\jg in A; ;.

Dokaz.
flr)y =17,
ff(r)>0=p?" ' >0=p>0,
f'r)=0=pp—1)r"2>0=p(p—1)>0=p>1lalip <O0.
f0) = () =p<1.
Edina parametra p € R, ki zados¢ata vsem zahtevam, sta p =0 in p = 1. O

Posledica 3.31. Wachspressove koordinate so edine \;, baricentricne koordinate, ki

so afino invariantne za konveksne veckotnike.

Posledica 3.32. Koordinate povprecne vrednosti so edine \; ), baricentricne koordinate,

ki so dobro definirane tudi za dolocena nekonveksna obmodja.

Opomba 3.33. Vprasanje je, ali obstajajo Se druge izbire funkcije f(r), ki zadoscajo
pogojem zadnje trditve. Ce izberemo na primer f(r) = 1+ r, se izkaze, da pogoji iz
trditve 3.29 drzijo, ampak se da pokazati, da nimamo invariantnosti za enakomerne
raztege. V [1] so postavili domnevo, da je edina moznost za dosego invariantnosti za

enakomerne raztege, da je f(r) = rP.
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4 Zakljucek

V zakljuéni nalogi smo na zacetku spoznali baricetricne koordinate nad trikotniki, ka-
sneje pa Se nad konveksnimi veckotniki. V nalogi sem natancneje opisala dve druzini
baricentricnih koordinat, in sicer Wachspressove koordinate, ki so dobro definirane za
konveksne veckotnike, in koordinate povprec¢ne vrednosti, ki so dobro definirane tudi za
nekonveksne veckotnike. Sledil je numericen primer 3.10, kjer je bila prikazana uporaba
in delovanje Wachspressovih koordinat. V primeru imamo petkotnik, znotraj njega pa
Sestkrako zvezdo. Pritem primeru smo opazovali, kaj se zgodi z zvezdo, ¢e premaknemo
dve oglis¢i petkotnika. Ideja temelji na tem, da objekt, sestavljen iz velikega Stevila
tock, v nasem primeru je to zvezda, premikamo z veliko bolj enostavnim ogrodjem iz
manjSega Stevila tock, to je v nasem primeru petkotnik. Zaradi dobrih lastnosti bari-
centricnih koordinat, le-te uporabljajo tudi v racunalniski grafiki. Eno izmed druzin
baricentricnih koordinat uporabljajo v podjetju Pixar za animacijo risanih likov. To
so t.i. diskretne harmoni¢ne koordinate. O tem si lahko ve¢ preberete v [6] in [7]. V
zadnjem poglavju so definirane poljubne tri-tockovne baricentri¢ne koordinate. Tu se
srecamo z ze prej omenjenimi diskretnimi harmoni¢nimi koordinatami, pridemo pa tudi
do ugotovitve, da so Wachspressove koordinate edine tri-tockovne baricentriéne koor-
dinate, ki so afino invariantne za konveksne veckotnike, ter da so koordinate povprecne
vrednosti edine tri-tockovne baricentricne koordinate, ki so dobro definirane tudi za

nekonveksna obmocja.
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