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Izvlecek:

Liho dominantna mnozica v grafu G = (V, E) je mnozica tock S C V, ki za vsako
tocko v € V wvsebuje liho mnogo elementov, ki so bodisi enaki v ali pa povezani z
v. V nalogi obravnavamo pojem liho dominantne mnozice v grafih ter nekatere druge
sorodne pojme. Predstavljen je problem “samih enic”. Tukaj spoznamo igro priziganja
luci v sobah neke stavbe, stikala pa prizigajo ne le luc svoje sobe, temvec tudi luci v vseh
sosednjih. Zeljen cilj je, da so vse luéi na koncu prizgane. Opisan je Sutnerjev izrek, ki
pravi, da v vsakem kon¢nem grafu obstaja liho dominantna mnozica. Predstavljeni in
razlozeni so en linearno algebraic¢en in dva kombinatori¢na dokaza Sutnerjevega izreka.
Obravnavamo tudi liho dominantne mnozice v dolo¢enih grafovskih druzinah, kot so
poti, cikli, polni grafi, polni dvodelni grafi in hiperkocke. Za vsako od teh grafovskih
druzin podamo preprost algoritem iskanja liho dominantne mnozice. V zakljucku je
obravnavan Se algoritmicni vidik problema iskanja najmanjse liho dominantne mnozice
v danem grafu. Podani so pregledi znanih rezultatov o racunski zahtevnosti problema

v razliénih grafovskih razredih.
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Abstract:

An odd dominating set in a graph G = (V, E) is a set of vertices S C V' that has an
odd number of vertices for each vertex v € V that are either equal to v or connected
to v. In this final project paper, we discuss the notion odd dominating set in a graph
and some related notions. The “all ones”problem is also presented. We consider the
game of turning on and off the lights in rooms of a building, where neighboring rooms
also change their status when a switch is pressed. The goal is to turn all the lights
on. We mention Sutner’s Theorem that states that there is an odd dominating set in
every finite graph. In this final project paper we present and discuss three proofs of
Sutner’s Theorem, one linear algebraic one and two combinatorial ones. We discuss odd
dominating sets in different classes of graphs such as paths, cycles, complete graphs,
complete bipartite graphs, and hypercubes, and present algorithms for each of these
graph classes. In the final part we discuss algorithmic aspects of the problem of finding
the smallest odd dominating set in a given graph, presenting an overview of known

results on the complexity of this problem in different graph classes.
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1 Uvod

Dominantna mnozica je podmnozica tock nekega grafa, za katero velja, da dominira
vse ostale tocke v grafu. Pravimo, da ena tocka v grafu dominira drugo tocko, ce sta
bodisi enaki ali povezani s povezavo grafa. V zadnjih 50-ih letih je bilo objavljenih ve-
liko clankov na to temo, kjer so se razvile razne specificne oblike dominantnih mnozic,
nekaj primerov bomo kasneje tudi omenili. V vsakodnevnem zivljenju lahko najdemo
problem iskanja dominantne mnozice skoraj vsepovsod. Nekaj primerov si lahko ogle-
damo v naslednjih odstavkih, Se veé¢ jih najdemo v [21]. Posebna oblika dominantne
mnozice je liho dominantna mnozica. Tej se bomo tudi najbolj posvetili skozi nalogo.

Poglejmo si sedaj primere dominantnih mnozic iz realnega sveta.

Imamo skupino ljudi, ki si med seboj delijo razlicne lastnosti. Radi bi sestavili
manjso skupino predstavnikov, tako da ima vsaka oseba neko skupno lastnost z vsaj
enim izmed predstavnikov. Tukaj imamo problem dominantne mnozice v grafu, kjer
so ljudje tocke, povezava med dvema osebama pa obstaja, ¢e imata skupno lastnost.
Lahko tudi zelimo, da vsak izmed predstavnikov pozna vsaj Se kaksnega predstavnika,

Slika 1.1. Temu rec¢emo problem totalne dominantne mnozice.

Andreja

Tomaz Vesna

Aleks Leon

Slika 1.1: Totalna dominantna mnozica.

Lahko se nam pojavi problem, kjer imamo na eni strani mnozico ljudi, na drugi
pa mnozico spretnosti, ki jih obvladajo. Radi bi poslali ¢im manj ljudi na ekspedicijo,
vendar bi radi, da je vsaka spretnost obvladana s strani vsaj ene osebe. IS¢emo torej
najmanjSo podmnozico oseb, da bodo vse spretnosti Se vedno zajete. Ti dve skupini si
lahko predstavljamo z dvodelnim grafom, za primer glej Sliko 1.2, kjer so osebe tocke na

eni strani, spretnosti na drugi in povezava obstaja med osebo in spretnostjo, ¢e oseba
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obvlada to spretnost. Iskanje ¢im manjse podmnozice oseb, tako da so vse spretnosti

Se vedno zajete, lahko prevedemo na dvodelno dominacijo.

Jure Kuhar
Nina Zdravnik
Miha Geolog
Lara Fotograf
Saso Biolog

Ana Gradbenik
Luka Ekonomist

Zgodovinar

Slika 1.2: Dvodelna dominacija.

Se en zanimiv problem se pojavi, ko Sola poskusa izbrati pot, po kateri bo avtobus
pobiral otroke in jih nato dostavil v Solo. Ve¢inoma imamo Se kaksno dodatno pravilo,
kot npr. noben otrok naj ne bi hodil ve¢ kot pol kilometra do avtobusne postaje,
avtobus lahko vozi le dolocen ¢as in doloceno Stevilo otrok itd. Tukaj si predstavljamo
graf kot mrezo, kjer avtobus vozi po povezavah. Ena izmed tock v grafu je Sola, druge so
mozne avtobusne postaje ali hise otrok. Matemati¢no iS¢emo razdaljno-2-dominantno
mnozico. S tem povemo, da za vsako tocko, ki ni v mnozici, obstaja razdalja najvec
2 do nje (vsak otrok bo hodil najve¢ 2 povezavi do avtobusne postaje). Eno izmed

reSitev problema lahko vidimo na Sliki 1.3.

sola

L

Slika 1.3: Razdaljno-2-dominantna mnozica na mrezi.

Imamo omrezje, ki ga sestavlja 16 racunalnikov, ki so med seboj povezani. Vsak
lahko deli svoje informacije le s tistimi, s katerimi je povezan. Ko se zgodi, da potrebu-
jemo informacije z vseh v ¢imkrajSem ¢asu na dolo¢eni majhni skupini rac¢unalnikov,
lahko informacija potuje predolgo, ¢e ni blizu te skupine. Izbrati moramo torej
taksno skupino, da bo blizu vsem ostalim racunalnikom. Ponovno iScemo razdaljno-2-

dominantno mnozico na grafu, kjer so racunalniki predstavljeni kot tocke, med katerimi
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obstaja povezava le, ¢e sta racunalnika povezana. Primer take mnozice vidimo tudi na

Sliki 1.4.

Slika 1.4: Razdaljno-2-dominantna mnozica v hiperkocki Q).

Radijska postaja zeli postaviti svoje oddajnike na oddaljenih koncih drzave, tako
da jo bodo vse vasice prejemale. Vsak oddajnik ima omejen obseg oddajanja, tako da
jih bomo morali postaviti ve¢, da bomo lahko dosegli tudi najbolj oddaljene vasice.
Oddajniki so pa po drugi strani dragi, zato jih zelimo postaviti ¢im manj. V grafu
tocke predstavljajo vasice, povezava med vasicama obstaja, e sta oddaljeni manj kot

obseg oddajanja oddajnika kot na sliki 1.5. Pois¢emo dominantno mnozico.

Slika 1.5: Radijski oddajniki v vasicah.

Ti primeri aplikacij se pojavijo v [21].

Da bi opredelili pojem dominantne mnozice, si moramo najprej pogledati nekaj

osnovnih pojmov. Naslednje definicije lahko najdemo v [21,22].

Definicija 1.1. Tocki grafa G v;,v; € V(G) sta sosedni, ¢e je vv; € E(G). Odprta
sosescina tocke v, z oznako Ng(v), je mnozica vseh tock v grafu G, sosednih tocki v,
tj., Nag(v) ={u € G : wv € E(Q)}, zaprta soseséina tocke v, z oznako Ng[v], pa unija

odprte soses¢ine tocke v in mnozice s tocko v, tj., Ng[v] = Ng(v) U {v}.

Indeksa G ne bomo pisali, kadar bo razviden iz konteksta.
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Definicija 1.2. Naj bo G graf in V' njegova mnozica tock. Mnozica S C V je do-
minantna mnoZica, kadar za vsako tocko y € V\S obstaja x € S, sosedna tocki y.

Ekvivalentno, mnozica S je dominantna, ¢e je [N[v]NS| > 1za vse v € V.

V literaturi je studiranih veliko razli¢ic dominantnih mnozic, kot so npr. najmanjsa
dominantna mnozica in totalna dominantna mnozica [21], globalna ter razdaljno domi-
nantna mnozica [22], (k,¢)-neodvisna dominantna mnozica v [23], parna dominantna
mnozica [19,20], dominantna mnozica ostankov [9], (totalna, neodvisna ali povezana)
popolna dominantna mnozica ter utezena popolna dominantna mnozica [12, 38, 39],

utezena u¢inkovito dominantna mnozica [32], povezavno dominantna mnozica [4].

V nalogi bomo obravnavali liho dominantno mnozico, predstavili pa bomo tudi sodo

in uc¢inkovito dominantno mnozico. Definicije lahko najdemo v [19,21,22].

Definicija 1.3. Naj bo G graf, V njegova mnozica tock S pa dominantna mnozica.
Mnozici S C V recemo litho dominantna mnoZica, kadar za vsak v € S velja, da ima
sodo mnogo povezav s tockami mnozice S, vsak v € V\S pa liho mnogo povezav z
mnozico S. Ekvivalentno, mnozica S je liho dominantna, ¢e je |[N[v]NS| =1 (mod 2)

zavse v € V.

Definicija 1.4. Stopnja tocke v v neusmerjenem grafu G je stevilo vseh njenih sosednih
tock; dg[v] = |Ng(v)|. Izolirana tocka je tocka s stopnjo 0. Neodvisna mnozica S v

grafu G je podmnozica S C V(G) paroma nepovezanih tock, tj., ¢e sta u,v € S, potem
wv & E(G).

Definicija 1.5. Naj bo G graf in V' njegova mnozica tock. Neodvisna mnozica S C V
je ucinkovito dominantna mnoZica, kadar za vsako tocko v ¢ S velja, da ima natanko
eno sosedno tocko v S. Vse ucinkovite mnozice v grafu G imajo enako moc.(Za dokaz

glej [3]) Ekvivalentno, mnozica S je u¢inkovita, ¢e je [N[v]NS| =1 za vse v € V.

Slika 1.6: Primer grafov brez uc¢inkovito dominantne mnozice.

Definicija 1.6. Naj bo G graf, V' njegova mnozica tock. Neprazna mnozica S C V je
sodo dominantna mnoZica grafa G, ce je vsaka tocka grafa dominirana s sodo mnogo
tockami iz mnozice S. Ekvivalentno, mnozica S je sodo dominantna, ce je | N[v]NS| =0

(mod 2) za vse v € V.
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Slika 1.7: Primer grafa brez sodo dominantne mnozice.

Sutner je predstavil problem samih enic v [34]. Imamo n x n Sahovnico, kjer ima
vsak kvadrat stikalo in lu¢. Kadar pritisnemo na stikalo kvadrata, se spremeni stanje
luci (ugasnjeno-prizgano) v tem kvadratu in v vseh sosednjih. Na zacetku so vse luci
ugasnjene, zanima nas, ali je mozno pritisniti na stikala kvadratov v taksnem zapo-
redju, da bodo na koncu vse luéi prizgane. Temu problemu recemo problem samih enic.

Problem se v literaturi pojavlja tudi pod imenom “igra priziganja luci”.

Kvadrate si lahko predstavljamo kot tocke grafa, kjer sta dve povezani, ce sta
kvadrata sosednja. Dvojni pritisk na stikalo ima enak ucinek, kot da na stikalo ne
bi pritisnili. IS¢emo torej neko tako mnozico kvadratov S, da ¢e pritisnemo samo na
stikala teh kvadratov, se vse luci prizgejo. Mnozica S je resitev problema samih enic
le, ko za vsak kvadrat t velja, da je stevilo kvadratov v S sosednjih ali enakih ¢ liho
stevilo. To pa je ravno liho dominantna mnozica v zgoraj opisanem grafu. V istem
¢lanku pride Sutner tudi do zakljucka, da v vsakem konénem grafu lahko najdemo

reSitev problema samih enic.

Izrek 1.7 (Sutnerjev izrek). Vsak koncen neusmerjen graf vsebuje liho dominantno

mnozico.

Razliéne dokaze tega izreka bomo predstavili kasneje v nalogi.
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1.1 Pojem liho dominantne mnozice v jeziku line-

arne algebre

Pojme liho, sodo in uéinkovito dominantne mnozice je moc¢ definirati tudi povsem v
jeziku linearne algebre, tako da vsako mnozico predstavimo z njenim karakteristicnim

vektorjem.

Naj bo G graf reda n > 1 z mnozico tock V = {v;,i € {1,2,...,n}} in mnozico
povezav E. Najprej opiSimo splosno zvezo med podmnozicami mnozice V' in vektorji

v {0,1}V.

Definicija 1.8. Za vsako podmnozico S C V lahko definiramo njen karakteristicni

vektor x° € {0,1}" s predpisom:

xfz{ 1, ceicS;

0, sicer.
Ce je S liho dominantna mnozica, mora za vsako tocko v; € V veljati | SN Ng[v;]] = 1
(mod 2), kar pa je ekvivalentno temu, da za vsak i € {1,2,...,n} velja, da je skalarni

produkt (xVP)Tx¥ =1 (mod 2). Oblikujmo matriko A reda n x n s karakteristiénimi

vektorji zaprtih soseséin xN¥l. Dobimo matriko A = ]} =1

1, cewvw; € Falii=j, kjerjel <1¢,5 <n;
Q;5 —
! 0, sicer.

Naj bo 1 vektor samih enic dolzine n. Prisli smo torej do naslednje zveze:

Trditev 1.9. Neprazna mnozZica S C V' je liho dominantna mnoZica natanko tedaj,

ko njen karakteristicni vektor x = x° zadoscéa sistemu linearnih kongruenc Ax = 1
(mod 2).

Kongruenco dveh vektorjev enakih razseznosti po nekem modulu definiramo po
komponentah. Sistem linearnih kongruenc Az = 1 (mod 2) je seveda enakovreden

linearnemu sistemu Az = 1 v polju GF(2).

Podobno pridemo do zakljucka za sodo in uc¢inkovito dominantno mnozico.

Trditev 1.10. Naj bo 0 vektor samih nicel dolzine n. Neprazna mnozica S C 'V je
sodo dominantna mnoZica natanko tedaj, ko njen karakteristicni vektor x = x° zadosca

sistemu linearnih kongruenc Az =0 (mod 2).

Sistem linearnih kongruenc Az = 0 (mod 2) je enakovreden linearnemu sistemu
Az = 0 v polju GF(2).
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Trditev 1.11. Neprazna mnozZica S C V je ucinkovito dominantna mnoZica natanko

tedaj, ko njen karakteristicni vektor x = x° zadoica sistemu linearnih kongruenc
Ax =1.
Definicija 1.12. Naj bo V' = {vy,...,v,} kon¢na mnozica in = vektor v {0,1}".

Nosilec vektorja x, z oznako supp(x), je definiran kot mnozica vseh elementov v; € V,

kjer je x; = 1.

V nalogi je V vselej mnozica tock obravnavanega grafa.

Definirajmo operacijo seStevanja mnozic kot simetri¢no razliko dveh mnozic, torej:
A+ B = (A\B) U (B\A). Vsaki mnozici S priredimo njen karakteristi¢ni vektor x°.
Sledi: A+ B = supp(x” + x?). Definicijo vsote lahko posplogimo na vsoto poljubnega

kon¢nega Stevila podmnozic mnozice V', s predpisom

Z A; = supp (Z XA1'> : (1.1)

Lema 1.13. Za vsaki dve podmnozici A, B C V wvelja x*"? = min{x*, xZ}, kjer je

minimum dveh vektorjev racunan po komponentah.

Dokaz. Poglejmo si najprej vektor xy4"E. Velja

X-AmB:{ 1, cev; € ANB;

0, sicer.
Recimo, da je v; € AN B. Sledi v; € AANv; € B = x4 = 1A x5 = 1, torej je
min{x*%, x%} = 1. Po drugi strani, ¢e pav; ¢ ANB = v, ¢ AVv ¢ B = Y =
0V xP =0, torej je min{x?, xP} = 0. Karakteristicna vektorja se ujemata v vsaki

komponenti, torej sledi yA"Z = min{y4, x?}. 0

Lema 1.14. Za karakteristicne vektorje mnozic A;, B, kjer i € {1,...,k}, velja

Dokaz. Dokazali bomo z indukcijo po k. Ko je k = 1, je 23:1 min{x?, x?} =
min{x*", x”} = min{31_, x*, x"}.

Predpostavimo, da trditev velja za nek & > 1 in jo preverimo za k + 1.
S min{x4, B} = o8, min{x*, x®} + min{x*+1, x#}, kar je po predpostavki

enako min{>F | x4, x®} + min{x**+1, x®}, to pa je kar min{> 5" 4 B} O

Lema 1.15. Za mnoZice Ay, ..., Ay, B velja: (35, A)N B =Y (A;NB).
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Dokaz. Poglejmo si najprej desno stran enacbe.

S (AN B) je zaradi (1.1) enako supp(Y2F_, x"F), po Lemi 1.13 je to enako
supp(Zle min(x?, x?)), to pa je po Lemi 1.14 enako supp(min(X:f:1 Y4, xB)) =
supp(min(x == 44, x#)) = supp(min(xE= 4008)) = (Y1, A;) N B. O

Vecina teh konceptov se da definirati za usmerjene grafe (digrafe), definicije nasle-
dnjih pojmov najdemo v [2]. Pri naslednjih definicijah indeksa G' ne bomo pisali, ¢e to

ne bo potrebno.

Definicija 1.16. Vhodna soses¢ina tocke v, z oznako N (v), je mnozica vseh tock
u € G, za katere velja uwv € E(Q), izhodna soseséina tocke, v z oznako Ng (v), pa je
mnozica vseh tock u € G, za katere velja vu € E(G). Sosescino tocke v, z oznako

N¢(v), dobimo kot unijo vhodne in izhodne sosescine.

Definicija 1.17. Vhodna stopnja tocke v, z oznako dg(v), v usmerjenem grafu G je
Stevilo vseh povezav {uv € F(GQ)} oz. |Ng (v)], izhodna stopnja tocke v, z oznako df,(v),
v usmerjenem grafu G pa stevilo vseh povezav {vu € E(G)} oz. |N& (v)|. Stopnja tocke

v v usmerjenem grafu G je stevilo vseh njenih sosednih tock; dg(v) = |Ng(v)].

Definicija 1.18. Naj bo GG usmerjen graf z zanko na vsaki tocki. Mnozica U C V(G)
je liho dominantna mnoZica, ¢e za vsako tocko v € V(G) velja, da je [N~ (v) N S| liho

Stevilo.

V nalogi bom v prvem poglavju predstavila linearno algebraicen ter v drugem po-
glavju se dva grafovsko-teoreticna dokaza Sutnerjevega izreka. Ta pravi, da vsak koncen
neusmerjen graf vsebuje liho dominantno mnozico. V jeziku igre priziganja luci je to
ekvivalentno pogoju, da so vse luci prizgane po pritiskih na stikala doloc¢enih tock,
saj te tocke ravno sestavljajo naso liho dominantno mnozico. V tretjem poglavju se
bom omejila na dolocene grafovske druzine, kot so poti, cikli, polni grafi, polni dvodelni
grafi in hiperkocke, ter za vsako poiskala liho dominantne mnozice. V zadnjem poglavju
bom predstavila Se probleme iskanja najmanjse liho dominantne mnozice, uc¢inkovito

dominantne mnozice in zahtevnost teh problemov v doloc¢enih grafovskih razredih.

Zapisimo Se definicije nekaterih pojmov, ki se pojavijo v nalogi.

Definicija 1.19. Induciran podgraf G[S] je graf na mnozici tock S C V(G),S # 0, =z
mnozico povezav v;v; € E(G[S]) & vv; € E(G) za vsak par tock v;,v; € S.

Definicija 1.20. Ce lahko graf nariSemo v ravnini tako, da se povezave med seboj ne
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Definicija 1.21. Enociklicni graf (angl. unicyclic graph) je graf, ki vsebuje natanko

en cikel.

Definicija 1.22. Regularen graf je graf, kjer imajo vsa vozlis¢a enako stopnjo. Re¢emo,
da je graf k-regularen, ko imajo vsa vozlis¢a stopnjo k. Kubicni graf je graf, kjer so

vse tocke stopnje 3.

Definicija 1.23. Naj bo [, 15, ..., I, C C} mnozica lokov na fiksni kroznici. Pri-
padajoci graf kroznih lokov (angl. circular-arc graph) je graf G = (V, E), kjer je
V = {117]27---7[71} in IZI] € E(G) @IZHI] #@

Definicija 1.24. Graf z dvema posebej oznacenima tockama s in ¢, ki ju imenujemo
izvor in ponor, imenujemo zaporedno-vzporedni graf (angl. series-paralel graphs), ¢e ga

lahko spremenimo v polni graf K5 z naslednjima operacijama:
e zamenjamo par vzporednih povezav z eno povezavo, ki zdruzi njuni skupni tocki,

e zamenjamo par povezav, ki vodita do tocke stopnje 2 z eno samo povezavo, ¢e

tocka ni s ali t.

Definicija 1.25. Tetivni graf (angl. chordal graph) je graf, ki ima v vsakem ciklu na

vsaj 4 tockah tetivo (povezavo med nezaporednima tockama cikla).

Definicija 1.26. Primerjalni graf (angl. comparability graph) je graf, ki ima tako
usmeritev E' mnozice povezav, ki je hkrati aciklicna (tj., nima usmerjenih ciklov) in
tranzitivna (tj., ¢e je uv € E' in vw € E’, potem je tudi vw € E’). Neprimerjalni graf

(angl. cocomparability graph) je graf, katerega komplement je primerjalni graf.

Definicija 1.27. Drevesna dekompozicija grafa G = (V,E) je par (X;li € I,T =
(I, F)), kjer je T drevo z vozliséi X;, kjer za vse i € I velja X; C V, in so izpol-

njeni naslednji pogoji:
e U Xi =V;
e za vse povezave (v, w) € E obstaja i € I, tako da v € X;,w € Xj;
e zavse i, ],k €I velja, ¢e je j na poti med 7 in k v T, potem X; N X}, C Xj.

Sirina drevesne dekompozicije (X;|i € I,T = (I, F)) je definirana kot maxc; | X;| — 1
in drevesna Sirina grafa (angl. treewidth of a graph) G je najmanjsa Sirina med vsemi

drevesnimi dekompozicijami v G.
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Definicija 1.28. Povezana komponenta grafa je tak povezan podgraf, da ¢e mu do-
damo katerokoli tocko iz nadrejenega grafa, podgraf ni ve¢ povezan. Preseéna tocka
v grafu G je taksna tocka, da njen izbris pomeni povecanje Stevila povezanih kompo-
nent. Blok grafa GG je najvecji povezan induciran podgraf, ki ne vsebuje presec¢nih tock.

Bloéni graf (angl. block graph) je graf, katerega bloki so polni grafi.

Definicija 1.29. Imamo mnozico intervalov na mnozici realnih stevil. Naj intervali
predstavljajo tocke v mnozici V' in ¢e presek dveh intervalov ni prazen, obstaja povezava

med tockama intervalov v E. Tako dobljen graf G = (V, E) se imenuje intervalni graf.

Definicija 1.30. Klika (angl. cliqgue) v neusmerjenem grafu G = (V, E) je podmnozica
tock C' C V| za katere velja, da je vsak par tock v C povezan. Z drugimi besedami, C'
je klika, ¢e je induciran podgraf G[C] poln graf. Razcepljen graf (split graph) je graf,

katerega tocke lahko razdelimo v kliko in neodvisno mnozico.

Definicija 1.31. Ozina (angl. girth) grafa je dolzina njegovega najkrajsega cikla. Ce

graf ne vsebuje ciklov, recemo, da je njegova ozina neskoncna.

Definicija 1.32. Ce je S = (S1,52,...,S,) permutacija stevil od 1 do n, lahko defi-
niramo permutacijski graf s tockami vy, vg, ..., vy, kjer obstaja povezava v;v;, ce velja

Z<j1HS]>S]

Definicija 1.33. Ce vsaki povezavi v G priredimo tocko v L(G) in nato v L(G)
povezemo tocke, ki ustrezajo incidenc¢nim povezavam v G, dobimo povezavni graf

(angl. line graph).

Definicija 1.34. Razdaljno-hereditaren graf (angl. distance-hereditary graph) je graf,
za katerega velja, da so v njegovem povezanem induciranem podgrafu razdalje med
tockami enake kot v originalnem grafu. Recemo, da induciran podgraf podeduje raz-

dalje vecjega grafa.

Definicija 1.35. Trapezoidni graf je graf, ki ima za mnozico tock mnozico trapezov
med dvema vzporednima premicama in dve tocki sta povezani natanko takrat, ko

presek ustreznih dveh trapezov ni prazen.

Definicija 1.36. Za tri paroma nepovezane tocke v grafu recemo, da tvorijo asteroidn:
trojcek, ce za vsak par teh tock velja, da sta povezani s potjo, ki ne vsebuje nobene tocke
iz zaprte soseScine tretje tocke. AT-prosti grafi so grafi, ki ne vsebujejo asteroidnih

trojckov.

Vsi grafi in digrafi, obravnavani v nalogi, so konc¢ni. Za grafovsko-teoreti¢ne pojme,

ki so ostali nedefinirani, glej [37], za osnovne pojme linearne algebre pa [26].
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2 Linearno algebraicen dokaz

Poglejmo si Lossersov dokaz Sutnerjevega izreka, ki ga lahko najdemo v [30].

Imamo graf G = (V, E) z mnozico tock V = {vy, va,...,v,} in mnozico povezav F.

Definirajmo matriko A = [a;;];_; s predpisom

{1, ceviv; € B alii=j, kjer jel <4,5 <mn;
aij:

0, sicer.

Imamo torej simetricno (0,1) matriko A z diagonalo samih enic. Izrek 1.7 je ekvi-
valenten temu, da je ena izmed linearnih kombinacij vseh stolpi¢nih vektorjev matrike
A tudi vektor samih enic, ko racunamo v polju GF(2). Po definiciji je stolpic¢ni pro-
stor, oznacimo ga z ImA, prostor vseh linearnih kombinacij vseh stolpi¢nih vektorjev
matrike A.

Trditev 2.1. Naj bo d diagonala simetricne binarne matrike A, torej d; = a;; za
vse i € {1,2,...,n} in naj bo ImA stolpicni prostor matrike A. Potem velja, da je

d € ImA, ko ra¢unamo v polju GF(2).

Dokaz. Dokazati moramo, da diagonala d simetricne binarne matrike A pripada
stolpi¢nemu prostoru ImA v polju GF(2). Ta trditev je ekvivalentna temu, da je ortogo-
nalni komplement (ImA)+ podmnoZica ortogonalnega komplementa linearne ogrinjace
diagonale d:

d € ImA je ekvivalentno (ImA)* C (d)*.

Dokazimo torej, da je (ImA)+ C (d)*. Naj bo x € (ImA)*. Velja, da je z ortogonalen
na vse vektorje iz ImA, kar lahko zapisemo kot > | x;a,; = 0 za vse j. Temu sledi,
daje D70, Y0 miagz; = 0, ker pa je A simetricna matrika, imamo element x;a;;2; =
x;a;;x;, kar pomeni, da lahko izpostavimo a;; in za i # j dobimo a;;(z;x; + z;z;), ter

zaradi komutativnosti dobimo 2a,jz;z; = 0, saj smo v polju GF(2). Ostanejo nam
2

torej le diagonalni ¢leni a;; in vsota Y ., z7a; = 0. Vse operacije potekajo v polju
GF(2), kjer 0> = 0,1? = 1, torej 7 = z;, po definiciji pa je tudi a; = d;. Dobimo

S @d; = 0, kar je ekvivalentno temu, da je z € (d)*. O



Frangez M. Liho dominantne mnozice v grafih

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 12

3 Kombinatoriécna dokaza

Poglejmo si sedaj Sse dva dokaza Sutnerjevega izreka, ki sta grafovsko-teoreti¢na in
dokazujeta preko indukcije. V prvem podpoglavju bomo najprej dokazali, da lahko
najdemo lihe dominantne mnozice tudi v usmerjenih grafih, nato pa posplosili na ne-
usmerjene grafe. V drugem podpoglavju bomo izrek dokazali z razdelitvijo grafa na
dva dela, za katera bomo pokazali, da imata doloc¢ene lastnosti. Omeniti Se velja, da
obstaja tudi Galvinov dokaz [36], vendar je omejen le na drevesa in ga ne bomo posebej

predstavili.

3.1 Kombinatori¢ni dokaz preko usmerjenih grafov

Poglejmo si grafovsko-teoreticni dokaz Sutnerjevega izreka, kot so ga predstavili H. Eri-
ksson, K. Eriksson in J. Sjostrand v [17]. Dokaz smo dodatno razsirili s koncepti line-
arne algebre za lazje razumevanje. Ogledali si bomo usmerjene grafe, kjer ima vsaka
tocka tudi zanko, ki prispeva tako k vhodni kot izhodni stopnji tocke. Spomnimo se, da
je liho dominantna mnozica digrafa G taka podmnozica S C V(G), da za vsako tocko
v € V(G) velja, da je [N~ (v) N S| liho stevilo. Pogoj, da graf vsebuje liho dominan-
tno mnozico je ekvivalenten pogoju, da je mozno prizgati vse luc¢i. Problem vseh enic
oz. igro priziganja luci je zlahka mo¢ posplositi na usmerjene grafe. Pritisk na stikalo

v tocki u spremeni stanje luci v tocki « in v vseh njenih izhodnih sosedih.

V podpoglavju 1.1 smo definirali preslikavi x in supp ter dokazali nekaj lem, ki nam

bodo pomagale pri dokazu naslednjega izreka.

Izrek 3.1. Naj bo G usmerjen graf na mnozici tock V. Ce za vsako podmnoZico lihe
mocit U C 'V welja, da vsebuje tocko z liho izhodno stopnjo v induciranem podgrafu,

potem je mozno prizgati vse luci.

Dokaz. Dokaz bo potekal z indukcijo po stevilu tock. Trditev drzi za |V| = 1, saj ima
tocka liho izhodno stopnjo zaradi zanke. Predpostavimo, da trditev drzi za |[V]| =n > 1
in si poglejmo primer |V| = n+ 1. Ce si izberemo eno tocko v in jo odstranimo z vsemi
njenimi povezavami, potem indukcijska hipoteza se vedno drzi, torej je mozno prizgati
vse luci. Recimo temu n-priziganje glede na v ter naj bo S, liho dominantna mnozica

v grafu G — v. Uporabimo to n-priziganje na G (torej dodamo v). Sledi moznost, da
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se tudi v prizge, S, je torej tudi liho dominantna mnozica za graf G in smo koncali,
ali pa je tocka v e vedno ugasnjena, S, ni liho dominantna mnozica v G. Ostane nam
le primer, ko so vsa je vseh n + 1 n-priziganj taksnih, da pustijo eno tocko temno, za

vsak v € V velja, da S, ni liho dominantna mnozica v GG, ekvivalentno
VoeV:|S,NNgv]|=0 (mod 2). (3.1)

Predpostavimo najprej, da je n + 1 sodo Stevilo. SeStejmo vsa n + 1 n-priziganja,
torej naj bo S := 3" i, S,. Vse tocke bodo prizgane liho mnogo krat in torej koncale
prizgane. Preverimo to z racunom. Da bi dokazali, da je S liho dominantna mnozica,
moramo preveriti, da za vsak v € V velja [S N Ng[v]| = 1 (mod 2). Po definiciji
mnozice S je |5, N Ng[v]| enako (D
razclenimo na | Y -\ (S, N Ng [v])|. Izraz razclenimo na S, in S, kjer w € V\{v}, ter
dobimo [S, N N [v]] + 3= ,e1n (o |Sw N N [v]|. Zaradi enacbe (3.1) je prvi clen kongru-

enten 0 (mod 2). Vemo, da je S, liho dominantna mnozica v grafu G — w, kar nam

wev Sv) N Ng [v]], kjer uporabimo Lemo 1.15 in

pove, da je [S, N Ng[v]| =1 (mod 2) za vsak w € V\{v}, teh ¢lenov je n, torej liho
stevilo. Dobimo [SNNg[v]] =1 (mod 2) za vsak v € V, mnozica S je liho dominantna

mnozica v grafu G.

Predpostavimo sedaj, da je n + 1 liho Stevilo. Predpostavka nam pove, da imamo
tocko u lihe izhodne stopnje. Pritisnimo gumb na tej toc¢ki. Naj bo U mnozica vseh
trenutno prizganih luci, U = NZ[u]. Sledi, da je |U| liho stevilo in |V\U| sodo
stevilo. Zdaj sestejemo n-priziganja glede na vsako tocko v V\U, po eno naenkrat.
To bo prizgalo vse luci v V\U, medtem ko bodo luéi v U ostale prizgane. Defini-
ramo mnozico S := {u} + > iy Sv. Za vsak v € V racunamo: [S N Ng[v]| je po
definiciji mnozice S enako |(3_,cy\y Sw + {u}) N Ng[v]], kar je po Lemi 1.15 enako
> wenu [Sw N NG [0][ + {u} N Ng[v]|. Obravnavamo dva primera, glede na to ali je
veUalive V\U.

Poglejmo si najprej primer, ko je v € V\U. Vemo, da v ¢ U, zato lahko nadalje

raz¢lenimo enacbo v [S, NN [v]|+ > [SuNNg[v]|, kjer je prvi clen zaradi (3.1)
weV\U\{v}
kongruenten 0 (mod 2). Vemo, da je S,, liho dominantna mnozica za G — w, kar nam

pove, da je drugi clen enak n— 1, kar je kongruentno 1 (mod 2), saj je n—1 liho stevilo.
Oglejmo si sedaj primer, ko je v € U. Drugi ¢len je enak 1, saj je presek natanko {u},
drugi ¢len pa je enak n po opazki, da je S, liho dominantna mnozica za G —w. Stevilo
n+1 je liho, torej kongruentno 1 (mod 2). S tem smo prisli do zakljucka, da je v vseh

primerih moc¢ najti liho dominantno mnozico. O]

Trditev drzi le v primerih, ko predpostavimo, da ima vsaka tocka zanko, saj drugace

ne moremo zadovoljiti pogoja, ko ima npr. U eno samo tocko. Kadar imamo neusmerjen
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graf, je §tevilo povezav v vsakem induciranem grafu lihe podmnozice U liho, kar nam

da Sutnerjev rezultat.
Posledica 3.2 (Sutnerjev izrek). Vsak neusmerjen graf ima liho dominantno mnoZico.

Dokaz. Naj bo G graf z mnozico vozlis¢ V' in G usmerjen graf, ki ga dobimo iz grafa
G tako, da vsako povezavo nadomestimo s parom dveh nasprotno usmerjenih povezav
in dodamo zanko nad vsako tocko. Stevilo povezav v digrafu G’ dobimo tako, da
Stejemo vsako povezavo v GG dvakrat in pristejemo Se Stevilo zank. Vsaka tocka ima
svojo zanko, zato lahko pristejemo kar mo¢ celotne mnozice tock. Dobimo |E(G')| =
2|E(G)|+ |V (G)|. Predpostavimo, da je G'[U] induciran podgraf lihe podmnozice U C
V. Vsota vseh stopenj tock v induciranem podgrafu je liho stevilo, saj > -, o dJ(’]Z,[U] (v) =
|E(G'[U))| =2|E(GIU)|+|U| =1 (mod 2), saj je U lihe moéi. Sledi, da za nek v € U
velja, da je dg’[U} (v) liho stevilo. Po Izreku 3.1 sledi, da graf G vsebuje liho dominantno

Mnozico. O

Posledica 3.3. Naj bo G tak usmerjen graf na mnozici tock V z zanko na vsaki tocki, da
mmnoZzica neusmerjenih povezav tvort poln dvodelen graf na V. Potem je mozno priZgati

vse ludi.

Dokaz. Poln dvodelen graf na lihi mnozici tock U ima sodo Stevilo povezav. Induciran
podgraf na lihi podmnozici U C V' ima liho stevilo povezav (imamo liho Stevilo zank
in sodo stevilo neusmerjenih povezav), torej ima vsaj ena tocka liho izhodno stopnjo.

Po prejsnjem izreku sledi, da je mozno prizgati vse luci. O]

3.2 Lovaszov kombinatori¢cni dokaz

V tem podpoglavju si bomo ogledali Lovaszov kombinatoricen dokaz Sutnerjevega iz-
reka, ki se nahaja v literaturi [31]. Dokaz sledi kot posledica trditve, da je mozno
razdeliti mnozico tock vsakega grafa na dva taka dela, da oba inducirata soda pod-
grafa. Induciran podgraf grafa G je sod, ¢e so vse tocke v njem sode stopnje. Omejili
se bomo na enostavne grafe, saj odstranitev dveh vzporednih povezav ne vpliva na

naso trditev.

Trditev 3.4. Naj bo G = (V| E) graf reda n na mnozici tock V' z mnoZico povezav E.
MnoZico tock grafa G se da razdeliti na dva taka dela Vi, Vs, da oba inducirata soda

podgrafa.

Dokaz. Poglejmo si primer, ko je n = 1. Imamo torej eno samo tocko sode stopnje.
Vi = V(G),Va = 0 zadosti pogoju. Podoben zakljucek dobimo, ¢e predpostavimo,
da je vsaka tocka v grafu G sode stopnje, za Vi, Vs si izberemo V) = V(G),V, = 0.
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Predpostavimo sedaj, da imamo toc¢ko u lihe stopnje. Naj bo S mnozica njenih sosednih
tock. Definirajmo nov graf G; = (V(G,), E(Gy)) reda n — 1 kot

V(G1) = V(G) —{u},

{z,y} ¢ E(G), tex,yeS

{z,y} € E(G), sicer.

Po indukciji na n lahko predpostavimo, da trditev drzi za graf G in dokazimo, da velja

tudi za G. Mnozico tock grafa G lahko razdelimo na V(G;) = Wi U Ws, kjer Wi in
W5 inducirata podgrafa G s sodimi stopnjami. Glede na to, da je S C V(G;) lihe

{r,y} € E(G) = {

moci, velja:
ISOWi|+ [SNW, =[S|=1 (mod 2),

Torej lahko predpostavimo, da je |S N Wi| sodo stevilo, |S N W3| pa liho. Dolo¢imo
Vi = Wi U{u}, Vo = Wy, Sledi: Vi, V5 inducirata podgrafa grafa G sodih stopenj.

Preverimo. Naj bo z € V. Ce z ¢ S, potem je njegova stopnja o¢itno soda v G[V4].
Naj bo z € S in dgpy(z) stopnja tocke x v induciranem grafu G[V]. Potem

depay(z) = deyn(2) — daywins) (@) + demng () +1 =
doy ) () = daywins)(x) + (Wi 0 S|) = 1 = dey g (2) + 1 =
dGl[Wﬂ(x) - QdGl[WlmS}($) + |Win s,

in tukaj je vsak ¢len sod. Podobno opazimo za x € V5, da ima sodo stopnjo v G[V3]. O

Trditev 3.5. Naj bo G = (V, E) graf stopnje n. MnoZico tock grafa G se da razdeliti
na dva taka dela Vi, Vs, da Vi inducira podgraf sode stopnje, Vo pa podgraf lihe stopnje.

Dokaz. Vzamimo novo tocko v in jo pridruzimo mnozici tock V' (G), dobimo nov graf
G1. Po Trditvi 3.4 vemo, da lahko razdelimo mnozico tock V(G;) kot unijo dveh
mnozic V(G1) = Uy UUs, kjer Uy, Us inducirata podgrafa sodih stopenj. Recimo, da je
v € Uy, potem je nasa zeljena particija V; = Uy — {v}, Vo = Us. O

Posledica 3.6 (Sutnerjev izrek). Vsak neusmerjen graf ima liho dominantno mnoZico.

Dokaz. Najti moramo tako mnozico S C V(G), da ima vsaka tocka znotraj mnozice
S sodo mnogo povezav s tockami v S, vse tocke iz V(G)\S pa imajo liho mnogo
povezav s tockami mnozice S. Dodajmo novo tocko u grafu G in jo povezimo z vsemi
tockami sode stopnje. Uporabimo Trditev 3.4 na novem grafu G’, da dobimo particijo
ViU Vy =V(G) U{u}, tako da je G'[V;] sode stopnje. Predpostavimo, da je u € Vj; s

tem je nasSa zeljena mnozica S = V5. O
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4 Liho dominantne mnozice v
nekaterih konkretnih grafovskih

druzinah

V naslednjih razdelkih si bomo pogledali, kako izgleda liho dominantna mnozica v

poteh, ciklih, polnih grafih, polnih dvodelnih grafih in hiperkockah.

4.1 Poti

Pot reda n > 1 je graf P, z mnozico tock V(P,) = {v1,vs,...,v,} in mnoZico povezav

NN

Slika 4.1: Pot na & tockah.

V wvsaki poti lahko najdemo do simetrije natantno eno samo liho dominantno

mnozico, za katero velja tudi, da je ucinkovita.

Trditev 4.1. Naj bo P pot reda n in naj bo S C V(P). Tedaj je S liho dominantna

mnozica v P natanko tedaj, ko velja:

o ejen=0 (mod3), je S = {vs1;1 <i <2}

wl

e cejen=1 (mod 3), je S = {uvg_0;1 < i <2},
e cejen=2 (mod3), je S € {{vy21<i< 2} {ugi;1 <i <

Dokaz. Predpostavimo najprej, da imamo S C V/(P) podano kot {vs;—1;1 < i < §},
kjer je n = 0 (mod 3). Dokazati zelimo, da je S liho dominantna mnozica. Za vsako
tocko v; € S velja, da je povezana s tockama v;_1,v; 41 (Ce obstajata), ki pa nista ele-

menta mnozice S. Sledi, da tocka v nima povezav z ostalimi tockami iz S, kar potrjuje
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zahtevo, da je sode stopnje. Za tocke iz V\S pa velja, da imajo do tock v mnozici
S samo eno povezavo, kar zadostuje pogoju, da imajo liho stevilo povezav z mnozico
S. Mnozica S je torej uc¢inkovito dominantna mnozica in zato tudi liho dominantna

mnozica. Podoben razmislek velja tudi za drugi dve moznosti.

Sedaj predpostavimo, da je S liho dominantna mnozica v P,. Predpostavimo, da
S ni neodvisna mnozica in naj bo ¢ € {1,2,...,n — 1} najvecji tak indeks, da je
vi,vi1 € S. Cejei+ 1 =mn,je vy stopnje 1 v G[S], kar vodi v protislovie, saj
liho dominantna mnozica S inducira podgraf s tockami samih sodih stopenj. Ce je
i + 1 < n, naslednja tocka v; 2 ni element mnozice S zaradi definicije indeksa i, tore;
je viy1 stopnje 1 v G[S], kar pa ponovno vodi v protislovje z definicijo liho dominantne
mnozice. Naj bo torej mnozica S neodvisna mnozica, torej velja za vsak par tock
u,v € S = uwv ¢ E(G). Za vsak par indeksov i, j, kjer v;,v; € S ter ¢ # j velja, da
je |i — j| > 3. V nasprotnem primeru bi lahko imeli le |i — j| = 2, saj je S neodvisna
mnozica, tukaj pa lahko brez skode za splosnost sklepamo, da je 7 = i + 2, kar pa
implicira, da ima v;,; ¢ S natanko 2 soseda v S. To pa je v nasprotju z definicijo
liho dominantne mnozice. Pokazimo sedaj, da za vsako tocko v; € S velja v;, 3 € S.
Ugotovili smo ze, da v;y1,v42 ¢ S. Predpostavimo, da tudi v;y3 ¢ S. Od tod sledi,
da tocka v;,o nima nobene povezave z mnozico S in pridemo do protislovja. Posledica
nasih ugotovitev je:
vi,v; € S=1=7 (mod 3). (4.1)

Poglejmo si obliko liho dominantne mnozice S v primeru, ko je n = 0 (mod 3), defini-
rajmo n = 3k. Po definiciji mnozice S hitro sklepamo, da imamo v; € S ali v € S,
sicer bi imela vy sodo Stevilo povezav v .S. Obravnavajmo najprej primer, ko je v; € S.
Zaradi (4.1) vemo, da zadnji in predzadnji ¢len vsy, v3;_1 nista elementa mnozice S,
to pa je v protislovju z definicijo mnozice S. Sklepamo, da v; ¢ S, torej vy € S.
Dobimo obliko mnozice S = {v3;_1;1 < j < 2}. Sedaj si poglejmo obliko liho do-
minantne mnozice S v primeru, ko je n = 1 (mod 3). Definirajmo n = 3k + 1. Po
podobnem razmisleku hitro sklepamo, da v, ¢ S, torej v; € S. Dobimo obliko mnozice
S = {v3j-2;1 < j < 22}, Poglejmo si Se obliko liho dominantne mnozice S v primeru,
ko je n =2 (mod 3). Po definiciji mnozice S ponovno sklepamo, da imamo v; € S ali
vy € S. Obravnavajmo najprej primer, ko je v; € S. Dobimo S = {vs;_9;1 < j < 25},
v primeru, ko je v € S, pa dobimo mnozico S = {vs;_1;1 < j < "T“} S tem smo za-
jeli vse mozne liho dominantne mnozice v grafu P,. Za zgled liho dominantne mnozice
v poti glej Sliko 4.2. [l
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vy €5

NN N

v €S v S vy €S

Slika 4.2: Liho dominantna mnozica v poti Fs.

4.2 Cikli

Cikel reda n je graf C, z mnozico tock V(C,) = {vy,vs,...,v,} in mnozico povezav
E(C,) = {vvit1;1 <i < n— 1} U {vv,}, ekvivalentno, cikel je 2-regularen povezan

graf z n tockami.

Slika 4.3: Cikel na 6 tockah.

Trditev 4.2. Naj bo C cikel reda n in naj bo S C V(C). Tedaj je S liho dominatna

mnoZica v C' natanko tedaj, ko velja:
e ¢ejen =0 (mod 3), je

Se{{vgi—;1<i < g}’ {vsi_g;1 <@ < 2}7 {vsi;1 <i < %},V(C)};

e cejen=1 (mod 3), je S=V(C);
e cejen=2 (mod 3), je S=V(C).

Dokaz. Predpostavimo, da je S liho dominantna mnozica v C,,. Predpostavimo naj-
prej, da S ni neodvisna mnozica, da torej vsebuje vsaj eno povezavo. Brez skode za
splosnost naj bo to vjvy. liho dominantna mnozica inducira podgraf s tockami sa-
mih sodih stopenj, torej tudi vs,v, € S. Razmislek ponovimo in ugotovimo, da je
S =V(C). Predpostavimo sedaj, da je S neodvisna mnozica. Brez skode za splosnost
sklepamo, da je tocka v; element mnozice S. Velja torej, da vy ¢ S. Ugotovimo, da
tudi vg ¢ S, saj ima v nasprotnem primeru vy sodo stevilo povezav z mnozico S. Po
hitrem premisleku vidimo, da sedaj tocka vy € S, saj tako dobimo liho stevilo povezav

tocke v3 z mnozico S. Postopek ponovimo za vsak sklop tock vs; i1, v3ir2,v313, kjer
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0<:< ”T’S Sledi S = {vs;_»,1 < j < [%]}. V primeru, da tocki v,_; in v, nista
elementa mnozice S, je postopek zakljucen, kar pa velja le, ko je n =0 (mod 3). Sledi
S = {vgi-1,1 <4 < %}, Primera, ko je v, € S ali v € S, vodita do preostalih dveh
lihih dominantnih mnozic. O¢itno je, da S N {vy, vy, v3} # 0.

Sedaj predpostavimo, da je S ena izmed mnozic, eksplicitno opisanih v trditvi. Ce
je So = V(C), torej vse tocke grafa C so v mnozici S. Vsaka tocka grafa je sode stopnje,
zunanjih tock ni, torej hitro sklepamo, da je S liho dominantna mnozica. Ostane Se
primer, ko je n = 0 (mod 3). Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je
S = {vsi-1;1 < i < 2}, Za vsako tocko v € S velja, da nima povezav z ostalimi
tockami iz S, torej je sode stopnje. Za vsako tocko v € V(C)\S pa velja, da ima
natanko 1 povezavo z mnozico S. Sledi, S je liho dominantna mnozica.

]

v €8

vy €S

Slika 4.4: Liho dominantna mnozica v ciklu Cj.

4.3 Polni grafi

Poln graf je graf, kjer je vsaka tocka povezana z vsemi ostalimi tockami. Poln graf
reda n > 1 je graf K, z mnozico tock V(K,) = {vy,vq,...,v,} in mnozico povezav
E(K,) ={vv;;1 <i,j <nini#j}.

Slika 4.5: Poln graf K.



Frangez M. Liho dominantne mnozice v grafih

Univerza na Primorskem, Fakulteta za matematiko, naravoslovje in informacijske tehnologije, 2013 20

Trditev 4.3. Naj bo G = K, polni graf in S C V(G). Tedaj je S liho dominantna

mnozica natanko tedaj, ko je lihe moci.

Dokaz. Predpostavimo, da je |S| = k. Naj bo S liho dominantna mnozica grafa G.
Dokazati zelimo, da je lihe moc¢i. Za liho dominantno mnozico velja, da ima vsaka tocka
v S sodo stevilo povezav znotraj S, za vsako tocko iz V'\ S pa velja, da ima liho mnogo
povezav z mnozico S. Vzamimo tocko v € S. Sledi, da ima ta tocka k — 1 povezav s
tockami iz S, saj smo v polnem grafu, kjer je vsaka tocka povezana z vsemi ostalimi
tockami, £ — 1 pa je sodo Stevilo iz predpostavke, da je S liho dominantna mnozica.

Sledi, da je k liho stevilo in torej mnozica S lihe modéi.

Sedaj naj bo S liha podmnozica V(G). Dokazati zelimo, da je liho dominantna
mnozica. Vemo, da je |V| = n. Imamo liho podmnozico |S| = k, kjer je k liho stevilo.
Poglejmo si tocke grafa G. Ce je tocka v element mnozice S, je povezana s k — 1
tockami znotraj S in vsaka tocka v € V\S je povezana s k tockami iz mnozice S. Po
predpostavki, da je S liha podmnozica V', vidimo da je k liho stevilo, k — 1 sodo Stevilo

in S je torej liho dominantna mnozica. O

végsS

Slika 4.6: Liho dominantna mnozica v polnem grafu K.

4.4 Polni dvodelni grafi

Polni dvodelni graf je graf K,,,, z mnozico tock V(G) = AU B, kjer |A| = m, |B| =
n, AN B = () in mnozico povezav E = {ab;a € A,b € B}.

Slika 4.7: Polni dvodelni graf K3 5.
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Trditev 4.4. Naj bo G = K,,,, polni dvodelni graf in naj bo V(G) = AU B, kjer je
|Al =m,|B| =nin E(G) ={zy;x € A,y € B}. Tedaj za vsako podmnozico S C V(Q)

velja, da je liho dominantna mnoZica v G- natanko tedaj, ko velja:
e ce jem lih in n lih, potem je S = A ali S = B;
e Ce jem lih in n sod, potem je S = A;
e ce je m sod in n lih, potem je S = B;
e ce jem sod in n sod, potem je S =V (G).

Dokaz. Predpostavimo, da je S liho dominantna mnozica grafa K,,,. Naj bo A" =
AN S. Pokazimo najprej, da A’ ne more biti prava neprazna podmnozica A. Ce
A £ (), A C S, obstajata tocki a € A\A" in o’ € A’. Tocki po definiciji grafa nista
povezani. Tocka a mora imeti liho Stevilo povezav z mnozico .S, torej sklepamo, da je
liho §tevilo tock iz B v mnozici S. Podobno sklepamo, da mora imeti tocka a’ sodo
mnogo povezav z mnozico S, torej S vsebuje sodo mnogo tock iz B, kjer pa pridemo
do protislovja s prejsnjo ugotovitvijo. Sklepamo, da je AN S € {0, A}. Po podobnem
razmisleku pridemo do ugotovitve BNS € {0, B}. Liho dominantna mnozica S je unija
(AN S)U(BNS) in je torej S € {0, A, B, AU B}. Ocitno S = () ni liho dominantna

mnozica.

Naj velja: m je liho stevilo, n je liho stevilo. Pogoju v definiciji liho dominantne
mnozice zadostita (neodvisni!) mnozici S = A, S = B, saj imamo za vsak v ¢ S liho
mnogo povezav z mnozico S v obeh primerih. Pri A U B pridemo do protislovja, saj
je vsaka tocka v S sode stopnje. Ce je m liho stevilo, n pa sodo, pogoju zadosti le
neodvisna mnozica S = A, saj ima vsaka tocka b ¢ S, natanko m povezav z mnozico S,
torej liho stevilo. Pri S = B hitro ugotovimo, da ima vsak a ¢ S sodo $tevilo povezav
z mnozico S, saj ima natanko n povezav z mnozico B. V primeru, ko je S = AU B,
imajo tocke v BN.S liho mnogo povezav s tockami v .S, kar vodi v protislovje. Podoben
razmislek uporabimo, ko je m sodo stevilo, n pa liho, da dobimo S = B. Naj bosta
sedaj obe §tevili m in n sodi. Edina liho dominantna mnozica S = V(K,,,) = AU B.
Vse tocke v S so sode stopnje, zunanjih tock ni. Poglejmo si S = A in S = B, kjer

opazimo, da ima vsaka tocka v ¢ S sodo mnogo povezav z mnozico S. [
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’01€S UQGS U3€S

ve S

Slika 4.8: Liho dominantna mnozica v dvodelnem grafu K.

4.5 Hiperkocke

Hiperkocka @, je n—regularen graf, kjer je |[V| = 2", |E| = 2" 'n, kjer si lahko
predstavljamo tocke kot podmnozice mnozice {1,...n}, dve tocki sta povezani, ¢e se

razlikujeta v natanko 1 elementu.

Slika 4.9: Hiperkocka Q5.

Trditev 4.5. Naj bo G = Q,, hiperkocka redan. Ce jen sodo stevilo, je mnoZica V(Q,,)
liho dominantna mnoZica v grafu Q,. Ce jen liho Stevilo, pa je mnoZica S = V(Qn-1)

liho dominantna mnoZica v grafu Q.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da je n sodo stevilo. Graf @), je n—regularen, kar
pomeni, da ima vsaka tocka stopnjo n. V splosnem velja, da je ena izmed lihih do-
minantnih mnozic v grafih, kjer imajo vsa vozlis¢a sodo stopnjo, kar cela mnozica
vozlis¢é. Hitro sklepamo, da to velja tudi za nas graf @),. Sedaj predpostavimo, da
je n liho stevilo. Vemo, da je graf (), sestavljen iz dveh kopij grafa @),_;, recimo
jima Cp in Cs, kjer je vsaka tocka iz grafa C; povezana z natanko eno tocko grafa
C5 in obratno [37]. Lahko definiramo C7 = @,_1, Cy pa definiramo kot V(Cs) =
{SUu{nkhSC{l,....n—=1}}, E(Cy) ={(XU{n}H)(YU{n}); XY € E(Q,-1)}. Naj
bo S = V(C1) = V(Qn_1). Stevilo n — 1 je sodo, torej lahko sklepamo, da je vsaka
tocka v mnozici S povezana z natanko n — 1 tockami iz mnozice S, za vsako tocko iz

V(Q,)\S pa velja, da ima natanko 1, torej liho tevilo povezav z mnozico S. ]
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v €S U4€SH vg €S

V9 €
v ¢ S vy €8 Y) V2 € S

Slika 4.10: Zgleda liho dominantnih mnozic v hiperkocki @s3.



5 Pregled racunske zahtevnosti

Poglejmo si znane rezultate o racunskih zahtevnostih problema v razliénih grafovkih

razredih.

PROBLEM NAJMANJSE LIHO DOMINANTNE MNOZICE
Vhodni podatki: Graf G.

Naloga: Poisci najmanjso liho dominantno mnozico v grafu G.

Sutner je v [35] pokazal, da je problem v splosnem NP-tezek. Za dvodelne grafe je
to pokazano v [7,9], za ravninske grafe najvecje stopnje 6 pa v [9]. Za grafe omejene
drevesne §irine je problem linearno resljiv [7], prav tako obstaja linearen algoritem za
drevesa, enocikli¢ne grafe [15,16] in za zaporedno-vzporedne grafe [1,39]. Nekateri

drugi grafovski razredi so studirani v [8,9].

Poglejmo si Se nekatere grafe, obravnavane v prejsnjem razdelku. Predpostavimo,
da je vsak graf G reda n. Za poti velja, da imajo do simetrije natanko eno liho domi-
nantno mnozico, torej je ta tudi najmanjsa, oblike S € {vg;_9;1 <4 < 25} {ug;4;1 <
i < 21}V ciklih reda n =1 (mod 3) in n = 2 (mod 3) je liho dominantna mnozica
enoli¢no dolocena, in sicer kot celotna mnozica tock grafa. Torej je ta tudi najmanjsa
liho dominantna mnozica. V ciklih reda n = 0 (mod 3) je najmanjsa liho dominantna
ena izmed S € {{vgi_1;1 <@ <}, {vgi0;1 <@ < §}, {vs;1 <4 < §}}. V polnih gra-
fih najmanjsa liho dominantna mnozica vsebuje poljubno tocko grafa, saj je mnozica
z enim samim elementom lihe moci. V polnih dvodelnih grafih je ve¢inoma najmanjsa
liho dominantna mnozica kar edina liho dominantna mnozica tega grafa, le v primeru,
ko imamo dve, A in B in velja |A| < |B|, je najmanjsa liho dominantna mnozica kar

mnozica A.

V vseh teh primerih lahko najmanjso liho dominantno mnozico pois¢emo s prepro-

stim algoritmom linearne casovne zahtevnosti.

PROBLEM NAJMANJSE POVEZANE LIHO DOMINANTNE MNOZICE
Vhodni podatki:  Graf G.

Vprasange: Ali G vsebuje povezano liho dominantno mnozico?

24
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Definicija 5.1. Povezana liho dominantna mnoZica je liho dominantna mnozica S,

kjer za vsak par tock a,b € S velja, da med njima obstaja pot v G[S].

Problem je trivialen za drevesa in enocikli¢ne grafe, NP-poln za grafe v splosnem [10].
Tudi tukaj se je problem izkazal NP-poln za dvodelne grafe [7]. V [7] so avtorji posta-
vili pogoj, naj liho dominantna mnozica ne vsebuje izoliranih tock, ter dokazali, da je
problem prav tako trivialno resljiv za drevesa in enociklicne grafe, linearno resljiv za
grafe omejene drevesne Sirine ter NP-poln v splosnem. Tudi ¢e se omejimo na ravninske
grafe, grafe Sirine vsaj 5 in na grafe, kjer je najvecja stopnja tocke omejena z majhno
konstanto, na primer na 3-regularne grafe, je problem Se vedno NP-poln. Podobni

rezultati veljajo tudi za povezano liho dominantno mnozico.

Za poti P, za vse n velja, da ne vsebujejo povezane liho dominantne mnozice. Za
cikle C,,, polne grafe K, in hiperkocke @,, velja, da jo vsebujejo za vse n, polni dvodelni

grafi K, , vpa sebujejo povezano liho dominantno mnozico le, ¢e sta m, n sodi stevili.

Za konec si poglejmo Se primer uc¢inkovito dominantne mnozice. Spomnimo se, da

je podmnozica S C V ucinkovito dominantna, ¢e velja |[N[v] N S| =1 za vsak v € V.

PROBLEM UCINKOVITO DOMINANTNE MNOZICE
Vhodni podatki: Graf G.

Vprasange: Ali G vsebuje uc¢inkovito dominantno mnozico?

Problem ué¢inkovito dominantne mnozice je NP-poln za ravninske kubicne grafe [24],
dvodelne grafe [33, 38|, ravninske dvodelne grafe [32], tetivne dvodelne grafe [32],
tetivne grafe [33,38] in povezavne grafe ravninskih dvodelnih grafov najvecje stopnje
3 [4]. Polinomsko je resljiv za drevesa [3, 18], zaporedno-vzporedne grafe [39], blo¢ne
grafe [38], intervalne grafe [13, 14,23, 25|, grafe kroznih lokov [13,23], neprimerjalne
grafe [11,14], dvodelne permutacijske grafe [32], permutacijske grafe [28], razdaljno-
hereditarne grafe [32], trapezoidne grafe [28,29], razcepljene grafe [12], dualno tetivne
grafe in AT-proste grafe [6]. Drevesa na n tockah z najve¢jim stevilom ucinkovitih

dominantnih mnozic so bila karakterizirana v [5].

Poglejmo si Se grafe iz naloge. Ucinkovito dominantno mnozico imajo poti P, in
polni grafi K,, za vsak n. Cikli C,, imajo uc¢inkovito dominantno mnozico le, ¢e n =0
(mod 3), dvodelni grafi K,,,, ¢e m =1V n =1 ter hiperkocke @Q,,, ¢e je n =2™ —1 za

neko naravno Stevilo m [27].



6 Zakljucek

V nalogi smo spoznali pojme dominantne, liho dominantne, sodo dominantne ter
ucinkovito dominantne mnozice. Osrednja motivacija je bil Sutnerjev izrek, ki nam
pove, da v vsakem kon¢nem neusmerjenem grafu obstaja liho dominantna mnozica.
Pogledali in razlozili smo razlicne dokaze tega izreka, enega linearno-algebraicnega ter
dva grafovsko-teoreticna. Spoznali smo problem samih enic, katerega resitev je ravno
liho dominantna mnozica. Obravnavali smo tudi primere liho dominantnih mnozic v
poteh, ciklih, polnih grafih, polnih dvodelnih grafih in hiperkockah, ter za vsako gra-
fovsko druzino sestavili preprost algoritem iskanja take mnozice. Na koncu smo si Se
ogledali racunske zahtevnosti problema iskanja najmanjse liho dominantne mnozice v
razlicnih grafovskih druzinah. Za nadaljno branje bi priporoéila tematiko dominantnih
stevil grafov, ki jih v nalogi ne obravavamo [8,9], lahko pa si bralec ogleda se druge

razli¢ice dominantnih mnozic, reference za le-te so ze predstavljene v uvodu.
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