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Resumen: En este trabajo presentamos resultados parciales de un estudio
realizado en un curso universitario de matematica. Desde la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico se analizé cdmo se gestiona el estudio de tareas relativas a
demostrar la existencia del limite de funciones de variable real. Dicha tarea cobra
un lugar vital en la organizacion que se termina por estudiar, pues permite
entrar en el estudio de otras organizaciones matematicas que se proponen en el
curso. Los principales resultados indican que hay una pérdida de sentido del
estudio de la tarea. Las técnicas empleadas por los profesores contribuyen a la
reduccidn del calculo al algebra. Si bien, el calculo se apoya en nociones de
algebra, se trata de un campo donde se necesita una ruptura con ciertas
practicas algebraicas para acceder a él.

Palabras clave: limite de funciones, ensefanza de las matematicas,
ensefianza universitaria, teoria antropoldgica de lo didactico.

Title: The demonstration of the functions limit existence: Analysis of its study
at the University.

Abstract: In this work we show partial results of a study carried out in a
mathematics university course. We analyzed from the Anthropologic Theory of
the Didactic how the study of relative tasks is managed to demonstrate the
existence of the functions limit of real variable. The task mentioned above is of
vital importance in the organization which is finally studied, since it allows to get
in the study of other mathematical organizations that are proposed in the course.
The main results indicate that there is a loss of sense in the study of the task.
The techniques used by the teachers would contribute to the reduction of the
calculus to the algebra. Although; the calculus rests on notions of algebra, it is
about a field in which there is a need of giving up certain algebraic practices to
reach the former.

Keywords: functions Ilimit, mathematics education, higher education
teaching, anthropologic theory of the didactic.

1. Introduccion

Esta investigacidn se sitla en la problematica de la ensefianza del cdlculo en el
nivel universitario. El estudio del calculo es uno de los ambitos en el que se ha


https://core.ac.uk/display/52483049?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1
mailto:acorica@exa.unicen.edu.ar
mailto:rotero@exa.unicen.edu.ar

Revista de Formacion e Innovacién Educativa Universitaria. Vol. 6, N° 1, 1-23 (2013)

detectado mayores dificultades en el aprendizaje de los estudiantes. Cada vez
son mas las investigaciones que centran su interés sobre el papel de la didactica
en la ensefanza de la matematica universitaria. Los investigadores han intentado
mejorar la comprension sobre las dificultades de los estudiantes y las
disfunciones del sistema educativo, como también vias para superar estos
problemas. Algunos estudios se ocuparon de caracterizar las dificultades y
obstaculos en el aprendizaje de nociones de célculo, acompafiados por aspectos
de naturaleza epistemoldgica, cognitiva y didactica (Aparicio y Cantoral, 2006;
Artigue, 1995; Barbosa y Mattedi, 2010; Bezuidenhout, 2001; Cornu, 1991;
Godino, Contreras y Font, 2006; Sierra, Gonzalez y Lopez, 2000; Tall, 1991). Por
otro lado, también se documentd que ciertos problemas derivan del tipo de
estudio que se confiere a las nociones de funcidn, limite, continuidad,
diferenciacion e integracion (Azcarate y Deulofeu, 2000; Aparicio y Cantoral,
2003; Hitt, 1994; Tall y Vinner 1981). Asi mismo, en otros trabajos se analizaron
las razones que subyacen a tales dificultades y se procurd proporcionar
soluciones efectivas, a través de propuestas didacticas que se sustentan en
diversos marcos tedricos (Barbosa y Mattedi, 2010; Blazquez y Ortega, 2002;
Espinoza y Azcérate, 2000; Fonseca, 2011a; 2011b; Garcia y Navarro, 2010;
Mamona-Downs, 2001; Rodriguez, Pochulu y Ceccarini, 2011; Tall 1986; Tall,
Blokland y Kok, 1990).

En este trabajo, presentamos resultados de un estudio desarrollado en un
curso de calculo en una facultad de ciencias exactas, y adoptamos como
referencial tedrico a la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1999).
Dicho referencial ha resultado ser una poderosa herramienta para describir las
practicas docentes en un ambito muy poco explorado, como es el universitario.
En este trabajo, presentamos resultados de un estudio descriptivo e
interpretativo de la ensefanza de la nocion de limite propuesta en el curso.

En el curso bajo estudio, la responsabilidad asignada a profesores y alumnos
se encuentra bien delimitada. El rol del docente es ensefiar, en el sentido de
mostrar a los estudiantes las praxeologias matematicas. Aqui, las praxeologias
didacticas se caracterizan por comenzar con el discurso tecnoldgico - tedrico y
luego continuar por el practico - técnico, introducido a modo de aplicacién de los
teoremas, conceptos o propiedades enunciados. Por otro lado, los estudiantes
deben aprender a utilizar los elementos praxeoldgicos que se les proporcionan
hasta ser capaces de resolver por si mismos ciertas tareas con las que se
acabaran por enfrentar en el momento de la evaluacion (Corica y Otero, 2009,
2011). Si pensamos la situacion en términos de la dialéctica de los media y los
medios (que rige toda construccion de conocimiento matematico y se caracteriza
por la necesidad de disponer, para la elaboracion de sucesivas respuestas
provisionales a una cierta cuestidon Q, de algunas respuestas preestablecidas
accesibles a través de los diferentes medios de comunicacion y difusién: los
media (Chevallard, 2007)), en el curso bajo estudio, el papel del profesor se
describe como el media universal que transmite a los estudiantes, mediante
practicas discursivas y ostensivas (mostrativas), aquellas respuestas
praxeoldgicas que ellos deberdn ser capaces de utilizar por si mismos.

En este andlisis de la dinamica de clase, describimos la manera en que los
docentes gestionan el estudio del tipo de tareas: Demostrar que el limite de la
funcién f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito. Este tipo de tareas cobra
un lugar especial dentro de la organizacion efectivamente ensefiada por dos
razones: en primer lugar, consolida parte de la tecnologia para efectuar la
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demostracion de proposiciones y propiedades vinculadas al limite funcional, que
se estudia durante el curso. Y en segundo lugar, se introduce a los estudiantes a
la actividad de demostrar en matematica, y en todo el curso, es la Unica
oportunidad que tienen para realizar esta tarea. Destacamos que las tareas
relativas al género de tareas demostrar, siempre quedan a cargo de los
profesores de las clases teodricas, donde es anulado el topos del alumno, pues su
responsabilidad se reduce a reproducir lo que el profesor hace (Corica, 2010;
Corica y Otero, 2009).

2. Marco teorico

En este trabajo adoptamos como referencial tedrico a la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico (Chevallard, 1999) porque resulta ser una poderosa herramienta
para describir la actividad docente. En principio, tomamos el constructo tedrico
fundamental de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), que es la nocion de
praxeologia, como base para el desarrollo de toda la investigacion.

Las praxeologias u organizacion matematica (OM), surgen como respuestas a
una cuestion o conjunto de cuestiones problematicas que se denominan
cuestiones generatrices. Las praxeologias constan de dos niveles:

e El nivel de la praxis o del saber hacer, que engloba un cierto tipo de tareas
y cuestiones que se estudian, asi como las técnicas para resolverlos.

e El nivel del logos o del saber, en el que se situan los discursos que
describen, explican y justifican las técnicas que se utilizan, en la TAD reciben el
nombre de tecnologia. Dentro del saber se postula un segundo nivel de
descripcion-explicacidn-justificacidn (esto es, el nivel tecnologia de la tecnologia)
gue se denomina teoria.

Si bien, los cuatro elementos citados son imprescindibles para construir
cualquier praxeologia, Chevallard (1999) también propone la nocidén género de
tareas, con la que se refiere a un contenido que se encuentra especificado. La
nocion tipo de tarea supone un objeto relativamente preciso. Por ejemplo,
calcular el valor limite de una funciéon en un punto es un tipo de tarea, pero
calcular es lo que se denomina un género de tareas (se caracteriza por solicitar
un determinativo).

Junto a las tareas de concepcion y organizacién de mecanismos de estudio, asi
como la gestion del medio ambiente (Organizaciones Matematicas), se distinguen
las tareas de ayuda al estudio, particularmente la direccion de estudio y
ensefianza, cuyo cumplimiento es debido a la puesta en ejecucion de técnicas
didacticas determinadas (Organizaciones Didacticas). La consideracién de los
diversos procesos que conciernen a la construccion matematica permite
identificar sus aspectos invariantes, es decir, las dimensiones o0 momentos que
estructuran cualquier proceso de elaboracién matematica, independientemente
de sus caracteristicas culturales, sociales, individuales o de otra indole. Asi, el
proceso de estudio se sitla en un espacio determinado por seis momentos
didacticos: El momento del primer encuentro con un determinado tipo de tareas;
El momento exploratorio del tipo de tareas; El momento de construccion de un
entorno tecnoldgico-tedrico, que explica y justifica las técnicas puestas en
funcionamiento y permite la elaboracién de nuevas técnicas; El momento de
trabajo de la técnica, que provoca la evolucidon de las técnicas existentes y la
construccién de nuevas; El momento de la institucionalizacion, que delimita y
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precisa aquellos elementos constituyentes de la organizacidn matematica
construida; El momento de la evaluacidn de la praxeologia construida.

La TAD, desde sus comienzos con la transposicion didactica (Chevallard,
1991), fue uno de los primeros enfoques en considerar como objeto de estudio e
investigacidon, no solo las actividades de ensefianza y aprendizaje en el aula, sino
de todo el proceso que va desde la creacion y utilizacion del saber matematico
hasta su incorporacién en las instituciones de ensefianza como saber ensefiado.
Para explicar los procesos de ensefianza es necesario considerar todas las etapas
de la transposicion didactica. En particular, en este trabajo nos detendremos a
describir parte de la OM efectivamente ensefiada del curso de calculo bajo
estudio. La misma es una interpretacién tedrica (en términos de praxeologias) de
la actividad matematica desarrollada en una institucion concreta, que tiene lugar
en un periodo histérico determinado y que es protagonizada por una comunidad
de estudio particular.

Asi mismo, la OM efectivamente ensefiada no puede ser adecuadamente
interpretada si no se comprende también la OM a ensefar. Esta constituye un
modelo praxeoldgico de la matematica que se reconstruye a partir del programa
y el material que emplean los profesores del curso. A su vez, para poder
comprender los hechos didacticos y matematicos se requiere de un Modelo
Epistemoldgico de Referencia (MER) (Bosch y Gascén, 2005; Gascoén, 2011). Para
describir la OM efectivamente ensefiada, es necesario partir de determinadas OM
sabias que legitiman epistemolégicamente el proceso de ensefianza. El MER es
elaborado por el investigador para realizar su analisis y no necesariamente
coincide con la OM sabia de la que proviene, aunque se formula en términos
proximos a ésta y a la OM a ensefar. El MER tiene un caracter provisional, pues
la Teoria de la Transposicidon Didactica indica que no existe un sistema de
referencia privilegiado desde el que se observe, analice y juzgue los saberes,
pero se trata de una hipotesis de trabajo que debe ser constantemente
contrastada y revisada (Gascoén, 2011). En nuestro trabajo, en primera instancia
presentamos aspectos esenciales del MER que hemos definido y la OM a ensenar,
y luego presentamos el analisis de algunos aspectos de la OM efectivamente
ensefada del curso bajo estudio.

3. Metodologia

En esta investigacion se propone un estudio de corte descriptivo e
interpretativo sobre un curso de calculo, que se imparte en una facultad de
ciencias exactas de una universidad argentina. El curso, que se compone de 283
estudiantes —cuyas edades oscilan entre los 18 y 20 afios— corresponde al
primer afo de las carreras de Ingenieria en Sistemas, las licenciaturas en
Matematica, en Fisica o en Tecnologia Ambiental, asi como los profesorados en
Matematica, en Fisica o en Informatica.

3.1. Descripcion de la organizacion institucional

El curso dura cuatro meses, y se compone de clases tedricas (CT) y practicas
(CP), que se imparten dos veces por semana. Cada CT comprende 90 minutos,
mientras que cada CP 120 minutos. Asimismo, se ofrece semanalmente una
clase de consulta, que dura 120 minutos, donde los estudiantes tienen la
oportunidad de hacer consultas en forma personalizada.
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El curso estd a cargo de un profesor (P1), quien se ocupa exclusivamente de
organizar y dirigir las CT, un coordinador (P,), quien organiza las CP y dirige en
ciertas ocasiones las CT, y de profesores que dirigen las CP. Las CT se ofrecen a
todos los estudiantes en un aula tipo anfiteatro, mientras que las CP son
desarrolladas en cuatro aulas. Estas clases las imparten el profesor responsable,
cuya principal actividad es dirigir la sesidn para las tareas propuestas, decidir las
técnicas a emplear y las instancias de clase en que se abordan; y dos profesores
ayudantes, que cumplen el rol de asistir a las consultas de los alumnos en forma
personalizada.

La actividad en las CT se caracteriza en que el profesor muestre la resolucién
de las tareas, con muy baja participacion de los estudiantes. En las CP el
profesor también presenta la resolucién de las tareas, pero hay mayores
oportunidades de dialogo con los alumnos; ademas, se destina aproximadamente
una hora de cada CP para que los estudiantes resuelvan tareas y consulten sus
dudas personales.

Durante los cuatro meses que comprende el curso se propone estudiar nueve
unidades tematicas, cuyo desarrollo incluye material tedrico y practico:
Estructura del conjunto de los numeros reales; Funciones; Sucesiones de
nimeros reales; Limite y continuidad de funciones; Derivadas; La integral
definida; Célculo de primitivas; Series numéricas; Series de funciones, series de
potencias y serie de Taylor.

El disefo del material tedrico, que esta a cargo del P;, consta de teoremas,
definiciones y proposiciones fundamentales para el proceso de estudio sobre las
OM. Por su parte, el material para las CP, que disefia el P,, basicamente se
estructura del siguiente modo: una introducciéon, en la que se enuncian los
principales teoremas, definiciones y proposiciones para realizar los tipos de
tarea, y la presentacion de algunos ejercicios resueltos.

La acreditacion del curso propone la aplicacion de examenes individuales y
escritos. Se ofrecen dos formas para la evaluacion, y los estudiantes tienen que
optar por una:

Modalidad promocion: Consiste en tres examenes individuales y escritos; en
cada uno se evalla una unidad tematica o mddulo, y hay dos instancias para
poder volver a presentarlos en caso de no aprobarlos (a estos tipos de
evaluacién se les denomina de compensacién). Los examenes se integran con
tareas de caracteristicas similares a las estudiadas tanto en las CP como en las
CT, y se aprueban con 4 puntos de 10. Esta opcién de evaluacién permite
promocionar el curso, al obtener 7 o mas en cada uno de los examenes o en los
primeros examenes de compensacion.

Modalidad tradicional: Consta de un examen parcial, individual y escrito, que
evalla tareas de caracteristicas similares a las desarrolladas en las CP, y también
contempla dos examenes de compensacion. Los exdmenes se aprueban con 4
puntos como minimo sobre 10 puntos, ya sea en el examen parcial o en los dos
de compensacién. La aprobacidon implica solo la cursada de los modulos y
requiere que los estudiantes realicen a posteriori (en un término de tres afios) un
examen, escrito e individual, que incluye tareas similares a las estudiadas en las
CP y CT para concluir la aprobacion del curso.

Los examenes de promocidn se aplican aproximadamente cada 4 6 5 semanas,
mientras que los de tradicional ocurren al finalizar todo el desarrollo del curso.
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3.2. Recoleccion de datos

En el curso de célculo se realizaron tres meses de observacidén no participante
y se recabaron las versiones en audio de las clases teodricas y practicas, las
explicaciones que hicieron los profesores en el pizarrdn, los apuntes de clase de
los alumnos y los examenes de los estudiantes.

La globalidad de la investigacién tuvo como propodsito recoger informacion
acerca de la dinamica de la clase para el estudio de las nociones de limite y
continuidad de funciones. El proceso de estudio sobre el limite funcional sucedié
en dos CT y dos CP, al igual que para el estudio de la continuidad funcional. Los
registros de audio de las CT se llevaron a cabo en aulas tipo anfiteatro, con un
sistema que llevaba el profesor. También se registré toda la escritura del profesor
en el pizarrdn, lo que dio mayor claridad en el momento de reconstruir la OM.

En las CP, el sistema de audio fue llevado por un profesor ayudante, con el que
se registraron la actividad del profesor responsable y también algunas consultas
de los estudiantes al profesor ayudante. Tal procedimiento en las CP se llevd a
cabo en dos de los cuatro cursos que se desarrollaban por cada encuentro
semanal. Los datos que se utilizan aqui, corresponden a los cursos donde los
profesores ayudantes llevaban el sistema de audio.

3.3. Instrumento de analisis

El analisis sobre las clases del curso requirié que fueran transcriptos los audios
de la totalidad de aquellas relativas al estudio del limite funcional. Luego, a los
registros de cada clase se las segmentd en episodios para distinguirlos cuando el
discurso giraba en torno a una determinada tarea. Con el objeto de organizar y
estudiar los datos obtenidos en cada clase, se elaboraron dos tablas:

Episodio | Género de tarea | Tarea | Técnicas | Bloque tecnoldgico

Tabla I
, Tipo de Tipo de
) . . Género Momento
Episodio Nocion L preguntas del respuesta del
de Tarea didactico
profesor alumno
Tabla II

La tabla I nos permitido efectuar un analisis profundo acerca del proceso de
estudio. En esta tabla se colocaron los géneros de tareas junto a las tareas que
los integraban. Asimismo, en la tabla se recogié el conjunto de acciones que se
llevaron a cabo en el aula para resolver una cierta tarea (técnicas), y los
elementos tecnoldgicos que aparecieron en la clase de forma explicita (bloque
tecnoldgico).

La tabla II ofrece informacién para que el observador se situe en el proceso de
estudio y lea su desarrollo de manera compacta. Constituyé un material que nos
permitid hacer un analisis global sobre el proceso de estudio. En la tabla se
distinguié el momento predominante del estudio en cada episodio, asi como los
momentos secundarios. Ademas, registré el tipo de preguntas que formulaba el
profesor y el tipo de respuesta que se obtenia de los estudiantes.
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3.4. Metodologia para el analisis de los examenes

Si bien hemos analizado todos los examenes, en este trabajo solo
consideramos aquellos que constaban de tareas vinculadas exclusivamente al
tipo: Demostrar que el limite de la funcion f(x) es | cuando x tiende a un valor
real finito. Dichos examenes fueron: el primer parcial por modulo, el primer
examen de compensacion por modulo y el primer examen de compensacién por
parcial. Esto condujo a la recoleccion de N = 337 examenes.

De cada examen, para cada tarea se analiz6 las técnicas empleadas por los
estudiantes y el entorno tecnoldgico explicito propuesto para su justificacion.

4. Analisis de resultados

4.1. El Modelo Epistemolégico de Referencia

Como indicamos en un principio, el Modelo Epistemoldgico de Referencia
(MER) es empleado para analizar los hechos didactico - matematicos y tiene
siempre un caracter provisional. El modelo elaborado en esta investigacion es la
mejor aproximacién posible a las condiciones que imperan en la institucién,
asumiendo una organizacién didactica donde no se separa el bloque practico -
técnico del tecnoldgico - tedrico. Y el MER se diseid considerando que el curso
bajo estudio es desarrollado en cuatro meses, y solo el 10% de las Clases
Practicas (CP) y de las Clases Tedricas (CT) son destinadas al estudio del limite
funcional; asi como también el mismo periodo de tiempo es destinado al estudio
de la continuidad funcional.

Para la descripcion del MER comenzamos por indicar una cuestién generatriz
inicial Q,que se formula mediante dos preguntas complementarias:

Q,: ¢Cémo estudiar la existencia del limite de funciones?, Q,: ¢Para qué
estudiar la existencia del limite de funciones?

La pregunta Q, podria ser interpretada como una simple demanda de

informacién, donde la respuesta podria ser del estilo: Si o no, segin sea el
resultado al calcular el limite de la funcidn: si el resultado es un numero real se
establece que existe el limite, en caso contrario, se establecera que no existe el
limite. Esta respuesta podria ser natural situdndonos en el grupo de estudiantes
que componen al curso. Pues, numerosas investigaciones han identificado los
mismos errores y dificultades en estudiantes de cursos de calculo, en diversos
entornos sociales y con diferentes rangos de habilidades. En particular, se
destaca la presencia de procedimientos (tales como calcular limites) que operan
en un nivel puramente algoritmico. Esto es producto de una ensefianza del
calculo esencialmente algebraica, al tratar el limite como un proceso algebraico
finito, y en un intento escolar de reducir las técnicas especificas del analisis, en
las que prima la utilizacion de condiciones suficientes, a maneras de hacer
puramente algebraicas centradas en el uso de equivalencias sucesivas (Artigue,
1995). En nuestro caso, esto se reafirmaria como consecuencia de la formacién
que adquieren los estudiantes en el Curso de Nivelacion. La aprobacién de dicho
curso es requisito para el ingreso a la facultad, y aqui se propone estudiar
nociones de matematica desarrolladas durante toda la secundaria, entre las que
se incluyen las nociones de limite y continuidad funcional. Destacamos que los
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tipos de tareas y técnicas propuestas en el curso de nivelacidn, acentuarian la
tendencia de algebrizar el calculo.

Consideramos que se propone a los estudiantes utilizar de forma naturalizada
técnicas sin haberse cuestionado su pertinencia, ni las razones de ser. En este
caso, la cuestion se convierte en problematica, y el tratar de resolverla genera
una serie de tareas no rutinarias. Su resolucién requerird elaborar un conjunto
de técnicas matematicas que ademas deberdn ser descrita, explicadas vy
justificadas mediante un entorno tecnoldgico - tedrico. Esto es producto de
considerar la cuestion Q, en un sentido fuerte. Este sentido se ve fortalecido por

la presencia de Q,, pues dar respuesta a esta cuestion implica el estudio de OMs

donde encuentra sentido el estudio de Q,, como por ejemplo el estudio de la

continuidad funcional. Considerar una cuestion en su sentido fuerte, conduce a
un proceso de elaboracidon de posibles respuestas que ponen en juego sucesivas
OMs: cada una de ellas viene a corregir, completar y/o desarrollar las anteriores.

A partir de la cuestion generatriz inicial derivamos un conjunto de cuestiones
generatrices que dieron origen a establecer 16 OM relacionadas y fundamentales,
para el estudio de nociones basicas de calculo vinculadas al limite y continuidad
de funciones. En el Esquema 1 indicamos cada una de las OM que integran al
MER vy las relaciones que se establecen entre ellas:

e l‘ --------- N OMLs
: : OMy - ) OM,; 1 T Anahizay los exfremos de
OMis /:/ I Analizar la continuidad de T Anglizar ke continuidad de : ung fimeidn defimida en
— T Trazria | Jinclonas en un punto X, funcionas en su daminie nahmal I infervalos cerrados
q i
ﬁlgm_,_ﬁca d; : )
nciones de ' 1
variahie real 1 ) i o : - - ! f .OMI"
I T Demostar proposiciones " Demestrar la confinuidad 1 T Analizar los ceros de +—
: gue Imvolucra operacionss de de fimciones en su dominiy : Jumciones en inforvalos
N ertire fimciones confinuas en um nafural 1 cerrados
OM: punts X !
L
OM:

Proposiciongs gue
vincalan el fmite de
Junciones con el imite de
SUCESIONES

I Demostrar Teoremas que

ivolucran a familias de fimeiones
J gue permiten estudiar su
comporianiento en mferualos
cerrados de su dominio mafural

0N
r': Dewostrar la existenciap

unicidad dal lirnite

i )
' OM: OML :
I T Demosirar las propiodedes que T Demostrar s propledades OM: OM: I
: relacionan fas operacionss enfre gue refacionan las cperaciones T Demosirar la exizfencia T Demostrar la exisfancia :
v fimeionegs con ef valor del linte de enfre fimeiones con el valor del o inaxistancia dal limita de o inexistencia del fimits da = |
! éstas cun}:}c)io X —}Ix o x—.:zt: s;endo {mite ge dstas ;Ha:’qdo;—_)x . fimciones cuando x —vm fiunciones cuando x —» % !
' gue ol imife al gue Henden las siendo gue el valor limife N
I Jumciones — imwolucradas en las resultants no exisfe 1
i operacionss- s un valor fintie 1
. i

O | N ——

OM- OM;
T Calcular ol limife de T Crleular of Hmits fimciones
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Esquema 1. Modelo epistemolodgico de referencia

Los tipos de tareas constitutivos de cada OM corresponden a los géneros:
Demostrar (OMl, OM,, OM;3, OM4, OMs5, OMg, OMg, OMyg \'4 OM13), Calcular (OM7,

-~
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OMg), Analizar funciones (OM;;, OMs;, OM1s y OMys) Yy Representar graficamente
(OMys).

El género de tareas Demostrar engloba aquellas tareas que requieren de la
formulacion de una secuencia de enunciados organizados segun determinadas
reglas. El género de tareas Calcular hace referencia a tareas que implican llevar a
cabo ciertos procedimientos, basados en reglas que son tomadas como
verdaderas, para obtener un resultado que nos permita predecir algunos
acontecimientos. El género de tareas Representar graficamente engloba tareas
gue implican la realizacion de esquemas que posibilitan estudiar la nocion
matematica que esta en juego. Finalmente, el género de tarea Analizar funciones
involucra tareas que requieren del estudio del limite y continuidad de funciones.
En el curso, éste género se ve enriquecido con el estudio de tareas relativas a la
derivada de funciones.

La OM; es la pieza fundamental que permite la supervivencia de las demas OM
que se definen a continuacién. El tipo de tarea que conforma a OM; es I':

Demostrar la existencia y unicidad del limite. La cuestidon generatriz asociada es
Q, : ¢Qué significa que exista el limite?
La OM, queda representada por el tipo de tarea I'’: Demostrar proposiciones

qgue vinculan el limite de funciones con el limite de sucesiones. La cuestién
generatriz asociada es Q, : ¢Como se vincula el limite de funciones con el limite

de sucesiones? En el hacer de I'?, se gesta un entorno tecnoldgico que permite

justificar algunas de las técnicas empleadas en el hacer de T°°.

La OMs y la OM, se originan a partir de la misma cuestion generatriz Q,:
¢Como demostrar la existencia del limite? El tipo de tarea que conforma a OMs es
I'*: Demostrar las propiedades que relacionan las operaciones entre funciones

con el valor del limite de éstas cuando x — xp0 x— o, siendo que el limite al que
tienden las funciones involucradas en las operaciones es un valor finito. Y el tipo

de tarea que conforma a OM, es I'*. Demostrar las propiedades que relacionan

las operaciones entre funciones con el valor del limite de éstas cuando x— Xy,
siendo que el valor limite resultante no existe. El hacer de I'* y I'* consolida la

tecnologia que justifica el hacer de T''. A su vez, en la OM; se consolida la

tecnologia que justifica el hacer de T*®.

La OM; y la OMg se las define a partir de la misma cuestién generatriz Q,:
¢Cémo calcular el limite? El tipo de tarea que conforma a la OM,es I'’': Calcular
el limite de funciones cuando x — X,. El tipo de tarea que constituye a la OMsg es
I'®: Calcular el limite de funciones cuando x— «. En el hacer de T' y I'® se

establece la existencia del limite de funciones, pues las técnicas que se emplean
encuentran justificacion en las formulaciones establecidas en OM3; y OM,.

La OMs y la OMg tienen asociada la misma cuestidn generatriz Q,: {Coémo
demostrar la existencia del limite? El tipo de tarea que conforma a OMs es I"°:
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Demostrar la existencia o inexistencia del limite de funciones cuando X — X,. El
tipo de tarea que constituye a OMg es I'°: Demostrar la existencia o inexistencia

del limite de funciones cuando x-—>oo. En ambas OM se busca consolidar una
técnica que permita establecer la existencia del limite de funciones.

En forma complementaria, se podria estudiar las tareas que componen a OM;,
u OMg vy, luego, establecer la existencia del limite calculado, a partir de las

técnicas que se desprenden del hacer de I'° o I'° segln correspondiera. Esta

actividad deja emerger ciertas redundancias, que resultarian utiles en el proceso
de estudio.

Con relacion al estudio de la continuidad de funciones, la supervivencia de
esta organizacion se encuentra intimamente ligada con la validez de las tareas
constitutivas de la OM;. La OMy, OM,;q, OM;; y OM;, se gestan a partir de la
misma cuestion generatriz Q, : (Como determinar la continuidad de funciones? El

hacer de T’ y T''° consolida la tecnologia de T'** y I'*? respectivamente. El tipo

de tarea que conforma a la OMy es I'°: Demostrar proposiciones que involucran

operaciones entre funciones continuas en un punto x,. El tipo de tarea que
constituye a la OMy, es I'*’: Demostrar la continuidad de funciones en su

dominio natural. Mientras que el tipo de tareas que define a OM;; y a OM;, son
respectivamente T'*': Analizar la continuidad de funciones en un punto xoy T''*:

Analizar la continuidad de funciones en su dominio natural.

La OM;3, OMy, ¥y OM;s se componen de tareas que procuran el estudio de
funciones en intervalos cerrados, en combinacién con el estudio de la continuidad

de las mismas. El tipo de tarea que constituye a la OM;; es I'*: Demostrar

Teoremas que involucran a familias de funciones y que permiten estudiar su
comportamiento en intervalos cerrados, y la cuestidon generatriz asociada es Q;:

¢Cémo demostrar teoremas que permiten estudiar a funciones continuas en
intervalos cerrados? En esta OM, se consolida la tecnologia que justifica las
técnicas para el hacer del tipo de tareas que define a la OMi4 y a la OM;s.

El tipo de tarea que constituye a la OMy es TI'**: Analizar los ceros de
funciones en intervalos cerrados y la cuestidon generatriz asociada es Q,: ¢Como

establecer la existencia de los ceros de una funcién? El hacer de T** consolida

una técnica para el estudio de ceros de funciones. En algunas ocasiones, puede
actuar como una técnica alternativa a las que conocen los estudiantes para este
estudio, y, en otras, constituir una nueva técnica, para aquellos problemas que
hasta el momento no podian dar respuesta.

El tipo de tarea que define a la OMys es I'*°: Analizar los extremos de una

funcién definida en intervalos cerrados y la cuestién generatriz asociada es Q,:
¢Como establecer si una funcion alcanza un maximo y/o un minimo? El estudio
de T™ se enriquece con el estudio de la nocidon de derivada de funciones, no

obstante, consideramos oportuno el estudio de esta tarea, pues permite el

10
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empleo en parte de la tecnologia que se gesta en T™ y una aproximacion al tipo
de estudio que se podra realizar con nociones de derivada de funciones.

Finalmente, la OM;¢ se define a partir del tipo de tarea I'‘®: Trazar la gréfica

de funciones de variable real y la cuestion generatriz asociada es Q,: ¢Cémo

representar graficamente a funciones de variable real? Aqui, la propuesta es
integrar nociones que emergen de la definicion de limite y continuidad de

funciones. También, en forma complementaria se puede estudiar I"°con tareas
que se estudian en OM; y OMg, haciendo evidente la integracién entre las OM.

Con fundamento en el MER, se analizé la OM a ensefiar y la OM efectivamente
ensefiada. Resultados parciales de dicho estudio se presentan a continuacién.

4.2. Organizacion Matematica a ensefiar

Con fundamento en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, en un principio
analizamos el programa analitico del curso y el material editado por los
profesores, en contraste con el Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER).

En Corica y Otero (2012) reportamos un estudio sobre los tipos de tareas que
se identifican en el material editado por los profesores del curso. Esto permitio
reconocer 7 (siete) OM Puntuales (OMP), en relacidon a las 16 OM que definimos
en el MER. Las OMP estan generadas por lo que se considera en la institucion
como un unico tipo de tareas. Esta nocién es relativa a la institucién considerada
y esta definida, en principio, a partir del bloque practico-técnico (Chevallard,
1999).El conjunto de tareas que se proponen estudiar en el material, pertenecen
a OMP desarticuladas, que nacen y mueren en el nivel de los temas. Destacamos
gue solo existe una débil conexion entre algunas de ellas, aunque en ningun caso
se observo la formulacion de tareas que conduzcan a la elaboracién y validacién
de elementos tecnolégicos.

Aqui nos detendremos en profundizar aspectos relacionados con el estudio del
tipo de tareas: Demostrar que el limite de la funcidon f(x) es | cuando x tiende a
un valor real finito.

En el material destinado para el estudio en las clases practicas se proponen las
siguientes tareas prototipicas:

Ejemplo 1

Probar por definicion que el Jim x> =4
x—2

Buscamos primero un J tal que: 0<|x—2|<5:>|f(x)—L|:‘x2—4‘<g
Sea ‘xz —4‘ =|(x—2)x+2) =|x-2| |x+2|, como por hipétesis tenemos que 0<|x-2|<7J,
entonces debemos acotar el valor |x+ 2|, elegimos un 6 =1, luego

-1<x-2<1
-1+2<x<1+2

+2/<5
1<x<3 =2 <
1+2<x+2<3+2
reemplazando, |[x—2||x+2/<55<¢ :6:%. Pero como ya habiamos supuesto un valor

para & , tenemos & =min {1%}

11
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Reconstruimos ahora la demostracion formal.
Sea £¢>0, siel minimoes §=¢/5, =¢/5<1 entonces, 0<|x-2/<¢5 implica que

‘xz —4‘ =|(x-2)x+2)=|x-2| [x+2 <55 <5 %z £

Si el minimoes =1, =1<g/5 , luego

‘xZ —4‘ =|(x-2)x+2)=|x-2| [x+2/<5 §<5.1<5 % =¢

Con lo que queda demostrado el limite efectivamente es 4.

Ejemplo 2

Probar por definicién que si ¢>0 y x> 0 entonces [lim Jx =+c
X—>C

Buscamos primero un 5 tal que: 0<fr—d <5 =[x - Je| <z
‘\/— \/—‘ (\/_ \/_X\/;+\/_)| _| | |x—¢ |x c|
\/_+\/_) ‘ | X+ C| ‘/—+‘/— ‘/_ como por hipétesis

tenemos que 0<|x—c <&, entonces |x_c| O S s=ee

N

Asi, formalmente, dado € >0, elegimos §=¢+c, entonces 0<|x—c <& implica que

N ﬂ—l(f Jelrode) | x-c | fr-d _-d_o _ede_,
(Vx4 c) ||J§+J’| e e f Je

Con lo que queda demostrado el limite efectivamente es Je.

De los ejemplos ofrecidos, destacamos que se propone una demostracion de la
existencia del limite funcional, en la que se concluye explicitamente lo que se
demuestra. Se presentan técnicas para dos casos ejemplares. En uno de ellos es
necesario realizar hipdtesis acerca de §, y se lo hace considerando § = 1, sin
indicar cudl es la razén de tal seleccién, o si seria posible el estudio empleando
otro valor de §. En el segundo caso, la atencién se concentra en como realizar
operaciones algebraicas para poder emplear la hipdtesis sobre s.

A continuacion indicamos las tareas que se proponen estudiar relativas al tipo
de tareas que nos interesa en este trabajo.

Probar, usando la definicion, que:

2_
0 lim3x—2-4 ) limx2=9 ¢ lim 2XF1_3 Q) nim L. 3
x—2 x—3 x—>-23x-2 8 x—>1/2 2x+1 8
e) limx =2 P lim x3=8 g) lim|6x —1|=5 f) lim(x2+x-5)=7
x—4 x—2 x—1 x—3

Para el inciso a) dar valores de § > O Utiles para: ¢; = 15 ; ¢; = 0,27 ; ¢3 = 0,001.

De este conjunto de tareas destacamos que las técnicas necesarias para su
hacer se reducen a:

e Formular las hipotesis del estudio de limites en concordancia con la
definicion de limite.

e Transformar |f(X)

, a partir del empleo de propiedades de mddulo, en

una expresion equivalente donde aparezca explicitamente |x— x0|.

12
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e Imponer restricciones sobre § tal que permita acotar los demas términos
en la expresidn equivalente, si es que aparecieran.

e Acotar |f(x)—l| segun las restricciones impuestas a & y determinar 5(¢)

atendiendo a que esta relacién cumpla con los requisitos de la definicién de
limite de funciones.

e Hallar el entorno simétrico alrededor de / a partir del valor de épsilon.
e \Verificar que 0 < y <3 se cumple que se si |x—x0| <y (para el y establecido)

entonces |f(x) - 1| < & (para el ¢ dado).

Ademas, para el inciso a):

e Hallar el entorno simétrico alrededor de / a partir del valor de épsilon dado
y luego hallar los extremos del intervalo que contiene a x, A partir de ellos
determinar el valor de 6.

e Verificar que si |[x—X,|<d&(para el § determinado) entonces |f(x)-I|<e
(para el ¢ dado)

Destacamos que en el hacer de las tareas propuestas, se requieren leves
modificaciones en las técnicas algebraicas necesarias para su resolucion. En
algunas ocasiones, se requiere de la exploraciéon de diferentes cotas de § para
demostrar satisfactoriamente. Y el entorno tecnoldgico inmediato que justifica
esta manera de hacer, es la definicidon de limite funcional.

Asi mismo, destacamos que las tareas propuestas se caracterizan por
afirmaciones de existencia del limite funcional, en las que no presentan
contradiccion con la hipdtesis establecida. Quedan excluidas de este estudio
cuestiones del tipo: ¢Qué sucede si es falsa la afirmacion, si no existe el limite?
¢Coémo se interpreta la relacion entre 5y ¢ para asegurar la falsedad? ¢Como se
demuestra la inexistencia del limite? Estas cuestiones seran retomadas en
nuestras préximas investigaciones, para el desarrollo de dispositivos didacticos
gue permitan superar la problematica reportada en nuestra investigacion.

A continuacion describiremos la dinamica de clase en relacion al estudio del
tipo de tareas que nos ocupa en este trabajo.
4.3. Organizacion Matematica Efectivamente Ensefiada

El primer encuentro que tuvieron los estudiantes con el tipo de tareas que nos
ocupa en este trabajo, fue en la primera CT, y se produjo a partir del estudio de
las siguientes tareas:

T!: Interpretar y cuantificar la siguiente expresién: f(x) se acerca a un nimero fijo /
siempre que x esté muy cerca del punto x,.

T2: Interpretar la nocién de existencia del limite de funciones de una variable real
para funciones definidas graficamente.

En el hacer de las tareas, se construye la base fundamental sobre la que se
sustenta gran parte de las praxeologias que se estudian en el curso. En las
técnicas empleadas por el profesor, se advierte el intento por mostrar la
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interpretacién de la nocidon de limite a partir de representaciones simbdlicas vy
graficas. Luego del estudio de las tareas, el profesor escribid la definiciéon de
limite funcional:

Definicion: Sea xoeR y sea f una funcion definida en todos los puntos de un intervalo
abierto (a,b) que contiene a xg, salvo quizas en el mismo x,. Decimos que f(x) tiende al
numero / cuando x tiende a xp, 0 que f(x) tiene limite cuando x tiende a xg, si f tiene la
siguiente propiedad:

Cualquiera sea el ¢ > 0, existe un § > 0 (6§ = & () tal que, si es 0<|x—X,|< &,

entonces es 0<|f(x)—l|<¢.

Si se verifica esta propiedad, escribimos lim f(x) =1.

X=X,

A continuacion, el profesor prosiguié con el estudio de un ejemplo de tarea
qgue tiene como propdésito ilustrar el empleo de la definicién del limite funcional.
Aqui tiene lugar el primer encuentro con una tarea en la que se combinan dos
tipos: calcular el limite funcional y demostrar que el limite de la funcion f(x) es |
cuando x tiende a un valor real finito:

T3: Calcular y demostrar la existencia del limite de la siguiente funcion:
X+2 si x=1

limf(x)= siendo f(x)=
im 1) -1 0

En la tarea T2, el punto de interés para el estudio del limite funcional

corresponde a un punto de discontinuidad de la funcidon. Entendemos que la
tarea tiene como propdsito concentrar la atencion en que para el estudio del
limite, no interesa lo que sucede con la funcidon en el punto xg, sino en un
entorno del mismo. Esto se infiere del protocolo que presentamos a continuacion.
En primer lugar, P; propone trazar la grafica de la funcidon y explorar el
comportamiento de la misma en torno al punto de interés y luego realizar el
estudio analitico:

Entonces lo primero que usted hace es hacer la grafica de la funcién para ver de
qué se trata esta funcion. O sea, como es el asunto de esta funcién (...) para tener
una idea, o sea que en el fondo esto es como que. Esta es una recta pero que aca
tiene un problema porque cuando vale uno vale, dijimos cinco... iesta bien? Tiene
un agujero ahi eso, éeh? Entonces lo que nosotros queremos es ver el
comportamiento cerca del uno de esa funcion.

Si bien, P; enfatiza que el estudio de la funcién se realiza en proximidades del
punto xp, no se remite a la definicidon reconstruida en T' y hace notar que

necesariamente la funcion debe estar definida en un intervalo abierto que
contiene a xp.

Luego, se propone estimar el limite funcional mediante el estudio de una tabla
gue representa a la funcion, para ciertos valores de su dominio natural. Una vez
postulado el posible valor limite de la funcién se busca establecer una relacion
entre 8 y ¢ que verifique la definicién de limite. En esta instancia, el profesor
intenta introducir las técnicas relativas a la tarea Demostrar que el limite de la
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funcién f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito. Consideramos que este
intento de demostracién no alcanza tal fin, pues la propuesta es incompleta: se
determina §(¢) pero no se prueba que para esta relacidén entre & y ¢ se verifica la
definicion de limite. El profesor indica:

Se trabaja asi (...) por hipotesis esto es menor que delta sin que yo conozca el
delta. Esto es menor que delta. Pero qué es lo que yo quiero que sea eso. Yo quiero
gue sea menor que épsilon. Entonces yo a este senor le digo delta igual al épsilon
ya esta (...) Entonces, écual es el delta que he encontrado? Es éste: delta igual al
épsilon.

Demostrar por definicion parece reducirse a encontrar §(¢), es decir, hallar un
intervalo en el que la funcion tiende a /, cuando x tiende a x.

Finalizado el estudio de T?, P; continda indicando los posibles casos a los que

se podrian enfrentar los estudiantes cuando deban realizar este tipo de tareas.
En esta instancia, la CT; parece reducirse a establecer un conjunto de
procedimientos algebraicos que deberian acudir los estudiantes segun el caso. Si
bien, el calculo se apoya fuertemente en el algebra, el énfasis que P; coloca
sobre los calculos algebraicos, genera pérdida de sentido del calculo.

Observamos aqui que el profesor no insinda ninguna explicacion de por qué se
puede considerar cualquier delta mayor a cero, y que resulta de alguna manera
econémico en cuanto a la realizacién de calculos, si se emplea § = 1. Pero
también advertimos que ningun estudiante pregunta por qué se hace asi y no de
otra manera. Esto da sustento empirico a la idea de que el profesor constituye la
media universal de los estudiantes, como si se tratara de un libro. Bajo esta
concepcion no hay cabida a nuevas preguntas, se presenta una manera de hacer
en la que no se cuestionan otras posibilidades.

A continuacion, P; prosigue ejemplificando cdmo abordar tareas relativas a
Demostrar que el limite de la funcién f(x) es | cuando x tiende a un valor real
finito, tal como indicamos a continuacion.

4 . X 1
T": Demostrar que: lim——==
-l x4+1 2

En el hacer de esta tarea el profesor comienza por resolver algebraicamente,
obviando todo el estudio previo realizado para T®. En dicha tarea, el profesor

comenzd su estudio representando la funcién graficamente y luego por medio de
una tabla, para interpretar el estudio del limite solicitado. Posteriormente,

prosiguid con el estudio algebraico del limite. Para T* observamos una reduccién

de las técnicas, pues solo se ofrecen las técnicas algebraicas para resolver. P,
enfatiza que la manera de hacer propuesta es suficiente para demostrar la
existencia del limite conjeturado:

Fijese bien que el razonamiento que hemos hecho aca de alguna manera incluye
otras cosas (...) No hay una mecanica aca (...) Cada ejercicio tiene su técnica. Uno
arranca poniendo el esquema de trabajo: Dado el épsilon encuentra el delta tal que
pase tal cosa y una vez que trabaja con la funcién ahi viene el problema
dependiendo de como es la naturaleza de la funcién, éestd bien? Esa la diferencia
gue hay. Bueno, ese digamos es el concepto de limite de funciones.

En este ultimo protocolo se evidencia la pérdida de sentido del tipo de tareas
Demostrar que el limite de la funcidn f(x) es | cuando x tiende a un valor real
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finito. Las expresiones de P; sugieren que resolver el tipo de tareas que nos
ocupamos aqui, consiste en hallar §(¢) a partir de realizar una serie de
procedimientos algebraicos, dependiendo de la naturaleza de la funcidén. A pesar
de que el profesor manifiesta que en el hacer de la tarea no hay una mecanica,
sus practicas se reducen a ofrecer técnicas con caracteristicas algoritmicas para
poder hallar la relacidn §(¢), alejandose de la concepcidn de técnica propuesta en
la TAD.

A continuacidn, la clase prosigue con el estudio del tipo de tareas: demostrar
proposiciones que vinculan el limite de funciones con el limite de sucesiones y
demostrar la existencia del limite de funciones trigonométricas. Si bien, se
vinculan directamente con el estudio del limite funcional, el hacer de esta tarea
excede los limites del trabajo.

Para el analisis de la dinamica de estudio en las CP, consideramos las practicas
desarrolladas en dos cursos: uno dirigido por el profesor que denominamos P, y
el otro por Ps. Los estereotipos de tareas que proponen estudiar cada profesor se
indican a continuacién:

P, Ps

Probar, usando la definicion, que:

T® lim(2x +5) =9

T limx?=4

Probar, usando la definicién, que:

T limx*=9

x—3

Probar, usando la definicién, que:

o T¢ lim[6x—1/=5

x—1

Destacamos que en el curso dirigido por P, la tarea T° no forma parte de las

tareas propuestas en el material para las clases practicas, mientras que T°, si
corresponde al material para las CP. Destacamos que en el curso dirigido por Ps,
todas las tareas que se estudian componen el material para las CP.

Al realizar estas tareas, ambos profesores introducen la técnica para su
resolucion a partir de establecer comparaciones con sucesiones. Esto se pone en
evidencia en el siguiente protocolo:

P2: (...) en un par de practicos atras estuvieron viendo qué era probar sucesiones
por definicion. El limite, probar cuando un limite converge o no. Cuando es real ese
limite y uno lo prueba por definicién, esa es una de las formas mas seguras o mas
formales para poder probar (...) Bueno, la misma idea era para funciones. Es decir,
necesitamos probar de alguna manera formal lo que estamos afirmando (...)
Tomamos un valor del dominio y aplicamos, le aplicamos la funcién y queremos
saber cuanto es el valor de ese limite. Acuérdense siempre que estamos trabajando
con limites que nos va a estar interesando qué es lo que esta pasando alrededor de
un punto, ¢ébien? Y no en el punto en particular que es donde nos estamos
acercando. Entonces, lo primero que vamos a definir va a ser la definicion (...) Es
muy parecida a la que teniamos en sucesiones. Parecida como uno la cuenta pero,
pero es decir la idea general no es (...) Entonces lo que vamos a decir es que,
vamos a decir asi: el limite de un equis tendiendo a equis cero de una funcién efe
de equis es ele si y solo si, équé es lo que va a pasar? Para todo épsilon mayor que
cero, existe un delta. Este delta, como en sucesiones va a depender de épsilon que
ya elegi, ébien? Mayor que cero también. éTal que si pasa qué? Tal que si pasa si.
Ahora esto lo vamos a escribir mejor (...).
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Luego de realizar una exploracién e interpretacién de la definicidon del limite de
funciones, el profesor P, prosigue con la tarea. Reduce su actividad a emplear
técnicas algebraicas, para poder encontrar la relacién entre § y ¢, y se remite a lo
estudiado en limite de sucesiones, distinguiendo similitudes y diferencias:

P2: Esto es menor que épsilon. Bien ahora es donde viene toda la parte en que uno
empieza a hacer cuentas. Entonces, ide ddénde era que cuando teniamos
sucesiones partiamos, de donde trabajabamos? (A partir de qué empezabamos a
trabajar? ¢Empezdbamos a trabajar desde aca o desde el ene subcero que teniamos
0 empezabamos a trabajar desde aca? (...) Hay propiedades de modulo para eso.
Bien, si hacemos eso. Por ejemplo como decian ustedes, sacamos barra de mddulo,
trasformamos todo esto como una suma, écuando uso esto? (...) Fijense que aca la
informacién que yo tengo metida es con modulo. Equis menos dos con barra de
modulo, ¢si? Es distinto de cuando estamos con sucesiones (...) Bien. ¢Qué hubiera
pasado antes? (..) Es distinto que sucesiones. En sucesiones si buscamos
condiciones para sacar las barras de médulo, porque me estan molestado, porque
lo que yo estoy buscando ahi es un ene sub cero, ési? Aca lo que yo estoy buscando
es poder acotar distancias y las distancias las uso con barra de moédulo (...) No
buscamos condiciones para sacarlos, ési? A las barras.

A continuacién, P, prosigue con T°®, presentando diferentes técnicas
algebraicas que deben emplear los estudiantes para encontrar la relacién entre §

y &. El profesor P; también inicia el estudio de T’ haciendo referencia a
sucesiones, e indica lo siguiente:

P3: Al igual que en el limite de sucesiones, nosotros vamos a comenzar a trabajar
desde lo que queremos probar. Antes buscabamos el ene cero, ahora no buscamos
el ene cero, sino lo que estamos buscando es un delta y esta informacién es parte
de nuestra hipodtesis, ési? Entonces en algin momento tenemos que usar lo que
estamos diciendo (...) El cinco, el cinco es el nimero mdas grande. Quiere decir
entonces que delta, esto ya esta. Eliminé las variables. Ahora es donde hago
intervenir al épsilon. Estamos en la instancia, en la misma instancia que cuando en
sucesiones reemplazabamos en ene y lo acotdbamos por ene cero y ahi recién
haciamos coincidir el épsilon. Bueno aca llegamos a esa situacion. ¢Se entiende?
Entonces acd digo que sea épsilon o menor que épsilon, ¢ési? (...)

Luego Ps, al igual que P,, reduce su practica a presentar diferentes técnicas
algebraicas y de caracter algoritmico, que permitan encontrar la relacion entre &
y . Destacamos ademas que no resulta clara la distincidon entre el estudio del
limite cuando se trata de una funcidon con dominio discreto y continuo.

Ambos profesores concluyen sus demostraciones de la existencia del limite
cuando se halla la relacién §(g), en concordancia con lo estudiado en la CT. Esto
se evidencia en los siguientes fragmentos de protocolos:

P,: Y ahora si esto puedo decir que esto es menor que épsilon y entonces delta
tiene que ser menor que épsilon sobre dos. ¢Si? éSe entendid mas o menos como
es la idea entonces?

Ps: Encontramos el delta entonces el limite esta probado.

P, y Pz enfatizan establecer la relacién entre § y ¢ pero no completan su
demostracidon, no se explicita que esta relacidn verifica la definicién del limite de
funciones. Aqui no existe tal demostracion, solo se establece un intervalo en
torno a un punto X, en el que la funcién tomaria un cierto valor /. En esta
instancia, observamos una diferencia entre lo que efectivamente se reconstruye
en el aula y lo propuesto en el material para las CP. En el material se ofrecen
ejemplos en los que la demostracién es finalizada. Concluimos en que, la tarea
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gue nace en la OM a ser enseiflada como: Demostrar que el limite de la funcidn
f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito, se transforma en: Hallar un
intervalo del dominio de funciones tal que el limite sea | cuando x tiende a un
valor real finito. Estos tipos de tareas se remiten a diferentes géneros de tareas,
distorsionando el intento por introducir a los estudiantes a demostrar.

Destacamos ademads que este intento por involucrar a los estudiantes a la
actividad de demostrar culmina en las clases sucesivas. En Corica (2010) se
indica que para el curso involucrado en esta investigaciéon, cuando se propone
estudiar la continuidad funcional, muere por completo la actividad de Demostrar
que el limite de la funcién f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito. Se
propone el calculo del limite funcional, como medio para probar la continuidad de
funciones, sin realizar la demostracion de la existencia del limite tal como sucede
en las clases descritas aqui. Este es otro indicador de la pérdida de sentido de la
tarea. Las tareas estudiadas nacen de cuestiones muertas, pues se ignora de
donde proceden y hacia donde van. Estamos frente al denominado fendmeno de
la monumentalizacion (Chevallard, 2001) de las organizaciones matematicas: los
alumnos son invitados a Vvisitarlos, pero no a construirlas. Ademas, la
organizacion que se acaba por estudiar en el curso responde al fendmeno del
autismo temadatico del profesor (Chevallard, 2001): Las cuestiones y temas
aparecen como si siempre hubiesen existido y su estructuracién siempre hubiese
sido la misma.

4.4. El momento de la evaluacion

Comprendemos aqui el momento de la evaluacidn en un sentido amplio
porque no hay una correspondencia estricta con lo que se define en la TAD
(Chevallard, 1999, 2004). La permanencia en el campo indica que para los
profesores la evaluacidén se reduce al examen. En el curso bajo estudio no se
evidencia un genuino momento de la evaluacion, sino que se trata de una
tradicion mas del sistema, constituyendo el momento del examen. Ciertamente,
esto dista mucho de la definicién que propone la TAD sobre el momento de la
evaluacién, pero el examen es el Unico elemento relativamente asimilable de la
OD a la nocién del marco teérico adoptado. En el curso hay una Unica situacién
de evaluacién: la de examen individual y escrito.

A continuacion, se presentan los resultados que arrojé el estudio de las
producciones de los alumnos en los exdmenes. Nuestro analisis se restringe a las
instancias que involucran las tareas relativas a: Hallar un intervalo del dominio
de funciones tal que el limite sea | cuando x tiende a un valor real finito:

e Primer examen parcial por moddulo: compuesto por 223 examenes,
distribuidos en cuatro temas de la siguiente manera: tema 1, 58 examenes;
tema 2, 55; tema 3, 55, y tema 4, 55.

e Primer examen de compensacion por modulo: compuesto 67 examenes.
e Primer examen compensacion de parcial: compuesto por 47 examenes.

Las tareas de cada examen se detallan a continuacion:
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Instancia de S
examen
T 1 |im—x_l !
éma , ;. =5
Demostrar usando la definicién de limite que: *?? X 2
Primer Tema 2 |im2X+1:1
éxamen Demostrar usando la definicién de limite que: *>1 3X
por : 2
, lim2x°+3x-1=4

Tema 3 e ;.

modulo Demostrar usando la definicion de limite que: *!
lim 2x? -5x+6=4
Tema 4 N ;.
Demostrar usando la definicion de limite que: *?2
Primer examen de i 3x2 —5x
. s m———=

compensacion por L . ol a——
médulo Demostrar usando la definicién de limite que:
Primer examen de im2x=1_1
Icgc;?g;i);nsaaon PO | Demostrar usando la definicion de limite que: *> 3x 3

Cuadro I. Tareas que componen a los examenes

Los principales resultados del andlisis de la produccién de los estudiantes
indican que, en el primer examen por mddulo un alto porcentaje de alumnos
(92%) intentd realizar la tarea, mas alld de obtener resultados exitosos o no.
Destacamos que las principales dificultades detectadas en las resoluciones de los
estudiantes, se registraron en el hacer del tema 2. Las mismas se focalizan en
considerar como hipotesis 8 = 1, y aqui se requiere suponer un valor de § < 1
para acotar y establecer la relacion entre & y e. Inferimos que para los
estudiantes, las acotaciones siempre deben realizarse suponiendo que 6 = 1. Asi
mismo, de todos los alumnos que realizaron los temas restantes, donde se puede
demostrar considerando 8 = 1, solo dos alumnos supusieron valores de 6 = 1.
Concluimos en que los estudiantes no comprenden el significado de § y se
centran en la resolucion algebraica mas que en demostrar la existencia del limite.

Asi mismo, otra dificultad recurrente detectada en las producciones de los
estudiantes, se refiere a la inadecuada manipulacion algebraica de las
expresiones; como asi también, a la confusion del estudio del limite de funciones
con el limite de sucesiones. Esto ultimo lo atribuimos a la poca claridad que se
establece en las clases practicas y tedricas del estudio del limite de sucesiones y
de funciones, tal como destacamos en la seccion anterior.

Bajo los parametros de nuestra investigacién, las técnicas didacticas que
emplean los profesores universitarios para ensefiar a demostrar se reducen a
mostrar la manera de hacer las tareas, y lo que provoca que las técnicas
matematicas propuestas vivan solo para ser reproducidas. En el curso, solo se
propone un unico tipo de tareas en que a los estudiantes se los trata de
involucrar en la actividad de demostrar: Demostrar que el limite de la funcion
f(x) es | cuando x tiende a un valor real finito. Dicha tarea, oculta bajo el género
Demostrar, se reduce al género de Calcular. Interpretamos que en realidad, los
profesores no se proponen ensefiar a demostrar sino a mostrar cdmo se
demuestra. Esto es producto de restricciones que operan en el nivel de la
pedagogia, es decir, desde donde se piensa la organizacién del estudio de la
disciplina en la Universidad. Aqui no hay cabida a que se pregunte por qué se
proponen determinadas maneras de hacer y no otras.
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Solo en las clases tedricas se realizan demostracion de teoremas vy
proposiciones, quedando exclusivamente esta tarea en manos de los profesores
que dirigen dichas clases. Aqui la participacién de los estudiantes es nula y su
actividad se reduce a registrar lo que el profesor hace y dice. En la instancia de
evaluacién, en aquellas tareas donde los estudiantes deben reproducir el hacer
de los profesores de las clases teodricas, practicamente es nula la proporcion de
los estudiantes que pueden realizar la tarea exitosamente (Corica, Otero, 2009).

Las demostraciones ocupan un lugar central en la actividad matematica, ya
gue constituyen el método de validacion de las afirmaciones de esta ciencia
(Arsac, 1987; Crespo, 2005). La esencia de la ensefianza de la demostracion
matematica, en general radica en ayudar a comprender la necesidad de validar
las diferentes proposiciones matematicas que se aprenden, y en sentido mas
amplio poder discernir la necesidad de validar de modo objetivo el conocimiento
cientifico (Crespo, 2005). Llevar a cabo una tarea que involucre actividades de
argumentacién, prueba o demostracién implica un trabajo a largo plazo, el cual
debe centrarse en plantear problemas donde los estudiantes puedan desarrollar
una actitud reflexiva y dispuesta a formular conjeturas y discutir su validez
(Ferreira, Rechimont y Parodi, 2008).

5. Reflexiones finales

En este trabajo hemos presentado resultados de un estudio descriptivo e
interpretativo de un curso de calculo universitario. La descripcion de la actividad
matematica desarrollada en el curso, se realiza utilizando las nociones ofrecidas
por la TAD. Sin embargo, es importante dejar claro que el curso transcurre
dentro del paradigma monumentalista o de visitar los saberes, claramente
opuesto a la pedagogia de la investigacion y del cuestionamiento del mundo que
propone la TAD. Sin embargo, cualquier proceso de estudio puede ser descripto
mediante los instrumentos de la TAD, como en este caso, para comprender
profundamente su ldgica, sus deficiencias y entonces, intentar modificarlo de una
manera viable.

El intento por introducir a los estudiantes a demostrar, y en particular de
demostrar la existencia del limite, decae desde su gestacion en las clases
tedricas. En el curso bajo estudio, se enfatiza la actividad en el empleo de
técnicas algebraicas para poder hallar la relacidon &(¢) y finalizar el estudio en
dicha instancia. Las técnicas propuestas por los profesores del curso, evitan
realizar un analisis interpretativo de la relacién, y la tarea sufre una
transformaciéon donde el principal objetivo es hallar dicha relacién y no demostrar
la existencia del limite. Esto se constata con los resultados obtenidos en el
momento de la evaluacidn: cuando a los estudiantes se les solicita realizar
demostraciones donde deben suponer cotas de § diferentes a las propuestas por
los profesores en las tareas cuya resolucion solo mostraron en clase, se registra
un alto porcentaje de estudiantes que no resuelve adecuadamente. Si bien, el
calculo se apoya en nociones de algebra, se trata de un campo donde se necesita
una ruptura con ciertas practicas algebraicas para acceder a él. Entrar en el
campo del célculo significa que se va a hacer un rodeo con la demostracion
Ve>0,|f(x)—Il]l<e y que este rodeo satisfaga lo pedido. Esto significa
comprender que para demostrar esta desigualdad, no hay que resolverla
exactamente sino encontrar un intervalo de centro xo, donde se pueda garantizar
la desigualdad, por medio de sobre y subestimaciones. Para entrar en el mundo

20



Revista de Formacion e Innovacién Educativa Universitaria. Vol. 6, N° 1, 1-23 (2013)

del célculo es necesario enriquecer la nocién de igualdad y desarrollar nuevas
técnicas para probar igualdades.

Para los profesores que organizan el curso interesa estudiar tareas que nacen
de la cuestién: éComo demostrar la existencia del limite? Y que en realidad
declina hacia: ¢Como hallar la relacion 8(¢)? Si bien, estas cuestiones no dejan
de ser relevantes dentro de la organizacion que se acaba por estudiar, las tareas
condensan respuestas a cuestiones que se han perdido. Hay que reencontrar
esas cuestiones que proponemos en el MER: ¢Coémo estudiar la existencia del
limite de funciones?, é{Para qué estudiar la existencia del limite de funciones?
Estas son algunas de las preguntas que perdieron sus respuestas en manos de la
cultura monumentalista. Nuestros trabajos se dirigen a estudiar el desarrollo de
dispositivos didacticos que permitan reencontrar las cuestiones propuestas.
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