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Neste trabalho, utilizou-se a teoria de espalhamento de Mie, aplicando a metodologia no
calculo da secao de choque de absorcao de nanoparticulas de prata com raio de 3 a 17 nm
imersas em agua. Para tanto, foram deduzidas as séries de Mie para secoes de choque de
extingdo e espalhamento e foi simulado o espectro de absor¢do com o pacote MiePlot. As
simulag¢Ges mostraram uma intensa faixa no espectro de absor¢do com picos entre 384 e 396
nm e maxima eficiéncia para nanoparticulas com raio de 9 nm, bem como desvio para o
vermelho a medida que o raio das nanoparticulas aumenta.

Palavras-chaves: Teoria de Mie, Nanoparticulas de Prata, Banda Plasmoénica.

In this work, Mie scattering theory was used, applying the methodology in the calculation of
the absorption shock section of silver nanoparticles with a radius of 3 to 17 nm immersed in
water. Therefore, the Mie series for extinction and scattering shock sections were deducted
and the absorption spectrum was simulated with the Mieplot package. The simulations
showed an intense range in the absorption spectrum with peaks between 384 and 396 nm
and maximum efficiency for nanoparticles with a radius of 9 nm, as well as redshift as the

radius of nanoparticles increases.

Keywords: Mie Theory, Silver Nanoparticles, Plasmonic Band.

I. INTRODUCGAO

H4 mais de quarenta anos, os avancos da
fisica da matéria condensada e da tecnologia de
fabricacao proporcionaram a sintese de materi-
ais nanoestruturados, tais como nanoparticu-
las, nanofilmes e nanofios, com aplicacoes re-
volucionarias e que hoje fazem parte do cotidi-
ano da sociedade. Por exemplo, nanoparticulas
lipidicas sdo usadas em vacinas para COVID-19
e outras doengas [I], 2], e nanoparticulas metali-
cas sao utilizadas na biomedicina, em farmacos
e cosméticos [3H5]. Isso so foi possivel gragas ao
desenvolvimento das técnicas de caracterizagao
desses nanomateriais.

Em particular, nanoparticulas de ouro e
prata tém sido estudadas por espectroscopia
UV-Vis [6H9], pois apresentam boa estabili-
dade nas condi¢bes ambiente em diversas ma-
trizes. Além disso, devido as oscilacoes cole-
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tivas dos elétrons de superficie, possuem uma
faixa de absorcido intensa na regido do verde
e do UV-Vis, conhecida como banda de ab-
sorcao de plasmons de superficie, ou simples-
mente, banda plasménica [10].

Em geral, a banda plasmoénica depende da
composi¢ao quimica, do tamanho, da forma, da
concentracdo das nanoparticulas, além do meio
envolvente [II] [12]. A posi¢do do pico, a ma-
xima absorbancia e a largura de banda & meia-
altura sdo caracteristicas fundamentais que sao
resultantes do processo de absorcao e disper-
sao da luz pelo sistema coloidal como um todo,
sendo dificil caracterizar o efeito que o solvente
tem sobre a banda plasmoénica de nanoparticu-
las metéalicas. Porém, para nanoparticulas es-
féricas de ouro e prata, a banda plasmonica é
bem descrita pelo método de Mie [13]. Trata-
se de um método analitico em que os calculos
do espectro de absor¢ao de nanoparticulas sao
apresentados como a soma das contribuicoes
multipolares.
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Neste contexto, o objetivo principal deste
trabalho é revisitar a teoria de espalhamento
Mie e aplicé-la no céalculo da secdo de choque
de absorc¢ao de nanoparticulas de prata suspen-
sas em agua, cujo experimento esta sendo de-
senvolvido no Laboratério de Materiais do De-
partamento de Fisica da UEFS. Desta forma,
foi utilizada a série de Mie para determinar as
secoes de choque de extincao e espalhamento
de particulas esféricas, cujos raios estdo entre
3 e 17 nm. Ademais, foi simulado o compor-
tamento da banda plasmoénica com o pacote
MiePlot [14, [15].

Por fim, este trabalho estd organizado da
seguinte forma: na se¢do [[I} é mostrada a mo-
delagem do sistema e a descricao detalhada da
obtengao da série de Mie; na secao [[T]}, faz-se a
analise dos resultados e, na secao sao apre-
sentadas as conclusoes.

II. MODELAGEM
I1.1. Espalhamento por uma esfera

Para a deducdo da série de Mie, deve-se
admitir uma particula metdalica esférica, cujo
raio é R, metédlica e homogénea de constante
dielétrica &, e condutividade o, inserida em
um meio dielétrico homogéneo e ndo-dispersivo
de constante dielétrica €7, representada na
Figura I

Os campos EI e H ] Sa0 0s campos 1nc1—
dentes E £ e H E, 0s campos espalhados, e E R
e H r descrevem os campos internos no interior
da particula. Para alcancar o objetivo proposto
¢é fundamental encontrar o campo espalhado re-
solvendo a equagao de onda abaixo [L6]

L[E]  o[E 2 [F]
V[H] Maat[ﬁ] neotran | g | =0

(1)

Nesse contexto, os campos devem obedecer as
equacoes de Maxwell, ou seja,
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sujeito as condicoes de fronteira:

(EI+EE)‘T:R X & =ER| _,xé (5)
(ﬁl+ﬁE>’r:R X ép = ﬁR —R X €r , (6)

em que é, é o vetor normal a superficie da es-
fera. Admite-se que ndo héa carga liquida no
sistema, e J = oF é a corrente devido aos
elétrons livres na esfera. Além disso, a corrente
induzida em sua superficie é nula por causa da
condutividade finita.

/" B, e
A

FIGURA 1. Esquema de espalhamento do campo
eletromagnético por uma particula metélica es-
férica.

Devido & linearidade da equacdo de onda
(1), pode-se escrever campos com dependéncia
temporal arbitraria a partir da superposicao de
solucoes harmonicas. Portanto, sem perda de
generahdade a dependéncia temporal dos cam-
pos EeHée it , logo,

0, (7)
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com k? = w?pe —iwpo, e € = ggg,. Ademais,

= iwpH, . (8)
= (0 —iwe)E. 9)

Utilizando a relacao de dispersao, isto é,
K = 5i%(w), (10)
cujo indice de refracdo complexo é dado por

mwﬁzawwi;, (11)

pode-se reescrever a Eq.@ como segue

E. (12)

E importante ressaltar que na Eq.,
considerou-se o fato de que para campos har-
moénicos com frequéncias na faixa do visivel, a
maioria dos metais apresenta p & g [10].

I1.2. Potenciais de Debye e a base de
vetores harmonicos esféricos

O comportamento espacial dos campos é
regido pela equacao vetorial de Helmholtz (7)),
que deve ser resolvida utilizando o sistema de
coordenadas esféricas.

A dificuldade consiste no laplaciano veto-
rial V2 cuja atuagdo sobre um campo vetorial
= deve ser entendida como a divergéncia do
diddico VZ que, diferentemente do caso carte-
siano, acopla as equacoes diferenciais parciais
para cada componente [I7]. Porém, é possivel
utilizar os potenciais de Debye [I8, [19], solucoes
da equacdo escalar de Helmholtz, e determinar
0s campos em termos dos harmonicos esféricos
vetoriais.

Suponha que o potencial ¥ seja solucdo da
equacao escalar de Helmholtz em coordenadas
esféricas, ou seja,

(V2 + k) v =0. (13)
Entéao, é possivel mostrar que 61&, Ew e VX 5¢

sao solucgdes da equacao vetorial de Helmholtz
, sendo £ = —7¥ x V. A verificacdo desse
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resultado encontra-se no Apéndice [A]

Uma justificativa para a utilizacdo dos po-
tenciais de Debye é observar que a resolucao da
equacao

=02 2=
V4 E = —k“E,

é um problema espectral. Ademais, explorando
a propriedade abaixo,

V2L = [V3Vx L] =0, (14)

pode-se determinar uma base adequada para a
representacao de =. Neste caso, tem-se a base
de vetores harmonicos esféricos.

As solugoes da equacao sao bastante
conhecidas e encontram-se nos livros-textos
padroes de fisica-matematica, sendo obtida
através da seguinte separacdo de variaveis,

400 = storicose) { ) |

(15)
em que (z) define qual é a espécie da funcao
de Bessel esférica z; utilizada, e p = kr. Além
disso, a fim de explorar a paridade, expressou-
se a solucao da parte azimutal dos harmoénicos
esféricos em funcdo de cos(me) e sin(myp) em
vez da forma complexa; os indices p e ¢ indicam
a paridade da solucdo. A partir da solugao ,
construiu-se os harmonicos esféricos vetoriais,

E’(’Zl)m - 6wf(jzl)m’ M’gzz)m - M’(?’,zz)m’
1> “(z
2V x MY (16)

com as relagoes de ortogonalidade [20]:

- 21(1+) ([ +m)
M, Mp,, )=
(M - fvlm> 20+1 (I—m)

X 27 (9) 01t S (17)

!
1+

- - 2(1+ ) (I +m)!
N, Np, )=
N2 b N o) = 1 192 (1= )]

x[(1+ 1)212—1(/7) + lz?+1(ﬂ)]5ll’5mm ) (18)

I(1+1)

(Mp ;. Np 1) = 0, (19)
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em que v = 1, se m = 0, e v = 0, se
m > 0. Além disso, todos os produtos entre
fungoes pares e impares também sdo nulos. Os
harmonicos esféricos vetoriais {Elm, Mlm, Nlm}
constituem uma base para expansao de cam-
pos vetoriais no espago. A construcao detalha-
da das propriedades de ortogonalidade e com-
pleteza podem ser conferidas na referéncia [21].

O que torna os harmonicos esféricos veto-
riais importantes para expansao dos campos
E Hé que os vetores transversais M N estdo
relacionados pelo rotacional um do outro. Na
auséncia de cargas fonte, temos V-E=0e
nao ha componente L na descricao dos cam-
pos, sendo suficiente escrever [22], 23]

E=FyM, H=-—N, (20

em que Fy é uma constante que representa a
amplitude dos campos se 1 for normalizada.
Por ser dado em termos de 7 x ﬁw, nao ha
componente radial no campo elétrico em ,
sendo a solugcdo chamada de Modo Transver-
sal Elétrico (TE) [23]. Da mesma maneira, hé
também a solucgao

E=FyN, H=—-——M, (21

conhecida como Modo Transversal Magnético
(TM). De modo geral, o campo eletromag-
nético é dado pela superposicdo dos modos TE
e TM.

11.3. Expansao do campo
eletromagnético

Para uma onda plana incidente, polarizada
na direcdo x e propagando-se na direcdo do
eixo z, considerou-se a seguinte expansido para
o campo elétrico,

s ik 0
E; = Ey % ez( AT cosB) ’

= EOZ<QZM(Z%+bZN( )), (22)

com paridade Mi,]\_fp e m = 1 em virtude da
polarizagdo e do produto interno com o vetor

sc£20221708-4

X = sin 6 cos gpﬁr + cos 6 cos @Eg — sin ngP. U-
sando as relagoes de ortogonalidade em ,

, e , obtém-se,

A+1
_ 2
@y ¢ (23)

2A+1
by = — L 24
: +1)" (24)

Com isso, a expressao do campo elétrico inci-
dente em termos dos harmonicos esféricos ve-
toriais é

> 2l+1 1/
B3 g ot (Vi = i) - (29)
1

De forma similar, para o campo magnético,

+iNG ))

17

= k‘MOO 2l+1.l - (1)
Hp = —Eow'u0 ; T 1)1 (Mpl1
(26)

(w/e) Vem/eo.
Tendo em vista que as equagoes e
sao representacoes de ondas planas, os campos
espalhado e interno podem ser reescritos como

com ky =

= o~ 2AL g @) 50)
Er =E, lzzl 0+ 1)z (aﬂ\fu1 — Zble,ll) , €
(27)
-, —E 2 1
Hp— okM [+ '(blM()—l—wlN()),
= I(1+1)
(28)
parar > R; e
= 20+1
Z * ‘l( lM Z,BZN ), (S
= !
(29)
i —Eok 20+1 . 1 .=
S (T ),
(30)

para r < R. O indice sobrescrito (1) em M, N
significa que as funcoes radiais sdo de funcoes
de Bessel esféricas de primeira espécie j;(kasr),
regulares na origem, enquanto o sobrescrito (3)
sao fungoes de Hankel esféricas de primeira es-
pécie, hl(l)(k:Mr), que obedecem a condigao de
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radiacdo de Sommerfeld:

lim <68 - zk:) ¥ =0. (31)

r—00 r

Para os campos internos e , vale
ressaltar que o argumento das fungoes de Bessel
é p=kr, em que k é dado por , utilizando-
se a constante dielétrica, €., e a condutividade
da esfera, o.

Considerando as condigoes de contorno ([5)) e
@ e comparando-as termo a termo, obtém-se:

Jilpar) + alhl(l)(PM) =ai(p), (32)

mlpardi(pan))’ + bloaht” (par))’
= Bilpip),  (33)

Jilpnr) + bzhl(l)(PM) =mpBui(p), (34)
st (pan)) + arlparhi (oar))
=alpq(p)l,  (35)

com py = kyR e m = k/ky. Além
disso, a linha designa a diferenciacdo em re-
lagdo ao argumento. Introduzindo as fungoes
de Riccati-Bessel, \Ill( ) = pii(p), e Riccati-

Hankel, (&(p ) = ph ( ), é possivel reescrever
as equacoes (32)) e . Resolvendo-as para q;

e by, encontra—se,

Yi(p)&(pmr) — mﬁ’i(p)&(p )
__Y(p)¥ilem) — m¥i(p)¥i(pm)
= (p)&(pnr) — m¥y(p)&)(par) (37)

A partir dos coeficientes a; e b;, determina-se o
campo espalhado.

I1.4. Balanco de energia

O teorema de Poynting afirma que a vari-
acao da densidade de energia eletromagnética,
u, numa regiao é

~——=J-E+V-§, (38)

em que J-F é a taxa de energia absorvida pelas
cargas no interior da regidao, e S = %E X H*

DOI: http://dx.doi.org/10.13102/sscf.v17i0.7618

¢ a intensidade de energia da radiagdo total.
No regime estacionério, a densidade de energia
absorvida pelas cargas ¢é igual a densidade de
energia carregada pela radiacao, ou seja,

J - E=-V.S. (39)
Agora, o fluxo de energia da radiacao total é,
x Hf + Eg x H%

Ei
E; xHE+EE><HI)} (40)

—~~ N —

+

Tomando a média temporal e integrando so-
bre uma regido esférica de raio R que engloba
a particula, tem-se [24],

Wabs = _Wesp + Wext 5 (41)

em que,

Wesp _Re[ / d0 (B x Hp) - e,«} . (42)
e

Wext_Re[ / d (Er x Hy,
+Ep x HI) -er} , (43)

representam a taxa de espalhamento e de ex-
tingdo, respectivamente. No limite em que R é
muito grande, sdo validas as seguintes aproxi-
macoes

) 1 [+1
i) =~ cos (p-5m). e

N
n ) & (=) (45)

Integrando e , resulta que
€
—ka ,/ - Z (2 + D) (arl” + b,
(46)

W = \/EMTZZ (20 + 1)Re|(a1 + b)).
(47)

Dividindo os dois tltimos resultados pela média
temporal da intensidade do campo incidente,
obte-se as se¢oes de choque de espalhamento e

sc£20211708-5
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de extincdo. Assim, determina-se que

21 &

Tesp = 15 Y@+ D (al + o), e (48)
M =1
2T

Oext = 13- > (20 + 1)Re[(a; + b)]- (49)
M =1

As expressoes e permitem calcular a
banda plasmoénica de nanoparticulas metalicas

em termos das propriedades da particula e do
meio envolvente.

A escrita dos campos em termos de uma
série dos harmoénicos esféricos vetoriais é
a representacdo os modos normais para ondas
esféricas vetoriais. Além disso, os coeficientes
a; e by, em e respectivamente, de-
pendem do tamanho e das propriedades Op-
ticas da particula espalhadora. Isto corres-
ponde a obter o campo de multipolo da dis-
tribuicdo de cargas da esfera em duas eta-
pas: primeiro, o campo incidente promove o
movimento oscilatorio das cargas na esfera, in-

duzindo uma polarizacio P(7,t) no material.
Consequentemente, surge uma, corrente de po-
larizacao (J;(F,t) = 31&73), uma carga de pola-
rizagio (p,(7,t) = —V - P), além de uma mag-
netizacao (MP(F, t) =37 x jp)§ segundo, estas
quantidades sao fontes dos campos secundérios,
0os quais podem ser obtidos pela solucao da
equacao de onda nao homogénea através de ex-
pansao multipolar [25] 26]. O modo TE de or-
dem (I,m), dado por

Elm = EOMlma T Elm = 07 €
ﬁlm - (Z/k) 6 X Elma

é também conhecido como campo de multipolo
magnético de ordem (I/,m). Similarmente, o
modo TM de ordem (I, m) é escrito como

Fjlm = E(]Nlma
Hy, = (i/k)V X Epy, €

também é definido como campo de multipolo
elétrico de ordem (I, m). Uma vez que os mo-
dos TE e TM sao mutuamente transversais, a
medida da polarizacdo dos campos pode deter-
minar o carater do multipolo. Portanto, a ex-

sc£20221708-6

pansao em multipolos do campo irradiado pode
ser escrita como segue:

9] l
E = EO Z Z (allim + bllem) : (50)

=1 m=—1

Tal denominacdo é adequada quando se quer
fazer mencao as fontes de campo.

A quantidade mais importante para banda
plasmoénica é a secao de choque de absorcao,

Oabs — Oext — Oesp) (51)

ou o fator de eficiéncia de absorgao, isto é,

Qabs == Qext - Qespa (52)

com,

Q=o0/ (7TR2) . (53)

As segoes de choque de espalhamento e ex-
tincao fornecem a fracdo da energia da luz in-
cidente que a particula absorve e redireciona,
mas nao dé informagao sobre a distribui¢ao an-
gular da luz espalhada. Para isto, é necessario
calcular a secao de choque diferencial. Obter a
banda de absorcao das nanoparticulas de prata
é uma tarefa direta de computar a série de
Mie da secao de choque de absorcao usando os
parametros fisicos do sistema, isto é, o indice
de refracdo ou a funcéo dielétrica da particula
e do meio envolvente. Porém, calcular as séries
de Mie nao é uma tarefa simples, pois envolve
somas de quocientes das funcoes de Riccati-
Bessel e Riccati-Hankel e suas derivadas. Mie
realizou os calculos somando até os campos de
octupolo [13].

Para nanoparticulas pequenas, de raio en-
tre 3 e 20 nm, alguns pesquisadores conside-
ram apenas o primeiro termo da série [6] [7].
Outros, ja indicam que o tamanho limite das
nanoparticulas para que o campo seja dado
apenas pelo primeiro termo é R = 10 nm [§].
Nessas condigoes, o campo de dipolo predomi-
na, e os multipolos superiores podem ser des-
prezados. Desta forma, a solugdo é a mesma
do regime de espalhamento Rayleigh. No en-
tanto, atualmente j& existem varios codigos ca-
pazes de calcular as fungoes esféricas de Bessel

DOI: http://dx.doi.org/10.13102/sscf.v17i0.7618
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e avaliar um grande niimero de termos das so-
mas necessarias para convergéncia [27].

A seguir, sdo apresentados os resultados
do espectro de absorcao de nanoparticulas de
prata imersas em agua em funcao do raio, obti-
dos com o pacote computacional MiePlot [14].

III. RESULTADOS E DISCUSSOES

As partes real e imagindria da funcao
dielétrica da prata e da dgua sdo apresentadas
nas Figuras 2] e [3] [28, 29]. As mesmas sdo fun-
damentais para a interpetacao dos resultados,

47\l\l\l\\\\\\\\\\ll\l\|\l\I

F| = Parte real

3.5 [ — Parte imagindria

Comprimento de onda (nm)

FIGURA 2. Fungéo dielétrica da prata.

2 [ |— Parte real ]
[ | — Parte imaginaria

16F

12F
|

0.4

0 L L 1 L L L 1 L ]
300 325 350 375 400 425 450 475
Comprimento de onda (nm)

FIGURA 3. Fungao dielétrica da dgua.
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uma vez que elas descrevem o indice de refracao
e o coeficiente de extingdo da prata e da dgua,
respectivamente. Percebe-se que, na faixa de
comprimento de onda considerado, a dgua é um
meio nao absorvente, enquanto a absor¢do da
prata cresce a partir de aproximadamente 320
nm.

/nm’*10°

abs

o

300 325 350 375 400 425 450 475
Comprimento de onda (nm)

FIGURA 4. Espectro da se¢do de choque de ab-
sor¢ao de nanoparticulas de prata. Os raios variam
de 3 a 17 nm.

396
394
392
390
388

Comprimento de onda (nm)

386

384

3 6 9 12 15 18
Raio (nm)

FIGURA 5. Posicao do pico da se¢ao de choque de
absor¢ao em funcao do raio da nanoparticula.

A Figura mostra o resultado da si-
mulacdo da secdo de choque de absorcao de
nanoparticulas de prata, cujos raios estdo com-
preendidos entre 3 e 17 nm.

Os calculos revelam que a secdo de choque
de absorcao cresce com o aumento do raio,
porém a taxa de crescimento se torna mais
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lenta & medida que o raio aumenta. O calculo
do espectro da eficiéncia de absorc¢ao, mostrado
nas Figuras @ e , ajuda a entender como
isso acontece.

Q,ps (un. arb.)

00 325 350 375 400 425 450 475
Comprimento de onda (nm)

FIGURA 6. Espectro do fator de eficiéncia de ab-
sor¢ao de nanoparticulas de prata. Os raios variam
de 3 a 9 nm.

Os resultados mostram que a maxima eficiéncia
de absorcdo ocorre para nanoparticula de raio
R = 9 nm. A partir desse valor, a secdo de
choque de absor¢ao cresce mais lentamente do
que a secao geométrica das nanoparticulas.

00 325 350 375 400
Comprimento de onda (nm)

425 450 475

FIGURA 7. Espectro do fator de eficiéncia de ab-
sor¢ao de nanoparticulas de prata. Os raios variam
de 10 a 17 nm.

A Figura mostra a posicao do pico da banda
em funcdo do raio da nanoparticula, onde ha
claramente o desvio para o vermelho.

sc£20221708-8

A posicao dos picos indica que se pode de-
senvolver um algoritmo para encontrar as pro-
priedades da nanoparticula a partir do espec-
tro: os picos mostram os comprimentos de onda
que excitam os modos naturais da esfera de
prata, ou sejas, qual a frequéncia da luz res-
ponsavel pela ressondncia. Nesse caso, para
uma nanoparticula de determinado raio, pode
ser possivel verificar quais os termos dominan-
tes nas séries de Mie , que sdo aqueles
cujos denominadores dos coeficientes
atingem um minimo e, a partir dai, retirar in-
formagbes a cerca da nanoparticula resolvendo
as equagoes para p € pjg.

396
394
392
390
388
386

Comprimento de onda (nm)

384
3 6 9 12 15 18

Raio (nm)

FIGURA 8. Posicao do pico da se¢do de choque de
absorcao em funcao do raio da nanoparticula.

IV. CONSIDERACOES FINAIS

Diante dos resultados apresentados,
observa-se que, com base na teoria de Mie, foi
realizada a simulagdo da banda plasmonica de
nanoparticulas de prata com raio variando de 3
a 17 nm imersas em agua. Os célculos efetua-
dos mostram que a faixa dos picos de absorcao
estd entre 384 e 396 nm, resultado que ja era
esperado e conhecido da literatura. Conclui-se
ainda que nanoparticulas com raio de 9 nm
apresentam a maxima eficiéncia de absorgao.
Essas informacgoes podem ser usadas para
modelar uma distribuicdo de nanoparticulas
de prata dispersas em solucdo aquosa para o
calculo da absorbancia de solugdes coloidais.
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Simulagdo da banda plasménica de nanoparticulas . ..

Entretanto, o modelo de Mie perde a validade
quando as nanoparticulas interagem, ou seja,
quando a proximidade delas é comparavel ao
raio das mesmas.
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A. APENDICE

Considere uma funcado escalar i que seja
solucao da equacao de Helmholtz,

(V2 4+ k%) =0. (A1)
Entéao, a funcao vetorial M construida na forma
M = L4, onde L = —7 x V satisfaz a equagao
de Helmholtz vetorial, ou seja,
[V2+ 2] 0F = [(V2) + 47| £y
= V2 (=7 x V) = k%7 x Vi (A2)

Para saber como o operador diferencial V2 atua
m (—7 x V), faz-se

V(=7 x Vi) = [V x VX](F x Vi),

e utilizando a identidade vetorial,

—

V x (A x

—

B) = A(V-B) -
+(B-V)A

(V-A)B
- (4-V)B

)

resulta que
Vx|V x (7Fx V)| =V x {7V - (V)]
~(V-7Vy + (Vo) - V)7 = (7 V)V o |

Simplificando a expressao anterior tem-se,
V x Wx(Fxﬁw]
=V x [[(V*) = 2V — (7 V)V
=V x [F(VZ)). (A3)
Por hipdtese, 1 é solucao da equacao escalar de
Helmbholtz, portanto,

V x [F(V2)] = V x (—=fk*p) = k*7 x V.

Levando esse resultado na equagao de
Helmholtz vetorial, conclui-se que M = Ly é
sua solugao.

Considerando agora a funcado vV x Ed},
obtém-se,

[62 T kﬂ V x Li

= V2 (V x Lp) + K2V x L. (A4)

Com o objetivo de saber como V2 atua em V x
L1, nota-se que,

V2 (V% £y) = =(V x V)V x (£y)

— —

= VX[V xVx(Lp)] =~V x (k2Ly).
(A5)

Logo, concluimos que V x L também é uma
solucao.
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