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Resumen

El presente trabajo fin de maéster, describe un analisis de algunas obras de inspiracion
matematica del famoso artista M. C. Escher relacionadas con mosaicos y teselaciones, y
propone un conjunto de actividades que permiten trabajar diferentes contenidos matematicos
especificados en el Real Decreto de 1105/2014, de 26 de diciembre, en la asignatura de
“Matematicas con orientacion académica” del tercer curso de Educacion Secundaria

Obligatoria relacionados con la tematica en cuestion.

Previamente al analisis, se considera necesaria la introduccién de un fundamento tedrico que
permita su comprension, y se responden a algunas preguntas sobre teselaciones del plano,

basadas en el fundamento tedrico, que llevaran a elaborar las actividades propuestas.

Finalmente, se valoran los objetivos iniciales planteados en el trabajo y se concluye de manera

satisfactoria.

Palabras Claves: mosaicos, teselaciones, Escher, matematicas



1. Introduccion

“La mente es un instrumento poderoso de creacion en cualquiera de las manifestaciones del
saber. Usando nuestra imaginacion, nosotros podemos visualizar casi cualquier cosa.”
(Sanchez & Villalobos, 2004). Es comdn hoy en dia que, cuando se menciona la palabra
mosaico a cualquier persona que conozca su significado, la primera imagen mental creada por
su imaginacion sea la de un conjunto de teselas o piedras pulidas policromadas que colocadas
siguiendo un orden, muestran al espectador bonitas composiciones abstractas, figurativas, o
geométricas; sin pararse a pensar que tras muchas de ellas existe un pensamiento matematico

que permite la elaboracion a su artista creador.

Aungue existen muchos artistas que construyendo mosaicos han realizados verdaderas obras
de arte, las obras de Maurits Cornelis Escher, mas comunmente conocido como M.C. Escher,
destacan, aparte de por una abstraccion, surrealismo y juegos visuales, por estar muchas de
ellas realizadas siguiendo movimientos en el plano que pueden ser descritos y analizados desde
una perspectiva matematica. Este hecho, ha llevado a muchos investigadores a realizar
minuciosos analisis de las litografias de Escher. Como define y analiza su amigo personal y
biografo, (Ernst, 2018), en el conjunto de las obras de Escher pueden encontrarse obras de
inspiracion matematica extendidas por tres campos distintos: “La estructura del espacio, La

estructura de la superficie y La proyeccion del espacio tridimensional en la superficie plana.”

Son muchas las obras de Escher inspiradas en temas matematicos que serian dignas de ser
analizadas para el tema que nos ocupa, pero puesto que éste no es el tnico objetivo del presente

documento y dada la extension gue ocuparia el anlisis de todas ellas, solo se analizan algunas.

Antes de adentrarnos en el mundo de los mosaicos de Escher y mas concretamente, en las
matematicas que esconden, se considera conveniente introducir algunas nociones y conceptos
tedricos que permitan comprender el proceso de elaboracion de sus litografias para poder
reproducir la técnica empleada, con el alumnado en las aulas de matematicas de los centros

educativos.



2. Objetivos

Los objetivos que se exponen en el presente trabajo tienen una doble trascendencia: general y
especifica.

El objetivo general es analizar obras de Escher relacionadas con los contenidos matematicos
de Educacién Secundaria Obligatoria (E.S.O.) establecidos en el Real Decreto 1105/2014, de
26 de diciembre, a fin de disefiar una propuesta didactica que permita trabajar los mosaicos y
teselaciones en la asignatura de “Matematica con orientacion académica” en el curso de tercero
de E.S.O.

Para ello, se introducira un fundamento teorico y se planteara un conjunto de actividades

estructuradas que busque el logro de los siguientes objetivos especificos:

- Comprender la base matematica sobre la que se fundamentan muchas de las obras de
Escher, concretamente, las que estan relacionadas con mosaicos y teselaciones.

- Profundizar en el desarrollo de las habilidades de pensamiento matematico del
alumnado.

- Evaluar diferentes estandares de aprendizaje.

- Promover un aprendizaje que integre la adquisicion de las competencias clave.

- Fomentar en el alumnado, el uso de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra tanto
para visualizar y comprender la geometria como para servir de apoyo a la resolucion y
explicacion de problemas.

- Despertar en el alumnado una creatividad inspirada en las matematicas.

3. Fundamento tedrico

Antes de analizar las obras de Escher relacionadas con los contenidos matematicos de
Educacién Secundaria Obligatoria (E.S.O), resulta conveniente dedicar un apartado de este
trabajo al estudio de las transformaciones geométricas en el plano, conceptos matematicos que
forman la base fundamental de la generacion de los mosaicos. Dicha base matematica es la
que, posteriormente, se tendra que ensefiar al alumnado de E.S.O para poder conseguir algunos

de los objetivos expuestos.



3.1. Transformaciones geometricas

Segun El Diccionario de la Real Academia Espafiola, (R.A.E, 2019) la palabra transformacion,
en Matematicas significa “Correspondencia entre elementos de dos conjuntos”, por lo que una
transformacion geométrica podriamos definirla como una correspondencia entre elementos de
dos conjuntos geométricos. Dicho esto, quizas no nos extrafie la definicion que (Silvestre,

2010) hace sobre las transformaciones geométricas:

En términos matematicos simples, las transformaciones geométricas las podemos
definir como la operacion o el conjunto de operaciones geométricas que permiten
generar una nueva figura a partir de otra dada u original. Es decir, hacen corresponder
a cada punto del plano otro punto del plano y como consecuencia, las figuras se

transforman en otras figuras. A la figura resultante se le denomina homéloga. (p.1)

Dependiendo del sentido y forma de la figura homdloga con respecto a la original, las

transformaciones seguin Rodriguez (2010) pueden clasificarse de la siguiente manera:

- Clasificacion segun el sentido:

= Transformacion directa: La figura homéloga conserva el sentido de la figura
original en el plano cartesiano.

» Transformacion inversa: La figura homoéloga tiene sentido contrario al de la
figura original en el plano cartesiano.

- Clasificacion segun la forma:

= Transformacion isométrica: La figura homologa conserva los angulos y
dimensiones. También se Ilaman movimientos del plano.

» Transformacién isomorfica: La figura homologa conserva la forma de la
figura original y los angulos, pero no las dimensiones, esto es, existe una
relacion de proporcionalidad entre las dimensiones del homélogo y el original.

= Transformacion Anamorfica: La figura homologa cambia por completo con

respecto a la figura original

3.2. Movimientos del plano
Se pueden definir las isometrias 0 movimientos del plano, como aquellas transformaciones
geométricas que conservan las distancias, o lo que es lo mismo, que no deforman la figura

respecto a la figura original, conservando, por tanto, angulos y dimensiones.



“Podria entonces verse la isometria, como un cambio de posicion en la figura original tal que,

tras la transformacién, la figura lo Unico que ha hecho ha sido cambiar a otro lugar manteniendo

la forma y las dimensiones.” (Rodriguez, 2010). Los movimientos en el plano capaces de

cumplir las condiciones anteriores son cuatro, (0 cinco si se considera la identidad, donde todos

los puntos son fijos), los cuales, ademas, pueden clasificarse como directos o inversos

dependiendo de si la transformacidn es directa o inversa:

- Movimientos en el plano, directos:

Traslacion: movimiento en el cual todos los puntos de la figura original se
desplazan una misma distancia y en una misma direccion. “Dado un vector £,
se denomina “traslacién T segin el vector t , a una transformacion que asocia

a cada punto P, otro punto P"= T(P) tal que PP” = ¢”. (Colera, Gaztelu, Oliveira
y Colera. 2001). Una traslacion queda univocamente determinada por un punto

P,y su imagen P’.

Figura 1: Movimiento de traslaciéon. Fuente: propia.

Rotacion o Giro: movimiento que mantiene el tamafio y la forma del objeto.
Para ello se necesita conocer un punto alrededor del cual girar, O, denominado
“centro de rotacion”; un angulo de giro, a; y un sentido de rotacion.

Toma un punto, P, y lo transforma en otro, P’, de forma que la distancia, d, de
ambos al centro de rotacion es la misma y tal que los segmentos OP y OP’

forman angulo a.



o)

Figura 2: Movimiento de rotacion o giro. Fuente: propia.

Movimientos en el plano, inversos:

Reflexion o, simetria axial o especular: movimiento del plano que invierte la
orientacion de las figuras. Este tipo de movimiento se produce al fijar una recta
r del plano, denominada “eje de simetria”, y hallando para cada punto P de una
figura, otro punto P’ de tal manera que la recta r es mediatriz del segmento PP’
La aplicacion sucesiva de dos reflexiones o simetrias axiales con el mismo eje

de simetria deja a cualquier figura invariante.

Figura 3: Movimiento de reflexion o simetria. Fuente: propia.
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= Reflexidn con deslizamiento: como su propio nombre indica, este movimiento
resulta de combinar una reflexién, con una traslacién, siendo ésta ultima,

paralela al eje de simetria.

u ©

Q"

Figura 4: Movimiento de reflexién con deslizamiento. El tridngulo T1” es el reflejado de
T1 y el triangulo T1”” es el trasladado de T1” a través del vector u. El triangulo T1”’ es, por
tanto, el reflejado y trasladado de T1. Fuente: propia.

3.3. Definicion de mosaicos

Segun (Godino & Ruiz, 2002) el cubrimiento regular del plano es el resultado de someter a una
figura dada a repeticiones (isometrias planas) de tal forma que el plano quede recubierto en su
totalidad de dichas figuras, esto es, sin dejar huecos y sin que haya solapamientos entre ellas.
Si a la figura la sometemos a traslaciones en una sola direccion obtenemos los frisos, mientras

que si la sometemos a dos traslaciones en direcciones distintas, se obtienen los mosaicos.

3.4. Clasificacion de mosaicos

Los mosaicos pueden clasificarse segun Rodriguez, (2010) en:

1. Mosaicos periddicos: Se dice que un mosaico es “peridodico” si es posible encontrar
una seccién finita de la teselacion que permita crear el mosaico completo mediante

traslaciones en dos direcciones no paralelas prescindiendo de giros y reflexiones.
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Figura 5: Mosaico periddico. Fuente: Solis. L. (2007, p.39)

2. Mosaicos no periodicos: Se dice que un mosaico es “no peridodico” cuando no es
posible encontrar una seccion finita de la teselacién que permita crear el mosaico
completo. Este tipo de mosaicos esta cubierto por teselas que siguen un orden que no

se repite. Podria decirse que son mosaicos que no coinciden con ninguno de sus
trasladados.
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Figura 6: Mosaico no periédico de Penrose. Recuperado de:
http://mimosa.pntic.mec.es/clobo/geoweb/mosa7.htm

A su vez, los mosaicos periodicos pueden dividirse en:

1.1 Mosaicos poligonales: si estdn compuestos por teselas con forma de poligono.
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Figura 7: Mosaico poligonal. Recuperado de:
https://www.pinterest.ca/pin/666673551073941747/

1.2 Mosaicos no poligonales: si las teselas que lo componen no son poligonos. El
hecho de trabajar con teselas o formas no poligonales no implica que no puedan
generarse mosaicos o teselaciones a partir de ellas. “La generacion de teselaciones
regulares del plano, pero no poligonales, es un proceso que lleva desde
construcciones sumamente simples, a otras mucho més complicadas y laboriosas.”

(Rodriguez, 2010)

Figura 8: Mosaico no poligonal. Recuperado de:
http://traselrastrodeecher.blogspot.com/2010/08/teselaciones.html

Y dentro de los mosaicos poligonales, puede hacerse la siguiente distincion:

1.1.1 Mosaicos regulares: Son aquellos que se obtienen a partir de la repeticion de
un solo tipo de poligono confluyendo en cada vértice, la misma cantidad de

poligonos. Dicho poligono puede ser regular, dando lugar a una “teselacion


http://1.bp.blogspot.com/__ReC1IBFY5Q/THXaGD59LVI/AAAAAAAAAAU/CZ7pxn94wJk/s1600/mosaic3.jpg
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regular mediante poligonos regulares”; o puede tratarse de un poligono
irregular, en cuyo caso se hablaria de “teselacion regular mediante poligonos
irregulares”; por ejemplo, los rombos de un reticulo plano. Tal y como comenta
Rodriguez (2010): “Hay multiples métodos para construir teselaciones
poligonales con formas irregulares. Uno de ellos consiste en modificar
poligonos que teselan el plano de forma que los poligonos resultantes permitan

el “encaje” con otra tesela con igual forma.”

Figura 9: Teselacion regular mediante poligonos regulares. Recuperado
de: http://math.ucr.edu/home/baez/dodecahedron/hexagonal_tiling.png

Figura 10: Teselacion “El Cairo”; Teselacion regular mediante
poligonos irregulares. Recuperado de:
https://felixmaocho.wordpress.com/2015/08/26/embaldosado-o-
teselado-del-plano-con-poligonos-iguales/
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Un mosaico bastante particular dentro de los mosaicos regulares es el “mosaico
cuasirregular”, el cual estd formado por poligonos iguales tales que al unir sus puntos

medios se obtienen poligonos regulares.

1.1.2 Mosaicos semirregulares: son aquellos que se obtienen a partir de la
combinacién de dos o méas poligonos regulares cumpliéndose que en cada
vértice concurren los mismos poligonos y aparecen en el mismo orden ciclico.
Se forman utilizando tridngulos, cuadrados, pentagonos, hexagonos, octégonos

y dodecagonos.

Figura 11: Mosaico semirregular.  Recuperado  de:
https://www.edu.xunta.es/espazoAbalar/sites/espazoAbalar/files/
datda/1491479279/contido/ud08_movimientos_plano/112_mosa
icos.htht

3.5. Qué es una teselacion
En el punto anterior se ha mencionado la palabra “teselacion” en varias ocasiones, pero cabe

preguntarse qué es una teselacion realmente.

El significado de la palabra “teselacion”, no forma parte del Diccionario de la Real Academia
Espafiola (R.A.E), pero en su defecto, si que aparece el significado de la palabra “teselado”,
como un adjetivo que califica algo “formado por teselas” (R.A.E, 2019). Dichas teselas, no son

otra cosa que distintos fragmentos que forman parte de un mosaico.

Para conocer el significado de la palabra “Teselacion”, resulta Gtil entonces, recurrir a su origen

etimoldgico: procede del latin “tesella”, que puede asemejarse a “azulejo”, y éste a su vez de
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la palabra griega “tessares”, que es equivalente a “cuatro”. Segun el diccionario electrénico
Definicién.de (citado en Cuevas, 2016), la conceptualiza “como el ‘patron’ que se sigue al
recubrir una superficie en la que se requiere evitar la superposicién de figuras y asegurar que

no se registran espacios en blanco en el recubrimiento.”
O segun Rodriguez, 2010:

Una definicion mas formal de teselacion (mosaico) del plano seria una coleccion de regiones

(compactos con interior no vacio) llamadas “teselas” tales que:

= Dos teselas no tienen ningun punto interior en comdn, es decir, solo pueden
compartir parte de su frontera.
= Launidn de las teselas cubre totalmente el plano.

4. Como teselar un plano: ¢se puede usar cualquier figura geométrica

para ello?

Una vez conocido los diferentes tipos de mosaicos y el significado de la palabra “teselacion”,
cabe preguntarse como se tesela un plano, si se puede usar cualquier figura geométrica para
ello o cuantas maneras posibles existen de cubrir una superficie con poligonos regulares, pues
con poligonos irregulares, las posibilidades son multiples si se modifican poligonos regulares

que teselen el plano. Un ejemplo de este tipo de modificacion se muestra en la Figura 12.

1%
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Figura 12: Teselacion ‘Hueso nazari’, construida a partir de la modificacion de poligonos
regulares que teselan el plano. Recuperado de: http://www.acorral.es/losebasi.htm
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4.1. Teselaciones regulares con poligonos regulares e iguales
Para responder a estas cuestiones, comenzaremos por analizar las teselaciones mas sencillas de
construir, pero no por ello menos importantes, esto es, las teselaciones regulares formadas por

poligonos regulares de un solo tipo.

Segun La Asociacion Mexicana de Ciencias en el comunicado de divulgacion “Teselaciones,

arte y matematica” (2013), para rellenar el plano con poligonos regulares e iguales,

(...) la tnica condicion es que en cada vértice confluya un nimero entero de figuras, de donde
se deduce que el angulo formado entre dos lados consecutivos debe ser divisor de 360°. Esto
deja tres opciones: los cuadrados (90°), los tridangulos equilateros (60°) y los hexagonos (120°).
Las posibilidades se multiplican si se combinan figuras, figuras no regulares o deformaciones

varias.

Pero... ¢por qué de entre todos los poligonos regulares que existen, solo los cuadrados, los
triangulos equildteros y los hexdgonos son los Unicos que pueden generar teselaciones

regulares?
Para responder a esta cuestion, (Solis, 2007) analiza de una forma maés detallada este hecho:

Si se quiere teselar un plano con poligonos regulares, es decir, cubrirlo en su totalidad por
poligonos regulares sin que existan solapamientos ni huecos, la suma de los angulos interiores

de los poligonos que concurren en un mismo vértice del teselado, ha de ser igual a 360°.

Ahora bien, el angulo interior, de un poligono regular viene dado por la expresion:

180 - (n — 2)
@ag=—>=
n

@)

donde n es el nimero de lados del poligono regular y a su angulo interior en grados, y dado
que éste ultimo ha de ser divisor de 360°, para buscar el valor de «, bastara con realizar la

siguiente operacion:

360°_ ?

a
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Donde B es un namero entero que representa el nimero de poligonos regulares iguales, que

concurren en un mismo Vvértice del teselado.

Introduciendo la Ecuacion 1, en la Ecuacion 2, se tiene que:

0 360°  n-360°  2n
P=180-n-2) 180-(n—2) n-2 (3)
n

Es decir, buscamos los valores de n tales que 2n es maltiplo de (n — 2). Para simplificar los

calculos, la Ecuacion 3, puede reescribirse de la siguiente manera:

2-(n+2-2 2-n—-2)+4 4

n—2 n—2 (n—-2) )

Donde puede observarse que B sera un entero cuando 4/(n — 2) sea un entero. Como los
divisores enteros de 4 son +1; +2 y +4, entonces:
(5)
n—2=41; £2 0 +4
De donde se deduce que los posibles valores de n son: —2,0,1,2,3,4 y 6. Ahora bien, como un

poligono debe tener al menos 3 lados, se tiene que cumplir que n = 3. Por tanto, los Gnicos

valores que puede tomar n son 3, 4, y 6.

Dado que n es el niumero de lados del poligono regular, en particular, se ha demostrado que los
Unicos poligonos regulares que pueden teselar el plano son aquellos que tienen 3, 4, 0 6 lados,

es decir, los tridngulos (n = 3), los cuadrados (n = 4) o los hexagonos (n = 6).

A nivel visual es facil de ver, tal y como se muestra en las siguientes figuras, que, si se toma
un vértice, designado por la letra V, de uno de los poligonos regulares que teselan el plano, en
él concurren un namero entero de poligonos regulares consiguiéndose que no exista ningun

espacio del plano sin cubrir.
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Figura 13: Teselacion del plano en un vértice, con poligonos regulares de 3, 4, y 6 lados
respectivamente. Fuente: propia

Este hecho, sin embargo, no ocurre cuando se elige como poligono regular un pentagono

(n = 5), pues existiria en el plano un angulo de 36° sin cubrir.

Figura 14: Intento de cubrir el plano utilizando como poligono regular un pentdgono. Fuente: propia

4.2. Teselaciones regulares mediante combinacion de poligonos regulares.

Otra de las cuestiones que se formulaba al inicio de este apartado era cuantas maneras posibles
existen de cubrir una superficie con poligonos regulares. Se acaba de analizar el caso de que
todos los poligonos regulares fuesen iguales, pero si se utilizan diferentes poligonos regulares,
¢seré posible encontrar alguna combinacion que permita cubrir todo el plano sin dejar hueco?
¢Existe mas de una? Trataremos de encontrar una respuesta a estas preguntas en las lineas que

siguen:

El primer estudio de las teselaciones formadas por poligonos regulares, lo realizo el astronomo
y matematico Johannes Kepler en su libro Harmonices Mundi de 1619. En él, “Kepler trataba
de explicar la armonia del universo y sus manifestaciones en términos geométricos, fisicos y

musicales.” (Alatorre, 2018).
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Para Kepler, (como se cit6 en Alatorre, 2018) los poligonos regulares eran las figuras mas
armonicas y perfectas, pues cuando se juntan crean una congruencia que el propio Kepler
define como: “En el plano hay congruencia cuando angulos individuales de varias figuras se

juntan en un punto sin dejar espacio entre ellos.” Y continta Kepler:

“La congruencia es perfecta cuando los angulos de las figuras que se juntan lo hacen de
igual manera en todos los puntos de encuentro, por lo tanto, todos los puntos de

encuentro son similares y el patron de estos puntos puede continuarse indefinidamente.”

“Finalmente define la congruencia mas perfecta como: ‘La congruencia es la mas perfecta si,

ademas, las figuras que se juntan en el plano son todas del mismo tipo.’.” (Alatorre, 2018)

Figura 15: Un tipo de congruencia perfecta y de la congruencia mas perfecta, segun las definiciones de
Kepler. Recuperado de: http://motivos.matem.unam.mx/voll/num2/artest.html

Kepler (como se cité en Alatorre, 2018) clasificd las congruencias mas perfectas y las
congruencias perfectas (Figura 15) hasta con tres poligonos regulares y semirregulares
(poligonos con todos sus lados iguales, pero angulos diferentes), analizando caso por caso. Las

posibles “congruencias”, que logrd encontrar se muestran en la Figura 16.
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Figura  16: llustraciones parte del Harmonice Mundi de Kepler. Recuperado de
http://motivos.matem.unam.mx/vol1/numz2/artest.html

La busqueda sistemética que realizd Kepler consistio en disponer los poligonos regulares,

iguales o no, alrededor de un mismo vértice para ver cuales de ellos conseguian teselar el plano.

Las matemaéticas permiten obtener todas las combinaciones posibles que Kepler consiguio
encontrar. El razonamiento seguido es analogo al realizado para encontrar las teselaciones

regulares con poligonos regulares e iguales.
Mora y Rodrigo (2007) lo detallan dese una Optica algebraica:
Si se parte de que el angulo interior @ de un poligono de n lados viene dado por:

a=180-(1—3) (6)

n

Cuando concurren 3 poligonos en un Vértice tendremos la ecuacion:

2 2 2

180-(1——)+180-<1——)+180-<1——>=360° (7)
ng n; nsz

Donde n; representa el niumero de lados del poligono i-ésimo y debe cumplir que n; > 3.

Operando es posible llegar a una expresion mas sencilla:

1 1 1 1
—+—+—==
ng, n, nzg 2

(8)
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Operando de la misma manera para 4, 5, y 6 poligonos, se obtienen las siguientes expresiones

respectivamente:
3
—F—t—t—t— = (10)
—t—t—F—+—+—=2 (11)

A partir de las ecuaciones 8, 9, 10 y 11, es posible construir la tabla que se muestra en la

Figura 17, donde los nimeros de la tercera columna representan los n;.

Ecuaciéon | Solucién Poligonos
a 1 3 7 42
2 3 8 24
3 3 9 18
4 3 10 15
5 3 12 12 E
6 4 5 20
7 4 6 12 .
8 4 8 8 x
9 5 5 10
10 6 6 6 i o
b 11 3 3 4 12
T3 3 4 3 12
12 3 3 6 6
12' 3 6 3 6 X
13 3 4 4 6
13' 3 4 6 4 ¥
14 4 4 4 4 L
c 15 3 3 3 3 6 &
16 3 3 3 4 4 *
16' 3 3 4 3 4 *
d 17 3 3 3 3 3 <l il i3

Figura 17: Tabla de posibles combinaciones de poligonos para teselar el plano. Fuente: Mora &
Rodrigo, (2007), (p.90).
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Las ecuaciones a, b, ¢, y d que aparecen en la Figura 17, corresponden a las ecuaciones 8, 9,
10 y 11 que se acaban de obtener, respectivamente.

Las soluciones 11, 12, 13 y 16 estan designadas, ademas, con una comilla (‘) porque admiten
dos posibles formas de disponer los poligonos alrededor del vértice. Teniendo en cuenta esta

aclaracion, las formas de combinar poligonos alrededor de un vértice se muestran en la

"\
AAEO

Figura 18.

/

LW

3,7.42 3.8.24 3,918 3.10,15
3,3.4,12

4,4,4,4

Figura 18: Formas de combinar poligonos para teselar el plano. Fuente: Mora & Rodrigo, (2007), (p.90).

Mora & Rodrigo (2007) analizan las distintas soluciones de la tabla de la Figural7, para extraer

la siguiente informacién:

- Las soluciones 10, 14 y 17, (marcadas con **) corresponden a los mosaicos regulares
obtenidos en el punto anterior.

- Las soluciones 5,7, 8, 12, 13°,15,16 y 16’ se pueden extender a todo el plano haciendo
que los vértices del mosaico en cuestion sean iguales, por lo que dan lugar a mosaicos
semirregulares.

- Lassoluciones 1 a 4 presentan un inconveniente para el caso que nos ocupa de trabajar
con poligonos regulares, pues contienen un triangulo y dos poligonos diferentes, A 'y

B, con &ngulos interiores distintos, a y b respectivamente, que generan en un tercer
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poligono C dos angulos interiores valores de (300 — a) grados y (300 — b) grados,

rompiéndose asi la regularidad del poligono C. Ver Figura 19.

Figura 19:Analisis de los &ngulos interiores y exteriores de un triangulo en mosaico formado
por un tridngulo y dos poligonos diferentes. Fuente: Mora & Rodrigo, (2007), (p.91)

- Unrazonamiento similar al anterior puede ser aplicado a la solucién 9 con el pentadgono
en lugar del tridangulo.
- Las soluciones 11, 11°, 12° y 13 no se pueden extender a todo el plano, por lo que no

permiten poder teselarlo.

Sintetizando toda la informacion extraida por Mora & Rodrigo (2007) de la tabla de la Figura
17, puede obtenerse una respuesta a la pregunta planteada al inicio de este apartado: existen
s6lo 8 configuraciones de poligonos regulares diferentes que permiten teselar el plano. Estos,

generan mosaicos semirregulares.
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Figura 20: Los 8 mosaicos semirregulares hallados por Kepler. Recuperado de:
http://urban-networks.blogspot.com/2016/07/cuando-las-paredes-hablan-epigrafias-y.html

Junto con las 3 configuraciones que generan mosaicos regulares, se eleva a 11 el nimero de

formas posibles de teselar el plano utilizando poligonos regulares.
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5. Nomenclatura para designar las teselaciones regulares

Segln Reyes, (como se citdé en Herndndez, 2014) una de las mayores aportaciones que el
gedmetra suizo Ludwig Schlafli (1814-1895) realizé fue la notacion o simbolo que lleva su
nombre, “notacion Schldfli”, para designar poliedros regulares. El simbolo Schléafli {p,q},

designa un poliedro de p aristas en una cara y q caras adyacentes a un vértice.

La notacion de Schlé&fli sirve también para describir o denotar teselaciones regulares, ya que,
con dicha notacion se puede indicar el nimero de poligonos que concurren en cada vértice
(identificando cada poligono por su nimero de lados) y el orden en que lo hacen. Asi, si en un
veértice concurren p poligonos de n lados cada uno, describiremos el mosaico mediante la

notacion {n, p}; np; o bien n,...(p veces).

Algunos ejemplos de notacidn de teselaciones regulares aplicando la notacion de Schl&fli son

los siguientes:
- Tridngulos equilateros (seis en cada vértice) {3,6}, 36 0 {3.3.3.3.3.3}.
- Cuadrados (cuatro en cada vértice) {4,4},44 o {4.4.4.4}.

- Hexagonos regulares (tres en cada vértice) {6,3},63 o0 {6.6.6}.
6. ¢Donde podemos encontrar mosaicos actualmente?

6.1. Espacios urbanos:

Figura 21: Teselacion regular del plano en el Pabellon espaﬁl para la Exposicion Universal
de 2005 en Aichi (Japon). Recuperado de: https://cargocollective.com/jbono/filter/jean-
nouvel/Arquitectura-y-matematicas-en-el-siglo-XXI-6-conceptos-matematicos



Figura 22: Mosaico metélico con poligonos hexagonales en la decoracion de las paredes
de una casa. Recuperado de: https://www.porcelanosa.com/trendbook/dinamismo-y-
sofisticacion-con-los-mosaicos-metalicos-de-lantic-colonial/

6.2. Naturaleza:

Figura 23: Teselacion formada en panales de abeja. Recuperado de:
http://santi3siberiano.blogspot.com/2014/10/las-matematicas-y-la-naturaleza.html

26
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Figura 24: Teselacion en ojos de insecto. A la derecha, imagen vista en microscopio. Recuperado de:
https://bishoverde.wordpress.com/tag/faceta/

6.3. Artey arquitectura:

Figura 25: Mosaicos en las paredes de la Alhambra. Recuperado de:
legadonazari.blogspot.com/2016/07/los-mosaicos-y-la-geometria-de-la.html


https://bishoverde.files.wordpress.com/2010/10/ojo-de-insecto2.jpg
https://3.bp.blogspot.com/-qHnMcw4gzI4/V46KfGSKJSI/AAAAAAAAP5A/PmKOMwm1v0Uf0QAzyyGgrfv6SifbvF_uQCLcB/s1600/1-8230895624_912658572f_o.jpg
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Figura 26: Metamorfosis de una teselacion de Escher en la fachada de un edificio. Recuperado de:
https://www.glosarioarquitectonico.com/wp-content/uploads/2015/12/esgrafiado4-1.jpg

sl=lolm

@ o B B

Figura 27: Teselacion de Escher en el suelo del Palacio de Gaviria, Exposicion sobre obras de Escher.
Recuperado de: https://elpais.com/ccaa/2017/02/02/madrid/1486031145_850997.html?rel=mas
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Figura 28: Mosaicos de Escher. Recuperado de: https://evamartinezolalla.com/2016/04/05/arte-y-matematicas-con-escher/

7. Analisis de mosaicos de Escher

Frente al mundo cristiano, el rechazo de la cultura isldmica a la representacion de seres vivos
impuesta por El Corén los llevé a disefiar un nuevo sello de identidad que les permitiese
diferenciarse con claridad de otras culturas: el arte geométrico; y a perfeccionarlo hasta niveles
inalcanzables.

Histéricamente, el gran auge de la civilizacion arabe,

(...) coincide con la época de esplendor de la dinastia Nazari en el sur de Espafa, en el
Ilamado Reino de Granada. De aquellos tiempos, siglos X111y XIV, nos han quedado
grandes monumentos, entre los que destaca la Alhambra. Su arquitectura es
relativamente pobre si se compara con la riqueza en la decoracion de sus paredes y

techos con motivos caligraficos y mosaicos geométricos. (Gémez, 2009, p.1).
En palabras del propio Escher, (citado en Ernst, 2018):

<< Los &rabes alcanzaron una gran maestria en el arte de rellenar superficies con figuras
que se repiten sin dejar un solo hueco libre. Asi lo hicieron en la Alhambra, donde
decoraron paredes y suelos con mayélicas multicolores. Es lastima que el Islam prohiba

las imagenes. Por ello, en sus mosaicos se limitaron al empleo de formas geométricas


https://evamartinezolalla.com/lagartos/
https://evamartinezolalla.com/escher-no-110-birdfish-1961/
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abstractas. Ningun artista arabe se atrevi6 a usar figuras reconocibles — p.ej. pajaros,
peces, reptiles, hombres — como elementos decorativos (o tal vez ni siquiera se les
ocurrio idea semejante). El cefiirse a las formas geométricas me resulta tanto mas
inadmisible cuanto que la posibilidad de reconocer las figuras es para mi el motivo

principal de mi permanente interés en la materia.>> (p.41).

Quizés después de estas palabras, no sorprenda que, a diferencia del empleo exclusivo de
figuras geométricas que se observan en los mosaicos de la Alhambra, en los de Escher
encontremos imagenes de seres vivos con la particularidad de saber ocultar a simple vista ante
cualquier ojo humano, los patrones matematicos sobre los que se apoyan sus litografias y

haciendo de éstas, auténticas obras de arte.

El interés de Escher por la particion regular de la superficie se vio particularmente estimulado
tras visitar la Alhambra en Granada. Segun su bidgrafo Ernst, (2018), “Tras un estudio intenso
— que le costé no mucho trabajo debido a su falta de cualificaciébn matematica — inventé un
método para partir regularmente la superficie plana, el cual seria més tarde motivo de
admiracion tanto de cristalografos como de matematicos.”. Este hecho, llevo al propio Escher

a confesar lo siguiente:

<<Con la consciencia tranquila, creo poder alegrarme de la perfeccion de que doy
testimonio, ya que no he inventado yo, ni quiera la he descubierto. Las leyes
matematicas no son ni creaciones ni inventos del hombre. “Son” sencillamente, y existen
con total independencia del espiritu humano. Una persona de claro entendimiento podré

a lo sumo constatar que existen y dar cuenta de ellas.>> (citado en Ernst, 2018, p.39)

Y a escribir, refiriéndose a la particion de la superficie (como se citd en Ernst, 2018): “Es la
fuente mas rica de inspiracion que jamas haya encontrado, y muy lejos esta todavia de haberse

agotado”.
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Figura 29: Primer intento de Escher de particion regular de la
superficie con animales imaginarios. Fuente: Ernst 2018. (p.39).

Inspirado en los mosaicos que cubren las paredes de la Alhambra, son muchas las obras que
nos ha legado el gran pintor y grabador holandés, Maurits Cornelius Escher, relacionadas con
el mundo matematico; en particular, con las teselaciones regulares, donde predomina el empleo

que hace de la técnica de compensacidn de areas que mas adelante sera explicada.
Segun (Cuevas, 2016),

(...) apreciar la geometria en la obra de Escher es un proceso de mate-alfabetizacion
que implica ademéas de reconocer el valor estético cultural de sus realizaciones, la
necesidad de replantear su significado en una realidad que nos invita a incursionar en
el concepto de procesos geométricos como las proyecciones simétricas 0 la
compensacién de areas en los poligonos. (...) El estudio de la relacién arte-matematica
en la obra de este singular arquitecto es un interesante objeto de estudio que presenta

areas de oportunidad para la investigacion (p.2).

A fin de entender y saber reconocer esa relacion arte-matematica de la que habla Cuevas (2016)
para, en nuestro caso, poder ser llevada posteriormente a las aulas de Educacion Secundaria
Obligatoria, en el presente trabajo se analizan desde el punto de vista geométrico, sélo algunas
de las muchas obras de arte de Escher relacionadas con mosaicos y teselaciones del plano.



32

Tras la lectura y busqueda de informacion para ello, la mayoria de los autores coinciden en que
las teselaciones de Escher se construyen modificando una pieza o poligono inicial que tesele el
plano mediante el método de &reas compensadas. Segun Cuevas (2016), este método ““(...)
consiste en realizar en uno de los lados del poligono tomado como base, una deformacién a la
cual debemos aplicarle una isometria, con el fin de que la figura formada mantenga la misma

area que la original.”

La Figura 30, muestra una famosa teselacién de Escher:

Figura 30: Teselacion con pez volador realizada por Escher. Recuperado de:
https://culturacolectiva.com/arte/la-genialidad-de-maurits-cornelis-escher

En ella, es facil identificar que el patron que se repite es una especie de “pez volador” en colores
rojo y blanco que puede ser obtenido a traves de la deformacién de un triangulo equilatero
aplicando el método de areas compensadas; esto es, Escher utiliza como poligono regular para
teselar el plano los tridngulos equilateros.

Figura 31: Ejemplo de aplicacion del método de compensacion de areas. Recuperado de:
https://matemelga.wordpress.com/2014/06/05/teselaciones/

Lo que sorprende en la Figura 30 no solo es la complicacion aparente de conseguir encajar

todas las figuras como si de un puzle se tratase, sino el hecho de que los peces voladores se

encuentren orientados en diferentes direcciones.
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Figura 32: Triangulo rotador en la teselacion con pez volador realizada por Escher.
Recuperado de: https://culturacolectiva.com/arte/la-genialidad-de-maurits-cornelis-escher

En la figura 32 puede apreciarse como los peces voladores blancos, marcados con un tridngulo
azul, pueden obtenerse a partir de una rotacion de centro C. Lo mismo ocurriria con los peces
voladores rojos, marcados con un triangulo amarillo. (Ver Figura 33)

Figura 33: Triangulos rotadores en la teselacion con pez volador realizada por Escher.
Recuperado de: https://culturacolectiva.com/arte/la-genialidad-de-maurits-cornelis-escher

Si esta teselacion fuera monocolor, y nos centrasemos en el hexdgono que forman los 6
triangulos equiléteros dibujados en la figura 33, lo Unico que tendriamos seria un pez volador

que rota alrededor de un punto fijo, pasando del triangulo azul al amarillo a través de rotaciones
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de 60°. El hecho de que Escher haya elegido dos colores para los peces, obliga a que, para pasar

de un pez a otro de su mismo color, la rotacion tenga que ser de 120°.

Observando la obra de Escher en su totalidad, con simples rotaciones de 60 o 120 grados es

imposible construirla. Otros movimientos en el plano que pueden apreciarse son traslaciones.

Figura 34: Movimientos en el plano en la teselacion con pez volador realizada por Escher. Recuperado
de: https://culturacolectiva.com/arte/la-genialidad-de-maurits-cornelis-escher

Pasar del designado “Triangulo 1” al “Triangulo 3” en la Figura 34, es posible a través de una
traslacion de “vector v’ (Ver Figura 34), y lo mismo ocurriria para cada uno de los peces
voladores rotados alrededor del punto C. Asi, mediante rotaciones y traslaciones de la tesela
del pez volador, es posible construir la obra de Escher en su totalidad. Otra opcion, seria
considerar como tesela base el hexadgono con centro en C, y realizar traslaciones de “vector u”

y “vector v”” en el plano (ver hexagono verde en la figura 34).

La mayoria de las obras de Escher relacionadas con mosaicos y teselaciones siguen un proceso
de construccién similar al que se acaba de detallar. Podria decirse que, para crear sus obras,

Escher sigue una serie de pasos:
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- En primer lugar, construye mentalmente una teselacion regular del plano formada por

poligonos regulares.

- Posteriormente, emplea la técnica de compensacién de areas para crear teselas

originales y que se aproximen a figuras de seres Vvivos.

- Finalmente, mediante la combinacion de movimientos en el plano de rotacion,

traslacion, simetrias, o simetrias con deslizamientos aplicados a la tesela creada,

consigue teselar el plano y realizar obras realmente sorprendentes.

8. Mosaicos y teselaciones en los contenidos de Educacion Secundaria

Obligatoria.

8.1. Mosaicos y teselaciones en la asignatura de Matematicas

En el Real Decreto 1105/2014 de 26 de diciembre, se establece el curriculo basico de la

Educacidn Secundaria Obligatoria y del Bachillerato. Concretamente, para la asignatura y etapa

en la que se contextualiza este trabajo, “Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas. 3°

E.S.O.”, encontramos diferentes contenidos curriculares que pueden ser abordados dentro del

estudio de los “mosaicos y teselaciones”.

En la tabla 2, se han extraido los mas relevantes y necesarios.

Tabla 2

Contenidos relevantes y necesarios para el estudio de mosaicos y teselaciones establecidos en el Real Decreto 1105/2014 de

26 de diciembre.

Bloque

Contenidos

Bloque 1. Procesos,
métodos y actitudes

en Matematicas

Planificacion del proceso de resolucion de problemas:
Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del
lenguaje apropiado (grafico, numérico, algebraico, etc.),
reformulacion del problema, resolver subproblemas,
recuento exhaustivo, empezar por casos particulares

sencillos, buscar regularidades y leyes, etc.
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Planteamiento de investigaciones matematicas escolares en
contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos
y probabilisticos.

Utilizacion de medios tecnoldgicos en el proceso de
aprendizaje para:

(...) c) facilitar la comprension de propiedades geométricas
o funcionales y la realizacion de calculos de tipo numérico,

algebraico o estadistico.

Bloque 2. NUmeros y

algebra

Operaciones con fracciones y decimales.

Investigacion de regularidades, relaciones y propiedades que
aparecen en conjuntos de numeros. Expresion usando
lenguaje algebraico.

Resolucion de problemas mediante la utilizacion de

ecuaciones y sistemas.

Blogque 3. Geometria

Mediatriz, bisectriz, &ngulos y sus relaciones, perimetro y
area. Propiedades.
Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

Geometria del espacio: areas y volimenes.

Fuente: https://www.boe.es/boe/dias/2015/01/03/pdfs/BOE-A-2015-37.pdf

8.2. Mosaicos y teselaciones en otras materias

Aunque no es el principal objetivo de este trabajo fin de master, conviene destacar la gran

implicacion que tiene el estudio de mosaicos y teselaciones con otras materias del curriculo

basico de Educacion Secundaria Obligatoria.

La importancia de este hecho ofrece una doble ventaja:

- Por un lado, poder trabajar con el alumnado la mayoria de las competencias basicas

desde una Unica materia y tema, “Matematicas” y “mosaicos y teselaciones”,

respectivamente;

- Y por otro, desarrollar un proyecto global de aprendizaje para la etapa en cuestion;

entendiéndose aqui por global, que redna la implicacion de varias materias.

Segun Mora y Rodrigo (s.f.) con la asignatura de Educacién Plastica y Visual, el disefio de los

mosaicos Y teselaciones establece interesantes conexiones:
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- El uso de figuras geométricas para la construccion de simbolos y signos utilizados en
el lenguaje visual.

- Proporciona herramientas para la composicion: la simetria, la estructura y la armonia
de los disefios.

- Cuando se estudia la representacion de formas planas, se dedica un apartado tanto al

modulo en el plano como a sus aplicaciones en la ornamentacion.

En la asignatura de Geografia e Historia, el estudio de la cultura &rabe permite establecer una
relacion directa entre el arte de la ornamentacién y el disefio de los mosaicos. Un trabajo
interdisciplinar, por ejemplo, sobre La Alhambra, llevaria a la conexién entre Matematicas,

Historia y Arte. (Mora y Rodrigo, s.f.)

La conexion del estudio de los mosaicos con la asignatura de Lengua es inmediata cuando, por
ejemplo, se le exige al alumnado el uso del lenguaje apropiado tanto para describir como para
comunicar matematicamente cémo se construyen los mosaicos en general y alguno en
particular. Leer de forma comprensiva los enunciados para proporcionar soluciones correctas
y coherentes a los mismos, es otra de las grandes vinculaciones que puede establecerse entre

los mosaicos y la materia de Lengua.

A pesar de que en el Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, no encontramos en los
contenidos de las asignaturas de Fisica y Quimica o de Geologia de 3° E.S.O. ninguno que
pueda ser relacionado con los mosaicos o teselaciones, encontrar las configuraciones posibles

de teselar el plano puede ser una buena introduccion a la forma en la que cristaliza La Materia.

9. Propuesta didactica para trabajar mosaicos en 3° E.S.O.

El estudio de los mosaicos en el tercer curso de Ensefianza Secundaria Obligatoria con
orientacion académica, permite trabajar diferentes contenidos y estandares de aprendizaje
recogidos en el Real Decreto 1105/2014 de 26 de diciembre.

Los conocimientos, aptitudes y capacidades que el alumnado desarrolla durante su etapa
académica en un centro escolar, son fundamentales para la innovacion, la productividad y la
competitividad de la Unién Europea (Figel’, 2007), de ahi que los nuevos desarrollos
curriculares y metodoldgicos de Educacion Secundaria Obligatoria incidan cada vez méas en un

aprendizaje basado en las competencias claves por las que apuesta la LOMCE.
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Segun el Ministerio de Educacién y Formacion Profesional (2019), la adquisicion de las
competencias clave permite al alumnado alcanzar un pleno desarrollo a nivel personal, social
y profesional de acuerdo a la demanda de un mundo globalizado, y debe abordarse desde todas
las areas de conocimiento -matematicas entre ellas- y establecerse a través de los diferentes

documentos oficiales que conforman la comunidad educativa.

La propuesta didactica que a continuacion se detalla, ha sido disefiada teniendo en cuenta los

siguientes aspectos:

1) Conseguir los objetivos definidos al inicio de este trabajo fin de master.

2) La adaptacion de la teoria desarrollada en este trabajo a las especificaciones de los
criterios de evaluacion que permiten definir los resultados de aprendizaje y que
concretan lo que el alumno debe saber, comprender y saber hacer en la asignatura de
matematicas orientadas a las ensefianzas académica de 3°E.S.O., asi como su

evaluacién; definidos en el Real Decreto 1105/2014 de 26 de diciembre.

3) Laevaluacion de todas las competencias claves en el Sistema Educativo Espafiol:
a) Comunicacion lingistica. (C.C.L.)
b) Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia.
(C.M.C.T)
c¢) Competencia digital. (C.D.)
d) Aprender a aprender. (C.P.A.A.A)
e) Competencias sociales y civicas. (C.S.C.)
f) Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. (S.1.E.)

g) Conciencia y expresiones culturales. (C.E.C.)

4) Un aprendizaje guiado y que parte de lo que el alumnado ya sabe, que lleve a conseguir

un aprendizaje significativo.

5) Una secuencia didactica con un aumento gradual de la dificultad de las actividades

propuestas que permita alcanzar con éxito el aprendizaje deseado.
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6) Que el alumnado pueda resolver tareas académicas y profundizar en su propio
aprendizaje a través de relaciones interpersonales dentro de grupos de trabajo.

7) Facilitar la comprension, visualizacion y el dibujo de figuras geométricas mediante el

uso de GeoGebra.

GeoGebra es una aplicacion de codigo abierto disefiada especialmente para el
aprendizaje y la ensefianza de las materias de geometria, algebra y célculo, que cada
vez estd més presente en las aulas de informatica de los centros educativos. Su uso es
bastante intuitivo para un alumnado que vive inmerso en un mundo plagado de
tecnologias, aunque es recomendable que el profesor dedique una primera sesion de
clase a explicar algunas nociones basicas de su manejo sobre todo si es la primera vez

que el alumnado utiliza esta herramienta informatica.

Con el fin de trabajar la “competencia social y civica”, y promover las relaciones educativas y
construccion de conocimientos que se derivan del aprendizaje cooperativo y colaborativo,
todas las actividades propuestas, excepto la primera que es de introduccion al tema y una parte
de la dltima, estan pensadas para ser realizadas en grupos de 2 a 3 alumnos dependiendo del
numero de ordenadores de que disponga el centro educativo. Las competencias clave que se
trabajan en cada caso, estan designadas con sus siglas de abreviatura al lado de cada estandar
de aprendizaje evaluable.

Actividad 1: Introduccion a mosaicos y teselaciones.

Objetivos: Con esta actividad se pretende:
- Que el alumnado empiece a trabajar el contenido recogido en el Real Decreto
1105/2014 de 26 de diciembre:

Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje
apropiado (grafico, numérico, algebraico, etc.), reformulacién del

problema, resolver subproblemas, recuento exhaustivo, empezar por

casos particulares sencillos, buscar regularidades y leyes, etc.
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introducir al alumnado en el tema de mosaicos y teselaciones,

descubrir los conocimientos que ya poseen sobre el tema para conseguir que
el aprendizaje de nuevos conceptos y contenidos sea significativo,
despertarles la curiosidad por los mosaicos, su construccion, y
consecuentemente por las matematicas,

trabajar el estandar de aprendizaje 6.2 del “Bloque 1: Procesos, métodos y

actitudes en matematicas™:

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo
matematico, identificando el problema o problemas matematicos que

subyacen en €l y los conocimientos matematicos necesarios. (C.M.C.T.)

Para conocer los conocimientos que el alumnado tiene sobre los contenidos que se van a

trabajar, se les mostraran diferentes imagenes:
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y se le formularan las siguientes preguntas:

¢Alguno sabe como se llaman este tipo de dibujo?

¢Habéis visto alguna vez alguno de ellos o parecido? ¢ Para qué creéis que se
utilizan

¢Qué te llama la atencion y por qué?

¢ Cuéntas figuras geométricas puedes identificar en ellos?

Imagina que tienes que darle a un compafiero el trozo mas pequefio posible
de estos dibujos para que él pueda realizar el dibujo completo repitiéndolo
varias veces, ¢;qué parte elegirias?

Imagina ahora que los dibujos son en blanco y negro, ¢Elegirias el mismo
trozo de dibujo que en el caso anterior?

¢ Como creéis que se construyen? ¢ Se repiten las figuras? ¢ Cuales?

Actividad 2: Movimientos en el plano.

Obijetivos: Con esta actividad se pretende:

Trabajar los siguientes contenidos matematicos recogidos en el Real Decreto
1105/2014 de 26 de diciembre:

Utilizacion de medios tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje para: (...)
c) facilitar la comprension de propiedades geométricas o funcionales y la
realizacidn de calculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.
Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

Uso de herramientas tecnoldgicas para estudiar formas, configuracionesy

relaciones geométricas.

Evaluar los siguientes estandares de aprendizaje:



https://www.google.es/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fpreviews.123rf.com%2Fimages%2Fflaperval%2Fflaperval1203%2Fflaperval120300068%2F12779630-mosaico-de-la-alhambra-en-el-palacio-nazar%25C3%25ADes-de-granada-espa%25C3%25B1a.jpg&imgrefurl=https%3A%2F%2Fes.123rf.com%2Fphoto_12779630_mosaico-de-la-alhambra-en-el-palacio-nazar%25C3%25ADes-de-granada-espa%25C3%25B1a.html&docid=-utAWNOt7wCHHM&tbnid=CeGw2UtfretejM%3A&vet=10ahUKEwitr7bxrKTnAhX3SBUIHU5zBNMQMwifASgTMBM..i&w=1300&h=866&bih=771&biw=1745&q=mosaico%20alhambra&ved=0ahUKEwitr7bxrKTnAhX3SBUIHU5zBNMQMwifASgTMBM&iact=mrc&uact=8
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Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

2.1. Analiza'y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones
entre los datos, contexto del problema). (C.C.L.)

6.3. Usa, elabora o construye modelos matematicos sencillos que permitan
la resolucion de un problema o problemas dentro del campo de las
mateméaticas. (C.M.C.T.)

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas:
esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
(CPAA. yCM.CT)

11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas tecnologicas
interactivas para mostrar, analizar y comprender propiedades
geométricas. (C.M.C.T.y C.M.C.T.)

Bloque 3. Geometria

1.2. Maneja las relaciones entre angulos definidos por rectas que se cortan
o0 por paralelas cortadas por una secante y resuelve problemas geométricos
sencillos. (C.M.C.T.)
4.1. Identifica los elementos mas caracteristicos de los movimientos en el
plano presentes en la naturaleza, en disefios cotidianos u obras de arte.
(CM.CT.yC.E.C)

Se utilizard GeoGebra para realizar la actividad (todas las figuras de GeoGebra son de disefio

propio y representan lo que se pide que hagan los alumnos en cada caso):

a) -

Dibuja un cuadrado de lado 3.

Aplicale una rotacion en sentido antihorario de 45° al vértice inferior derecho.
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b) -

N\

Aplica una rotacion al primer cuadrado de 135° al vértice inferior derecho en

sentido horario.

Dibuja ahora un hexagono de lado 2

Con centro en el vértice que se encuentra mas a la derecha, traslada el hexagono

manteniendo la figura original y calcula cuanto mide el vector de traslacion.

E D

Elige otro vértice del primer hexagono, busca su homélogo, y calcula nuevamente
cuanto mide el vector de traslacion.
¢ Cuanto miden en cada caso cada uno de los vectores? ¢ Si realizas el calculo para

cada uno de los vértices y sus homologos, cuanto miden los vectores de

traslacién?




44

c) - Dibuja la siguiente figura en GeoGebra:

- ¢Es posible realizar una simetria axial que deje invariante el punto F? Si existe,

dibdjala.

Actividad 3: Descubriendo los mosaicos semirregulares con material manipulativo.
Objetivos: Con esta actividad se pretende:
- Trabajar los siguientes contenidos matematicos recogidos en el Real Decreto
1105/2014 de 26 de diciembre:

- Planificacion del proceso de resolucion de problemas.

- Reflexion sobre los resultados: (...) comprobacion e interpretacion de las

soluciones en el contexto de la situacion, bldsqueda de otras formas de

resolucion, etc.
- Planteamiento de investigaciones matematicas escolares en contextos

nUMeEricos, geometricos.
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Operaciones con fracciones.
Geometria del plano.
Teorema de Tales. Divisién de un segmento en partes proporcionales.

Aplicacion a la resolucion de problemas.

- Evaluar los siguientes estandares de aprendizaje:

Blogue 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

2.1. Analiza'y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones
entre los datos, contexto del problema). (C.C.L.)

2.2. Valora la informacion de un enunciado y la relaciona con el nimero
de soluciones del problema. (C.C.L)

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los
datos, proponiendo nuevas preguntas, resolviendo otros problemas
parecidos, planteando casos particulares o mas generales de interes,
estableciendo conexiones entre el problema y la realidad. (C.P.A.A)

8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas:
esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
(CP.AA. yCM.CT)

Bloque 3. Geometria

1.1. Conoce las propiedades de los puntos de la mediatriz de un segmento
y de la bisectriz de un angulo, utilizandolas para resolver problemas
geometricos sencillos. (C.M.C.T.)

1.2. Maneja las relaciones entre angulos definidos por rectas que se cortan
o por paralelas cortadas por una secante y resuelve problemas geométricos
sencillos. (C.M.C.T.)

2.2. Divide un segmento en partes proporcionales a otros dados. (C.M.C.T.)

Materiales: Cartulina, tijeras, regla, lapiz y compas.
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Elabora una tabla de poligonos regulares de hasta 12 lados, donde se indique el
nombre del poligono que es, el nimero de lados que tiene, y la medida del angulo
interior del mismo.

Disefia en cartulina un total de 8 poligonos de cada tipo, con el mismo lado, aplicando
el “Teorema de Thales” para los poligonos de 6 a 12 lados.

Nota: Los poligonos de 3, 4 y 6 lados es facil construirlos con un compas, una regla
y un lapiz. Para los poligonos de 6 a 12 lados se partira del radio del hexagono
obtenido y se dividira éste en 6 partes iguales tal y como se muestra en la siguiente

figura:

Figura 35: Construccion de poligonos hasta 12 lados que comparten el lado
ab. Recuperado de https://www.10endibujo.com/poligonos-regulares-lado/

Cada una de estas partes sera el radio de la circunferencia que circunscribe a cada
uno de los poligonos regulares que se quieren dibujar.

Una vez elaboradas las figuras en cartulina, averigua de qué forma tienes que
combinar los poligonos recortados para conseguir teselar el plano, y anétala en tu
cuaderno segun la nomenclatura de Schlafli. ;Existe mas de una forma de conseguir
que no queden huecos vacios? ¢ Cuantas?

Para las combinaciones que has encontrado, calcula la suma de los angulos de los

poligonos que has unido en cada vértice.
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Actividad 4: Construyendo mosaicos semirregulares en Geogebra
Obijetivos: Con esta actividad se pretende:
- Trabajar los siguientes contenidos matematicos recogidos en el Real Decreto

1105/2014 de 26 de diciembre:

- Utilizacion de medios tecnologicos en el proceso de aprendizaje para: (...)

c) facilitar la comprension de propiedades geométricas o funcionales y la
realizacién de calculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.
- Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

- Uso de herramientas tecnologicas para estudiar formas, configuraciones

y relaciones geométricas.

- Evaluar los siguientes estandares de aprendizaje:

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas
- 11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas tecnoldgicas
interactivas para mostrar, analizar y comprender propiedades geométricas.
(C.D.yC.M.C.T)

Dibuja en GeoGebra cada uno de los mosaicos semirregulares que encontraste en la actividad

anterior con tus comparieros.

Actividad 5:
Objetivos: Con esta actividad se pretende:
- Trabajar los siguientes contenidos matematicos recogidos en el Real Decreto
1105/2014 de 26 de diciembre:

- Planificacion del proceso de resolucion de problemas

- Estrategias y procedimientos puestos en practica: uso del lenguaje
apropiado (gréafico, numérico, algebraico, etc.), resolver subproblemas,

recuento exhaustivo, empezar por casos particulares sencillos, buscar

regularidades y leyes, etc.
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Practica de los procesos de matematizacion y modelizacion, en contextos
de la realidad y en contextos matematicos.

Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes
adecuadas y afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico.
Utilizacion de medios tecnolégicos en el proceso de aprendizaje para: (...)
c) facilitar la comprension de propiedades geométricas o funcionales y la
realizacién de calculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.
Geometria del plano.

Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

Uso de herramientas tecnologicas para estudiar formas, configuraciones

y relaciones geométricas

Evaluar los siguientes estandares de aprendizaje:

Bloque 1. Procesos, métodos y actitudes en matematicas

1.1. Expresa verbalmente, de forma razonada, el proceso seguido en la
resolucion de un problema, con el rigor y la precision adecuada. (C.C.L.)
2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones
entre los datos, contexto del problema). (C.C.L.)

3.1. Identifica patrones, regularidades y leyes matematicas en situaciones
de cambio, en contextos numéricos, geométricos. (C.M.C.T.)

4.1. Profundiza en los problemas una vez resueltos: revisando el proceso
de resolucidn y los pasos e ideas importantes, analizando la coherencia de
la solucidn o buscando otras formas de resolucion. (S.1.E.)

4.2. Se plantea nuevos problemas, a partir de uno resuelto: variando los
datos, proponiendo nuevas preguntas, resolviendo otros problemas
parecidos, planteando casos particulares 0 mas generales de interés,
estableciendo conexiones entre el problema y la realidad. (C.P.A.A.)

5.1. Expone y defiende el proceso seguido ademas de las conclusiones
obtenidas utilizando distintos lenguajes: algebraico, gréafico, geométrico.
(SI.LE.yC.C.L)

6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo

matematico, identificando el problema o problemas matematicos que
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subyacen en él y los conocimientos matematicos necesarios. (C.P.AA.y
C.M.C.T)

- 8.1. Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en matematicas:
esfuerzo, perseverancia, flexibilidad y aceptacion de la critica razonada.
(CPAA.yCM.CT)

- 8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion, junto con habitos de
plantear/se preguntas y buscar respuestas adecuadas, tanto en el estudio
de los conceptos como en la resolucion de problemas. (C.P.A.A))

- 11.3. Disefia representaciones gréaficas para explicar el proceso seguido
en la solucion de problemas, mediante la utilizacion de medios
tecnoldgicos. (C.M.C.T.y C.C.L)

- 11.4. Recrea entornos y objetos geométricos con herramientas
tecnologicas interactivas para mostrar, analizar y comprender
propiedades geométricas. (C.M.C.T.y C.D.)

- 12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la exposicion oral de los
contenidos trabajados en el aula. (C.C.L.,C.D.,y C.M.C.T.)

Bloque 3. Geometria

- 2.1. Calcula el perimetro y el area de poligonos y de figuras circulares en
problemas contextualizados aplicando férmulas y técnicas adecuadas.
(C.M.C.T)

- 4.1. Identifica los elementos mas caracteristicos de los movimientos en el
plano presentes en la naturaleza, en disefios cotidianos u obras de arte.
(CM.CT.yC.E.C)

- 4.2. Genera creaciones propias mediante la composicion de movimientos,
empleando herramientas tecnoldgicas cuando sea necesario. (C.M.C.T.y
C.E.C)

- 5.3. Identifica centros, ejes y planos de simetria en figuras planas, en la

naturalezay en el arte. (C.M.C.T.)

Teselando al estilo Escher con GeoGebra. (Todas las figuras de GeoGebra son de disefio

propio y representan lo que se pide que hagan los alumnos en cada caso)
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Construye un poligono regular de 4 lados y calcula en tu cuaderno su area y

perimetro.

Desde uno de sus Vértices dibuja una semicircunferencia concava de radio igual a la
mitad del lado del poligono dibujado y traza otra circunferencia convexa desde el
punto medio del lado del poligono hasta el otro vértice de ese mismo lado del
poligono.

TN

NN
+ ;/

¢

Repite la operacion para cada uno de los lados del poligono. La figura obtenida es

ahora curvilinea. Oculta el cuadrado inicial que dibujaste. ;Qué area y perimetro

tiene la nueva figura? Andtala en tu cuaderno.

Selecciona la figura curvilinea resultante, y realiza una traslacion en la direccion

paralela al eje X.

Vuelve a seleccionar la figura curvilinea y realiza ahora una traslacion en la direccion

paralela al eje Y.
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b) Disefia una figura no regular aplicando el método de compensacién de areas, que

permita teselar el plano y construye un mosaico con ella de tal manera que en tu
mosaico puedan apreciarse giros y traslaciones. Un ejemplo de ello es el siguiente

figura, donde la tesela va girando y trasladandose en el plano:

Posteriormente tu grupo realizara una exposicion donde tendréis que explicar los

pasos seguidos para su construccion y las dificultades encontradas.

¢) Analiza las siguientes obras de Escher realizadas con Geogebra:

Para esta actividad se accedera en una pantalla de proyeccion al recurso web:

http://jmora7.com/Mosaicos/
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donde existen varios ejemplos de obras de Escher realizadas en GeoGebra, con un
deslizador que muestra todos los movimientos en el plano que utiliza Escher en cada
caso.
Nota: La idea de proyectarlo es que los alumnos no accedan a las soluciones de las
preguntas que se plantean a continuacion. Una vez resueltas éstas, se les permitira
acceder a la web desde los ordenadores para que puedan analizar tranquilamente la
simulacion del deslizador.
Preguntas:
¢Cuantos movimientos del plano eres capaz de encontrar? Anoétalos detallando en
cada caso:

- Si hay simetrias: los ejes de simetria

- Si hay rotaciones: los centros de rotacién y sentido de giro: horario o

antihorario.

- Si existen traslaciones: cudl es el vector de traslacion.
¢Como calcularias el area de una de las figuras que generan el mosaico de Escher?
Nota: La idea es que busquen sobre qué poligono regular se ha aplicado el método
de &reas compensadas para crear la teselacién y vean como poder resolver un

problema aparentemente complicado de una forma bastante sencilla.

9.1. Procedimientos de evaluacién

La evaluacion de los diferentes estandares de aprendizaje evaluables indicados en cada una de

las actividades propuestas, requiere la identificacion por parte del profesor, de los

conocimientos y competencias desarrollados y adquiridos por el alumnado.

A continuacién, se enumeran algunos instrumentos y procedimientos que pueden ser

empleados para dicha evaluacion:

1.
2.

Observacion directa del desempefio y trabajo del alumno o alumna en el aula.
Elaboracion y entrega de trabajos escritos.

Preguntas de respuesta abierta que admitan varias soluciones a fin de que el alumnado
se cuestiones la validez de las mismas y adquieran un espiritu critico.

Exposiciones orales del trabajo realizado en el aula por el alumnado.
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5. Elaboracion de pruebas escritas donde tengan que detallar las respuestas y el
procedimiento que emplearian para ser resueltas con GeoGebra.

6. Preguntas directas al alumn@ que se considere oportuno.

10. Conclusiones

El objetivo general de este trabajo era analizar las obras de Escher relacionadas con contenidos
matematicos de E.S.O. y hacer una propuesta didactica para trabajar los mosaicos y
teselaciones en la asignatura de “Matematica con orientacion académica” en el curso de tercero
de E.S.O. Para ello, ha sido preciso revisar ciertos conceptos y definiciones matematicas que

se consideraban necesarios para comprender dicho analisis.

Tras consultar el curriculo basico de Educacion Secundaria Obligatoria en el Real Decreto
1105/2014 de 26 de diciembre para el curso en el que se contextualiza este trabajo, se ha
planteado un conjunto de actividades estructuradas que han permitido la consecucién de los

objetivos especificos propuestos y que se detallan a continuacion:

- Con respecto al primer objetivo especifico considerado: comprender la base
matematica sobre la que se fundamentan muchas de las obras de Escher,
concretamente, las que estan relacionadas con mosaicos y teselaciones; se ha recurrido
a diferentes fuentes bibliograficas para conocer las técnicas que este gran artista emplea
en la creacion de sus obras y se ha procedido a la explicacion de las mismas buscando
en todo momento la conexidn con las Matematicas.

- En relacion al segundo y cuarto objetivos especificos propuestos: Evaluar diferentes
estandares de aprendizaje, y promover un aprendizaje que integre la adquisicién de
las competencias clave; se han elaborado actividades concretas para ello, identificando
en cada una de ellas tanto los estandares de aprendizaje evaluables como las
competencias claves que se estaban evaluando y adquiriendo, respectivamente, en cada
momento. Asimismo, para los estandares de aprendizaje se ha especificado, ademas, la
forma de llevar a cabo su evaluacion.

- El tercer objetivo especifico propuesto: Profundizar en el desarrollo de las habilidades
de pensamiento matematico del alumnado, esté explicito en el propio curriculo bésico
de la asignatura de “Matemaéticas orientadas a las ensefianzas académicas” para todo

alumno o alumna que curse dicha asignatura.
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Respecto al quinto objetivo especifico: Fomentar en el alumnado, el uso de
herramientas tecnologicas como GeoGebra tanto para visualizar y comprender la
geometria como para servir de apoyo a la resolucion y explicacion de problemas; se
puede afirmar que se consigue por un lado gracias a que el alumnado tiene que realizar
mas del 80% de las actividades propuestas con GeoGebra, y por otro, a que se plantea
una actividad de exposicion con su correspondiente explicacion, del trabajo realizado
con dicha herramienta tecnoldgica. Los mosaicos que aparecen en el recurso web
“http://jmora7.com/Mosaicos/” de la actividad 5, son un claro ejemplo del uso que se
le puede dar a GeoGebra como apoyo a la resolucidn y explicacion de problemas y esta
en el docente el recalcarles este hecho a los alumnos y alumnas.

En relacién con el sexto y ultimo objetivo especifico: Despertar en el alumnado una
creatividad inspirada en las matematicas, se ha propuesto una actividad especifica para
que el alumnado ponga en practica no solo los conocimientos matematicos aprendidos
a lo largo de todo el tema, sino también su capacidad para crear patrones matematicos
al estilo de Escher, esto es, haciendo uso del método de areas compensadas y de su

propia creatividad.

Aunque las actividades propuestas en este trabajo fin de master no han podido ponerse en

practica en ningun centro educativo, los argumentos que se acaban de detallar son mas que

suficientes para concluir que es posible trabajar los mosaicos y teselaciones de Escher en una

etapa de Educacion Secundaria Obligatoria empleando una metodologia que puede ser bastante

atractiva para el alumnado y que le permite, ademas de aprender matematicas, auto-valorar sus

fortalezas al enriquecer el aprendizaje de sus compafieros y compafieras, promover su

creatividad y adquirir destrezas para resolver problemas a través de medios tecnoldgicos.
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