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Resumen

En este trabajo se presenta una nueva familia de reglas de distribucién para
problemas de drboles de minimo costo. Se usan criterios de proporcionalidad para
definir estas reglas y a través de un ejemplo cldsico se observa un mejor compor-
tamiento que las reglas de Bird (Bird, 1976), Kar (Kar, 2002) y Dutta-Kar (Dutta y
Kar, 2004), Kar (2002) y otras reglas. Se demuestran las propiedades que cumplen
las reglas proporcionales aqui introducidas. Se concluye que comparativamente, las
reglas proporcionales se encuentran bien posicionadas con respecto a otras reglas
cldsicas en cuanto a las propiedades que cumplen.
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Abstract

In this paper we present a new family of rules for minimum cost spanning
tree problems. We consider proportionality criteria in order to define these rules
and through a classic example it is observed a better behavior than the rules of
Bird (Bird, 1976), Kar (Kar, 2002) and Dutta-Kar (Dutta and Kar, 2004), Kar
(2002) and other rules. We prove the general properties that these rules fulfil and
we conclude that the proportional rules are in good position in relation to other
classical rules.

Keywords: Spanning tree, cost allocation, proportional rules.
JEL classification: D7.

1. Introducciéon

Las reglas proporcionales han sido utilizadas en distintos contextos des-
de tiempos ancestrales. La simpleza y el criterio de equidad que caracterizan
a este tipo de reglas las convierten en una de las modalidades mé&s imple-
mentadas para el reparto de costos y utilidades, siendo muchas veces la
proporcionalidad tomada como definicién de justicia. Uno de sus usos méds
extendidos tiene lugar en los sistemas electorales. La amplia aplicacién de
reglas proporcionales en ellos permite inferir que es, posiblemente, la ma-
nera mds adecuada de representar la opinién popular a la hora de elegir
representantes. Tambien es ampliamente usada en diversos dmbitos para
asignacién de salarios, tasas, costos de servicios, etc.

Los criterios de repartos proporcionales han sido considerados desde
épocas ancestrales como principios bdsicos de equidad (Aristotle (2009)).
La solucién de Kalai-Smorodinsky (Kalai and Smorodinsky (1975)) para
problemas de regateo es la solucién proporcional més conocida en dicho con-
texto y enmienda algunas falencias de la pionera solucién de Nash (Nash,
1950). Ademds varios estudios posteriores se han llevado a cabo sobre solu-
ciones proporcionales para problemas de regateo (Kalai (1977); Roth (1979);
Chun and Thomson (1992); Roemer J. E. and J. Silvestre (1993); Hougaard
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and Tvede (2010)). Las soluciones proporcionales también tienen un rol
destacado en problemas de bancarrota (Thompson (2003)).

En el presente trabajo se proponen nuevas reglas proporcionales en pro-
blemas de reparticién de costos. Particularmente, estudiamos problemas de
drboles de minimo costo. En Feltkamp, Tijs and Muto (1994) se presenta
una regla proporcional para problemas de extensién de drboles de minimo
costo (los cuales son generalizaciones de los problemas de drboles de minimo
costo) aunque en una linea muy diferente.

En nuestro trabajo analizamos las propiedades que cumplen repartos
proporcionales y se realiza una comparacién con otras reglas cldsicas. No
damos aqui una caracterizacién de las reglas de repartos proporcionales
que introducimos, ya que las mismas pueden ser consideradas principios
tan bdsicos como los que habitualmente se usan para caracterizar otras
reglas mds complicadas.

Los problemas de drboles de minimo costo, como tantos otros tratados
principalmente en economia, computacién y otras areas de investigacién
operativa, involucran la formacién de redes. Consideremos, por ejemplo,
una situacién en la cual un grupo de agentes ubicados en diferentes pun-
tos geogréficos necesitan un servicio particular que solo puede ser provisto
por una fuente comin. Para conseguirlo se requerirdn conexiones que im-
plican cierto costo, y asumiremos que los agentes son indiferentes entre
ser conectados a la fuente de manera directa o indirecta (a través de otros
agentes). Muchas situaciones econémicas pueden ser modeladas de esta ma-
nera. Bergantifios y Lorenzo (2004) estudiaron un caso real en que un grupo
de campesinos tenfan que afrontar el gasto de construir tuberfas desde sus
respectivas casas hasta una fuente de agua. Otros ejemplos frecuentes in-
cluyen redes de comunicacion tales como telefonia, internet, etc.

Surge, entonces, un primer interrogante que es, precisamente, cémo en-
contrar la red mds barata que conecte a todos los agentes con la fuente. En
la literatura sobre esta clase de problemas se encuentran definidos varios
algoritmos para dicho cémputo. Cabe mencionar, entre los més conocidos
en la literatura econémica a Prim (1957). Nos referiremos a él como algorit-
mo de Prim. Kruskal (1956) formulé un algoritmo muy similar al de Prim.
Sin embargo, la construccién de una red de costo agregado minimal (drbol
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minimo) constituye solo una parte del problema. Otro aspecto importante
es cémo distribuir el costo total de dicha construccién entre los agentes.

La evidente analogia entre divisién de costos y divisién de beneficios que
se obtienen de la cooperacién entre varios agentes, convirtieron a la teorfa de
juegos cooperativos en una herramienta muy ttil para encarar problemas de
arboles minimos. Bird (1976) asoci6 un juego cooperativo con cada uno de
estos problemas. Ademads, propuso una regla de distribucién para casos en
los cuales el arbol minimo es unico. Més tarde, Granot y Huberman (1981,
1984) estudiaron el core y el nucleolo de este juego cooperativo. Luego Kar
(2002) estudi6 el correspondiente valor de Shapley y lo utilizé para definir
su regla (que denotaremos por K). Recientemente, Dutta y Kar (2004)
extendieron la regla de Bird a casos con més de un drbol minimo (denotada
por B), y propusieron una nueva regla (DK). Bergantinos y Vidal-Puga
(2008) presentaron una regla de distribucién definida a través de la forma
irreducible de un problema de &drboles de minimo costo, inspirada en la
clédsica solucién de Nash para problemas de negociacién. Luego mostraron
que esta regla coincide con la formulada en Feltkamp, Tijs and Muto (1994).

En el presente trabajo la denotaremos por BV P. BV P cumple una
propiedad andloga a la conocida independencia de alternativas irrelevantes
que fuera introducida por Nash (1950) en el contexto de problemas de re-
gateo. Al igual que alli, aqui tampoco parece ser una propiedad razonable,
ya que desestima toda informacién que no proviene del drbol minimo, per-
diendo de vista las caracteristicas originales del problema.

El presente trabajo se presentan reglas de reparto de costos que no
adolecen de este inconveniente. A lo largo del mismo se asumird que no
hay fuerzas externas, tales como el mercado, que determinen la distribu-
cién final, sino que ésta se ha de alcanzar directamente por acuerdos entre
los individuos o, indirectamente, por decisién de un referi neutral o un
organismo centralizado.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: En la seccién 2 se
describe el modelo utilizado para formalizar los problemas de arboles de
minimo costo; En la seccién 3 se dan las definiciones de algunas reglas de
distribucién y se analizan a la luz de un ejemplo critico. Motivados por cier-
tos puntos débiles que pueden apreciarse en este ejemplo, e inspirados en
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la solucién de Kalai-Smorodinsky (1975) como alternativa a la solucién de
Nash (1950) en problemas de regateo, se introduce en la seccién 4 nuevas
reglas de distribuciéon usando criterios de justicia basados en la propor-
cionalidad. En la seccién 5 se analizan propiedades que son satisfechas por
cada regla. Se incluye en la seccién 6 las conclusiones del trabajo y posibles
extensiones.

2. Descripciéon del modelo

Formalmente, un problema de drboles de minimo costo (pamc) es un par
(No, C) en el cual N representa un conjunto finito de agentes, 0 denota a la
fuente, No = NU{0} y C = (cij)i jen, es una matriz que especifica el costo
de conexién directa entre cada par de elementos de Ny. Asumiremos que
cij = cj; > 0 siempre que ¢ # j y ¢; = 0 para todo 7 € Ny. Denotaremos
por CN al conjunto de tales matrices.

Una red p sobre Ny es un subconjunto del conjunto {(i,7) | 4,5 €
No}. Los elementos de p son llamados arcos. En este trabajo no interesan
las direcciones en que se consideren los arcos, de modo que se escribird
indistintamente (i, 7) y (4,4). Dados i, j € Ny, un camino de i a j en la red
p es una sucesién de arcos diferentes {(in_1,i5)},_; tal que (ip_1,ip) € p
para h=1,2,...0l,ijp =1 e i = j.

Se define el costo de cualquier red p sobre Ny asociado con la matriz C
como ¢(No, C, p) = 32 jyep Cij-

Un arbol a es una red con la particularidad de que para cada ¢ € N
existe un unico camino de ¢ a 0. Si « es un &arbol es usual escribir a =
{(1,i%) }sen donde ¥ representa el primer nodo que sigue a i en el dnico
camino en « de ¢ a 0.

Denotemos por A al conjunto de todos los drboles sobre Ny. Un drbol
minimo (am) para (Np,C) es un drbol a* que satisface que ¢(Ng, C, a*) =
min,canc(No, C, a). Es claro que siempre existe un drbol minimo y que no
es necesariamente tnico. El costo asociado con cualquier &rbol minimo para
(No, C) serd denotado por m(Ny,C). Dado S C N, se denotard por (Sp, C)
al pamc naturalmente inducido por C en S, es decir, el que se obtiene
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considerando solo las entradas de C que indican el costo de conexién entre
dos agentes incluidos en S.

Surge entonces, en primer lugar, el siguiente interrogante: ; Cémo conec-
tar a todos los agentes a la fuente al menor costo agregado posible?, es decir,
i,cémo computar un drbol minimo? Se encuentran en la literatura varios al-
goritmos para calcular un am, dado un pamc. Uno de los més conocidos es
el provisto por Prim (1957), cuya idea es muy simple: comenzando desde
la fuente se construye una red incorporando secuencialmente los arcos de
mds bajo costo entre los agentes ya conectados y los que atiin no lo estédn.
Formalmente:

Se comienza definiendo S° = {0} y p° = 2.

Paso 1: Se toma un arco (0,%) tal que co; = minjen {co;}. Si hay mds
de uno, se elige cualquiera. Ahora, S* = {0,i} y p' = {(0,)}.

Paso p+1: Suponiendo que ya se ha formado SP C N y pP, se toma
un arco (j,7) con j € SP e i € No\ S? tal que cj; = mingegr 1eny\se {1kl }-
Nuevamente, si hay més de uno, se elige cualquiera. Ahora, SPT! = SPU {5}
y PP = pP U{(4,9)}

Este proceso termina en n = | N| pasos, con S™ = Ny, y la red resultante,
p"*, constituye un am.

Otro planteo importante abordado por la literatura sobre pamc es cémo
dividir entre los agentes el costo total (minimal) de conectarlos a la fuente.
Sobre esto trataremos en la siguiente seccién.

3. Reglas clasicas y ejemplo tipico

Una regla de distribucion de costos es una funcién F' que asocia con
cada pamc (N, C) un vector F(Np, C) € RY tal que

> Fi(No, C) = m(No, C)
iEN

Dado un pame (Np, C), llamaremos un “criterio de justicia” a una fun-
cion v : N — R. Dicho criterio permitird, en cierto sentido, considerar
regularidades y asimetrias entre aquellos agentes que han de asociarse para
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la construccién de un drbol minimo. En efecto, se espera que el valor asig-
nado por una regla de distribucién F' esté influenciado directamente por el
indice v; (la imagen bajo v de 7).

A continuacién se describen tres reglas conocidas de la literatura y se
analiza la aplicabilidad de las mismas en algunos ejemplos concretos. Luego,
se utilizan diferentes criterios de justicia para definir nuevas reglas.

3.1. Reglas de Bird (B), Dutta-Kar (DK) y Kar (K)

Sea (No,C) un pamec. Cuando (Ny,C) tiene un tnico am, la regla de
Bird (Bird 1976) estd definida como sigue: Para cada i € N,

B;i(No, C) = cjo;

Esto es, los agentes se conectan sucesivamente a la fuente siguiendo el al-
goritmo de Prim y cada uno paga el costo del arco a través del cual se
incorpora.

Cuando (Np, C) admite mas de un am, la regla de Bird realiza un prome-
dio entre todos los drboles asociados con el algoritmo de Prim. Como es
usual, denotemos por Iy al conjunto de todos los 6rdenes (permutaciones)
sobre N. Entonces, dado m € I, sea B™(Ny,C) la distribucién obtenida
aplicando el procedimiento antes descrito y resolviendo las indiferencias de
acuerdo a las prioridades indicadas por 7; luego se tiene:

B(Ny, C) = % Y BT(N,,C)

.WEHN

Otra regla de distribucién basada en el algoritmo de Prim es la regla de
Dutta-Kar (Dutta y Kar 2004). En problemas con un dnico am, procede
de la siguiente manera: Suponiendo que los agentes, siguiendo el algoritmo
de Prim, son conectados a la fuente en el orden iy,1o,...,%,, la regla de
Dutta-Kar estd dada por

Dsz (No, C) = l‘ik

donde para cada k = 1,2,...,n, x;, se computa como sigue: Primero, el
agente i1 se conecta a la fuente y se toma p' = cg;,. Luego, el agente iy se
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conecta a 9 y se definen x;, = min{p', c 0iyt ¥ p? = {pt,co 05,1~ Ahora, el
agente i3 se conecta a ig y, andlogamente, se toman x;, = mm{p , C;0 Z3} y
P> = {p? cpo Z3} Este proceso continta hasta la incorporacion del agente i,
con x;, = mm{p -1 Ci04y, }. Es decir, como en la regla de Bird, los agentes se
incorporan siguiendo el algoritmo de Prim pero con un posible intercambio
en el costo asignado en cada etapa que privilegia a los agentes conectados
previamente.

Para casos con mds de un am, la regla de Dutta-Kar se extiende de
manera andloga a la de Bird.

Por otra parte, se tiene también la regla de Kar, que se define utilizando
herramientas de teoria de juegos. Un juego con utilidades transferibles sobre
el conjunto de agentes N es un par (N,u) donde u : 2V — R satisface la
condicién u(@) = 0. Bird (1976) asocié con cada pamc (Ng,C) dado, el
siguiente juego: Para cada S C N, uc(S) = m(Sy,C). Més tarde, Kar
(2002) estudio el valor de Shapley de dicho juego y lo utiliz6 para definir
su regla como sigue: para cada ¢ € N,

K;i(No,C) = Shi(N,uc) Z 1S|!(n — |S| — D! uc(S U {i}) — uc(S))]
SCN

3.2. Un ejemplo critico

El primer caso interesante en pamc ocurre cuando dos agentes desean
conectarse a la fuente y la eleccién éptima para uno de ellos es conectarse
a través del otro. El siguiente ejemplo describe un caso particular de dicha
situacion: Hay dos agentes (N = {1,2}). El costo de conexién entre el
agente 1 y la fuente es 10 (cp; = 10), entre los agentes 1y 2 es 2 (¢12 = 2),
y entre el agente 2 y la fuente es 10 + = (cg2 = 10 + z), donde x > 0.
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En el siguiente cuadro comparativo se muestran las distribuciones prop-
uestas por las tres reglas antes descriptas:

| z=0 x>0
B (6,6) (10,2)
DK (6,6) (2,10)
K (6,6) (6—%,6+%)
Observaciones:

Cuando = = 0, los agentes son simétricos, y las tres reglas asignan la
distribucién simétrica (el costo de un &rbol minimo se reparte por igual
entre los dos agentes).

Ahora bien, si el valor de x cambia de 0 a una cantidad positiva, por
mds “insignificante” que esta sea, la distribucién de costos asignadas por
B y DK cambia notablemente. Esto no deberia ocurrir, sino que una regla
tendria que ser una funcién continua respecto de los costos.

K no tiene este problema, es una funcién continua de los costos. Sin
embargo, para valores de x mayores que 12 dicha regla asignard una canti-
dad negativa al agente 1, lo cual significa que el agente 2 deberd pagar el
costo total de la red y, ademads, cierta cantidad de dinero al agente 1. De
nuevo, no es de esperarse que los agentes obtengan ganancias de la transac-
cién (pues estan “contratando” un servicio), de modo que una regla deberia
asignar solo valores positivos.

Begantinos y Vidal-Puga (2008) proponen una regla de distribucién de
costos que intenta superar estos puntos débiles. La misma se define a través
de la forma irreducible de un pame, introducida en Bird (1976).

La forma irreducible (No, C*) de un pamc (N, C) tiene la propiedad de
que, si se reduce el costo de cualquier arco, es decir, cualquier entrada de la
matriz C, entonces el costo de conectar a los agentes a la fuente se reduce
también. Especificamente, cf; = maz i 1)ep,. {cki}, donde p;; denota el tinico
camino en el drbol minimo de ¢ a j. Se puede demostrar que si (Ng, C*) es
una forma irreducible, K(Ny, C*) = B(Ny, C*) (ver Bergantinos y Vidal-
Puga 2008). Luego,

BV P(Ny, C) = K(No,C*) = B(Ny, C*)
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En el ejemplo antes analizado resulta:

‘ z=0 x>0
BVP | (6,6) (6,6)

Cualquiera sea el valor no negativo de z, BV P propone la misma dis-
tribucién (6,6). Asi, tomando valores suficientemente grandes para x, se
vuelve grande la asimetrfa entre los dos agentes, en cuyo caso no resulta
justa una reparticién igualitaria. Por ello una regla no deberia desechar la
informacién aportada por z, que permite evaluar la situacién real de los
agentes. En general, BV P satisface una propiedad de independencia de
arboles irrelevantes (I AI), la cual involucra la siguiente definicién:

Se dice que dos pamc (Np,C) y (No,C") son equivalentes en cuanto
drboles si existe un drbol « tal que a es un drbol minimo para ambos
problemas y, ademds, c;; = c;j para todo (i,7) € a.

Formalmente, una regla de distribucién F' satisface la propiedad de
independencia de drboles irrelevantes (IAI) si dados dos pamc (Np,C)
y (Np,C") equivalentes en cuanto a drboles, se verifica que F(Ny,C) =
F(Np,C"). Lo que esta propiedad afirma es que toda la informacién rele-
vante para el problema es provista por un drbol minimo.

Como ya mencionamos anteriormente, ésta no parece una propiedad
razonable, y justamente su no cumplimiento, que denominaremos Sensibili-
dad a los Costos Generales (SCG), serd una propiedad esperable que sea
cumplida por las reglas de reparto de costos. En consecuencia, definiremos
en la siguiente seccién dos nuevas reglas que cumplen SCG, las cuales tienen
en cuenta informacién externa al arbol minimo, como es por ejemplo el cos-
to que cada agente pagaria por conectarse a la fuente en caso de no formar
parte de la sociedad. Ademds, probaremos que las nuevas reglas que sa-
tisfacen dicha propiedad, también superan los puntos débiles mencionados
sobre las reglas tradicionales (B, DK y K).

4. Reglas proporcionales

Llamaremos un criterio de justicia (cj) a una funcién v : N — RT.
Denotaremos por v; a la imagen bajo v del agente i. Esta funcién servird
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para comparar la situacién inicial de cada agente respecto a los demds en
el siguiente sentido: se espera que una regla de distribucién F' satisfaga
que para i,j € N, F;(Ny,C) < F;(Ny, C) siempre que v; < vj. La misma
puede definirse de miiltiples maneras, permitiendo tener en cuenta total o
parcialmente la informacién presentada por un pamec.

Entonces, como ya hemos dicho, luego de determinar un criterio comtin
de justicia, se espera que el mismo “pese” sobre el costo asignado a ca-
da agente. Una manera natural y sencilla de garantizar esto, es definiendo
reglas que sean proporcionales a dicho criterio, es decir, que tengan la si-
guiente propiedad:

» Proporcionalidad con el criterio de justicia (PCJ). Fijado un
criterio de justicia v, para todo pamc (Ng,C) y todo par de agentes
1,7 € N, se verifica que

Fi(No,C)  Fj(No,C)

v; Vg

Como lo establece la siguiente proposicion, esta propiedad determina
una regla de distribucién de costos.

Proposicién 1 Una regla de distribucion F satisface PCJ si y solo si estd
definida como sigue: Para cada pamc (NO, (), y cada agente i € N,

F;(No,C) =

Ny, C
Z o m(No,C)
iEN
Demostracion. Es trivial verificar que F es una regla de distribucion y
que satisface PCJ. Por otro lado, fijados un pamc (No,C) y un criterio de
justicia v, PCJ implica que existe una constante p tal que para todo j € N,
F’j(NOv C) _
Uj
Por otra parte, toda regla de distribucion de costos debe cumplir que

m(No,C) = > Fj(No,C
JEN
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Luego, combinando las dos igualdades anteriores y despejando, se obtiene
que
o m(N07 C)
> vj
JEN
de lo que se sigue finalmente

Vi

>V

JEN

F;(No,C) = vip = m(No, C)

Si bien la familia de reglas caracterizada en la proposicién anterior per-
mite definir libremente un criterio de justicia, en este trabajo estudiaremos
dos casos particularmente interesantes que apuntan, precisamente, a tomar
en cuenta cierta informacioén fuera del drbol minimo, conservando la mayo-
ria de las propiedades deseables en este contexto.

En primer lugar definimos, para cada : € N,

Vi = Coi

de modo que el costo asignado por la regla correspondiente resulta, para
cada agente, proporcional a su costo directo de conexién con la fuente.
Llamaremos a esta regla PRD (Proporcional Directa). Entonces, dado un
pamc (N, C),
PRD;(No, C) = 2 m(Ny, C)
2 Coj
JEN
Retomando el ejemplo considerado en la seccién 3, se obtienen las si-
guientes distribuciones:

‘ x>0

xr =
120 120-+12
PRD|  (6,6) (3047 ~2070 )

Notese que, cuando el problema es simétrico (z = 0) PRD también
reparte el costo por igual entre los dos agentes. Por otra parte, cuando
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x > 0, el observar el costo del arco (0,2) (el cual no pertenece a un am)
permite advertir que la posibilidad “inicial” para la conexién del agente 2
es algo méds costosa que la del agente 1, y cuanto mayor sea el valor de x
mayor se torna esta diferencia. Esta informacién es considerada por la regla
PRD, la cual asigna en este caso una funcién decreciente de x al agente 1y
una funcién creciente al agente 2. Este reparto nos parece més atinado que
el igualitario propuesto por BV P, ya que no pierde de vista al problema
original. Ademads, se mostrard en la secciéon 5 que PRD satisface, entre
otras buenas propiedades, continuidad y positividad.

Muchas veces, sin embargo, las posibilidades reales que un agente tiene
para conectarse a la fuente sin cooperacién de los demds son mdas que su
conexion directa, pudiendo resultar algunas de ellas menos costosas que esta
(como seria en este ejemplo cualquier situacién en la cual los agentes no
tuvieran el poder de evitar la construccién del arco (1,2)). Esto motiva la
definicién de la siguiente regla proporcional. Para cada agente ¢, denotemos
en general por w! cualquier camino de i a la fuente; luego, sea m(i) =
mz’nw?{c(No, C,w?)}. Diremos que cualquier camino de i a la fuente cuyo
costo sea m(i) es un camino minimo para i. Entonces, podemos utilizar el
criterio

v; = m(i)

para definir una nueva regla proporcional al camino minimo entre cada
agente y la fuente, a la cual denotaremos por PRDC ( Proporcional Directa
por Caminos). Esto es, dado un pamc (N, C),

S m()

JEN

PRDC;(Ny,C) = (No, C)

Ahora, aplicando la regla PRDC' en el ejemplo 3.2 resulta la distribucion
de costos siguiente:

‘ z=20 O<r<?2 2<zx
PRDC | (6,6) (300, Bpt2)  (5.45,6.55)

Cuando x toma valores entre 0 y 2 se tiene que m(i) = cp; parai = 1,2
y, por lo tanto, PRDC' se comporta de la misma manera que PRD. Cuando
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x > 2 el ¢j adoptado asigna 10 para el agente 1 y 12 para el agente 2, y
son estos indices, tomados del problema original, los que se han de tener en
cuenta para comparar la situacién “inicial” real de cada agente respecto del
otro. Entonces, nuevamente luce més apropiada la distribucién (5.45,6.55)
que (6,6).

5. Otras propiedades de reglas de distribucion

Comenzamos esta seccién enumerando varias propiedades tipicas de una
regla de distribucién F', luego las analizamos para cada regla en particular.

» Continuidad (CON). Para todo grupo finito de agentes N, F'(Ny, -)
es una funcion continua de CV en RY.

Esto garantiza que pequenos cambios en los costos no produzcan un
gran cambio en la distribucién.

» Estabilidad grupal (EG). Para todo pamc (Ng,C) y todo S C N,
se verifica que
Z Fi(N07 C) < m(Sov C)

€S

EG asegura que ningtin grupo de agentes pueda mejorar separdndose de
los demés y construyendo su propia red. Esta propiedad evita, por ejemplo,
que algunos agentes tengan que subsidiar a otros.

» Monotonia de costos (MC). Para todo par de pamc (No,C) y
(No, C") tal que ¢;; < c;j para algin i € N, j € Ny y ¢p = ¢}, en otro
caso, se verifica que

Fi(Nov C) < Fi(N07 C,)
Esto es, el aumento de un costo de conexién no ha de beneficiar a los

agentes involucrados en la red. Esta propiedad evita que los agentes se
beneficien reportando costos de conexién superiores a los verdaderos.
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» Monotonia de poblacién (MP). Para todo pamc (Ny,C), S C N,
ei € S, se verifica que F;(Ny, C) < F;(Sp, C).

Es decir, ningiin agente empeora con la incorporacién de nuevos agentes.

» Positividad (POS). Para todo pamc (No,C) y todo i € N, se
verifica que
F;(No,C) >0

POS establece que ningin agente puede tener una ganancia.
» Reparticién equitativa de costos extras (RECE). Sean ¢y, ¢ >
0 con ¢ < ¢. Y sean (Ny,C) y (No,C") dos pamec tales que cio = co

ch)z':Cf)ViENyyCz’jzcgjSCOVi,jEN,entonces

ch — Co

E(NOaC,) = FZ(N()’C> +

RECFE implica que, cuando la conexién directa con la fuente es la més
cara y tiene el mismo costo para todos los agentes, estos deberfan repartir
equitativamente cualquier costo extra que surgiera en dicha conexién.

Se dice que 7,7 € N son simétricos si para todo k € No\{i,j} es ¢ =
Cik-

» Simetria (SIM). Para todo pamc (No,C) y todo par de agentes
simétricos 7, j € N se verifica que

F;(No,C) = F;(No,C)

Creemos que junto con Sensibilidad a los Costos Generales (SCG)
(v a diferencia de IAI), todas estas propiedades serian deseables que pudie-
ran ser cumplidas por reglas que dan solucién a los pamc.
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5.1. Propiedades que satisface cada regla

A continuacién analizamos qué propiedades satisfacen cada una de las
reglas antes descriptas.

Teorema 2 .

a) B satisface EG, POS, RECE, SCG y SIM; y no satisface CON, MC'y
MP.

b) DK satisface EG, MC, POS, SCG y SIM; y no satisface CON, MP y
RECE.

¢) K satisface CON, MC, RECE, SCG y SIM; y no satisface EG, MP y
POS.

d) BV P satisface CON, EG, MC, MP, POS, RECE y SIM; pero no sa-
tisface SCG.

Demostracion. Referirse a Bergantinos y Vidal-Puga (2008). m

Teorema 3 PRD satisface CON, MC, POS, RECE, SIM y SCG ; y no
satisface EG y MP.
Demostracion. .

i) PRD satisface CON. En efecto, si o* denota cualquier drbol minimo, la
funcion

PRD;(No,C) = o : Z Ckl

es claramente continua respecto a las variables componentes de C'.

ii) PRD satisface MC. En efecto, dados dos pamc (No,C) y (No,C") tal
que c;; < c;j para ciertos i € N, j € Ng y ¢y = ¢}, en otro caso, es
claro que

m(No, C') < m(No, C")
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Por otra parte, si j # 0 se tiene que

/

Go  Cyp
- /
> Cko > %o
keN keN

mientras que, st j = 0, entonces

/ /
Go Gio < %o _ %o
Yocko  Cot+ Y, o Cgt+ D ko > %o
KEN KeN\{i} keN\{i} kEN
pues es facil ver que la funcion f(x) = ;i con c = ZkeN\{i} Cho =

, . . ; .
ZkEN\{i} Cio ©s creciente para x > 0. Luego, se sigue inmediatamente
de estas observaciones que

: /
PRDi(No, €) = <<"0-m(No,C) < 52%-m(No, ) = PRDi(No, €'
kO

keN keN

iii) PRD satisface POS. Es trivial, ya que se asume que todos los costos
de conexion son positivos.

iv) PRD satisface RECE. Sean cg,c{, > 0 con ¢y < ¢j. Y sean (Ny,C')

y (No,C") dos pame tales que cio = co y ¢, = ¢y Vi € N, ycij =
c;j < ¢y Vi,j € N. Se deduce del algoritmo de Prim y del hecho
de que c¢ij < co ¥V i,j € N que (No,C) admite un drbol minimo o*
en el cual hay exactamente un agente conectado directamente con la
fuente. Es claro que o*serd también un drbol minimo para (No, C") y,

en consecuencia, Se tiene que

m(N(), C) =co+ Z Cik
(4:k)ea*/j,k#0

m(No,C") = ¢y + Z c;k =c)+ Z Cik
(J,k)€a* /5 k#0 (4,k)€a*/5,k7#0
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Luego,

/
PRD;(No,C") = i _m(Np,C")
> Coj
JEN
o
= S [co + m(No, C) — ¢

JEN

1
= E[cé + m(Nop, C) — ¢

/
Co Cop — Co

= m(N07 C) +

> o

JEN

¢y — Co

= PRD;(Ny,C) +

v) PRD satisface SIM. En efecto, dado un pamc (No,C) y un par de
agentes simétricos i,j € N, se tiene que, en particular, co; = coj ¥
por lo tanto

Co; Coj
PRDIN00) = 5T mie) = 5

keN keN

m(N(), C) — .PRD]'(N(), C)

vi) PRD satisface SCG (no satisface IAI). Considérese el ejemplo ana-
lizado en la seccion 8.2. Siempre que T sea positivo, se tendrd que el
inico drbol minimo es o = {(0,1);(1,2)} con co1 = 10 y c12 = 2.
Por lo tanto, todos estos problemas son equivalentes en cuanto drboles
Yy, sin embargo,

120 120 + 12
PRD(NO,C):< + m)

204+ 204+«

de modo que a cada valor diferente de x corresponde una distribucion
de costos diferente segin PRD.
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vii) PRD no satisface EG. Ejemplo: Sea (No,C) tal que N = {1,2,3} y

0 3 1 10
3 0 2 11
¢= 1 2 0 9
10 11 9 O
Tomando S = {1,2} se tiene que
18 6 24
PRDl(NQ,C) + PRDQ(N(),C) = 7 + ? = 7 >3 = m(So,C)

viii) PRD no satisface MP. Ejemplo: Sean (No,C) y S como en el ejemplo
dado en (vi), entonces

PRD:(N,, C) =

? — PRD;(S6,C)

%\@

Teorema 4 PRDC' satisface CON, POS, RECE, SIM y SCG; y no sa-
tisface EG, MC y MP.
Demostracion. .

i) PRDC satisface CON. En efecto, para cada a € N, m(a) es una fun-
cion continua de las variables componentes de C (es el minimo de
funciones continuas de estas); luego, si o denota cualquier drbol mi-
nimo, la funcion

PRI;(Ny, C) = Z Z Chi

jen (klEa

es claramente continua respecto a C.

ii) PRDC satisface POS. Es trivial, ya que se asume que todos los costos
de conexion son positivos.
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iii) PRDC satisface RECE. Sean cy,cy > 0 con co < ¢j. Y sean (Ny,C) y
(No, C") dos pamc tales que cio=co y cp =co Vi€ N, ycij = ¢ <
co ¥ i,j € N. Bajo estas condiciones se tiene que m(i) = co; = co Y
m/(i) = ¢{; = ¢y para todo i € N, pues cualquier otro camino de i a
0 en (No,C) costard co; = co mds los costos de los otros arcos que lo
conformen; andlogamente en (No,C). Por otra parte, se deduce del
algoritmo de Prim y del hecho de que c;j < co ¥V i,j € N que (No,C)
admite un drbol minimo o en el cual hay eractamente un agente
conectado directamente con la fuente. Fs claro que o*serd también

un drbol minimo para (Ny,C") y, en consecuencia, se tiene que

m(No,C)=co+ > cjk
(4,k)€a* /j,k#0

Yy
m(No,C')=ch+ Y dp=cq+ Y e
(4,k)ea* /4,k#0 (4,k)ea* /5,k#0
Luego,
/
PRDC;(Ny,C') = 5‘”, m(No, ")
Co;
JEN

/
= %[%-ﬁ-m(NmC)—c()]
0

JEN
1
= L m(o,0) e
/
o ¢y — Co
= ——m(Ny,C)+
> o
JEN
ch— Co

= PRDC;(Ny,C) +

iv) PRDC satisface SIM. En efecto, dado un pamec (No,C) y un par de
agentes simétricos i,j € N, sea que h denote el primer nodo siguiente
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de i (comunmente llamado predecesor inmediato) en un camino mi-
nimo c;. Si h =0, es claro que se tendrd que

m(i) = co; = coj = m(j)

Por otro lado, si h # 0, sea ¢; = c;\{(i,h)} (es facil ver que cj,
debe ser un camino minimo para h). Se afirma que {(j,h)}Ucj es un
camino minimo para j. En efecto, supongamos que hay un camino c;
mds barato que este y dendtese por k al primer nodo siguiente de j
en dicho camino. Entonces, haciendo cj, = c;\{(j,k)} se tendria que
el camino de i a la fuente determinado por {(i,k)} U ¢y tiene costo

c({(i, k) Uck) = ciw+eley) = cjr +clcg) = ¢j <c({(4,h)} Ucp)
cin + c(cp,) = cin + c(cp,) = m(3)

y esto es una contradiccion ya que m(i) es el minimo costo que pude
tener un camino de i a la fuente en (Ny, C). La contradiccion provino
de suponer que existe un camino de j a la fuente con menor costo que
{(4,R)} U c; luego, esto no puede ser y queda asi demostrado que
{(4,h)}Uc} es un camino minimo para j. En consecuencia, se tiene
que, también en este caso,

m(j) = e({(. W)} Uch) = cjn + clch) = can + elch) = elc}) = m(i)

Por lo tanto,

m(i) m(j)
PRDCl(N(),C) = 7771(]\[0,0) = m(No,C)
kgvm(k) kgvm(k)

— PRDC;(Ny,C)

v) PRDC satisface SCG (no satisface IAI). Considérese el ejemplo pre-
sentado en la seccion 3.2. Para todos los valores de x en el intervalo
(0,2), se tendrd que m(1) = 10, m(2) = 10+ vy el inico drbol minimo
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es o = {(0,1);(1,2)} con co1 = 10 y c12 = 2. Por lo tanto, todos
estos problemas son equivalentes en cuanto drboles y, sin embargo,

120 120 + 12z
PRDC(NO’C):<20+95’ 20 + >

de modo que a cada valor diferente de x corresponde una distribucion
de costos diferente segin PRDC.

vi) PRDC no satisface EG. Considérese el ejemplo dado en vi) de la
demostracion del teorema anterior. Ndtese que en dicho ejemplo

PRDCy(Ny,C) = PRI, (Ny,C)
para todo a € N.

vii) PRDC no satisface MC. Ejemplo: Sean (Ny,C) y (No,C") tales que

N ={1,2,3},
0 1 9 10 0 1 9 10
1 o0 211 , |1 0 a4 mn
C=119 203 |Y“=| 9 4 0
10 11 3 0 10 11 3 0

Entonces, se tiene que cia = ca1 < Cjg = Ch; Y Cy = Cj; en cualquier
otro caso pero, sin embargo,
PRDC,(Ny, C) =

> - = PRDCl(No,C/)

ol e
SIES

viii) PRDC no satisface MP. Considérese el mismo ejemplo que en vii) en
la demostracidon del teorema anterior, en el cual se tiene que también

18

PRDCl(No,C): - > :PRDcl(So,C)

> ©
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Observaciones:

A continuacién se presenta una tabla que resume las propiedades (EG,
POS, RECE, SCG, SIM, CON, MC y MP).que cumplen (marcadas con
una X) las soluciones (B, DK, K, BVP, PRD y PRDC) mencionadas en el
presente articulo.

Propiedades/Soluciones | B DK K BVP PRD PRDC
EG X X X
POS X X X X X
RECE X X X X X
SCG X X X X X
SIM X X X X X X
CON X X X X
MC X X X X
MP X

Todas las reglas cldsicas: B, DK y K cumplen varias propiedades de-
seables pero también no cumplen otras propiedades que seria importante
satisfacer. B, DK y K no cumplen M D y otras propiedades importantes.
BV P si bien satisface muchas propiedades deseables, al no cumplir SCG
pierde de vista el problema original lo cual desvirtia el posterior analisis
de costos.

PRD y PRDC satisfacen varias propiedades deseables, incluida SCG,
aunque no satisfacen EF'G; sin embargo, nétese que esta propiedad pierde
relevancia cuando los agentes no pueden “negociar” entre si (como seria el
caso, por ejemplo, en que una municipalidad recoge los datos del problema
y decide la distribucién final del costo de construir una red de canales de
riego), o cuando no hay suficiente comunicacién entre ellos (como podria
suceder cuando el grupo de interesados es numeroso), etc.

6. Comentarios finales

En el presente trabajo hemos definido y analizado una nueva familia de
reglas de distribucién de costo, en el contexto de los pamc. Se usaron crite-
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rios de proporcionalidad para definir estas reglas y a traves de un ejemplo
tipico se observé un mejor comportamiento que las reglas de Bird (Bird,
1976), Kar (Kar, 2002) y Dutta-Kar (Dutta y Kar, 2004), Kar (2002) y
otras reglas, lo que fue corroborado al estudiarse las propiedades generales
que cumplen las reglas proporcionales aqui introducidas

Se concluye que comparativamente, las reglas proporcionales se encuen-
tran bien posicionadas con respecto a otras reglas cldsicas en cuanto a las
propiedades que cumplen. Sumado a ello cabe senalar que las soluciones pro-
porcionales por la simpleza de implementacién y claro sentido de equidad
las convierten en una alternativa muy ampliamente usada y atractiva para
la asignacién de costos en los pamec.

Como posibles extensiones cabe mencionar que serfa interesante estudiar
la adaptacién de estas reglas proporcionales a casos en que los problemas
a resolver involucran drboles en los que los miembros de las distintas com-
ponentes pretenden asociarse por separado.

Otro interesante aspecto que podria ser tenido en consideracién en pos-
teriores estudios es que la implementacién de reglas proporcionales basadas
en diferentes criterios de justicia podria ser de utilidad para tratar pro-
blemas en los cuales la calidad del servicio se vea afectada segiin las cone-
xiones con la fuente sean directas o indirectas.

Recepcion: 04/11/2013.  Aceptacién: 19/12/2013.
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