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1. まえがき

区分的線形抵抗回路のすべての解を求める効率的なア

ルゴリズムを確立することは，信頼性の高い回路設計を

行う上で重要な課題となる．この問題に対してはこれま

でに様々なアルゴリズムが提案されている [1]～[7]．こ

れらのアルゴリズムでは，「与えられた領域に解が存在

しないことを判定する強力な解の非存在判定テスト」を

導入することが，計算効率を決定する最大要因となる．

そのようなテストとして LP テストが知られている

[3]～[7]．LPテストとは，区分的線形関数を多角形で囲

むことにより区分的線形方程式を線形計画問題に置き換

え，それに単体法あるいは双対単体法を適用することに

より，与えられた領域における解の非存在を判定する方

法である．

本論文では，区分的線形関数が局所的に単調凸である

場合を対象に，長方形と三角形を併用する LPテストを

用いた区分的線形抵抗回路のすべての解を求める効率的

なアルゴリズムを提案する．この方法は，アルゴリズム

の初期の段階では長方形を使い，関数が単調凸になれば

三角形に切り替える方法である．本論文では，三角形を

少ない制約式で表現するため斜交座標系を用いるという

アイデアと，アルゴリズム全体で双対単体法を継続して

適用するというアイデアを導入することにより，LP テ

ストはより強力でより効率的となることを示す．

2. 基本となるアルゴリズム

n個の区分的線形抵抗を含む直流回路は，一般に次の

ような形の区分的線形方程式で記述することができる．

f(x) ≜ Pg(x) +Qx− r = 0 (1)

ただし，x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn は n次元変数ベク

トル，P , Qは n × n定数行列，r は n次元定数ベクト

ル，g(x) = [g1(x1), g2(x2), · · · , gn(xn)]
T は区分的線形

関数である．本論文では，n次元直方体で与えられた初

期領域 D ∈ R に存在する式 (1) のすべての解を求める

こと考える．

以下，f(x) が線形となるような領域を線形領域と呼

び，複数の線形領域からなる直方体領域を単に領域と呼

ぶことにする．簡単のため，区分的線形関数 gi(xi)はす

べてK 本の線分からなるものとする．

LP テストアルゴリズムはいわゆる分枝限定法の一種

で，初期領域 D を各変数方向に再帰的に 2 分割しなが

ら，解の存在しえない領域を除去していくことにより，

式 (1)のすべての解を効率よく求める方法である．

次のような領域 X を考える．

X = ([a1, b1], [a2, b2], · · · , [an, bn])T (2)

定義域 [ai, bi] (i = 1, 2, · · · , n)における区分的線形関数
gi(xi)の最小値と最大値をそれぞれ ci, di とする．ここ

で式 (1)を線形等式と線形不等式で表すため，補助変数

yi (i = 1, 2, · · · , n)を導入し，yi = gi(xi) とおく．この

とき，ai ≤ xi ≤ bi ならば ci ≤ yi ≤ di となる．そして

これらの線形等式・線形不等式を制約条件とする次のよ

うな線形計画問題を考える．

最大化：任意の定数

制約条件：

Py +Qx− r = 0

a ≤ x ≤ b

c ≤ y ≤ d

(3)

ただし，y = (y1, y2, · · · , yn)T ∈ Rn とする．幾何学的

には，式 (3)の不等式制約は図 1に示すように区分的線

形関数 gi(xi)を長方形で囲むことを意味する．
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図 1 長方形を用いた LPテスト

明らかに式 (1)の領域 X 内の解は，yi = gi(xi)とお

くことにより式 (3)の制約条件を満足する．したがって

もし式 (3) に実行可能領域が存在しなければ，X に式

(1)の解は存在しないことになる．

式 (3)の実行可能領域が存在するか否かは，式 (3)に

単体法を適用することにより確認できる．もし存在しな

ければ，領域X に式 (1)の解は存在しないので，それを

除去することができる．式 (3) に単体法を適用する際，

まず変数変換 x̄i = xi − ai, ȳi = yi − ci により長方形を

二つの不等式制約 x̄i ≤ bi − ai, ȳi ≤ di − ci と非負制約

x̄i ≥ 0, ȳi ≥ 0で表し（図 1の左下の直交座標系 (x̄i, ȳi)

を参照），更にスラック変数 λ̄i, µ̄i (i = 1, 2, · · · , n)を導
入して，式 (3)を標準形

最大化：任意の定数

制約条件：

P ȳ +Qx̄− r̄ = 0

x̄i + λ̄i = bi − ai, i = 1, 2, · · · , n
ȳi + µ̄i = di − ci, i = 1, 2, · · · , n
x̄i ≥ 0, ȳi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n
λ̄i ≥ 0, µ̄i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n

(4)

に帰着させる．ただし x̄ = (x̄1, x̄2, · · · , x̄n)
T , ȳ =

(ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn)
T , r̄ = r − P (c1, c2, · · · , cn)T −

Q(a1, a2, · · · , an)T である．
一般に LPテストアルゴリズムでは，非常に多くの領

域上で単体法を適用する．もし単体法を常にフェーズ I

の最初から実行すると，アルゴリズム全体で要する総ピ

ボット演算回数は極めて莫大なものとなる．文献 [6] で

は，LPテストに双対単体法を導入することにより，1領

域あたり 2,3回程度のピボット演算で LPテストを実行

できることが示されている．この方法を用いると，LP

テストは強力であると同時に効率的な解の非存在判定法

となる．

∼

∼

iiba aiaib ibi

idid
icdi

ic

αyi =

x

(

yi

)
y

i ix

i xi

ic

yi

i

ix
xi

ci

i

ip

iy

y

ix

di

i y
i

q

xi

(a) (b) (c)

図 2 三角形を用いた LPテスト

3. 三角形を用いた LPテスト

一般に LPテストは区分的線形関数を囲む多角形の面

積が小さいほど領域除去能力が強くなる．バイポーラト

ランジスタの指数関数のように gi(xi)が単調凸関数の場

合，三角形で囲むことにより LPテストをより強力なも

のにすることができる．文献 [5]では，図 2(a)に示すよ

うな直角三角形を用いる LPテストが最も効率的である

ことが示されている．これは，直角三角形が変数変換

x̄i = bi − xi

ȳi = yi − ci
(5)

により，一つの不等式制約

ȳi ≤ −αix̄i + (di − ci) ただし αi ≜
di − ci
bi − ai

(6)

と二つの非負制約 x̄i ≥ 0, ȳi ≥ 0で表すことができるか

らである（図 2(a)の右下の直交座標系 (x̄i, ȳi)を参照）．

すなわち，LP テストはより強力になると同時に，より

効率的となる．

本論文では，LPテストをより強力なものにするため，

図 2(b)のような最も小さい三角形を用いることにする．

文献 [5] では，このような三角形用いることにより LP

テストは強力になるが，制約式が増えてしまうため効率

的ではないことが示されている．この問題を克服するた

め，本論文では図 2(c)に示すような斜交座標系 (x̃i, ỹi)

を用いるアイデアを提案する．すなわち，このような斜

交座標系では，最小三角形は変数変換[
x̃i

ỹi

]
=

 1
pi

di − ciqi
bi − ai

1

[
x̄i

ȳi

]
−
[

pi
qi

]
(7)

により一つの不等式制約

ỹi≤−αix̃i+(di−ci−qi) ただし αi≜
di−ci−qi
bi−ai−pi

(8)

と二つの非負制約 x̃i ≥ 0, ỹi ≥ 0で表すことができる．
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図 3 関数が単調凸なれば LP テストを長方形から三

角形に切り替える．

4. 提案手法

本論文では，アルゴリズムの初期の段階では長方形を

使い，関数が単調凸になれば最小三角形に切り替える

LP テストアルゴリズムを提案する．この方法を効率よ

く実行するためには，アルゴリズム全体で双対単体法を

継続的に実行するための変数変換法を確立する必要が

ある．

4.1 長方形から三角形への変数変換

いま，領域X に対する「長方形と双対単体法を用いた

LP テスト」が完了し，式 (4) に対する最適タブローが

得られたものとする．ここで図 3に示すように，次の領

域 X ′ = ([a′1, b
′
1], · · · , [a′n, b′n])T で LP テストを長方形

から直角三角形に切り換えるものとする．この場合，線

形計画問題次のようになる．

最大化：任意の定数

制約条件：

P ȳ −Qx̄− r̄ = 0

ȳi + µ̄i = −αix̄i + (di − ci), i = 1, 2, · · · , n
x̄i ≥ 0, ȳi ≥ 0, µ̄i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n

(9)

式 (4)では変数変換 x̄i = xi−ai, ȳi = yi−ciとスラッ

ク変数の導入 x̄i+λ̄i = bi−ai, ȳi+µ̄i = di−ciが行われ

る．また式 (9)では，変数変換 x̄′
i = b′i−xi, ȳ

′
i = yi−c′i

とスラック変数の導入 ȳ′i + µ̄′
i = −α′

ix̄
′
i + (d′i − c′i)が行

われる．これらの式から，次のような変数変換式が得ら

れる．

x̄i = −x̄′
i + (b′i − ai)

ȳi = ȳ′i + (c′i − ci)

µ̄i = µ̄′
i + α′

ix̄
′
i + (di − d′i)

(10)

式 (4)の最適タブローに式 (10)を代入することにより，

式 (9)の双対実行可能タブローを得ることができる．こ

のとき式 (7)の座標変換を適用すると，図 2(c)に示すよ

うな最小三角形の双対実行可能タブローを得ることがで

きる．このタブローからスタートして双対単体法を行う

ことにより，領域X ′ に対する「最小三角形を用いた LP

テスト」を行うことができる．

ここで，式 (7)の座標変換を適用する前に，式 (4)の

最適タブローから冗長な情報を消去する．式 (10)より，

式 (4)の制約条件である ȳi + µ̄i = di − ci は，式 (9)の

制約条件である ȳ′i + µ̄′
i = −α′

ix̄
′
i + (d′i − c′i)に変換され

る．あとはタブローから x̄i + λ̄i = bi − ai の情報を消去

することにより，冗長な行を含まない適正なサイズのタ

ブローを得ることができる．

式 (4)で変数 λ̄iは制約式 x̄i+ λ̄i = bi−aiにしか現れ

ないので，長方形 LPテストの終了時に λ̄i が基底になっ

ている場合は，タブローの λ̄i 行を削除することにより

この制約式を消去できる．また制約式 x̄i + λ̄i = bi − ai

より，x̄i と λ̄i は同時に非基底となることはない．した

がってあとは x̄i が基底，λ̄i が非基底である場合を考え

ればよい．この場合，タブローの x̄i 行 λ̄i 列の要素をピ

ボットとしてピボット演算を行えば λ̄i は基底になるの

で，ピボット演算を行ってから λ̄i 行を削除すればよい．

4.2 三角形から三角形への変数変換

いま，領域 X に対して最小三角形を用いた LP テス

トが完了し，最適タブローが得られたものとする．ここ

で，次の領域 X ′ に対して最小三角形を用いた LPテス

トを行うものとする．このとき，領域 X における最小

三角形から領域 X ′ における最小三角形への変換を次の

ような三段階：(i)領域 X における最小三角形から直角

三角形，(ii)領域 X における直角三角形から領域 X ′ に

おける直角三角形，(iii)領域 X ′ における直角三角形か

ら最小三角形，で行うことを考える．

始めに，式 (7) を最適タブローに代入して変換 (i) を

行う．次に，変数変換式

x̄i = x̄′
i + (bi − b′i)

ȳi = ȳ′i − (ci − c′i)

µ̄i = µ̄′
i − (αi − α′

i)x̄
′
i − αi(bi − b′i) + (di − d′i)

(11)

をタブローに代入して変換 (ii) を行う．式 (11) は式

(5)，x̄′
i = b′i−x′

i, ȳ
′
i = y′i− c′i, ȳi+ µ̄i = −αix̄i+(di−

ci), ȳ′i + µ̄′
i = −α′

ix̄
′
i + (d′i − c′i)から得られる [7].最後

に，式 (7) の逆変換をタブローに代入して変換 (iii) を

行う．
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表 1 例 1の計算結果

探索領域数 総ピボット回数 計算時間（秒）

長方形＋単体法 [5] 3064701 692429203 21880

直角三角形＋単体法 [5] 1633983 260616315 6294

長方形＋双対単体法 [6] 3064701 14027500 602

直角三角形＋双対単体法 [7] 1633983 5356915 148

提案手法（最小三角形＋双対単体法） 63801 360998 8

5. 数値例

本章では数値実験結果をいくつか示し，提案したアル

ゴリズムの有効性を検証する．

例 1:　文献 [5] の Example 3 で扱われている区分的線

形方程式を考える．ただし，n = 100, K = 100とする．

この問題に対し，従来法と提案手法を適用したときの計

算結果を表 1に示す．表 1より，提案手法が最も効率的

であることがわかる．

例 2:　文献 [5] の図 5～8 に示されている 4 種類のトラ

ンジスタ回路に K = 100 として提案手法を適用した．

このとき提案手法はすべての例題で従来法よりも効率的

であった．

6. むすび

本論文では，区分的線形抵抗回路のすべての解を求め

るための効率的なアルゴリズムを提案した．斜交座標系

を用いるというアイデアと，アルゴリズム全体で双対単

体法を継続して適用するというアイデアを導入すること

により，LP テストはより強力でより効率的となること

が示された．
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