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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
МАКСИМАЛЬНОЙ ЦЕПИ В ГРАФЕ И ЕГО ТРАССИРУЕМОСТЬ

Аннотация. Известно, что существование многих классических комбинаторных структур в графе, таких как 
совершенные паросочетания, гамильтоновы циклы, эффективные доминирующие множества и другие, может быть 
охарактеризовано с помощью (κ,τ)-регулярных множеств, определение которых эквивалентно нахождению этих 
классических комбинаторных структур. В свою очередь, определение (κ,τ)-регулярных множеств тесно связано со 
свойствами главного спектра графа. Нами используются полученные ранее обобщенные свойства (κ,τ)-регулярных 
множеств графов для разработки алгоритма распознавания трассируемости графа. Также получены новые достаточ-
ные условия существования максимальной простой цепи в графе в терминах спектрального радиуса матрицы смеж-
ности и беззнаковой матрицы Лапласа графа.
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ings, Hamiltonian cycles, effective dominating sets, etc., can be characterized using (κ,τ)-regular sets, whose determination 
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properties of (κ,τ)-regular sets of graphs to develop a recognition algorithm of the traceability of a graph. We also obtained 
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Пусть G – простой неориентированный связный граф порядка n и размера m с множеством 
вершин 1( ) { ,..., }nV G v v=  и множеством ребер E(G) ((n,m)-граф). Поскольку матрица смежно-
сти A(G) графа G является симметрической, то все ее собственные значения 1 2 ... nl ≥ l ≥ ≥ l  
являются действительными числами, и множество этих собственных значений, взятых вместе 
со своими алгебраическими кратностями, называется спектром графа G и обозначается через 
Sp(G). Наибольшее собственное значение называется его спектральным радиусом или индексом 
графа G и обозначается через ρ(G) = λ1. Для каждого собственного значения ( ), 1, ,i Sp G i nl ∈ =  
обозначим соответствующее ему собственное пространство через ( ) { | }.      n

G i ib A b b 
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Через G[K] будем обозначать граф, порожденный подмножеством вершин ( ).K V G⊂  
Для каждой вершины ( )v V G∈  ее окружением называется множество ее соседей 

( ) { ( ) | ( )}.N v u V G uv E G= ∈ ∈  Пусть задано произвольное разбиение π множества вершин V(G) 

графа G на непустые подмножества вершин Vi: 
1

( ) .
s

i
i

V G V
=

=


 Матрицей частных графа G отно-

сительно разбиения π называется квадратная матрица порядка s

1 2( ) ( , ,..., ) ( ) ,s ij s sA G A V V V bp ×= =

где bij – среднее число соседей в множестве Vj вершин из множества Vi для 1 ,  ,i j s≤ ≤  т. е. 

( )
.i

j
v V

ij
i

N v V
b

V
∈

∩
=
∑

Более того, если для каждой пары (i, j) число соседей во множестве Vj любой вершины из множе-
ства Vi одно и то же, т. е. порожденные подграфы [ ], 1, , ,iG V i s=   являются регулярными, а ре-
бра, соединяющие два различных подмножества вершин , ,  ,i jV V i j≠  образуют бирегулярный 
граф G[Vi,Vj], то разбиение называется равноправным, а матрица Aπ(G) соответственно называет-
ся матрицей частных равноправного разбиения π. 

Говорят, что спектр 1 2 ... mm ≥ m ≥ ≥ m  квадратной матрицы H порядка m < n перемежает 
спектр 1 2 ... nl ≥ l ≥ ≥ l  квадратной матрицы A, если для каждого 1,...,i m=  справедливы нера-
венства 

.  i i i n m+ -l ≥m ≥ l

Известно следущее 
У т в е р ж д е н и е  1 [1]. Пусть G – произвольный граф. Тогда спектр матрицы частных 

Aπ(G) произвольного разбиения графа G перемежает спектр графа G. Более того, если матри-
ца является матрицей частных равноправного разбиения π, то характеристический много член 
матрицы частных Aπ(G) делит характеристический многочлен матрицы смежности A(G) гра-
фа G, причем спектральные радиусы матрицы смежности A(G) и матрицы частных Aπ(G) со-
впадают.

Если обозначить через j (n × 1)-вектор-столбец, все компоненты которого равны 1, то все 
различные собственные значения 1 2, ,..., ,pl l l  каждое из которых имеет соответствующий 
собственный вектор, не ортогональный вектору j, называются, как и соответствующие им соб-
ственные векторы, главными. При этом говорят, что множество 1 2{ , ,..., }pl l l  образует главный 
спектр графа G. Остальные различные собственные значения 1 2, ,..., , ,p p s s n+ +l l l ≤  называются 
неглавными. По теореме Фробениуса – Перрона [2] любой граф G содержит главное собственное 
значение, равное его индексу. 

Многочлен

 
1 2

0 1 2 1
1

( , ) : ( ) ... ,
p

p p p
i p p

i

M G x x x c x c x c x c- -
- -

=

= - l = - - - - -∏
 

(1)

корнями которого являются все главные собственные значения графа G, является целочислен-
ным и называется главным характеристическим многочленом графа G. 

Имеет место разложение:  ( ) ( ) , n Main G Main G  где векторное пространство Main(G) 
натянуто на ортонормированную систему из p главных собственных векторов, относящих-
ся к соответствующим главным собственным значениям 1 2, ,..., ,pl l l  а векторное простран-
ство ( )( )Main G ⊥

 натянуто на ортонормированную систему из остальных (n – p) собствен-
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ных векторов, ортогональных j. Оба векторных пространства Main(G) и ( )( )Main G ⊥  являют-
ся A-ин вариантными [3]. Более того, пространство 2 1( ) , , , ... , pMain G j Aj A j A j-= 〈 〉 . Матрица 

2 1( ... )pW j Aj A j A j-=  размера (n × p) называется матрицей маршрутов графа G. Для нее спра-
ведливо равенство [3]
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Отметим, что спектр сопутствующей матрицы
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(3)

совпадает с главным спектром графа G и определяет матрицу маршрутов, т. е. матрица W явля-
ется матрицей маршрутов тогда и только тогда, когда выполняется равенство AW = WC [3].

Реберный граф L(G) графа G – это граф, вершинами которого являются ребра графа G, при 
этом две вершины в графе L(G) смежны, если существует вершина в графе G, инцидентная соот-
ветствующим ребрам графа G. 

Подмножество вершин ( )S V G⊂  называется (κ,τ)-регулярным, если граф G[S] являет-
ся κ-регулярным графом, а для любой вершины ( ) \v V G S∈  число ее соседей в S равно τ, т. е. 

( ) .GN v S = τ  
Для множества ( )S V G⊂  (n × 1)-вектор xS, у которого i-я компонента равна 1, если ,iv S∈  

и равна 0, если ,iv S∉  называется характеристическим вектором множества S. 
Объединением двух простых графов G и H называется простой граф G ∪ H с множеством 

вершин V(G) ∪ V(H) и множеством ребер E(G) ∪ E(H). Если графы G и H не пересекаются 
(V(G) ∩ V(H) = ∅), то их объединение называется дизъюнктным и обозначается через G + H. 
Дизъюнктное объединение k копий графа G обозначается через kG. Соединением непересекаю-
щихся графов G и H называется граф G ∨ H, получаемый из дизъюнктного объединения G + H 
добавлением всех ребер, которые соединяют каждую вершину графа G с каждой вершиной гра-
фа H.

Цикл или цепь, проходящие через все вершины графа G, называются гамильтоновыми. 
Граф G, содержащий гамильтонов цикл или цепь, называется соответственно гамильтоновым 
или трассируемым. Как известно, задачи распознавания гамильтоновости и трассируемости 
графа являются NP-полными.

Поскольку условие, что минимальная степень δ ≥ 1 является необходимым условием связно-
сти графа, то в дальнейшем мы будем это предполагать. 

Кроме матрицы смежности мы будем рассматривать беззнаковую матрицу Лапласа (или без-
знаковый лапласиан) графа G: ( ) ( ) ( ),Q G A G D G= +  где D(G) – диагональная матрица, состоящая 
из диагональных элементов, равных степеням вершин dv графа G. Матрица Q(G) является сим-
метрической, положительно полуопределенной матрицей, а ее наибольшее собственное значение 
называется спектральным радиусом беззнакового лапласиана и обозначается через q(G).

Ранее нами было доказано утверждение о трассируемости графа [4].
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Те о р е м а  1. Пусть G – простой связный граф на n ≥ 8 вершинах минимальной степени 
δ ≥ 1, отличный от графов из множества 11 3 3 1( ), 5 }.{ 2n K GK K KK -∨ + = ∨  Тогда если его спек-
тральный радиус ( ) 3,G nρ ≥ -  то граф G трассируем.

Данное утверждение мы обобщим в виде достаточного спектрального условия существова-
ния цепи наибольшей длины в заданном графе. Для этого мы воспользуемся следующим утверж-
дением, вытекающим из результатов статьи [5].

У т в е р ж д е н и е  2. 1) Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn ≥  вершинах минимальной сте-

пени δ ≥ 1 и размера ( 1)( ) .
2

k ke G nk +
> -  Тогда в графе G существует простая цепь длины 2 1.l k≥ +

2) Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn <  вершинах минимальной степени δ ≥ 1 и разме-

ра 2( ) 2 3 .e G n k k> + -  Тогда в графе G существует простая цепь длины 2 1.l k≥ +

3) Пусть G – простой связный граф на 
5 1

2
kn -

≥  вершинах минимальной степени δ ≥ 1 и раз-

мера 
( 1)( ) ( 1) 1.

2
k ke G n k -

> - - +  Тогда в графе G существует простая цепь длины 2 .l k≥

4) Пусть G – простой связный граф на 
5 1

2
kn -

<  вершинах минимальной степени δ ≥ 1 и раз-

мера 2( ) 2 5 2.e G n k k> + - +  Тогда в графе G существует простая цепь длины 2 .l k≥
Нам понадобятся еще некоторые факты для связных графов.
У т в е р ж д е н и е  3 [6]. Пусть G – граф порядка n и размера e(G). Если минимальная сте-

пень удовлетворяет неравенству ( ) 1,G kδ ≥ ≥  то справедливо неравенство

 
( )21 ( 1) 4 2 ( )

( ) .
2

k k e G kn
G

- + + + -
ρ ≤

 
(4)

У т в е р ж д е н и е  4 [7]. Пусть G – произвольный граф порядка n. Тогда справедливо неравен-
ство

 
2 ( )( ) 2.

1
e Gq G n
n

≤ + -
-  

(5)

Из этих утверждений вытекает справедливость следующей теоремы.

Те о р е м а  2. 1) Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn ≥  вершинах, спектральный ра-

диус которого ( ) (2 1) ( 1) 1.G k n k kρ > - - + +  Тогда в графе G существует простая цепь длины 
2 1.l k≥ +

Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn ≥  вершинах, спектральный радиус беззнакового 

лапласиана которого ( )2 ( 1)
( ) 2 .

1
k n k

q G n
n
- +

> - +
-

 Тогда в графе G существует простая цепь 

длины 2 1.l k≥ +

2) Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn <  вершинах, спектральный радиус которого 

2( ) 4 6 1.G n k kρ > + - +  Тогда в графе G существует простая цепь длины 2 1.l k≥ +

Пусть G – простой связный граф на 
5
2
kn <  вершинах, спектральный радиус беззнакового 

лапласиана которого 
22 4 6( ) 2 .
1

n k kq G n
n

+ -
> - +

-
 Тогда в графе G существует простая цепь 

длины l ≥ 2k + 1.
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3) Пусть G – простой связный граф на 
5 1

2
kn -

≥  вершинах, спектральный радиус которого 

( ) (2 3) ( 1) 3.G k n k kρ > - - - +  Тогда в графе G существует простая цепь длины l ≥ 2k.

Пусть G – простой связный граф на 5 1
2

kn -
≥  вершинах, спектральный радиус беззнакового 

лапласиана которого ( 1)(2 ) 2( ) 2 .
1

k n kq G n
n

- - +
> - +

-
 Тогда в графе G существует простая цепь 

длины l ≥ 2k.
4) Пусть G – простой связный граф на 5 1

2
kn -

<  вершинах, спектральный радиус которого 
2( ) 4 10 5.G n k kρ > + - +  Тогда в графе G существует простая цепь длины l ≥ 2k.

Пусть G – простой связный граф на 5 1
2

kn -
<  вершинах, спектральный радиус беззнакового 

лапласиана которого 
22 4 10 4( ) 2 .

1
n k kq G n

n
+ - +

> - +
-

 Тогда в графе G существует простая 

цепь длины l ≥ 2k.
Докажем, например, первое утверждение теоремы. Действительно, в силу неравенства (4) 

и условия теоремы имеем

( )4 4 2 ( )
(2 1) ( 1) 1 ,

2
e G n

k n k k
+ -

- - + + <

откуда получаем

( 1)( ) .
2

k ke G nk +
> -

В силу неравенства (5) и условия теоремы имеем

( )2 ( 1) 2 ( )2 ( ) 2,
1 1

k n k e Gn q G n
n n
- +

- + < ≤ + -
- -

откуда тоже получаем

( 1)( ) .
2

k ke G nk +
> -

Поэтому в силу утверждения 2.1) граф G содержит простую цепь длины l ≥ 2k + 1.
Остальные три утверждения теоремы 2 доказываются аналогично.
Далее мы представим алгоритм распознавания трассируемости графа, основываясь на поня-

тии (κ,τ)-регулярного множества.
Для этого нам понадобятся следующие утверждения.
У т в е р ж д е н и е  5 [3]. Если xS характеристический вектор (κ,τ)-регулярного множества S 

графа G с матрицей смежности A = A(G), то справедливо равенство

 ( )( ) .SA E x j- k - τ = τ  (6)

Верно и обратное утверждение: всякое (0,1)-решение системы (6) определяет некоторое 
(κ,τ)-регулярное множество S графа G [8].

У т в е р ж д е н и е  6 [8]. Граф G ≠ K2 гамильтонов тогда и только тогда, когда его реберный 
граф L(G) содержит (2,4)-регулярного множества S, индуцирующего связный подграф.

У т в е р ж д е н и е  7 [8]. Пусть G – граф с (κ,τ)-регулярным множеством ( )S V G⊂  и g – 
частное решение линейной системы уравнений
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( )( ) ,A E x j- k - τ = τ

кроме того, (κ – τ) является собственным значением кратности t. Тогда характеристический 
вектор xS множества S определяется равенством

1
,

j

t

S i j
j

x g q
=

= + δ∑

где { ,1 },  1, ,
j j ji i ig g j tδ ∈ - - =  а векторы 1 2, ,..., ( ),     t Gq q q   причем матрица 1 2( ... ),tV q q q=  

столбцы которой составлены из этих векторов, содержит единичную матрицу порядка t, сто-
ящую в строках с номерами из множества индексов 1 2{ , ,..., }.tI i i i=

Ранее нами была доказана справедливость следующих утверждений [9].
Те о р е м а  3 [9]. Пусть граф G с матрицей смежности A имеет (κ,τ)-регулярное множе-

ство S, тогда для его характеристического вектора xS имеет место разложение 

 ,Sx g q= +  (7)

где 
1

0

p
i

i
i

g A j
-

=

= α∑  и ( )( ) ,q Main G ⊥∈  причем

( ) ;Aq q= k - τ

 1 1 0 1 1 2( ) ,   ( ) 0, 0, 2.p p i i p p ic c i p- - + - - -α - α k - τ = τ α -α k - τ + α = = -  (8)

Решая систему уравнений (6), нетрудно получить, в частности, равенство

( )1 , ( ) .p M G--τ = α k - τ

Те о р е м а  4 [9]. Если граф G с матрицей смежности A имеет (κ,τ)-регулярное множе-
ство S, где τ > 0, тогда (κ – τ) не может быть его главным собственным значением. 

Более того, можно получить явный вид главного собственного значения:

( ),
T T

S
T T

S S

u x u j
u x u x

l = τ + k = τ + k - τ

где u – главный собственный вектор, относящийся к главному собственному значению λ матри-
цы смежности A. 

Кроме решения системы уравнений (8), разложение вектора g в равенстве (7) по базису 
1{ , ,..., }pj Aj A j-  главного пространства Main(G) можно найти в матричном виде. 

При доказательстве теоремы 3 показывается, что если граф G имеет (κ,τ)-регулярное множе-
ство, то справедливы два равенства:

i     ( )( ) ;A E g j- k - τ = τ
ii    ( ( ) ) 0.A E q- k - τ =
Будем различать два случая: 1) ( ) ( );Sp Gk - τ ∉  2) ( ) ( ).Sp Gk - τ ∈
В случае 1) из ii следует, что q = 0, а значит, xS = g. Поэтому в силу невырожденности матри-

цы ( )( )A E- k - τ  из i следует ( ) 1( ) ,Sg x A E j-= = τ - k - τ  т. е. xS является единственным решени-
ем системы ( )( ) .A E x j- k - τ = τ

В случае 2) рассмотрим линейное преобразование главного пространства Main(G):

: ( ) ( ),
(( ) ) ,

Main G Main G
x E A x

j →
k - τ -
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матрица которого в базисе 1{ , ,..., },pj Aj A j-  как нетрудно видеть, равна ( ) ,M E Cj = k - τ -  где C – 
сопутствующая матрица (3). Поэтому матрица Mφ вырождена тогда и только тогда, когда (κ – τ) – 
собственное значение матрицы C, что равносильно, (κ – τ) – главное собственное значение гра-
фа G. Поэтому в силу теоремы 4 и существования (κ,τ)-регулярного множества в графе G матри-
ца Mφ обратима при τ > 0. 

Равенство i в базисе 1{ , ,..., }pj Aj A j-  эквивалентно равенству

0

1
1

1

1
0

.

0p

M ej

-

α   
   α   = -τ = -τ   
    α   





Откуда получаем

0

1
1

1

1

.

p

g W WM e-
j

-

α 
 α 
 = = -τ
 
α 
 
 



Заметим, что ( ) ( )det det ( ) ,( ) ,M E C M Gj = k - τ - = k - τ  поэтому 
( )

1 *1 ,
, ( )

M M
M G

-
j j=

k - τ
 

где *Mj  – присоединенная матрица для матрицы Mφ. Поэтому, чтобы вычислить произведение 
1

1,M e-
j  достаточно найти только алгебраические дополнения для элементов первой строки ма-

трицы Mφ. Нетрудно убедиться индукцией по p, что 

1 2
0 2

2 3
0 3

*
1

0

( ) ( ) ...
( ) ( ) ...

: .
( )

1

p p
p

p p
p

c c
c c

M e
c

- -
-

- -
-

j

 k - τ - k - τ - -
 
k - τ - k - τ - - 

 = = α
 

k - τ - 
 
 



Поэтому окончательно получаем

( )
,

, ( )
g W

M G
τ

= - α
k - τ

где вектор 1 :g W= α  называется дискриминирующим.
Отсюда получаем справедливость следующего утверждения.
Те о р е м а  5 [9]. Для дискриминирующего вектора g1 произвольного графа G с матрицей 

смежности A справедливо равенство ( ) 1( ) 0A E g- k - τ =  тогда и только тогда, когда (κ – τ) 
является его главным собственным значением. 

Нам понадобится также следующее утверждение.
Л е м м а  [7]. Пусть G – простой граф. Тогда G трассируем тогда и только тогда, когда 

граф 1 1G G K= ∨  гамильтонов.

Пусть теперь ( ) ,ij n mB b ×=  где 
если вершина инцидентна ребру
если вершина не инцидентна ребру ,

1, ,
0,




 j

j

i
ij

i

e
b

e
v
v  – матрица ин-

цидентности графа G. Тогда матрица инцидентности графа 1G K∨  имеет вид: 1 ,
0 1

nB I
B  
=  
 

 где 
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0, 1 – строки размерности m и n соответственно. Следовательно, матрица смежности реберного 
графа ( )1( )A L G  равна

 
( ) ( )

1 1 1
( )

( ) 2 2 ,
T T T

T
m n m n

n n

B B B A L G B
A L G B B E E

B E J B J E+ +

   
= - = - =   

+ -     
(9)

где все элементы квадратной матрицы J порядка n равны единице. Поэтому к графу G1 можно 
применить алгоритм распознавания гамильтоновости. 

Заметим, что если исходный граф G является (n,m)-графом, то граф 1 1G G K= ∨  является не 

двудольным (n + 1, m + n)-графом, а граф L(G1) является 2

1

1 1, ( 1)
2 2

n

i
i

n m d m n n
=

 
+ + + - 

 
∑ -графом, 

где deg ( ), 1, .i G id v i n= =
В результате мы получаем следующий алгоритм.
Алгоритм распознавания трассируемости графа.
Вход: матрица инцидентности ( )ij n mB b ×=  графа G порядка n и размера m.
Выход: ответ: содержит ли граф G гамильтоновую цепь или нет; если граф G содержит га-

мильтоновую цепь, она выдается.
Шаг 1. Найти матрицу смежности ( )1( )A A L G=  реберного графа L(G1) графа 1 1G G K= ∨  по 

формуле (9), где ( )ij n mB b ×=  – матрица инцидентности графа G, а также найти наименьшее нату-
ральное число p ≥ 2, при котором векторы 1, ,..., ,p pj Aj A j A j-  являются линейно зависимыми.

Шаг 2. Найти коэффициенты 0 1 2 11, , ,..., ,p pc c c c- -  характеристического многочлена 

( ) 1 2
1 0 1 2 1

1

( ), : ( ) ...
p

p p p
i p p

i

M L G x x x c x c x c x c- -
- -

=

= - l = - - - - -∏  графа L(G1) из решения однородной 

системы уравнений 1 0,pW x+ =  где матрица Wp+1 размера ( 1)n p× +  получается из матрицы мар-
шрутов 2 1( ... )pW j Aj A j A j-=  добавлением еще одного столбца Apj.

Шаг 3. Вычислить дискриминирующий вектор 1 : ,g W= α  где

 

1 2
0 2

2 3
0 3

0

( 2) ( 2) ...
( 2) ( 2) ...

.
( 2)

1

p p
p

p p
p

c c
c c

c

- -
-

- -
-

 - - - - -
 
- - - - - 

 α =
 

- - 
 
 



Шаг 4. Если 1( 2 ) 0,A E g+ =  то по теореме 5 число (–2) является главным собственным зна-
чением реберного графа L(G1), а значит, в силу утверждения 6 и теоремы 4 граф G1 не содержит 
гамильтонов цикл, а граф G не трассируем. 

Если 1( 2 ) 0,A E g+ ≠  то возможны 2 случая: 1) (–2) не является собственным значением ре-
берного графа L(G1); 2) (–2) является собственным значением реберного графа L(G1) кратности t. 

В случае 1) проверить, является ли вектор 
( ) 1

1

2
( ),( 2)

g g
M L G

=
-

 (0,1)-вектором с n ненуле-

выми компонентами: если да, то граф G1 содержит гамильтонов цикл и (0,1)-вектор g – характеристи-
ческий вектор гамильтонова цикла, иначе – не содержит гамильтонов цикл, а граф G не трассируем. 

В случае 2) перейти к следующему шагу.
Шаг 5. Решить методом Гаусса систему уравнений ( 2 ) 0A E x+ =  и найти фунда-

ментальную систему решений 1 2, ,..., ,tq q q  соответствующих наборам 1 2, ,..., ,te e e  кото-
рые принимают свободные неизвестные 

1 2
, ,...,

ti i ix x x  с индексами из некоторого множе-
ства 1 2{ , ,..., },tI i i i=  где dim ker( 2 )t A E= +  – дефект матрицы (A + 2E). Положить множество 

{ }1 2
: ( , ,..., ) | { ,1 },

t j j ji i i i i i jg g i IΛ = δ δ δ δ ∈ - - ∈  и для каждого набора 
1 2

( , ,..., )
ti i iδ δ δ  из множества Λ 

проверить, является ли вектор 
1

j

t

i j
j

g q
=

+ δ∑  (0,1)-вектором с n ненулевыми компонентами: если 
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существует такой набор 
1 2

( , ,..., ),
ti i iδ δ δ  то граф G1 содержит гамильтонов цикл, и (0,1)-вектор g – 

характеристический вектор этого гамильтонова цикла, иначе – не содержит гамильтонов цикл, 
а значит, граф G не трассируем. 

Конец алгоритма.
Оценим вычислительную сложность предложенного алгоритма. Шаг 1 включает умножение 

матриц и поэтому требует ( )4( )O m n+  времени. На шаге 2 можно применить метод исключения 
Гаусса, и поэтому он требует ( )3( )O m n+  времени. На шаге 3 выполняется алгоритм умножения 
матриц, на которое затрачивается ( )2( )O m n+  времени. Такое же время будет затрачено на вы-
полнение шага 4. Шаг 5 требует в общем случае экспоненциальное время ( )32 ( ) ,tO m n+  где t – 
кратность собственного значения (–2). Известно [10], что кратность ( )12, ( )m L G-  собственного 
значения (–2) графа L(G1) в нашем случае равна

( )12, ( ) ( 1) 1.t m L G m n n m= - = + - + = -
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