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Resumen

Este articulo tiene dos objetivos, a saber, discutir en qué medida las pruebas
conocidas del Postulado de De Zolt pueden ser extendidas al caso de tres dimensiones
y proveer una prueba alternativa y ciertamente bdsica de esa proposicion para tres
dimensiones en una sub-teoria débil de la Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel.
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Resumo

Este artigo tem dois objetivos, a sabert, discutir até que ponto as provas conhecidas
do Postulado de De Zolt podem ser estendidas ao caso de trés dimensoes e prover
uma prova alternativa e certamente bdsica de de Zolt para trés dimensoes em uma
subteoria fraca da Teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel.
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Sobre el Postulado de De Zolt en tres dimensiones

Abstract

This article has a twofold goal, namely, to discuss to what extent the known proofs of
De Zolt’s Postulate can be extended to the case of three dimensions, and to provide
an alternative and basic proof of this proposition for three dimensions in a quite
weak sub-theory of Zermelo-Fraenkel ser theory.

Keywords: De Zolt’s Postulate; Three-dimensions; type theory

Introduccion

El enunciado de la proposicion sobre la cual no versa este articulo es el si-
guiente: “Si un poligono es descompuesto en partes poligonales en cualquier
modo dado, entonces la union de todas menos una de esas partes no es equi-
valente (i.e., igual en area) al poligono dado”. Conocida como Postulado de
De Zolt, fue introducida por ese matematico italiano en 1884, y puede con
justicia ser llamada “el teorema fundamental” de la teoria de la equivalencia
del area plana. Teorema, en efecto, pues, en 1899, Hilbert la demuestra en el
capitulo IV de Fundamentos de geometria, y fundamental, pues en su demos-
tracion reside la culminacion de la fundamentacion puramente geométrica
de la teoria de la equivalencia del area plana. Nuestro articulo versa sobre su
extension a tres dimensiones, mutatis mutandis los correspondientes conceptos
para poliedros. A. Andreotti, que ofrecié en 1949 una prueba también pura-
mente geomeétrica (no exenta de dificultades), la enuncio asi: “Descompuesto
un poligono en partes poliédricas, la suma de todas estas partes menos una
no es equivalente (i.e., igual en volumen) al poliedro entero”.

El lector informado habra recordado una bien conocida consecuencia de
la llamada “paradoja de la esfera”, aparecida en un célebre articulo de Tar-
ski y Banach de 1924, sobre teoria de la equivalencia en tres dimensiones:
hay poliedros, por ejemplo, tetraedros, con igual volumen, pero que no son
equivalentes. Este resultado implica que la extension de De Zolt no puede ser
valida en Zermelo-Fraenkel mds el Axioma de Eleccion (ZFC). Pero hay un
camino diferente, que también tiene su origen remoto en un trabajo de un
miembro menos destacado de la misma escuela polaca. En efecto, Lomnicki,
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en 1922, consideré la formulacion del Postulado de De Zolt en dos dimen-
siones dentro de la teoria abstracta de las magnitudes, que habia dado sus
primeros pasos a inicios del siglo XX.

En un articulo de 2019, retomando ideas de Lomnicki que no fueron de-
sarrolladas en ese momento, bajo la luz de Paulo Veloso, presentamos la for-
mulacion y demostracion de De Zolt en dos dimensiones dentro de una teoria
abstracta que denominamos de magnitudes compatibles. En la demostracion
también abstracta de De Zolt en tres dimensiones que ahora esquematica-
mente presentaremos nos servimos de ideas ya utilizadas en nuestro articulo,
pero reformulandolas en términos de una teoria débil de tipos. Hasta donde
sabemos, este tratamiento no tiene precedentes en la literatura.

Las dos pruebas abstractas mencionadas siguen el menos trillado de los
senderos en que se bifurca el jardin matematico (y filosofico) del Postulado
de De Zolt. En la seccion 2, explicaremos las restricciones que son necesa-
rias debido a la paradoja de Banach-Tarski. En la seccion 3, presentaremos
las ideas fundamentales de la prueba de Hilbert “puramente geométrica” de
De Zolt en dos dimensiones y la extension de esas ideas a tres dimensiones
por Andreotti (1949). En la seccion 4, damos una idea de una demostracion
abstracta de De Zolt en tres dimensiones en una teoria de tipos de la cual sa-
bemos que es mas débil que ZFC. Finalmente, en la seccién 5 presentaremos
las reglas de tipos que utilizaremos y el esquema de la demostracion de esa
version abstracta de De Zolt en tres dimensiones.

2. Las paradojas de la esfera y el Postulado de de Zolt

Cuando hablamos de extender nuestra prueba abstracta de De Zolt a tres
dimensiones debemos considerar las restricciones que deben ser contem-
pladas en funcion de las bien conocidas paradojas de la esfera, una debida a
Hausdorff y otras dos debidas a Banach y Tarski. En efecto, las paradojas nos
ensenian que el Postulado de De Zolt no puede ser demostrado dentro de la
teorfa de ZFC.

Dados dos subconjuntos A y B de R?, decimos que A y B son finitamente
equidescomponibles, esto es, A~B, si y solamente si hay dos familias de conjun-
tos disjuntos dosados A ,...,A, y B,,...,B, y una familia g8, de translaciones
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y rotaciones tales que, para todo i =0,...,k, g(A) =B, A = Uo s AyB=u_
B! El Teorema 2.1 es la version general de la paradoja de la esfera.?

0,...k

Teorema 2.1 (Banach-Tarski). Sean A y B dos subconjuntos acotados de R?,
entonces A ~ B.

Del Teorema 2.1, también conocido como la paradoja general de Banach-Tar-
ski, se sigue facilmente el Corolario 2.1, establecido integralmente dentro del
contexto de las paradojas de la esfera.

Corolario 2.1 (Banach-Tarski) Dos esferas cualesquiera en R* son
equidescomponibles.

Ahora bien, se puede mostrar que el Postulado de De Zolt no puede ser valido
en la teoria que demuestra el Corolario 2.1. En efecto, sea un octaedro cir-
cunscripto en la esfera unidad, como en la Figura 1, y sea un octaedro mayor
circunscripto en la esfera con diametro 5, como en la Figura 2. La descompo-
sicion en el sentido del Postulado de De Zolt de los dos octaedros son, respec-
tivamente, {w, z} y {w, x, y, z}. Por el Corolario 2.1 las dos esferas son equides-
componibles. La familia de isometrias que testimonian esa descomposicion
lleva la descomposicion de De Zolt de la mayor a la menor. Por un lado, si el
Postulado de De Zolt vale en R?, entonces tal equidescomposicion es imposible,
ya que {w, Z}3{w, x, z}3{w, x, y, 2} es una consecuencia del Postulado de De Zolt.

4D

. 74

Figura 1: Octaedro circunscripto Figura 2: Octaedro circunscripto
en la esfera unidad. en la esfera de didametro 5.

1 En el contexto de la geometria plana, dos figuras poligonales se llaman equidescomponibles
cuando es posible descomponerlos en un numero finito de triangulos congruentes uno a uno o
en parejas. Asimismo, dos poligonos se llaman equicomplementarios cuando es posible anadirles
otros poligonos equidescomponibles de a pares, tales que los poligonos resultantes son equides-
componibles. Las nociones de equidescomposicion y equicomplementariedad también se aplican,
mutatis mutandi, en el caso de la geometria del espacio.

2 Véase Wagon, S. The Banach-Tarski Paradox, 1993; Banach, S., Tarski, A. Sur la décomposition
des ensembles de points en parties respectivement congruentes, 1924.
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Consideremos ahora el Teorema 2.2, conocido como la Paradoja de Hausdorff,
aparentemente una version mas débil de la paradoja de la esfera.® En el teo-
rema se habla de la superficie $* de la esfera tres dimensiones en lugar de la
esfera solida misma como lo hace el Corolario 1. La definicién de G-paradojal
parece ser el origen, en sentido cronologico, de las paradojas de la esfera. Se
trata de una definicion relativa al grupo G de rotaciones geométricas en R?, por
ejemplo, el conjunto de rotaciones sobre los ejes de S?con la composicion de
rotaciones como operacion de grupo. Decimos que un conjunto acotado A de
R® es G-paradojal, si hay dos subconjuntos disjuntos de A, que pueden ser par-
tidos en un namero finito de piezas y entonces, por la accion de la operacion
de grupo sobre esas piezas, podemos crear dos copias del conjunto original.

Teorema 2.2 (Hausdorff). Hay un conjunto numerable D c $° tal que $*~D
es paradojal por rotacion.*

El Teorema 2.2 es usado para proveer un argumento mas contra la validez del
Postulado de De Zolt. En efecto, considérese el octaedro circunscripto en la
esfera unidad como en la Figura 1. Hay seis puntos, los vértices del octaedro,
que pertenecen a S°. Si aplicamos el Teorema 2.2 entonces hay un conjunto D
c §? tal que $*—D es paradojal por rotacion. Dado que D es infinito, podemos
considerar, sin pérdida de generalidad, que los seis vértices del octaedro no
pertenecen a D. Luego, hay dos copias de ese octaedro que son isométricas al
octaedro original. Considerando la descomposicion {w, z} del octaedro, y si De
Zolt vale, entonces {x, y} es equivalente a {x, y, x', y'}, donde x'e y' son las copias
de la descomposicion de la segunda copia del octaedro. Sin embargo, esto es
absurdo, porque la primera descomposicion tiene 2 elementos y la segunda 4.

El Postulado de De Zolt no es la unica proposicion demostrable en la
geometria plana que no vale en el espacio. El teorema de Bolyai-Gerwien, por
ejemplo, no es demostrado en tres dimensiones, pero en este caso debido a
su falsedad. Decimos que dos poligonos son congruentes por diseccion si y
solamente si uno de ellos puede ser cortado en piezas poligonales y rearmado
en la forma de otro poligono. El teorema de Bolyai-Gerwien establece que dos
poligonos P, y P, son congruentes por diseccion si y solamente si ellos tienen

3 La Paradoja de Hausdorff es usada en la demostracion de la Paradoja de Banach-Taski.

4 Debemos observar que en la bien conocida prueba de ese teorema el cardinal de D es infinito.
Véase Wagon, S. The Banach-Tarski Paradox, 1993.
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la misma drea.”> Max Dehn (1904) demostro que el tetraedro regular y el cubo
no son congruentes por diseccion.®

Dado que ZF es consistente con AC, y que los teoremas (paradojas) de
Banach-Tarski son obtenidas en ZFC, tenemos que concluir que De Zolt no
es un teorema de ZF, sino en una teoria mas débil. En efecto, que De Zolt falle
en ZFC no parece ser una consecuencia directa de AC. Pero antes de ofrecer
una prueba de De Zolt en una teoria mas débil, discutiremos en las secciones
3y 4 en qué medida las pruebas conocidas de De Zolt pueden ser extendidas
a tres dimensiones.

3. La teoria de la equivalencia geométrica para poliedros

Muchas de las pruebas conocidas del postulado de De Zolt para la geometria
de tres dimensiones se presentan como una extension “directa” de la prueba
de Hilbert en Fundamentos para el caso original de la geometria plana. Esta
es la intencion manifiesta de Andreotti (1949), pero antecedentes importan-
tes ya se encuentran en Schatunowsky (1903) y Stiss (1921).7 La prueba de
Hilbert se caracteriza por dos rasgos fundamentales: por un lado, se trata de
un argumento estrictamente geométrico, en tanto no hace uso de considera-
ciones numeéricas, en particular de la nocion usual de medida de area caracte-
rizada como una funcion numérica cuyo rango es el conjunto de los nimeros
reales (positivos); por otro lado, la prueba solo utiliza medios elementales, en
cuanto no supone ningun axioma de continuidad, especialmente el axioma
de Arquimedes. La obtenciéon de una prueba De Zolt para poliedros que res-
pete las mismas restricciones metodolégicas contribuia asi a elucidar en qué
medida era posible un tratamiento analogo en el espacio.

Mas precisamente, si bien los conocidos resultados de Dehn (1902) antes
mencionados revelaban que un desarrollo riguroso de la teoria del volumen

5 Este es un problema clasico de geometria resuelto independientemente por E Bolyai (1832) y
P. Gerwien (1833).

6 Dehn, M. Uber Rauminhalt, 1902. Saber si todo par de poliedros con el mismo volumen son
0 no congruentes por diseccion es el tercer problema propuesto a la comunidad matematica por
Hilbert en su famosa conferencia Los problemas de la matematica (1900) en Paris. Max Dehn, en su
Tesis de habilitacion, definié una nocion de invariancia hoy conocida como Invariancia de Dehn,
y mostré que para cualquier par de poliedros con el mismo volumen, ellos son invariantes si son
congruentes por diseccion. Véase Wagon, S. Ibidem.

7 Véase Andreotti, A. Sulla proposizione di De Zolt pei poliedri, 1949; Schatunowsky, S. Uber
den der Rauminhalt Polyeder, 1903 y Suss, W. Begrtindung der Lehre vom Polyederinhalt, 1921.
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en el espacio requeria necesariamente de la admision de axiomas de continui-
dad y de métodos no elementales, la posibilidad de obtener una prueba de De
Zolt por medios mas restringidos resultaba aun relevante para la elucidacion
del concepto de volumen de un sélido como una clase de magnitud geomé-
trica. Como es bien sabido, la determinacion de las condiciones necesarias y
suficientes para probar que cierto dominio de objetos geométricos determina
una clase de magnitud era un problema central en los fundamentos de la geo-
metria hacia fines del siglo XIX y comienzos del siglo XX. Resultara entonces
util que comentemos brevemente la idea general de la prueba de Hilbert del
postulado de De Zolt para poligonos, y su pretendida extension “directa” en
la geometria de tres dimensiones.

La idea central de la prueba elemental de Hilbert consiste en derivar De
Zolt como una consecuencia inmediata de la existencia de una funcion de
medida de drea para poligonos, descripta de un modo puramente geométrico.
Mas precisamente, Hilbert define la medida de area de un poligono plano
como un segmento caracteristico u asociado (orientado positivamente), o mejor,
como un elemento de un cuerpo ordenado generado por su construccion
estrictamente geométrica de un calculo de segmentos. De este manera, la
nocion hilbertiana de “medida de area” no requiere de la posibilidad de medir
la longitud de segmentos por medio de ntimeros reales, para asi calcular esta
medida por medio de las férmulas numéricas usuales. Ello pone de manifies-
to su independencia respecto del axioma de Arquimedes.

Hilbert define en primer término la medida de drea de triangulos, de
acuerdo con la férmula habitual que consiste en realizar el semiproducto de
la base por la altura correspondiente, para luego caracterizar la medida de
area de un poligono a partir de aquellas figuras bdsicas, es decir: la medida
de area de un poligono consiste en la suma de las medidas de 4dreas de los
triangulos en los que queda dividido por una determinada descomposicion
(i.e., triangulacion). El nucleo de la prueba consiste en obtener ciertas propie-
dades fundamentales de estas medidas de area y demostrar que a poligonos
equivalentes (i.e., equicomplementarios) les corresponde igual medida de
area. De Zolt es un mero corolario de este hecho geométrico.

Para el caso basico de los triangulos, el hecho de que su medida de area
esta bien definida —i.e., es independiente de lado escogido como base y la altu-
ra correspondiente — se sigue facilmente de la teorfa de las proporciones para
segmentos lineales y de los teoremas basicos sobre la semejanza de triangulos.
Hilbert prueba ademas otras tres propiedades fundamentales de las medidas
de areas, a saber: i) a triangulos congruentes les corresponden igual medida
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de drea; i) la medida de area de un triangulo (positivamente orientado) es
siempre positiva; iii) si se descompone un tridngulo en triangulos parciales,
la suma de las medidas de areas de éstos es igual a la medida de area del
triangulo total, es decir, se cumple la propiedad aditiva. Mas atn, para el caso
general de la medida de area de un poligono, la demostracion de que dicha
funcion esta bien definida se reduce a mostrar que satisface esta tltima pro-
piedad de aditividad. Dicha prueba descansa esencialmente en la posibilidad
de descomponer a todo poligono en un numero finito de triangulos.

La mencionada prueba de De Zolt para poligonos se sigue de un modo
bastante inmediato de estas propiedades de la funcion geométrica de medida
de area, es decir, de los segmentos asociados. En efecto, dada la propiedad
aditiva y la definicion de area de un poligono, es claro que poligonos equiva-
lentes (i.e., equicomplementarios) tienen igual medida de area.® Luego, sea P
un poligono dado y designemos a [P] como su medida de area. Consideremos
una descomposicion de P en un ntimero finito de partes poligonales P, P,, ...,
P . De la propiedad aditiva se sigue que [P] = [P,] + [P,] + ...+ [P ]. Puesto
que la medida de area de cada una de estas partes poligonales P, P,, ..., P,
es mayor a 0, la medida de area de P es mayor que la de cualquiera de sus
componentes poligonales, por ejemplo, P,. Por lo tanto, Py P, no son equiva-
lentes. De Zolt es simplemente un caso especial de este resultado.

Es oportuno resaltar asi el caracter estrictamente geométrico de la nocion
de “medida de area” desarrollada por Hilbert, que no descansa en la posibi-
lidad de medir la longitud de segmentos por medio de ntimeros reales. En
un sentido estricto, la funcién de medida hilbertiana es una aplicacion que le
asigna a cada poligono plano un segmento determinado a través de la teoria
de las proporciones y de la semejanza. Es de este modo que se logra evitar el
recurso al axioma de Arquimedes. Esta es luego la estrategia que Andreotti
(1949) intenta replicar para el caso del postulado de De Zolt para poliedros.

Andreotti restringe su estudio para el caso especifico de los tetraedros o
piramides triangulares, es decir, sélidos consistentes en cuatro caras triangu-
lares, seis aristas y cuatro vértices (véase figura 3). Una suposicion basica es
que el mismo razonamiento puede ser extendido para todo tipo de poliedros.
La idea general de la prueba consiste en demostrar que a todo tetraedro se le
puede asociar un segmento determinado que constituye una funcion aditiva de
los tetraedros parciales en los que puede ser descompuesto un tetraedro. Para
definir este segmento asociado, Andreotti se vale nuevamente de la teoria

8 Hilbert establece esta afirmacion como la primera parte del teorema 51 de Hilbert 1971.
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de las proporciones y los triangulos semejantes. En efecto, dado un tetrae-
dro A, fijado un segmento unidad u y construidos los segmentos asociados
a cada una de las caras triangulares, se sigue de los teoremas sobre la seme-
janza de triangulos que dichos segmentos son inversamente proporcionales
a las alturas de A relativas a las correspondientes caras. De alli resulta que el
segmento §(A) queda univocamente determinado, puesto que constituye el
cuarto proporcional respecto del segmento unidad e, el segmento asociado a
una cara y la altura correspondiente. §(A) designa asi el segmento asociado
al tetraedro A.

Dado que Andreotti pretende construir su prueba como una extension
“directa” de la prueba de Hilbert para dos dimensiones, su introduccion de
este segmento asociado es esquematica y sus propiedades esenciales son da-
das por supuestas. Mas precisamente, es claro que a tetraedros congruentes
le corresponden iguales segmentos asociados y el segmento asociado a un
tetraedro es siempre positivo. Mas atn, estos segmentos asociados deben ser
también considerados como elementos del cuerpo ordenado generado por el
calculo geométrico de segmentos, con lo cual Andreotti pretende construir
una aplicacion geométrica del conjunto de los poliedros en el espacio al con-
junto linealmente ordenado de segmentos.

Figura 3: Tetraedro

El ntcleo de la prueba consiste entonces en mostrar que los segmentos aso-
ciados constituyen una funcion aditiva. Especificamente, Andreotti procura
demostrar el siguiente teorema: Si el tetraedro A se descompone en los te-
traedros A =A,B CD,, el segmento asociado a A es igual a la suma de los
segmentos asociados a los A, es decir, §(A)= ¥ §(A)). Un aspecto central de
la demostracion de Andreotti es que este resultado puede ser conseguido ex-
clusivamente a partir de la consideracion de descomposiciones finitas y, por
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lo tanto, sin suponer el axioma de Arquimedes.® De este modo, el hecho de
que el segmento asociado a poliedros satisface la propiedad aditiva permite
entonces replicar la prueba de De Zolt para poligonos ensayada por Hilbert
para el caso de los solidos en el espacio. En efecto, puesto que a poliedros
equivalentes les corresponden iguales segmentos asociados, es imposible que
un poliedro sea equivalente con una parte propia. Ello concluye la idea gene-
ral de la prueba geométrica de De Zolt para poliedros.

4. Una prueba abstracta de De Zolt
Consideremos una tentativa ingenua de demostrar De Zolt por descomposi-

ciéon de un poliedro en partes. Por ejemplo, dado un dodecaedro, sea su des-
composicion en tres poliedros (a la derecha) como mostrada en la Figura 4:

By
g T A
A4/
Az

By Ag — X Aq
~ /
Ay
_ A2 Ca
A3 A a3 (251
~ i / ~ = /
4 4
- G2 Ca
Ca | | _lE] Ca — cy
7 &7/
4 4
N N\
Ba — Bz

Figura 4

La remocién del poliedro B, A, A,, A;, A, de la descomposicién arriba resul-
ta, en ese caso, en un poliedro convexo, como mostrado en la Figura 5, que
no es equivalente al poliedro original.

9 Para mas detalles sobre esta prueba, véase Andreotti 1949, p. 71-75.
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e

Ag
A
Ag Az
/ - / ~
Az _— A Az | A1
g 5 A/
C2 _Ca2
Cg I c, __< @5 7 c,
- 04 / -~ 04 /
Ca Ca
- / J ~ & & / i ~ &
3 / 1 3 / 1
&7/ L
4 4
By By

Figura 5

Pero aun esta tentativa ingenua exige algunas restricciones. La primera es
sobre la nocién de parte: caras como A, A, A,, A,, del poliedro B, A, A,
A, A,, que llamamos partes impropias, no forman parte de la nocién de des-
composicion que esta en consideracion. La mencionada cara es un poliedro
o parte trivial. Intuitivamente, una parte trivial es absorbida por la adicion,
por ejemplo, si sumamos lacara A, A, A, A, al poliedroB, A, A, A A, el
resultado es el mismo poliedro. Luego, una descomposicion contendra partes
no triviales, esto es, propias. En general, de manera abstracta, una descompo-
sicion de una magnitud a, por ejemplo, un poliedro, es una lista de magnitu-
desa, ..., a_que son todas propias. Pero esta no es la tinica condicion.

En efecto, podemos pensar una descomposicion, como acabamos de de-
cir, como una lista de partes propias, por ejemplo, una lista cuyos elementos
son los tres poliedros de la figura anterior. Pero, ademas de esos poliedros
ser magnitudes propias, ellas deben poder ser sumadas, esto es, es una lista
de magnitudes compatibles. Una particion es una lista de magnitudes propias
compatibles. Ahora bien, la sumatoria de una lista es la suma de todos sus ele-
mentos (que podria incluir también triviales), pero si la lista es de compatibles,
y si, ademas, es una lista de propias, entonces la sumatoria es también propia.
Intuitivamente, el tipo de descomposicion que queremos considerar consiste
en partir de un poliedro arbitrario y una descomposicion en partes poliédricas
(propias). Luego, el universo de discurso esta restricto a las partes del poliedro.
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Dos partes poliédricas de un poliedro P son compatibles si ellas tienen caras
en comun que también son partes (impropias) de P. La suma de esas partes
es, intuitivamente también, la remocion de la cara comun. De esa manera, la
suma es una operacion interna sobre partes compatibles de un poligono dado.

Con estas nociones, dada una particion con sumatoria a, que, recordamos,
es la suma de todos los elementos de la lista, la particion es una descomposi-
cion global de una magnitud m si y solamente si la sumatoria de a es equiva-
lente con m. Una descomposicion serd local si y solamente si la sumatoria es
igual a la magnitud. Desde el punto de vista geométrico, una descomposicion
puede ser simplemente congruente con la magnitud dada o equivalente con
ella. Trivialmente, toda descomposicion local de una magnitud m es una des-
composicion global de m, pero no la reciproca. Ahora bien, global o local, si
se prueba que removiendo de la descomposicion uno de sus elementos el
resultado no es equivalente o igual a la magnitud dada, entonces tenemos dos
versiones abstractas de De Zolt y sus correspondientes pruebas.

Distingamos entre la cabeza, la cola y el armazon (shell) de una participa-
cion: la cabeza esta compuesta por todos los elementos menos el ultimo, la
cola por todos los elementos menos el primero, el armazon esta compuesto
por todos los elementos menos uno, distinto del primero y del ultimo. Lla-
mamos una lista b un truncamiento de la lista a si y solamente si a es una
cabeza, una cola o un armazon. Los casos de la cabeza y la cola son trivia-
les, pero el armazon de una particion puede ser compatible o no. Pero si el
armazon g de una particion p es compatible, entonces la sumatoria de g es
estrictamente menor que la sumatoria de p. Y asi, dada una participacion p,
0 un truncamiento g no es compatible o bien su sumatoria es estrictamente
menor que la de p.

De lo anterior se siguen nuestras versiones abstractas de De Zolt.

Teorema 4. 1 (Descomposicion global): Considérese una descomposicion
global p de m. Entonces, para cada truncamiento ¢ de p, g no es una descom-
posicion global de m.

Teorema 4. 2 (Descomposicion local) Considerar una descomposicion local p de
m. Entonces, para cada truncamiento ¢ de p, g no es una descomposicion de m.

Quizas sea oportuno destacar aqui las semejanzas entre esta “prueba abstrac-

ta” del De Zolt y la prueba de Hilbert. Recordemos que esta ultima prueba se
apoya en el hecho de que dos poligonos de igual medida de area son siempre
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equivalentes, y en dos propiedades fundamentales de la medida de area, a sa-
ber, que son siempre positivas y que satisfacen aditividad. De este modo, este
tratamiento abstracto de De Zolt —que s6lo hemos esbozado aqui— contribuye
a clarificar algunos aspectos centrales de la prueba de Hilbert. En particular,
la distincion entre magnitudes propias y triviales permite elucidar la apela-
cién a una nocion de medida de area en esta prueba geométrica.

Ambos teoremas 4.1 y 4.2, ademas de los resultados asociados con las no-
ciones que hemos definido, se siguen de los axiomas usuales de comparacion
(menor o igual), que nos permite definir equivalencia, y de los axiomas de
adicion, que juntos configuran nuestra teoria de las magnitudes compatibles.
Los axiomas de adicion, a diferencia de la teorfa estandar de magnitud, no
incluyen conmutatividad. A la teorfa estandar, por otro lado, se le puede
agregar o no el Axioma de Arquimedes, que tampoco precisamos suponerlo
en nuestra teorfa de magnitudes compatibles. Con estos axiomas y las nocio-
nes mencionadas dimos una prueba de manera abstracta de De Zolt para dos
dimensiones, inspirada en ideas de Lomnicki (1922).'° ;Por qué no podemos
simplemente afirmar que también vale esta demostracion para tres dimen-
siones? Esta pregunta debe ser puesta en conexion con otra, a saber, con la
posibilidad de extender la prueba de Hilbert con base en la nocion de funcion
de medida propuesta por Andreotti que examinamos en la secciéon anterior.

En la ultima seccion, propondremos un sistema de tipos capaz de demos-
trar una version del Postulado de De Zolt, pero motivemos, en primer lugar,
el cuadro tedrico de tipos que presentaremos. Distinguimos entre partes pro-
pias y triviales de una descomposicion de un poliedro. La juncion (join) de
lacaraA, A, A, A, del poliedro B, A, A, A,, A, con la cara homénima en
la Figura 4 lleva al mismo poliedro de la izquierda. La Figura 6 lleva expli-
citamente en cuenta el poliedro trivial A, A, A;, A, en el truncamiento del
poliedro de la derecha. La cara A, A,, A, A,, que denotamos & opera como
una palabra vacia en relaciéon con una lista.

10 Giovannini, E. N., Haeusler, H., Lassalle-Casanave, A., Veloso, P A. S. De Zolt” Postulate: An
abstract approach, First View. Una traduccion al inglés de Lomnicki, A. O., On the principle of
disjunction in logic and mathematics, 1922, debida a A. McFarland, se encuentra en un apéndice
de nuestro articulo
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~ B
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~C4/ 64/

Ca Ca
Cs ~ / el Cs ” / &5
SN Y
Figura 6

La siguiente derivacion ilustra el razonamiento que permitird concluir que
el poliedro truncado, del lado izquierdo, no es finitamente descomponible
al poliedro del lado derecho. Los P, para i = 1,2,3 son, respectivamente, los
poliedros (del lado izquierdo) que constituyen el truncamiento de la descom-
posicion del poliedro del lado derecho, mientras que los Q, parai=1,2,3 son
los poliedros que configuran la descomposicion. Dado que P, es trivial, P,=«.

21<Q Pl1=01
1=<02;01 6—<Q3
(PZ P1) < Q3; (Q2;

5. Un sistema de tipos para una mereologia geométrica

En esta seccion caracterizamos una version de un sistema débil de tipos que
pretende demostrar el Postulado de De Zolt en tres dimensiones. La principal
forma de afirmacion en muchos de los sistemas conocidos de tipos es t : T,
donde t es un término y T un tipo. Nuestro sistema de tipos tiene solamente
cuatro tipos, a saber, el tipo p para puntos, el tipo s para segmentos o secuen-
cias de segmentos (segmentos poligonales), el tipo f para poligonos o caras
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y el tipo v para superficies poliédricas o poliedros. Una linea poligonal esta
constituida por segmentos. Una linea poligonal que esta totalmente conteni-
da en un plano y es cerrada es un poligono o cara. Un poliedro esta consti-
tuido por caras y cuando todos los segmentos de una cualquiera de sus caras
pertenece al menos a dos caras entonces la superficie poliédrica es un polie-
dro, esto es, tiene un volumen. Poliedros pueden ser juntados para formar un
(nuevo) poliedro. En el sistema debemos incluir una afirmacion adicional n
cmp m que significa que n y m son elementos compatibles del mismo tipo. Esa
afirmacion de compatibilidad, cuando satisfecha, es usada para juntar n y m.
Pero esta afirmacion también la hacemos en la direccion contraria: n y m son
compatibles, cuandoquiera que ellos son componentes de una descomposi-
cion del mismo poliedro. Finalmente, usamos ¥ como una meta-variable para
tipos. En la Figura 7 mostramos todas las reglas de tipeo del sistema para la
prueba del postulado de De Zolt.

Tipos T: p, s, f, v

Sistema de tipos para la mereologia geométrica de poliedros

n:p m:p n#Em p:s q:s —par(p,q) pNqg:p
5711 57[2
(n,m):s (p:s,g:s8):s

p:s :5 Jordan(p,  f Bt Ng:s
P q X jop 2if eif p0g

pUq:f pUg:f

p:f q:f Cerrado(p,q) p:o g:v pngqg:f
o—1I . v—1Ip .
pUg:o pUg:o

p:T p:T q:T pempq q#e p:T q:T pempq pFe
p=p P=pq q=<p;q

Pt g% piRq i=12 p:T ¢:T pi<qg p2e
p1iP2 2 q13q2 P1iP2 < q13q2

DS q;: T pL=q P2 < G2
€T P1ip2 <q1:42

Figura 7
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En la regla s — I, = par (p,q) vale cuandoquiera que p y q son segmentos
no-paralelos. Lineas poligonales son no-paralelas en relacién con otros seg-
mentos u otra linea poligonal. En la regla ,f — I, Jordan(p, q) vale cuandoquiera
que la linea poligonal formada con p concatenada a q es una curva de Jordan
(linea poligonal), esto es, cuando es una curva plana cerrada. Finalmente, en
la regla v —1I, Cerrado (p, q) vale cuandoquiera que p U g es un sélido cerrado,
esto es, tiene volumen formado con las carasen p y q.

Al final de la seccion anterior dimos un ejemplo de un término que es
del tipo de poliedros. La siguiente derivacion muestra eso. Notese que en ese
caso la descomposicion es la mas simple posible. En efecto, la descomposi-
cion es el poliedro mismo. Poliedros son, en general, representados por sus
respectivos términos que son esencialmente listas (de listas (de listas)). Por
ejemplo, el poliedro en la Figura 8 abajo puede ser representado por el térmi-
no mostrado a su lado. La parte inicial de ese término corresponde a la cara
AB A, (La representacion del poliedro del lado derecho es demasiado larga
para ponerla en la figura. Las otras cuatro caras del tetraedro son omitidas en
favor de una mejor visualizacion.) El término que representa el tetraedro en
la Figura 8 usa los simbolos de delimitacion “[,]”, “(,)” para facilitar la lectura.
Formalmente, los términos son pares, triplas o listas en general, sin relacion
con el delimitador usado para denotarlo. Se prueba que la cara A%, B!, A’ es
del tipo f de caras de acuerdo con la derivacion en el sistema.

({[Br:p,Aa:plisi[Aa:p Ariplisi[Arip, Biiplis):if,

// N
Aa. /Al i:fa
A4 _fy:o

Figura 8

Notese que necesitamos proveer o asumir una justificacion para la no-coli-
nearidad de A,, A y B,.

Ay # By A # B
Ag:p Bi:p By:p Ap:p Ay #F Ay
(Aa,Br):s (B1,41):s (A, Bi) N (B1, A1) : p —par({As,B1),(B1,A1)) Ay:p Ag:p
[{A4, B1),(B1,A1)] : 5 (A1,A4) s Jordan(As, B1, A1)

{[(A4, B1}, {B1,A1)], (A1, Ad)) : f
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Lema 5.1 Sea A la descomposicion de un poliedro P, entonces hay una de-
mostracion m de Ajven el sistema mereoldgico de tipos.

Esquema de la demostracion: Por induccion sobre el ntimero de poliedros en A.
Si A tiene solamente un poliedro §, entonces tenemos dos casos: (1) § es su pro-
pia descomposicion, por lo tanto, & : v es una hipotesis, (2) § es descomponible
en superficies poliédricas. En este segundo caso, por una induccion subsidiaria
sobre el nimero k de superficies poliédricas n,,... m,, que descompone 8§, obte-
nemos la demostracién de 6 : vde m : f,i=1, ...k, y Cerrada (U, U T ),
usando la regla v -1, donde A y B es una particion de {1,...,k}. SiA={5,,...,8 _},
entonces, por hipotesis inductiva, para cada i = 1,...,m hay una demostracion
de 8, : v. Dado que A es una descomposicion, obtenemos una demostracion de
8, U68,U 8, v, usando la regla v - I, iteradamente por pares. De hecho, hay una
tercera induccion sobre la descomposicion de las superficies poliédricas (tipo )
que omitimos en favor de una argumentacion mas clara.

Una observacion importante que debemos hacer en relacion al lema previo
es el hecho de que todas las condiciones de la prueba, esto es, las instancias de

Cerrado(_, _), -~par (_, _) yJordan(_, _) son provistas por la descomposicion
dada.

Teorema 5.1 (Completud) Sean Py Q dos poliedros y A,y A_ sus respectivas
descomposiciones, tales que A es un truncamiento de A,. Entonces existe una
demostracion de A, <A, en el sistema mereoldgico de tipos.

Esquema de la demostracion: De Py Q, por el Lema 5.1, existen n, y 7, deri-
vaciones, respectivamente, de A,: vy Ay vy con base en ambas descomposi-
ciones. Combinando , y 7, obtenemos la demostracion de A, <A, Obsérvese
que la remocion de uno de los poliedros de la descomposicion es equivalente
a tener € en su lugar. Comparamos parte por parte del poligono truncado con
el poligono entero, usando las reglas mereologicas para < y < para obtener De
Zolt.

6. Conclusion

En este trabajo hemos esbozado un sistema débil de tipos que permite obtener
una demostracion del postulado de De Zolt en tres dimensiones. Nuestro ana-
lisis estuvo motivado por dos problemas centrales, relacionados con las limi-
taciones de extender la validez del mentado postulado desde el dominio de la
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geometria plana a la geometria del espacio. Por un lado, en virtud de las cono-
cidas paradojas de Tarski-Banach y Hausdorff, es bien sabido que el postulado
de De Zolt no puede ser demostrado en la teoria de conjuntos ZFC. Mediante
el sistema de tipos aqui desarrollado hemos identificado una sub-teorfa débil
de ZF en donde De Zolt preserva su validez. Por otro lado, nuestro abordaje
ha permitido resaltar ciertos aspectos conceptuales de las demostraciones geo-
métricas de De Zolt en tres dimensiones. Mas especificamente, la existencia de
funciones aditivas finitas que asocian a cada poliedro un segmento determinado
(i.e., su “medida”) es la condicion sobre la que se fundan las conocidas de-
mostraciones geométricas de De Zolt en el espacio, tales como la de Andreotti
(1949). En el sistema de tipos para la mereologia geométrica aqui esbozado,
esta condicion se refleja en el hecho de que las condiciones de la demostracion
de De Zolt son provistas por la descomposicion dada. Esta restriccion pone asi en
evidencia el caracter débil o local de la version del postulado aqui examinada.
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