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METODO DEL PROMEDIO ESFERICO EN LA SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALESPARCIALESDE TIPO HIPERBOLICO

RESUMEN

En este articulo se estudiaré la solucion de la ecuacion del problema de Cauchy
paralaecuacion de onda de dimension espacial mayor que uno.
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1. INTRODUCCION

El estudio de las ecuaciones diferenciales parciales,
EDPs, emerge en e siglo XVIII cuando las ecuaciones
diferenciales ordinarias fallan a describir los principios
fisicos estudiados. Asi, la importancia de estas
ecuaciones es reconocida desde hace muchos afios y el
aumento de la complgjidad de la tecnologia actual
requiere que los ingenieros y cientificos conozcan el
tema.

Las EDPs suelen ser (tiles en e disefio y construccion y
su estudio es una gran empresa que involucra grandes
areas de la matematica. En un extremo el principal interés
esta en la existencia y unicidad de las soluciones y €
andisis funcional es una herramienta fundamental para
este proposito. En € otro extremo se tiene el interés de
hallar soluciones analiticas y numéricas a dichas
ecuaciones y en esta tarea es fundamental e andlisis
numerico.

En la mayoria de los casos, el estudio de las EDPs se
inicia con el caso unidimensional para después tratar de
generalizar a dimensiones superiores, generalizacion que
por lo general es dificil de realizar. En este articulo se
estudia e método de los promedios esféricos, e cua
permite la generalizacion a dimensiones superiores del
método de D’aambert aplicado a problema de Cauchy
de laecuacion de onda.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos € problema de Cauchy parala ecuacion
La ecuacién de onda

ou=c*y u,, —U, =0, @
-1
u(x,0=f(x), u(x0=9(x, @)

donde u(x,t) e C*(R"xR,).

El operador “0O0" es conocido como € operador de
D’ alambert.

La ecuacién (1) para e caso tridimensiona puede
representar ondas acUsticas u Opticas, e caso
bidimensional puede representar ondas sobre la superficie
del agua y e caso unidimensional ondas de sonido en
tubos (pipes) o vibraciones de una cuerda.

El problema unidimensional se puede resolver
utilizando e método de D’alambert. Para dimensiones
mayores que uno, utilicemos el método de los promedios
esféricos el cual también es de gran utilidad para analizar
las principales propiedades de funciones armonicas y los
promedios esféricos de Gauss.

3. METODO DE LOSPROMEDIOS ESFERICOS,

El promedio esférico para la funcion u(X,t), que
satisface la ecuacion (1), esta dado por
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m)=—— [ u(ytds,

n ly—x|=r

donde w, es el areade la superficie de la esfera unitaria

en R", dada por lasiguiente formula

n -1
, = J do =272 (F(ED ,
ly-x=1 2

siendo I lafuncién Gamma dada por
I'a)= Ie’xxa’ldx, para ¢ >1.
0

De manera andloga podemos calcular los promedios
esféricos de las funciones f y g respectivamente

1 (0 =1, (.0)=—— [ u(y,0)ds

n ly—X|=r
S [ fds,
Ol 1y Xer
11(1) = (14,(r,0)), = [ u(y.0ds
n ly—X|=r
j gas.
n ly—X|=r

Consideremos €l vector I'& delongitud I, que va desde

X hasta Y, esdecir Y= X+r¢ . Dado que dw es el

elemento de angulo sblido generado por la esfera unitaria
tenemos que

dS=r""dw.

De estaforma,
1

, (r ) =— j u(x+ré, tde. 3
O |5

Observando que la region de integracién es
independiente del radio r podemos hallar la funcién

u(X,t) como e limite del promedio esférico. Esto es,
u(x,t) = lim g, (xt).
r—0*

Derivando (3) con respecto ar obtenemos

(1, (x.1)), qu (x+r&, )¢ dw
n|§|11 -1
=— I Zu &,ds,
ly-x=r §=1

donde &; es Iacomponente j-ésimadel vector & .
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Utilizando € teorema de Ostrogradski-Gauss Yy
asumiendo ademas que & esnormal exterior se obtien

(1, 060), =g [ Du,, dydy,...ay,
n |y x<r j=1
- 1n—l J' Zuy_ £,ds.
a)nr ly-x=r i=1 J

Teniendo en cuenta (1) y pasando a coordenadas polares,
obtenemos

(rnil/uu (X,t))r = tt
n |y-xl=r
rmt
=— u,ds

c? (a)r " £| y ]

r.n—l 62 1 n -1
— uds r,t

c? atz[a)n |ny-|x J c’ & (D),
Asi,
(r”’l/,zu(r,t)r) =2, (r,),.-
Luego
:uu(r t)rr + luu(r t) =C :uu(r t)tt (4)

La ecuacion (4), conocida con €l nombre de ecuacion de
Euler-Poisson-Darboux, es dificil de resolver para
dimensiones pares. Para resolver un problema en
dimension espacia par se utiliza el método del descenso
de Hadamard.

A modo de giemplo resolvamos e problema de Cauchy
en dimension espacial tres.

4. APLICACION DEL METODO

A patir de la funcion g(x)eCz(]R3)
construyamos lafuncion £, (x,t), t>0,
g (X,1) = mg—i!.m g(&)ds.
_t cty)ds 6
—4—Hjlg(X+ 7)dS, . (6)
-

Para cualquier funcion g(x) e C? (R3) setiene que
2

Eyg(x,t):cszg(x,t),t>O,XER3, ©)
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1y (x,0)=0 ©)
(#,(x,0)) =9(x) ©)

La condicién inicial (8) se deriva de (6). Ademés
utilizando (6) encontramos que

(4,(x.0)) =4i j g(x+ctr)dS,

[7l=1

t
+— | (Va(x+cty),cn)dS, . (10)
ar | (VoL tn).cn)es,
Asi
1
9(0) = (145 (x,0)), " lj g(x)ds, .
7|=1

Transformemos la ecuacion (10) de laforma

(ﬂg(x,t))t=%+E [ (Va(x+ctn),n)ds,

A7 i

;@ 1
= " aa [ (va(¢).m)ds. =

[&—X|=ct
Ho L f
t  4rct

l-xj=ct

vg(&)de.

Si de nuevo regresamos a las variables & = X+Ctr, y
para después hallar Vg(f) através de la superficie de

la esfera |&—X|=ct, con ayuda de la féormula de
Ostrogradski-Gauss, obtenemos que:

1 0
(ﬂg(x,t))tt:mai I Ag(é)dé},(ll)

|&—x|<ct
yaque
10 Yz
(mx0), =g 5 )2 =
Hy My
Lat Ag(&)de—22 =
e |:£|<ct 9(£)ds t?
1
A dé:
Arct? |f£|<<7f g(§) d
o 1 1
— — A dé |= A d
8t[4ﬂct|§_;!.|<ct 9(<) g] Arrct? |e:-£|<cr 9(¢)dé+

1 0
a0
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La derivada en (11) es f&cil de realizar en coordenadas
esféricas:

g(léLdAg(g)dg] =§(T | Ag(x+r;7)r2dsﬂer

0l7=1

=C I Ag(x+ctn)(ct)*dS, = c(ct)? J Ag(x+ctn)dS,
[71=1 Inl=1
de aqui obtenemos

ct

(45 (%)), =— j Ag(x+ctn)dS, .
AT

De otro lado de (6) tenemos:

Ay (X,t) :4L I Ag(x+ctr)ds, .

l71=1
Ahora sea ¢(X)eC3}(R®), w(x)eC?*(R?).
Entonces la solucién del problema de Cauchy
U, = C°Au(x,t), t>0, xe R®,
u(x,0)=¢(x), u,(x,0)=w(x), esta dada de la
forma

0
u(x,t) =ay¢(x,t)+yw(x,t). (12)

Esta Ultima ecuaci6n representa la férmula de Kirchhoff.
Sea ahora €l problema tridimensiona

o'u (o du 4
~2 2t o2t | 13)
ot ox- oy- oz
lJ|t=o: # (X, ¥, 2),
ou
— =¢(XVY,2Z). 14
Xl A (X Y,2) (14)
Y asumamosque ¢, e C*y ¢ € C?.
Primero observamos que
1
u(xy,2.t) = [[¢(&n,6)do, , (15)
4rc S

dénde S, es la superficie de la esfera con centro en el
punto M (X, Y, 2) yradio r =ct.

Escogemos &,77,6 delasiguiente manera
E=X+act,n=y+pct, c=2z+yct,
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donde &, 3y y sonloscosenos directores de la esfera

S,, los cudes podemos  escribir  como

a =sendcosy , [ =sendseny , y =Ccosd.

0<0<r7,0<sy<2r.
Teniendo en cuenta que

do, =r’do, = c’t’do, = c’t*senddody
de (15) obtenemos

u(x, y, zt) :iﬂ¢(x+ act,y+ pct, z+ yct)do,
S

De agqui tenemos que

+
ox* 2 0z° on® og?

9 0
47rct”( 2" on® 09g° jdar.

Diferenciando U(X, Y, Z,t) con respecto at,

ou o« 62 6¢ 5¢ o’
[ o

%:igﬂxmd’ywal”mdq

ct op 04 Of

- - — |do, . 17
+47r'g(aa§+ﬁ577+yagj o 0

o’u ]
Para hallar W escribimos (17) asi

o¢
at ? 4rct ”( 77 ag]da

Utilizando la formula de Ostrogradski-Gauss obtenemos

a¢ a¢ %
Wt I S 2 28 oz,

Dénde D es una esfera de radio I = Ct con centro en
e punto M (X, Y, 2).
Si denotamosa | como

|_Lﬁ[a¢ 7Y, if]dgdndg

vemos que

ou u |

ot t Arct
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Diferenciando esta Ultima expresion con respecto at,
ou U 1(u I j I 1 al

—_— - — + -
ot? t? t Arct?  Arzct Ot

t  4rct

LA
4zct ot

No es dificil observar que

”[af a¢ a¢]0r

on® g

Si ahora utilizamos €l sistema de coordenadas esféricas
para | y diferenciamos con respecto a t, obtenemos

% % O
=H£¢ ¢, 0%

senfdady d
PYZP jﬁ yap,

000

diferenciando | con respecto a t, hallamos

Cf”(aqﬁ ¢, 0% \atrengy

2 on’ 84

_ 5¢ 0’ 0’9
_ﬂ[ag o +8g]q_

Como vemos la funcion U(X, Y, z,t) es solucion de la

ecuacion (13) y ademas, por (16) y (17), satisface las
condicionesiniciales

ul_,=0, u

ot = ¢(X’ Y, Z) . (18)

t=0

Como U(X, Y, Z,t) essolucion de (13) que satisface las
condicionesiniciales (18), lafuncion

ou
w(X,Yy,zt)=— at

también es solucién de (13) y satisface las condiciones
iniciales

W|t:O: P(X,¥,2),

i
a t=0 B &2 t=0

=0. (19)

L[ 6%u 62u 82
e ay2 822
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Si en (18) tomamos la funcion ¢ (X, Y, ) en lugar de la
funcion ¢(X, Y, Z) y en (19) hacemos lo mismo con la

funcion @, (X, Y, Z) y después sumamos estas soluciones

obtenemos la solucién de (13), que satisface las
condiciones (14)

U(X,y,Z,t)= 8J’I¢o(§;’7!g)d0_r
S

47[05
L1 ”¢1(§,77,§) do. . 20)
S, r

47c

(20) es denominada férmula de Poisson y es una
generalizacion de la formula de D’ alembert para el caso
tridimensional.

Para el caso bidimensional se resuelve el problema de
Cauchy en dos dimensiones espaciaes

Uy (X, %, 1) = C*Au(x, X,,t) =0,
u(x,%,,0) = f(x,%),
U, (%, %,0) = f(x,%).

Ahora consideramos |los datos iniciales como funciones
definidasen R® xR , pero independientes de X, asi:

fO0 %, %) = F(x, %),
G(%, %, %) = 9(%,%,) ,

y calculamos la solucién del problema de Cauchy en
dimension espacial tres como lo hicimos anteriormente,

pero con los datos dados por las funciones f y §
respectivamente.

5. CONCLUSION GENERAL

Como hemos visto, el método de los promedios esféricos
nos ayuda a la solucion y posterior andlisis de problemas
clasicos de las ecuaciones diferenciales parciales en
dimensiones espaciales mayores que uno.

Las funciones arménicas en una sola dimensién espacial
son funciones linealesy €l valor de lafuncion lineal en e
punto medio de un intervalo finito es el promedio de sus
valores en sus puntos extremos. Para generalizar esta
propiedad a dimensiones mayores que uno tenemos que
mostrar que el valor de una funcion arménica en el centro
77 de una bola de radio I es el promedio de la funcion

sobre la superficie de la esfera. Es decir, para una
funcién arménica U,
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u(x):nL _[ u(y)dy:1 '[ u(x+rz)dz,
M, g7 @n g(0)
donde

B.(n)={z:lz-nkr}cQ, ueC*(Q), neQ.
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