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EL ESTUDIO DE ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONESARM ONICAS
PARA EL PROBLEMA DE DIRICHLET DE LA ECUACION DE LAPLACE

RESUMEN

En contraste con las ecuaciones diferenciales ordinarias, no existe una teoria
unificada para € estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. Algunas
ecuaciones en derivadas parciales poseen sus propias teorias, mientras que otras
aun no las poseen. Larazén para esto es por la complejidad de su geometria. En
€l caso de una ecuacién diferencial ordinaria un campo vectorial local es
definido en una variedad. Para una ecuacion diferencial parcial un subconjunto
de latangente al un espacio de dimension mayor que 1 es definido en cada punto
de la variedad. Como es sabido, inclusive para un campo bidimensional inmerso
en uno tridimensional en general no es integrable. Unateoria consolidada para el
estudio de la ecuacion de Laplace es la considerada en este articulo, la teoria de
las funciones armonicas.

En este articulo se estudiaran algunas propiedades de las funciones arménicas
parala solucién de la ecuacion de Laplace.

PALABRAS CLAVES: Funcién armonica, Funcion andlitica, energia de
Dirichlet, ecuacion de Laplace, Solucion fundamental, formula integral de
Poisson.

ABSTRACT

In contrst to ordinary differential equations, there is no unified theory of partial
differential equations. Few equations have their own theories for its study. In
this paper the analysis of harmonic functions for the solution of Laplace
equation is investigated.

KEYWORDS. Harmonic function, Holomorphic function, Dirichlet energy
principle, Laplace equation, Fundamental solution, Poisson integral formula.

1. INTRODUCCION
El andlisis complgjo juega un papel fundamental en €
estudio de las ecuaciones en derivadas parcides y en
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del plano X, Y. Diferenciando la primera condicion en
(1) con respecto a X, la segunda respecto a Yy vy
sumando obtenemos

muchos campos de las ciencias fisico-mateméticas. En o’u o
particular, la teoria de funciones analiticas es una ?+F =0, XxyeQ. 2
herramienta fundamental en la solucién de problemas con X . y
condiciones en la frontera para la ecuacion de Laplace. De formasimilar para Vv,
Esto es debido a la conexién que poseen las funciones 2 2
” \ ; : ov 0V
analiticas de variable complegja con las funciones —t—= 0, XxyeQ. ©)
armonicas de lavariablereal. ox~ oy

2. LA RELACION ENTRE LAS FUNCIONES
ARMONICASY LASFUNCIONESANALITICAS

Sea (X Yy)=u(X y)+iv(X,y), una funcion de
variable compleja, analitica en un dominio €2 del plano.
En este dominio las funciones U y V estén relacionadas
mediante |as condiciones de Cauchy-Riemann

ou ov ou_ ov

ox oy oy  ox
Debido a que en un dominio €2 una funcién analitica
posee derivadas de todos los ordenes, las funciones de
variable rea U(X,y) y V(X y) también tienen
derivadas parciales de cuaquier orden en dicho dominio

@
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Asi, las componentes U(X,Y) y V(X,Y) delafuncion

f son funciones armonicas ya que satisfacen la

ecuacion de Laplace (2) y (3) respectivamente. Esta
conexion entre las funciones analiticas y armoénicas
permite utilizar algunas propiedades de las funciones
analiticas para el estudio de las funciones armonicas.

3. EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA LA
ECUACION DE LAPLACE

Las funciones armdnicas en una sola dimension espacial
son simplemente las funciones lineales y e valor de la
funcién lineal en el punto medio de un intervalo finito es
el promedio de sus valores en sus puntos extremos ver

([3)).
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Generdlizando este resultado a dos dimensiones
espaciales tenemos que s 2 es un abierto de ]Rz,

g:0Q—> R es dada, y u:Q—>R, con u=g

sobre 0Q, paracada £ € Q y B, (&) < Q2 se cumple
que

u@ - |

7T ()

Veamos: sea &=(X,;,Y,) un punto interior a Q

Entonces se tiene que
1
u@=-— | u(xyds

27 ()

:i 2”u(xo+rcos:9,yo+r$n6')rd9
2rr 90

u(x, y)ds.

:ir”u(x0 +rcosd,y, +rsend)déd = ¢(r).
21 70 °

Derivando con respecto a I' y teniendo en cuenta que
u(x,,Y,) esconsante tenemos que

%:i o a—ucos6?+a—usen9 do
dr 2770 | ox oy

=i o a—ucoseJra—usene rdé@
27r 70 | OX oy

271 a8 (e

L J. Audxdy

27 ()

-1 [ div(vuydy

T g

:i J. Audxdy =0.
1 8
Puesto que I >O, entonces AU =0, paracada & € Q2.

Hemos establecido asi |a propiedad del valor medio para
lafuncién armonica U

ue) ==

7 o8 )
paracada £ € Q y B (&) c Q.

De esta forma, para hallar una funcion U que coincida
con una funcién dada gsobre 0Q  es suficiente
resolver e problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace

Au=0, en Q, u=(g, sobredQ. 4
4, ENERGiA DE DIRICHLET PARA FUNCIONES
ARMONICAS

uds:i J' udxdy ,

2
GRS

La integral de energia para una funcién arménica
U:Q — R estadadapor laexpresion

E-= I|Vu|2 dx.
Q

Para U fijoy paracualquier ¢ € C”, obtenemos

E, (1) = [[V(u+tg)] dx
Q
- I|Vu|2 dx+t2.[|V¢|2 dx
Q Q
+ ZtIVu-Vgﬁdx.
Q

Al derivar esta Ultimaintegral, denominada laintegral de
Dirichlet, con respecto a t y evauarla en t=0, s
obtiene

E, )], =2 j Vu-Vgdx. )
Q

Si asumimos ag = 0 sobre 002 entonces

I¢Vu-ds:0.
oQ

Aplicando el teorema de Gauss-Ostrogradski a esta
Ultima expresion,

.[(Vu-V¢)ds:—_[[¢Au]dx.

oQ Q
Utilizando (3), tenemos

E, (t)L:O =2 £ gAUX .

Si ademés suponemos que U es arménica en Q,
entonces

E{lj (u)‘t—o =0, paratodo ¢ .
Una conclusién importante que se desprende del andlisis

anterior, es el siguiente resultado.
Si U, es una funcion arménica sobre 02 y €2 un

abierto de R" entonces las funciones U, poseen la

energia méas pequefa de Dirichlet para sus valores en la
frontera

J|VU1|2 dx S.[|Vu2|2 dx,
Q Q

para las funciones U, que satisfacen U, =U, sobre

0Q.
Como

J. (uz - ul)v(uz + ul) -ds= 0: (6)
o0

aplicando € teorema de Gauss-Ostrogradski en (6)
obtenemos

jV(uz -u,)-V(u, +u,)dx= —_[ (U, —u)A(u, +u,)dx.
Q Q

De manera similar
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J.V(uz —Uy)-V(u, —u)dx = _J. (U, = )A(u, —uy)dx.

Utilizando estos resultados, obtenemos
I(|Vu2|2 ~[Vu,f ) dx = IV(u2 +Uu,)-V(u, —u,)dx
Q

= _j (uz - ul)A(UZ + ul)dx = _f (Uz - ul)A(UZ - ul)dX

= J.|V(u2 ~u,)[ dx>0.
Q

Es decir
I|Vu2|2 dx 2J'|Vu1|2 dx.
Q Q

4, TEOREMAS SOBRE MAXIMOSY MINIMOS
Si la funcibn U es amonica en una region

Q) , entonces en el interior de 2 esta funcién no posee
ni valores maximos ni minimos, estos valores maximosy
minimos los adquiere la funcion U Unicamente en la

frontera Q véase ([1-2,4,9]).
Para ver esto, supongamos que la funcion U toma su

valor méximo en un punto X interior a Q|
Existe £ >0 suficientemente pequefio tal que la bola
o =B(X,&) esta contenida en € interior de Q vy
ademés

u(x) >u, +¢, )
donde U, esel valor maximo de U en lafronterade o.

Sea 17 >0 ta que para cudquier punto & que se
encuentre dentro o sobre lafronterade ¢ se cumpla que

UV—§F<§,

donde |X— §| esladistanciaentre lospuntos X y & .
Entonces de (7), lafuncion

V(€)= u(&) +n|x—&f

en e punto £ obtendra un valor mayor que su valor

méximo en la fronterade o. Esto significa que € valor
méximo lo obtendrd dentro de o . Pero en e punto
méaximo las segundas derivadas tomadas con respecto a
las coordenadas del punto £ no pueden ser mayores que

cero. Al igual
ov o o%v
AN=—Ft—5+t—5=
0g” 0%, 0c;
Absurdo ya que no se cumple (7). De aqui se desprende
que lafuncién U en €l interior del dominio 2 no puede
obtener puntos maximos. De manera similar se puede

comprobar que la funcion U en €l interior de €2 no
posee valores minimos. Como U es una funcion continua

A |x— & =65 >0.

en Q) por €l teorema de Weierstrass tendra a menos un

méaximo y un minimo en €2 y como en €l interior de (2
la funcion no posee valores maximos ni minimos

entonces estos valores los adquiere en lafronterade €2.
Otro resultado importante es el siguiente:
Si las funciones U y V son armonicas en laregion Q y

si en la frontera de €2 se cumple una de las siguientes
condiciones

usv o |u<v,
entonces estas condiciones se cumplen también en €

interior de QO .

Utilizando € teorema sobre méximos y minimos
podemos demostrar un resultado muy importante sobre
las singularidades de la funcién armdnica U .

Seael punto & = X unasingularidad de lafuncion u(<)

y en todos los demés puntos de laregion € lafuncion es
arménica. Entonces la funcion U(&) cuando & — X no

crece més répido que 1/r , donde r:|x—§| , 0la

funcion U(&) en e punto donde tiene la singularidad se
puede redefinir de tal forma que sea arménica.

Otra propiedad muy usada en las funciones arménicas es
ladesigualdad de Harnack.

Sea Ue C?(Q) una funcién arménica y no-negativa
Ademés si €, es un dominio acotado tal que QcQ.

Entonces existe una constante A tal que
supu(x) < Ainf u(x) (8).
xeQ, xey
Veamos:
Sean XeQ, r>0 de ta forma que B, (X) se
encuentre en (2, el factor cuatro en €l radio de labola es
escogido para asegurar que si tomamos Y, Z enlabola

de radio I' y centrada en X vy utilizando la propiedad
triangular, tenemos que

B.(Y) =B, (X) =B, (2.
Por la propiedad del promedio esférico paralafuncion u

n
u(y)=———= | u(s)ds
a)n (3r) BrJ(.x)
sin J' u(s)ds. (9)
AU
U(2)=—r= u(s)ds
@, (3r) 33:[2)
> — u(s)ds. (10)
@, (3r) Bz:[(x)

Las estimaciones (9) y (10) son vélidas paracada Yy, Z
enlaboladeradio I y centradaen X.
De (9) tenemos que
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n
SUpU(X) < ——
B, (X) w,r B, (2)
Deigua formade (10) setiene que

A n .
—_—=— u(s)ds<inf u(z).
3 ,3r)" BZ:'.(Z) ) B (%) (2)

Asi,

u(s)ds=const = A.

supu(y) <3"inf u(z). (11)
B, (X) B (%)

Para generalizar (11) a €2, escogemos dos puntos en la
frontera de esta region, donde se alcanza € valor maximo
y e valor minimo de U, Y y Z respectivamente. Por

ser (), conexo, lospuntos Y y Z los podemos unir por

medio de una curva ¥, contenida en Q1. Ademés s
tomamos

0<4r <min{|c,—c,}.

Con e y c,eR" —Q, se tiene que todas las
bolas con centro en los puntos de la curvay y de radio

4r estédn contenidas en 2. De otro lado por la

compacidad de la curva y @ unir los puntos Y, Z se
tiene que basta una cantidad finita de tales bolas, digamos
N , para cubrir a £2. De manera andloga, empezando

por el punto maximo y aplicando (11) de forma reiterada,
obtenemos la desigualdad buscada

supu(x) < Ainf u(x),
xeQ Xey
donde A=3"

Este resultado sobre las funciones arménicas es uno de
los mas importantes. Por gjemplo s la funcion U es
positiva o cero y armoénica en la bola con centro en €

origen y de radio I y s inf u(x) =0, entonces U es
xeB, (0)

idénticamente cero sobre B, (0) . Este resultado se puede

obtener procediendo como en la demostracion de la
desigualdad de Harnack.

5. SOLUCIONES FUNDAMENTALES
Busguemos soluciones a la ecuacién de Laplace en un

dominio de R" que posean agin tipo de simetria
esférica ver ([5]). En el caso particular si suponemos un

punto fijo & de R", halemos una funcion
ueC? (R” —{f}) delaforma

() = (|x~¢).

Con ¢eC? (0,+0), con U una funcién arménica en

R"—{£}.
En e caso de soluciones radiales, independientes de las
variables angulares, u(X) = ¢(r)con r = |x| )

Al considerar que

. /2)g2 u, J'(:)& ,
wx:¢%w(§;

2

X

r
’

r_

]+¢'(r)

r.2

para i=12,...n. Considerando a N como la

dimension espacial tenemos la siguiente ecuacion
diferencial ordinaria, para calcular e Laplaciano de la
funcién u

ru=g0)+ gy, 12
Pararesolver (12) consideremos dos casos:
an=2
#(r)=C,Inr+C,. (13)
by n>3
¢(r):—L+C , (14)
(n-2)r™2 72

con C, y C, constantes arbitrarias.
En consecuencia, toda funcion de la forma

u(x) =¢(|X—§|), con ¢(r) dadaen(13) y £ e R"
fijo, es una funcion de clase C” (R” —{5}) que es

soluciénde Au =0 en R" —{&}.

Si introducimos la solucién fundamenta de la ecuacion

deLaplaceen R" alafuncion K(X,&) con Xx= & |, se

tiene que

1
- r"?"

K(x.&) =

—Inr, n=2,
2r

con @, lamedidade laesfera

S”’lz{XE]R” :|x|:1}.

5. CONCLUSION
Introduciendo una funcion W(X) armoénica en Q vy

utilizando (15) podemos definir las funciones de Green
como
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G(x,&) =K(x,E)+wW(X) . (16)
Si suponemos que para cada & € 2 podemos encontrar
una funcién W, (X) arménica en Q que satisface la
condicion
W, (X) = -K(x,8),
para X € 0C2. Entonceslafuncion
G(x,&) = K(X,&) + W, (X)

es una funcién arménicaen (2 y ademéas es una solucién
fundamental del operador de Laplace, con la propiedad

G(x,&) =0 paratodo X € 0Q.

En general, la construccion de tales funciones es
complicada ya que requiere la solucién del problema de

Dirichlet

Aw, = 0, enQ

w, =—K, sobredQ
con £ Q2.

Haciendo uso de (15) de las férmulas de Green (16) y de
la férmula de representacion de Green, el problema de
Dirichlet para la ecuacion de Laplace tiene como
solucion

(@)= [ EXgas,.

oQ X
expresion que es conocida como la férmula integral de
0G(X,
Poisson. La expresion H(X,§)=%, es e
v

X
[lamado niicleo de Poisson.
Es decir, € problema de Dirichlet posee solucion para

ueC? (Q_Z) , luego podemos calcular U de la formula

integral de Poisson siempre y cuando conozcamos las
respectivas funciones de Green.
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