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Discrétisations des homéomorphismes du cercle.

Tomasz Miernowski *
UMPA, ENS Lyon, UMR 5669 CNRS, 46 allée d’Italie, 69364 Lyon cedex 07, France

Résumé

On s’intéresse aux propriétés asymptotiques de la suite des discrétisations uniformes d’un
homéomorphisme du cercle. On étudie leurs dépendances en les propriétés arithmétiques du
nombre de rotation de ’homéomorphisme en question. En particulier, on considere la structure
des cycles périodiques, leurs distributions spatiales et le temps de stabilisation du processus
de discrétisation.

Abstract

We are interested in asymptotic properties of the sequence of uniform discretizations of
circle homeomorphisms. We investigate their dependance on arithmetic properties of the rota-
tion number of the homeomorphism. In particular, we are interested in the structure of periodic
cycles, their spatial distributions and the stabilisation time of the discretization process.

1 Introduction

Soit f : (M,d) — (M,d) un homéomorphisme d’un espace métrique vu comme systéme dy-
namique. Une discrétisation de ce systeme, avec une précision € > 0, consiste en la donnée d’'un
ensemble fini de points E. C M et d’une projection P. : M — E., qui vérifie d(P-(z),x) < ¢, pour
tout © € M. De plus, on suppose qu'’il existe une constante C' > 0 telle que min{d(x,y) : z,y €
E.} > Ce, c’est-a-dire que 'ensemble E. n’est pas “trop dense” dans M par rapport & la précision
€. Ceci définit une application discrete f. = P. o f : E. — E., qui approche 'homéomorphisme
f quand € tend vers 0. L’application f. ainsi construite sera aussi appelée “une discrétisation” du
systeme continu f: M — M.

L’étude des discrétisations est importante particulierement du point de vue des simulations
numériques, qui constituent un outil puissant dans l'analyse des systemes dynamiques. Dans ce
cas, 'espace M, étant souvent une variété riemannienne, est automatiquement remplacé par un
ensemble fini de points, qui forment 'univers de 'ordinateur. Les valeurs de I'application f sont
aussi arrondies pour qu’elles puissent étre traitées par ’arithmétique finie de la machine. Il faut
quand méme souligner que notre modele de discrétisation uniforme est purement théorique. En
particulier, il est bien différent des standards IEEE rencontrés dans la grande majorité des ordi-
nateurs, ol les nombres réels sont représentés sous le format flottant (floating-point arithmetics).
En pratique la précision n’est pas la méme dans chacun des points de I’espace. Elle est concentrée
autour de zéro et devient de moins en moins importante quand le nombre que ’on veut représenter
grandit.

Fixons une discrétisation f. : . — E.. L’ensemble E. étant fini, I'orbite de tout point z € FE.
est prépériodique sous l'action de f.. La dynamique de 'application f. est donc caractérisée par :
e le nombre de cycles périodiques, ainsi que leurs longueurs,

e la taille des bassins d’attraction des cycles (nombre de points attirés par un cycle donné),
e le temps de stabilisation (i.e. le nombre minimal d’itérations de f. nécessaire pour envoyer tout
point de Pensemble E. sur le cycle périodique correspondant).

La question la plus naturelle qui se pose est de déterminer si le comportement asymptotique,
quand € — 0, des grandeurs mentionnées ci-dessus, reflete en un certain sens les propriétés de la
dynamique continue de départ.
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Dans [14] et [15], on trouve une discussion autour d’un phénomene particuliérement intéressant,
qui se produit lorsque I'on discrétise un systéme chaotique. Nombreuses simulations numériques
montrent, que dans ce cas les propriétés (asymptotiquement quand ¢ — 0) de la famille des appli-
cations discretes (fe) ne dépendent pas du choix du difféomorphisme f, mais qu’elles sont plutot
communes a la dynamique chaotique elle-méme. Par exemple, le nombre de cycles périodiques
de Papplication f. est typiquement de l'ordre de In(#E.), la longueur de la plus longue orbite
périodique est de 'ordre de \/#E., le temps de stabilisation est de ’ordre de \/#E., etc. Ceci cor-
respond aux propriétés asymptotiques, quand N — oo, des applications aléatoires d’un ensemble a
N éléments dans lui-méme. On peut donc espérer que, en un certain sens, la dynamique chaotique
soit bien approchée par la dynamique aléatoire. En pratique, au lieu de calculer 1'orbite exacte
d’un point x € E. sous l'action de f., on pourrait choisir ses images consécutives dans 1’ensemble
E. au hasard. Ce processus doit s’arréter au moment de la premiere répétition, car le caractere
entierement déterministe de la dynamique de f. oblige le point x a suivre la trajectoire déja définie.
On peut s’attendre donc a ce que I’ensemble de points ainsi obtenu ressemble & une orbite typique
de ’application discrete f-.

L’exemple classique de lapplication f : [0, 1[— [0, 1[,  — 2z (mod 1) montre qu’il faut tout de
méme rester prudent. Pour tout N € N, on définit Ey = {k/2V : k =0,1,...,2Y — 1} et on pose
In = fiex 1 EN — En. On remarque, que pour tout N € N, tout point de 'ensemble Ey sera
envoyé sur le point fixe 0, apres au plus IV itérations de 'application fy. Le systéeme continu f est
cependant chaotique, ce qui implique qu’il posseéde une dynamique extrémement riche. Dans ce cas
particulier, la dégénérescence de la dynamique discrete provient bien str de la rélation arithmétique
entre l'action de f et la définition de 'ensemble E .

Dans ce travail, on s’intéresse aux propriétés des discrétisations uniformes des homéomorphismes
du cercle. Considérons S! comme lintervalle [0, 1] avec les extremités identifées et pour tout N €
N, introduisons l’ensemble de discrétisation Ey = {k/N : k = 0,1,...,N — 1}, & N éléments
uniformément distribués sur le cercle. On définit la projection Py : S' — Ey associée, Py(x) =
k/N si et seulement si (2k —1)/2N < z < (2k+ 1)/2N, (mod 1), £ = 0,1,...,N —1. On a
donc construit une suite de discrétisations fy = Py o f, N € N, dont on va étudier les propriétés
asymptotiques, quand N tend vers l'infini. Dans cet article, on montre que le comportement des
discrétisations d’'un homéomorphisme f dépend des propriétés arithmétiques de son nombre de
rotation.

Soit Homeoy (S') (resp. Diffy"(S'), r € N U {co,w}) le groupe des homéomorphismes (resp.
difféomorphismes de classe C") du cercle préservant l'orientation. On note respectivement gy (f)
et T (f) la longueur des cycles périodiques et le temps de stabilisation de la N-iéme discrétisation
fn de 'homéomorphisme f € Homeo, (S') (lecteur pourra se reporter au paragraphe 2 pour
voir les définitions précises). Notre objectif principal est de comprendre la discrétisation d’un
difféomorphisme typique dont le nombre de rotation est irrationnel. Nous commencons cependant
par le cas plus élémentaire, out ce nombre est rationnel.

Théoréme A.1 Soit f € Homeo(S') un homéomorphisme du cercle de nombre de rotation
rationnel.
1. Si f est de nombre de rotation 2 et posséde au moins une orbite périodique stable, alors
pour tout N suffisamment grand, on a qn(f) = q.
2. Dans l’ensemble des homéomorphismes semi-stables de nombre de rotation 2, il existe un
ensemble ouvert dense d’homéomorphismes pour lesquels il existe une sous-suite (Ni)ren de
discrétisations vérifiant qn, (f) = q pour tout k € N.

Afin de présenter le résultat concernant le temps de stabilisation on introduit les notations
suivantes. Soit ¢, : N — R, deux fonctions positives. Par ¢ < 1 on notera le fait que ¢ et 1 ont
asymptotiquement le méme ordre de croissance a l'infini, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes
a,b > 0 telles que a < ¢(N)/P(N) < b pour tout N € N. Par un élément “générique” d’un espace
topologique on comprend tout élément d’un ensemble contenant un ensemble de type Gs dense
dans cet espace.

Théoréme A.2 Soit % € Q. Pour un homéomorphisme générique dans l’ensemble des homéomor-
phismes de nombre de rotation & on a Ty(f) <InN.

Avant de traiter le cas des homéomorphismes de nombre de rotation irrationnel, on introduit



la terminologie qui nous permettera de parler de deux notions différentes de “comportement ty-
pique” de leurs discrétisations. On note HomeoE\@(Sl) (resp. Diff " ®\Q(S1)) le sous-ensemble des
homéomorphismes (resp. difféomorphismes de classe C") du cercle préservant l'orientation, dont
le nombre de rotation est irrationnel. Soit Xy C HomeoE\Q(Sl) I’ensemble des homéomorphismes
de nombre de rotation irrationnel vérifiant une certaine propriété W.

e On dit que la propriété W est C"-générique (typique au sens de Baire) dans la famille des
difféomorphismes de nombre de rotation irrationnel, si ’ensemble Xy contient un ensemble
de type G5 dense dans Diff"F\Q(S!).

e On dit que la propriété W est C"-prévalente (typique au sens de Kolmogorov) dans la famille
des difféomorphismes de nombre de rotation irrationnel, si pour une famille de classe C*
a k parametres, u : [0,1]F — Diff,"(S'), de difféomorphismes de classe C", contenant des
difféomorphismes irrationnels, générique, on a my({t € [0,1]* : u(t) € Xw}) > 0, olt my,
désigne la mesure de Lebesgue dans R¥.

Les deux théoremes suivants montrent les différences entre les comportements générique et

prévalent des discrétisations des difféomorphismes irrationnels du cercle.

Théoréme B Fizons deux fonctions ¢1,¢2 : N — Ry telles que limy_oo 91 (IN) = +o0 et
limNHoo ¢2(N)/\/ N =0.
1. Soit r € {0} UNU {oo,w}. La propriété liminf n_, oo ;1)1:(7(]{,)) = 0 est C"-générique dans l’en-
semble des difféomorphismes irrationnels du cercle.
2. Les propriétés imsupy_, o Z;V((I\];g = 400 et liminfy_, TNT(’C) =0 sont C¥-génériques dans

l’ensemble des difféeomorphismes irrationnels du cercle.

Théoréme C Soit ¢ > 0 fixé. La propriété qn(f) > KNﬁ, ou K > 0 est une constante ne
dépendant pas de N, est C"-prévalente, 3 < r < w, dans [’ensemble des difféomorphismes irration-
nels du cercle.

Dans la preuve du Théoréme B, on s’appuie sur ’analyse des discrétisations des difféomorphismes
de nombre de rotation rationnel semi-stable, pour en déduire, grace aux arguments classiques dans
des espaces de Baire, le comportement d’un difféomorphisme irrationnel générique. Le Théoreme
C décrit le comportement des discrétisations des difféomorphismes de nombre de rotation diophan-
tien, ce qui permet de supposer que les difféomorphismes irrationnels du Théoreme B possedent
les nombres de rotation qui se laissent bien approcher par des rationnels.

Dans le paragraphe 7, en s’appuyant sur des résultats numériques, on discute aussi le comporte-
ment prévalent du temps de stabilisation et du nombre de cycles périodiques (que 'on note ry(f))
des discrétisations d’un tel difféfomorphisme. Notamment on propose la conjecture suivante :

Conjecture Soit ¢ > 0. Les propriétés qn(f) < Tn(f) = N7+ et rn(f) < K, oo K > 0
est une constante ne dépendant pas de N, sont C"-prévalentes, 3 < r < w, dans l’ensemble des
difféomorphismes irrationnels du cercle.

La comparaison de cette conjecture avec la théorie des applications aléatoires des ensembles finis
montre que la dynamique “la plus irrationnelle” (diophantienne) sur S peut étre asymptotiquement
considérée comme “aléatoire”.

On s’intéresse aussi a la distribution spatiale des cycles périodiques de I'application discrete fi .
On prouve notamment, que si f : M — M est un homéomorphisme uniquement ergodique d’une
variété compacte M, alors la distribution spatiale des cycles périodiques des applications (fx)nen
associées, approche celle de 'unique mesure de probabilité f-invariante. En particulier, dans le cas
des homéomorphismes du cercle on obtient la proposition suivante :

Proposition D Soit f € Homeo (S') un homéomorphisme uniquement ergodique et soit j1 l'unique
mesure de probabilité f-invariante. Alors la distribution des cycles périodiques des applications (fn)
sur St tend vers celle de la mesure i quand N tend vers l’infini.

La structure de cet article est la suivante. Dans le paragraphe 2, on précise la notion de
discrétisation et on fait les premieres remarques concernant la structure des cycles périodiques
des applications fy. Le paragraphe 3 est entierement consacré a I’étude de l’exemple des rota-
tions euclidiennes du cercle. L’étude des discrétisations des homéomorphismes ayant des orbites
périodiques fait ’objet des paragraphes 4 et 5 - il en résulte la preuve des Théoremes A. Grace au



théoreme de Baire, dans le paragraphe 6, on prouve ’existence de difféomorphismes de nombre de
rotation irrationnel, dont les discrétisations héritent des propriétés asymptotiques du cas rationnel
semi-stable. On en déduit I’énoncé du Théoreme B. Le cas des difféomorphismes irrationnels dio-
phantiens, contenant la preuve du Théoreme C et la discussion autour de la Conjecture, est décrit
dans le paragraphe 7. Le paragraphe 8 est consacré a la preuve d’une version plus générale de la
Proposition D. Le dernier paragraphe donne des détails sur les simulations numériques effectuées
pendant la réalisation de ce travail. On y trouve également une comparaison entre les résultats
numériques obtenus et les résultats théoriques présentés dans cet article.

Remerciments. Je tiens a remercier Etienne Ghys pour m’avoir fait decouvrir le probleme des
discrétisations et pour ses nombreuses remarques qui m’ont aidé dans ce travail.

2 Notations et premieres remarques

Soit S! le cercle unité défini comme le quotient R/Z et soit IT : R — S! la projection canonique
associée. Sur S! on considere la métrique quotient provenant de la métrique euclidienne |- | dans R,
c’est-a-dire si 7,y € S! et 7,7 € R sont des relevés de = et y & R, on pose |z —y| = mingez |T—5+k|.
On utilisera aussi la notation dg: pour la distance induite sur S! par | - |.

On note Homeo (S') (resp Diff,y"(SY), r € NU {oo,w}) le groupe des homéomorphismes (resp.
difféomorphismes de classe C™) du cercle qui préservent I'orientation. Sur Homeo, (S!), on note
alors dy la distance qui définit la topologie C°. De méme, par d,., r € NU {co}, on note la distance
engendrant la topologie C” sur Diff,"(S'). Dans Diff,*(S') on considere la topologie C°°. Pour
f € Homeo (S') donné, on note Per(f) I'ensemble de ses points périodiques et Fiz(f) ensemble
de ses points fixes. Par Ry : S* — S, A € [0, 1], on notera la rotation euclidienne d’angle 27\ sur
St.

Par relevé & R de ’homéomorphisme du cercle f, on désigne tout homéomorphisme
f:R =R, tel que foll =ITo f sur R. Le relevé d’'un homéomorphisme f € Homeo (S') donné
est défini & une translation entiere prés. Le relevé vérifiant f(0) = f(0) € [0,1] sera appelé le
relevé canonique de 'homéomorphisme f. Par Ry:R — R, A € [0, 1], on notera donc le relevé
canonique de la rotation R), i.e. la translation  — x + A dans R.

Soit f € Homeoy(S') et f : R — R son relevé canonique. Soit # € R. Sachant que la limite
ci-dessous existe pour tout homéomorphisme f et qu’elle ne dépend pas de £ € R, on définit le
nombre de rotation p de ’homéomorphisme f :

ey~
p(f) = lim @) -2
n—o00 n
Cet invariant topologique donne des renseignements concernant la dynamique de ’homéomorphisme
en question. L’application p : Homeo, (S') — R est continue pour la topologie C° et p(f) = % €eQ
si est seulement si f possede au moins une orbite périodique (de longueur minimale ¢ si on suppose
p, q premiers entre eux). Pour plus de résultats concernant le nombre de rotation p on pourra se
reporter par exemple & [11] ou [9)].

Dans cet article on appellera homéomorphisme rationnel tout homéomorphisme du cercle
de nombre de rotation rationnel, et homéomorphisme irrationnel tout homéomorphisme qui
n’est pas rationnel. On note respectivement Homeog(Sl) et HomeoE\Q(Sl) les familles des homéo-
morphismes rationnels et irrationnels. Les notations Diff,"»%(S') et Diff,"®*\Q(S') correspondantes
seront adoptées au cas de difféomorphismes.

On suppose que les fractions qui représentent des nombres de rotation apparaissant dans cet

P

article, sont toujours réduites. Soit f € Homeo?i(Sl), tel que p(f) = o> et soit f:R — R son

relevé canonique. Supposons que f n’est pas conjugué a la rotation Rg et que fq(i) — ]?p(:f) >0
(resp. f4(Z) — R,(Z) < 0) pour tout & € R. Dans ce cas, on dit que ’lhoméomorphisme rationnel f
est semi-stable inférieurement (resp. semi-stable supérieurement). Tout homéomorphisme
rationnel qui est semi-stable ou conjugué a une rotation, sera appelé parabolique. Tout homéo-
morphisme rationnel qui n’est pas parabolique sera appelé stable.



On décrit maintenant le processus de discrétisation qu’on se propose d’étudier. Pour tout N € N,
on introduit 'ensemble de discrétisation Ey = {N,k € Z} C R et la projection Py :R — Ey
donnée par

~ k 2k—1 2k+1
Pn(z) = — si me[ SN 2;\_] {,kEZ. (1)

N
On pose En :~P(EN) c St et on gléﬁnit la projection Py : S' — Ey de maniere que la relation
Py oIl = Il o Py soit vérifiée sur E. Si on considere S' comme l'intervalle [0, 1] ot on identifie
les extrémités, on a tout simplement :

0 si ze€ [O,ﬁ[u [2];1;1,1[,
Py (x) = (2)

& si ze[EF % k=12,...,N-1

Soit f € Homeo (S!). Pour tout N € N, on définit une application discrete fy : Exy — Ey,
donnée par la formule fy = Py o f, qu'on va appeler la N-ieme discrétisation de ’homéo-
morphisme f. Si f:R — R est un relevé & R de Phoméomorphisme f, on appellera 'application
discrete fy = Py o f : Ex — Ex le relevé a Ey de I’application fy, associé a f.

Pour un homéomorphisme f € Homeo, (S') donné, on veut étudier les propriétés asympto-
tiques, quand N tend vers l'infini, de la dynamique des applications discretes fn ainsi construites.
On remarque tout d’abord que méme si f est un homéomorphisme, 'application fy : Exy — En
n’est pas nécessairement bijective. Deux points différents de I’ensemble Ep, dont les images sous
I'action de f sont proches, peuvent avoir méme image par fx. On remarque quand méme que fy
préserve l'ordre des points de Ey sur le cercle au sens faible suivant : pour tout f R — R relevé
de f et fN En — Ey qui lui est associé, on a fN( ) < fN( ) pour tout Z,§ € Ey tels que & < 7.

Le fait que I’ensemble E soit fini pour tout N € N implique que orbite de tout point z € Eyn
sous l'action de fy aboutit & un cycle périodique y(z) C En. Apres au plus N — 1 itérations, toute
la dynamique de 'application discrétisée fy est concentrée sur un ensemble Cy C Ep, qui est
I'union disjointe des cycles périodiques de fy :

N
On= | 2@ =) fF(EBn) S ... C f¥(EN) C fn(EN) C En.
=0

z€EFEN

L’ensemble Cn est toujours non vide et peut étre défini comme ’ensemble maximal au sens de
I’inclusion parmi tous les sous-ensembles de Fy sur lesquels fy est bijective.

Soit Cy = {r+k:2€Cn,keZ} C Ey le relevé & R de lensemble Cy. Le lemme suivant
affirme, que pour tout N € N fixé, tous les cycles dans Cy sont du méme type :

Lemme 2.1 Soient f € Homeo, (S') et N € N fizés. Alors il existe un couple d’entiers (pn,qn),

premiers entre eux, py > 0, gqv > 1, tel que pour f : R — R, le relevé canonique de f et
fx : Exn — Ey, le relevé de fy associé, on a fl\;m(i) — & = pn, pour tout ¥ € Cn (Cy étant
Uunion des cycles de type (pn,qn))-

Preuve. Pour N € N fixé, Cy est un ensemble fini de points de S! et l’action de fy sur Cn
préserve l'ordre des points de C'y sur le cercle au sens strict, car elle est bijective. Ceci implique
qu’il existe g € Homeo (S*) tel que 9oy = fNjoy> Aot Cn C Per(g). On en déduit I'affirmation
du lemme, car on sait que toutes les orbites périodiques d’un homéomorphisme du cercle préservant
Porientation donné, sont du méme type (voir par exemple [11], Proposition 11.1.5, p. 390). a

Le nombre rationnel 2% ainsi obtenu est un équivalent discret du nombre de rotation p(f) de
I’homéomorphisme f. En effet, on a :

Proposition 2.2 Pour tout f € Homeo(S'), la suite (B%)new vérifie



Preuve. On remarque que la définition (1) de la projection Py :R — Ey implique, que pour
tout homéomorphisme f € Homeo, (S') et tout Z € Ex on a

(R_o o )(@) < fn(&) < (R o f)(@) (4)
Fixons f € Homeo(S') et N € N. Les inégalités (4) impliquent que p(R L0 f) < % <
p(Rﬁ o f), car le "nombre de rotation” associé a lapplication discréte fxn est égal & pn/qn.

D’autre part, on sait que pour tout homéomorphisme f, 'application pf : A +— p(Ry o f) est
continue et croissante. Ceci implique

L
2N

N—oo
o N PRy RE ) (5)

L’estimation (5) et les propriétés du nombre de rotation entrainent :

Corollaire 2.3
o Supposons que p(f) € R\ Q. Alors limy o qn(f) = +00.
o Supposons que p(f) = % € Q et que f posséde au moins une orbite périodique stable. Alors
il existe Ng € N, tel que pour tout N > Ny, on a py =p et gy = q.
o Supposons que p(f) = g € Q et que f soit semi-stable supérieurement (resp. inférieurement).
Alors il existe Ng € N, tel que pour tout N > Ny, on a Zq% < % (resp. % > g).
a
Pour terminer ce pargraphe, on introduit une autre caractéristique des discrétisations, le temps
de stabilisation, que 'on va noter T (f). Pour tout homéomorphisme f € Homeo, (S') et tout
N € N on définit :

TN = TN(f) == Hlll’l{k : ka(EN) == CN}

Autrement dit, T est défini comme le plus petit nombre d’itérations de ’application fy nécessaire
pour envoyer tout point € Ey sur le cycle périodique vy(z) C Cx correspondant. A partir de
la Ty-ieme itération, I’action de fy se stabilise en une bijection de I’ensemble C'y. On a bien str
Tn(f) < N —1, pour tout f € Homeo, (S!) et tout N € N.

Soit y,z € St. Par |y, 2[C S! on note un intervalle (ouvert) du cercle aux extrémités y et z,
obtenu en parcourant le cercle dans la direction de son orientation canonique, partant du point y.

Pour un homéomorphisme f € Homeo (S') et y, z € S! on introduit aussi

THA(f) = max{k : 3z € Exny, z[, Vi #j dans {1,...,k}, fn'(z) # fa’(2) et fi(z) €ly,2[ },

qui désigne la longueur de la plus longue trajectoire injective de ’application fy : Exy — Exn
contenue dans l'intervalle ]y, z[. On considere Tx* comme une fonction de N € N.

Dans le pargraphe 5, on va poursuivre I’étude du temps de stabilisation de la discrétisation
d’un homéomorphisme du cercle. En particulier, on verra qu’avant d’étudier le comportement de
la suite (Tn(f))nen, il est souvent utile d’étudier les suites (Tx*(f))nen ol ¥,z € Per(f). On
remarque deux faits suivants dont on se servira dans cet étude.

Remarque 1 Soient f, g1, g2 € Homeo (S) et y, 2 € St. Supposons que pour tout €7, Z[C R on
ait g1(z) > f(&) > g2(@) > . Alors , pour tout N € N, on obtient T%"(g1) < TR (f) < Tx%*(g2).

Remarque 2 Supposons que Fiz(f) # 0 et soit y, 2 € Fiz(f). Supposons que |y, z[C St \ Fiz(f).
Alors le comportement asymptotique de I'application T%°(f), quand N tend vers I'infini, ne dépend
que du comportement de ’lhoméomorphisme f au voisinage des points fixes y et z. En effet, fixons
U(y) = [y, w1] et U(z) =]wa, 2] des voisinages dans [y, z] de y et z respectivement. On peut écrire

Y, 2 _ Y, w1 w1, Wa wa, 2
TV = T4 4 Twv™2 4 T,

Comme f n’a pas de point fixe dans [wy,w2], fy aussi est sans point fixe dans [wy,ws] pour tout
N € N suffisamment grand. On remarque que la condition (4) implique 6" (N) < T**? <
"2 (N), ol

0712 (N) = min{k : (R o f)*(1) > 1},

i
2N



6" (N) = min{k : (R_
De plus, si N; < Ny on a

o f)F(ib1) > iz}

1
2N

B2 (NY) < 012 (Ny) < Ta™ < 6"2(Np) < "% (Ny).

Fixons Ny € N tel que f —id > ﬁ sur [wy,ws]. Pour tout N > Ny, on obtient 6% (Ny) <

Tovw2 < gUHY2(N), et Tot™? est borné indépendamment de N.
N ) N P

3 Exemple de la rotation

Ce paragraphe est consacré a I’étude de I’exemple le plus simple d’homéomorphisme du cercle,
celui de la rotation R, : ¢ — x + a (mod 1), a €]0,1[. On introduit les notations suivantes :
[x] = Ent[x] désigne la partie entieére d’'un nombre réel x ; pour a et b deux entiers positifs on note
PGCD(a,b) le plus grand diviseur commun et a|b le fait que a divise b.

On remarque d’abord, que pour tout N € N et tout « €]0, 1], Papplication discréte (R, )n :
En — FEn est encore une rotation, restreinte a ’ensemble E,

Ent[Na + 3]
N
Ceci implique que Cy = En et 'ensemble E est 'union des ry cycles périodiques de I'application

(Ra) N, tous de méme longueur gy. Il est facile de voir que N = gyry pour tout N € N; et si
Na + % >0, on a

(Ro)N i x— 2+ (mod 1).

ry = PGCD([Na + L], N). (6)

Tout renseignement concernant la dynamique discreéte est donc donné par la suite (ry)wnen, des
nombres de cycles des discrétisations.
Dans le cas d’une rotation irrationnelle, le résultat suivant a été énoncé dans [5] et [13] :

Théoréme 3.1 Soit R, : S* — S!, a € R\ Q, une rotation irrationnelle du cercle et (ry)nen,
la suite des nombres de cycles des discrétisations de R,,. Alors pour tout x € [0,1] on a

#({x, 1., 1L 00,0
{ Jooe) s s

lim =
N—oo N 7'['2
ns<

Ce théoréeme peut étre reformulé de maniere plus explicite comme suit :

Théoreme 3.1° Soit (rn)nen, la suite des nombres de cycles périodiques des discrétisations de la
rotation irrationnelle Ry : St — St. Alors pour tout ¢ € N on a

. #F{MIN:ryy=ck 6
N N w22’

Notons qu’aucun des deux articles cités ci-dessus ne présente de preuve directe de ce théoreme,
le résultat servant juste comme une illustration dans ’analyse des modeles probabilistes de discré-
tisation étudiés. L’expression de la suite (ry) donnée par (6) nous ameéne & donner une troisiéme
version de I’énoncé du théoreme, faisant appel a la théorie géométrique des nombres. Pour cela
définissons dans le plan R? une région

By ={(z,y) eRy xRy :ax - <y<ar+3i}. (7)

L’égalité (6) implique, que pour tout N € N suffisamment grand on a ry = PGCD(N,y(N)), ou
y(N) € N est défini comme 'unique entier positif, tel que (N,y(N)) € B,. Une version équivalente
du Théoreme 3.1 peut étre alors énoncée ainsi :

Théoréme 3.1” Soit a €]0, 1[ un nombre irrationnel et B, C Ry x Ry une région dans le plan,
donnée par (7). Alors, pour tout c € N, on a
#{(a,b) e N>*N B, : PGCD(a,b) =c¢, a < N} 6

lim = .
N—o0 N 1202




La preuve d’un résultat un peu plus général a été donnée par T. Estermann dans [6], on peut aussi
se reporter & [17].

On prouve maintenant un résultat analogue a celui du Théoreme 3.1, décrivant le comportement
de la suite (ry) associée a une rotation rationnelle (on pourra comparer avec [17]).

Proposition 3.2 Soit p,q € N, premiers entre euz, p < q, et (ry)nen, la suite des nombres de
cycles des discrétisations de la rotation rationnelle Rz du cercle.

oSiN<%,al0rer:N. '

e SiN > % est de la forme N = kq, k € N, alors ry = k.

e Sinon, alors vy € {1,2,...,[4]} et de plus
la/2]
2 [“] o) ie— g
v sic=2,...,|3],
1. #{ S lV M= C} _ Zq/Q]l @ " . [2] (8
i N = § sic=1et 2 /q, )

Z q/2 1] 4,0(7) n w(q/2) sic=1et 2|,

ot o(r) =#{1 < j <r:PGCD(j,r) =1} désigne la fonction d’Euler.

Preuve. Les deux premieres affirmations de la proposition sont trivialement satisfaites au vu de
la représentation (6) de ry. Pour démontrer la troisiéme, on étudie les diviseurs des coordonnées
des points de N? dans la région Bg. On introduit une famille de 2[4] + 1 demi-droites paralleles,

contenues dans la région fermée Bz, données par :
q

do:pr—qy=0, df:pr—qy=r, d, :px—qy=-r,

avec x > 0,7 =1,2,...,[4]. Tout point contenu dans Bg, dont les deux coordonnées sont entieres,
appartient a une de ces droites.

On remarque que les points a deux coordonnées entieres appartenant a la droite dy corres-
pondent exactement a la sous-suite des discrétisations décrite par la deuxiéme affirmation de
notre proposition. La sous-suite de la suite (ry) associée prend toutes les valeurs de N et cha-
cune d’elles une seule fois (ry = k pour N = kg, le point de dy associé étant (kq, kp)). De ce fait
les discrétisations correspondant a la droite dy n’affectent pas la distribution asymptotique de la
suite (ry). On s’intéressera donc aux droites d,>~, r =1,2,...,[q/2].

Lemme 3.3 Si(a,b) € N°N(d;fUd; ), r € {1,2,...,[4]}, alors PGCD(a,b)|r. De plus pour tout
c € N divisant r, on a

lim #{(a,b) e N> Nd} : PGCD(a,b) =¢, a < N} #{1<j<r:PGCD(j,r)=c}
N—oo0 N o rq '

La méme distribution est valable pour la droite d,. .

Preuve. On considere le cas de la droite d;f, r = 1,2,...,[2], le cas de d; étant analogue. Dans
ce qui suit, (a,b) désigne toujours un élément de N2. Le falt que (a,b) appartienne a la droite d;”
implique ap — bg = r, d’olt on déduit immédiatement que PGC D(a,b)|r. On remarque aussi que

e si (a,b) € d}, alors (a+ kq,b+ kp) € df pour tout k € N,

e si(ay,by), (az,by) € df, avec a; < as, alors il existe k € N, tel que ag—ay = kq et by —by = kp.
Soit (ag,bg) € N une des solutions de agp — bog = 1, d’ott PGCD(ag,bg) = 1 et (rag,rby) € df.
Pour tout 7 € Non a

PGCD(rao + jq,mbo + jp) = PGCD(j,1).

Ceci montre que la suite (PGCD(a,b)), (a,b) € N2Nd;}, est finalement périodique et aboutit sur
le cycle {PGCD(j,r) : j =1,...,r}. Il en résulte la distribution limite annoncée dans le lemme.
]

Revenons a la preuve de la proposition. Pour faciliter les notations, une fois p/q € Q fixé on
pose B = B, et BY = BN {z < N}. Fixons ¢ € {1,2,...,[q/2]}. Pour la plus grande clareté



des formules on notera toutes les variables avec un prime (’) apres la division par ¢ : N’ = N/e,
' =r/c etc.

A chaque point (a,b) € N> N BV, tel que PGCD(a,b) = ¢, il correspond un point (a’,b') €
N2 0 BNl dont les coordonnées sont premicres entre elles. On remarque aussi que (a/, ') € dfy
our €{1,2,...,[[q/2]']}. Notons

m,(N) = #{(a,b) e N>nBY n(d ud;): PGCD(a,b) =1},

pour 7 = 1,2,...,[Z] et tout N € N. On a donc :
[la/21']
#{(a,b) e N°N B : PGCD(a,b) =c} = > my ([N]).
r’'=1

D’apres le lemme précédent, on a la distribution suivante :

N 2200 p=1,2,...,[q/2] - 1,
PECACLD Y 11 O R Y

N—o0 N rq

£y = [q/2] et 2|q.

On remarque que lorsque ¢ est pair, la droite d:;/2 reste en dehors de la région B, /,, tandis que

quand ¢ est impair les deux droites d;. restent & I'intérieur de B /q>» d’ott la différence entre ces
[q/2] p/q

deux cas dans la formule ci-dessus. Cette distribution implique, que pour tout ¢ € {1,2,...,[Z]}
on obtient
I #MN:ry=cp . #{(a,b) e N>’ N BY : PGCD(a,b) =c}
Ngnoo N o N1—>oo N o
[la/2)'] [la/2)'] [la/2)']
o1 m o i Y] m ([N']) 90 )
Jim ST () = gim ST e - 2
r’=1 r’=1 r’=1
De la méme manieére on déduit de (9) la distribution limite (8) dans le cas ¢ = 1. O

Remarque. La Proposition 3.2 montre que la distribution asymptotique de la suite (rny)wnen,
associée a la rotation rationnelle Rp, ne dépend que de q. De plus, si on fixe ¢ € N et on fait

tendre ¢ vers l'infini, on obtient la dlbtrlbutlon limite 2 —, comme dans le cas irrationnel. Pour
un nombre irrationnel « €]0, 1] fixé, on voudrait donc approcher la région B, par des régions
B pa, ot limy, 00 Pn/qn = «, pour trouver directement la distribution annoncée dans le Théoréme
3.1 Le mieux que nous sachions faire est de justifier ce passage a la limite dans le cas d’un
nombre irrationnel «, qui se laisse bien approcher par des rationnels, c’est-a-dire sous ’hypothese
d’existence dune suite des rationnels (p,, /g, )nen, tendant vers a et vérifiant lim,, oo |, —pn|g2 =
0. L’ensmeble des irrationnels o admettant cette propriété est malheureusement de mesure de
Lebesgue nulle dans [0, 1].

4 Homéomorphismes rationnels - longueurs des cycles

Ce paragraphe est consacré a ’étude de la suite des longueurs des cycles discrétisés dans le
cas d’homéomorphismes admettant des orbites périodiques. On s’intéressera surtout au comporte-
ment des homéomorphismes paraboliques, qui n’ont que des orbites périodiques semi-stables. En
effet, 'ensemble de ces homéomorphismes appartient a ’adhérence de ’ensemble HomeoE\Q(Sl)
dans Homeo, (S!) et dans le paragraphe 6, on verra que typiquement (au sens de Baire) des
homéomorphismes irrationnels héritent les propriétés des discrétisations des homéomorphismes ra-
tionnels paraboliques.

Le Corollaire 2.3 laisse supposer que dans le cas d’'un homéomorphisme rationnel parabolique,
les longueurs des cycles des applications fn peuvent diverger vers I'infini. On va montrer cependant



qu’un homéomorphisme ayant des orbites périodiques semi-stables générique, posseéde la propriété
suivante :

Propriété Q. On dit qu’un homéomorphisme f € Homeog(Sl) posséde la Propriété @, s’il existe
une sous-suite fn, : En, — En,, k € N, de discrétisations pour laquelle on a z% = p(f).
k

Comme, pour tout N € N, les entiers py et gy sont premiers entre eux, la Propriété @Q im-
plique I'existence d’une sous-suite de discrétisations, dont les cycles périodiques sont de longueur
constante, égale a la longueur des orbites périodiques de ’homéomorphisme en question. On re-
marque que tout homéomorphisme f € Homeog (S!), ayant une orbite périodique constituée de
points rationnels, possede trivialement cette propriété. Ceci est vérifié pour un ensemble dense,

mais d’intérieur vide, des homéomorphismes rationnels paraboliques. Pour tout % € Q soit FZ:L/q

(resp. F ) Vensemble des homéomorphismes de nombre de rotation % semi-stables inférieurement

(resp. supérieurement). La proposition suivante montre que ’ensemble des homéomorphismes pa-

raboliques admettant la Propriété Q est méme plus grand - il contient un ensemble ouvert et dense

dans chacun des ensembles F;’q_.

Proposition 4.1 Pour tout nombre rationnel g € Q il existe un ensemble U;'/q
— - + — ’ . ’ s sy 2

Up/q C Fp/q) ouvert et dense dans Fp/q (resp. Fp/q) des homéomorphismes possédant la Propriété

C F;}q (resp.

Avant de procéder a la preuve de la proposition, on demontrera le lemme suivant, dont on aura
besoin pour construire les ensembles U;/’q_.
Lemme 4.2 Considérons le tore q-dimensionnel T? obtenu par identification usuelle des points
du bord de [0,1]7. Pour tout vy € TY notons T, : T9 — TY la translation = — x +y (mod 1). Alors

il existe un ensemble ouvert et dense Uq C T? tel que pour tout v € Uq, l’orbite positive O;”(O)

du point 0 € T? sous Uaction de T, intersecte une infinité de fois chacun des ensembles |0, %[q et
I3, 107

Preuve. On commence par définir les deux ensembles suivants :
Vo={y €T : 05 (0)N0, 3[7# 0} et W, ={yeT?: OF(0)N]3,1[# 0}.

11 est clair que V; et W, sont ouverts dans T¢. On va montrer qu’il sont aussi denses. Soit vy € T¢
un point dont toutes les coordonnées (en tant qu’un point de [0, 1[?) sont rationnelles. Il existe donc
un entier m € N tel que 777(0) = myy (mod 1) = 0 € T?. Considérons 'application Sy, : T¢ — T¢
donnée par Sy, () = m~y (mod 1). La restriction de S,, & un voisinage suffisamment petit de -y, est
un difféomorphisme, d’ou son image sera un voisinage de 0. Ceci implique que dans tout voisinage

de v il existe un point 5o tel que Sy, (50) = T2(0) €]0, 5[9. L'ensemble V; est donc dense dans le

tore et de la méme maniére on prouve la densité de Wj,.

Pour démontrer notre lemme il suffit de prouver que si v € V, (respectivement v € W) alors
#{meN: T7"(0)€]0, 3[?} = +oo (respectivement #{meN: T7*(0) €]3, 1[7} = +00). Dans ce cas
on pourra poser Uq =V, NW,.

Considérons le tore T? en tant qu’un groupe de Lie. Il est facile de voir que pour tout v € T9,
I’adhérence de 'orbite de 0 sous l'action de T, est un sous-groupe fermé et alors une sous-variété

(une union finie de tores) de dimension k, 0 < k < ¢. Soit v € V, et notons X, = O,(0).
Si dim(X,) = 0 alors c’est un ensemble fini de points qui sont permutés sous l’action de T, et

trivialement la semi-orbite positive O (0) rencontre 0, 1[7 une infinité de fois. Si dim(%,) > 1,
alors ¥,M]0, 1[¢ est un ensemble non dénombrable. Comme l'orbite O, (0) est dense dans ¥, elle

1

rencontre |0, 5[? un nombre infini de fois. D’autre part, pour tout m € Non a 77*(0) = 1 -T77"(0)

(mod 1). Ceci, avec le fait que 0 € O,(0), implique que la semi-orbite positive (tout comme la
semi-orbite négative) est dense dans X, elle-aussi, et alors elle rencontre |0, %[q une infinité de fois.
Le méme raisonnement s’applique dans le cas de I’ensemble Wj. O

10



Preuve de la Proposition 4.1 Fixons B € Q. On va présenter d’abord 1'idée de la preuve de
I’existence de ’ensemble U;/q p / D’ apres le Corollaire 2.3 on sait que pour tout homéomor-
phisme f € F;/q et tout N € Non a 21’;’ >p(f) = %. Si on veut que f possede la Propriété Q, il
suffit que l'on prouve l'existence d’une sous-suite (Ng)gen telle que z%: < p(f) pour tout k € N.

Soit N € N, f : R — R le relevé canonique de f et fy : Exy — Ey le relevé associé de
I’application fy. Pour prouver que % < p(f), il suffit que l'on trouve un point z € S* et un

point xxy € Ey tels que leurs relevés vérifient oy < 7 et f]’i,(iN) < fk(x) pour tout k € N. 11
faut donc s’assurer que 'orbite discrétisée ne puisse pas “sauter” au-dessus de la vraie orbite de
f, c’est-a-dire qu’elle reste toujours “a gauche” par rapport a cette deuxieme. On va prouver que
ce saut n’est pas possible des que 'homéomorphisme f possede une orbite périodique (y1,...,7q)
vérifiant Py (v;) < y; pour tout i = 1,...,q. Le Lemme 4.2 nous aidera & prouver, que 'ensemble
des homéomorphismes admettant une orbite périodique qui satisfait & cette propriété pour une
infinité d’entiers N € N, contient un ouvert dense dans F, v/

Soit U, C T9 I'ensemble donné par le Lemme 4.2. On définit U;F/q (resp. Uyl ) Pensemble

des difféomorphismes semi-stables inférieurement (resp. supérieurement), admettant une orbite ¢-
périodique (v1,...,7,) qui, vue comme un point du tore T, appartient & U,. D’aprés le lemme
précédent, I’ensemble U, est ouvert et dense dans le tore, ce qui implique que U;/’; ainsi construit
est ouvert et dense dans F;}’q_. Il reste & montrer que tout f € U;'/’q_ possede la Propriété Q.

Soit f € U;“/q et y=(71,-..,%), ¥ # j pour i # j, une orbite périodique de f, appartenant

a U,. Le Lemme 4.2 affirme 'existence d’une sous-suite (Ny)ren, telle que pour tout k € N
(Nivis- -5 Niyg) €]0, 47 (mod 1).

, é[ (mod 1), implique que pour tout 1 =1,...,q il existe un

entier nj € {0,1,..., N, — 1} tel que & L <y < 2”’““ , d’olt P, (vi) = §F < 3. On voit donc que

Fixons k € N. Le fait que Nyv; €]0

la projection Py, déplace l'orbite vy “a gauche sur Sl. Soit f : R — R le relevé canonique de f et
fn, : En — En le relevé associé de 'application fu,. On obtient

P () = A, (7)) < P () = P () <22 = o)

i () - A, (f (P (7 (2)))) = 2w (F70u0) = P () <0 = F 2600

et par récurrence fN (%= ) < f™(y1) pour tout m € N. On peut donc écrire

1 1
fN ( ) — JT\LT’“ N Y rm _
Kk \ Ng k + Ny, < f (’Yl) ’717
m m m
d’ou B ) )
B8, o
PN _ iy e AN N < lim M:p(f)_
qn, m— oo m m— oo m

On obtient alors % < p(f). D’autre part, f est un homéomorphisme semi-stable inférieurement,

donc le Corollaire 2. 3 donne l'inégalité inverse. Cela donne la Propriété Q pour ’homéomorphisme

f- La démonstration dans le cas ou f € Up /q €5t analogue, ce qui conclut la preuve de la proposition.
|

Soit f € Homeo (S') un homéomorphisme de nombre de rotation rationnel p/q € Q et soit
N € N tel que gn(f) > ¢. On vient de voir que dans ce cas toute orbite périodique de I’appli-
cation discrete fy doit effectuer ”un saut” au-dessus d’un point périodique de 'homéomorphisme
f- Ceci permet d’enoncer le résultat suivant concernant le nombre de cycles périodiques d’une
discrétisation.

11



Proposition 4.3 Soit f € Homeo, (S') un homéomorphisme de nombre de rotation rationnel

p/q. Supposons que f posséde un nombre fini de points périodiques. Soit N € N tel que gy > q.
Alors le nombre de cycles périodiques de application discréte fy est majoré par le nombre de
points périodiques de f.

Preuve. Supposons que gy > ¢. Soit € Cy. Il existe deux points y1,ys € Per(f) tels qu’il
n’y a pas d’autre point périodique de f dans lintervalle Jyi,ys[ et tels que y1 < x < yo. Soit
f : R — R le relevé canonique de f, fN : Ex — E le relevé associé de application fy et §1, 9o, &
les relevés de trois points en question. Si on avait fm(gjl) < f}{}(fé) < fm(gjg) pour tout m € N, on
aurait qn = ¢. Ceci implique qu’il existe un entier k > 0 tel que f( ~J]f,_1(:i)) e [F*(0), fF(52)] et
fE(@) & [f*(@), fF(§2)]. Tl existe alors un point y € Per(f) tel que f% (&) = Py(y). Il est aussi
facile de voir que si 2’ € Cy engendre un autre cycle périodique dans C)y, alors son orbite ne passe
pas par Py (y). On obtient une application injective qui & chaque orbite périodique de Papplication
discrete fn associe un point périodique de f. O

Pour terminer ce pargarphe on construit un exemple d’'un homéomorphisme de nombre de ro-
tation rationnel, n’admettant pas la Propriété Q.

Exemple. On va présenter la construction d’un homéomorphisme du cercle f de nombre de rota-
tion %, tel que la suite (gn)nen tend vers Uinfini avec N. On verra que la construction présentée
ci-dessous s’appuie sur la non existence de la dérivée de I'homéomorphisme f en les points de
I’orbite périodique. Il est tres probable que la Propriété Q soit satisfaite par tout difféomorphisme
du cercle de classe C.

L’idée principale de la construction de f repose sur deux faits qui découlent du Lemme 4.2
et de la Proposition 4.1. Premiérement, I'orbite périodique de f doit étre de la forme (v,1 — 7),
v € R\ Q. De plus, pour que toute orbite périodique de l'application discrete fy puisse “sauter”
au-dessus de Porbite (7,1 — 7), il faut s’assurer que pour tout N € N il reste assez d’espace entre
celle-ci et 'ensemble E. Comme les points des ensembles F sont rationnels, on choisira donc ~y
irrationnel diophantien.

Soit v = %. On sait que pour tout p/q € Q on a |y — §| > #. Bien sur 1 — v possede la
méme propriété. On va construire f de maniere que (7,1 — ) soit son unique orbite périodique.
On commence par définir f au voisinage de cette orbite :

1-¥2 10732 — 22 si ze[¥2 -4, 2|
fx) = (10)
1 :
1—§+10|§—x|2 si xE]%,%—&—l—lo],
et par une formule analogue, en échangeant 1—% et %, sur l'intervalle [(1—%)—%, (1—%)—!—%0}.

On prolonge f en un homéomorphisme du cercle de sorte que f soit de classe C! et concave sur
S'\ {y,1 — 4}. Par construction, v et 1 — v sont les seuls points fixes de f? (les seuls points
périodiques de f) et f2? est concave sur S'\ {v,1 —«}. L'orbite (7,1 — v) est donc semi-stable
inférieurement, attractive “a gauche” et répulsive “a droite”. On va prouver que si N € N est
suffisamment grand et x € Ey, alors fy?(z) > z, ce qui implique que f n’admet pas la Propriété
Q.

Fixons N € N grand, disons N > 100. On a deux possibilités. Soit Py(vy) > v et Py(1 —7) <
1 —~, soit Py(y) < et Py(1l —+)>1—+. Suposons que 'on soit dans ce premier cas et notons

Pr(y) =, Pn(1—7) = 85",

e Soit z €]1 — %—%,1— %[HEN. On a

V2

l1—-— -2

V2

v 0% 1
4

10~ — .
<10 N2<24N2

D’autre part, la propriété diophantienne donne |% —2l) > 6(2}\,)2 = 55, Aot f(z) €]252, %[
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ce qui implique que fy(z) = % > 72. De plus |72 - %| > 611,2, d’ou
1
V2 V2 kT 1
1- Y2 10X -2 - =
2 fwn|=10| L -5 s o

ce qui implique que f%(z) > 1 — % > z. De méme maniere on prouve que f%(z) > z pour

T G]% - %, %[QEN.
e Pour z € (]% - &, g —2lull- % - 5,1- % — 2[)N Ey il est facile de prouver que
f%(z) > z car sur cet ensemble on a f'(z) < et donc = est fortement attiré par 'orbite
périodique.

_1
5000

e Soit x € (]%,%wL%O[U]If%,17§+1—10D0EN. On remarque que dy(x,{%,lf@}) > oh

et Porbite périodique est suffisamment répulsive pour que f%(z) > .

e Notons [ = {x € S! : dgl(%,{%,l - %}) > -}, Soit @ € I'N Ey. Le fait que f soit de classe
C! sur I implique qu’il existe une constante C' > 0, qui ne dépend pas de N, telle que

1

@) — )| < ‘f (f@) . ) L fz(x)‘ L+

2N 2N
D’autre part on a f2 —id > > 0 sur I, o1 € > 0 ne dépend pas de N. Alors pour N >

|f?(z) — =] > %, ce qui implique que pour tout N suffisamment grand f% (z) > .

% on a

Le raisonnement symétrique s’applique au cas ot Py(v) < v et Py(1 — ) > 1 — . L’homéomor-
phisme f ne satisfait pas la Propriété Q. De plus, de 'analyse effectuée ci-dessus on peut déduire
que limy_, o gy = +00.

5 Homéomorphismes rationnels - temps de stabilisation

Dans ce paragraphe, on poursuit ’analyse des homéomorphismes rationnels. Pour un homéomor-
phisme f € Homeo, (S!) fixé, on va étudier le temps de stabilisation des discrétisations de f, en
fonction de la finesse N € N de la discrétisation. On s’intéressera surtout a son comportement
asymptotique quand N tend vers l'infini. Nous commencons cependant par I’étude du comporte-
ment de 'application 7% (f), introduite dans le paragraphe 2, ot |y, z[ est une composante connexe
de St \ Per(f).

Tout d’abord on présente le lemme suivant, dont la preuve est un simple calcul, qui sera un
outil dans ce qui suit.

Lemme 5.1 Soit A(Z) = AT +b, A > 1, b > 0, une transformation linéaire de R. Fizons § > 0.
Soit & €] — 2,5[. Alors pour tout c € R tel que A(Z) — & > |c|, on a

min{k € N: (R. o A)¥ (%) > 6} = Ent {1 (m (5+ b+c> —In (5;+ Hc)ﬂ + 1.

In A A—1 A—1

Preuve. On remarque que si & > —2, alors A(Z) > 0 et A(Z) — & > 0. Soit ¢ € R tel que

A(Z) — & > |c|. 11 est facile de voir que pour tout k € N on a

k

(Reo M) (@) = Nz + (W T+ A+ 1) (b+c) = \Fa + 1

(b4¢) = \F <:i+ b+c> b+c

A—1 A—1

Les hypotheses du lemme impliquent que Z + f\f‘i > 0, d’ou il existe k € N tel que (RCOA)’“(@) > 9.

De plus, si c’est le cas on a forcement \* > (64 2£¢) (2 4 2£¢)~1 d’ott affirmation du lemme. O
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On commence notre analyse par le cas d’'un homéomorphisme ayant un point fixe isolé. Soit
f € Homeo (S') et y € Fiz(f) un point fixe isolé de f. Supposons qu'’il existe un voisinage V' C St
du point y et deux constantes b > a > 0, telles que

alt —g| < [f(%) — 2 < blz — 9, (11)
pour tout € V. On dira alors que I’homéomorphisme f est transverse a ’identité en y.

Lemme 5.2 Soit f € Homeo (S*) un homéomorphisme tel que Fiz(f) # 0. Soit y € Fix(f) un
point fize isolé, et |wy, wa] un voisinage de y qui ne contient pas d’autre point fize de f. Supposons
que f soit transverse a l'identité en y. Alors on a Ty""?(f) <InN.

Preuve. Dans notre cas particulier, le comportement de f est du méme type dans Jwi,y] et dans
[y, ws|. Grace & la deuxiéme remarque faite & la fin du pargraphe 2, il suffit donc de montrer que
T%"(f) <InN, ot w est un point dans |y, wa|.

Sans perte de généralité on peut supposer que f(:%) — 2 > 0 pour tout x €]y, ws|. Notons
é1, P2 : [, W2[— R deux fonctions linéaires données par ¢1(Z) = a(& — ) et ¢2(%) = b(T — 7).

Fixons w €]y, ws[ et N € N. Tout point z € ExN]y, w[ tel que f(Z) — & < 5%, est fixé par fy.
Il est donc évident que la plus longue trajectoire injective de fy contenue dans |y, w[ sera celle du
point ~

zy =min{z € EyNly,w[: f(Z) — T > 7}

La condition (11) implique que xxy € [y + 2N(11\_1) Y+ 2N(§_1) [ Notons y; = y1(N) et y2 = yo(N)
Pextremité gauche et droite de cet intervalle respectivement. Les estimations (4) et (11) donnent

min{k EN: (R o (go+id)* () > w} < T%" < min {k EN: (B o(d+id)*(@) > w} .

_1_
2N
Comme ¢; et ¢ sont linéaires, le Lemme 5.1 entraine que Tx"(f) croit logarithmiquement. O

Soit toujours f € Homeo (S') admettant un point fixe isolé y € Fiz(f). Supposons maintenant
qu’il existe un voisnage V C S! de y, deux constantes b > a > 0 et un entier n > 2, tels que

al@ — " < |f(z) — 2| < blz —§|", (12)

pour tout x € V. On dira que f est tangent a 1’identité en y et 'exposant n sera appelé 'ordre
de contact entre f et 'identité en y. Ceci implique en particulier que f est différentiable en y et
que f/(y) = 1.

On demontrera le lemme suivant.

Lemme 5.3 Soit f € Homeo, (S') tel que Fiz(f) # 0 et soit y € Fix(f) un point five isolé.
Supposons que f soit tangent a lidentité en y avec l'ordre de contact n > 2. Alors Ty (f) =

n—1

N = .

Preuve. Comme dans la preuve du lemme précédent, il suffit de montrer que 7% (f) < N o ,
ol w est un point dans |y, ws[. Encore une fois, sans perdre de généralité, on peut supposer que
f(:%) — & > 0 pour tout = €]y, ws[. Notons ¢1, @2 : [§, Wa[— R deux fonctions données par ¢ (%) =
a(Z — §)™ et ¢2(Z) = b(Z — §)™. En choisissant w €]y, wo| suffisamment proche de y, on peut
construire deux homéomorphismes g1, g2 € Homeo (S'), tel que §;() = 7 + ¢;(Z), i = 1,2. On a

g1 < f < §a sur [§,40]. 1l suffit donc de prouver que T%" (g;) =< N5 i=1,2.

Pour simplifier les notations supposons que y = 0 € S' et considérons un homéomorphisme
g : St — S! donné sur I'intervalle [0, w[C S! par g(z) = = + ¢(), ot ¢(z) = az™. 1l faut que 1'on
prouve que T](i,’w(g) = N indépendamment de la constante a > 0.

Fixons N € N et pour tout k¥ € NU {0} notons

AR = {z €]0,wl: %5 < ¢(x) < B} = {z €]0,w[: o7 (374 <@ < o7 (%)}

L’ensemble Ey N A% est fixé par gy et pour tout k € N et 2 € [0,w] on a gn(z) = z + & si
et seulement si xz € A’fv. Ceci implique que toute orbite de ’application discréte gy, traversant
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k k:
Vintervalle A%, passe dans son interieur un temps égal & Ent[M251] ou Ent[M481] 41, ot on note

| A%/ | la longueur de A%;. On obtient donc I'estimation suivante (voir figure 1)

k(N) k(N)

ZE t[NlA q LTI (g) < T (g) ZE t{NlA q—kk(N)—i—T}\‘,’N’w(g), (13)

ot wy = ¢~ (2L €]0,w[ et k() : N — N sera défini dans ce qui suit.

~k(N+1)
~k@O)

Fix(fn) Sn TN

F1G. 1 — Représentation de T (f) et construction de la suite k(N) associée.

On remarque que les termes de la somme dans (13) sont non nuls seulement si N|A%;| > k. Ceci
nous indique la fagon de définir la fonction k(N). La convexité de ¢ sur |0, w[ implique
] o) 0 (B
(67 (35 = WA = IO ERD s (oryay,

N

Pour que la condition N|AX/| > k soit vérifiée pour tout k = 1,2,...,k(N), définissons pour tout
N € N assez grand
k(N) = max{k : (671)'(3%34) = k}. (14)

Cette définition entraine immédiatement que (¢~1)/(ZENEL) > k(N) et (¢~ 1) (2HNE2) < k(N) +
1. Introduisant une suite (zy)nen par la relation suivante (voir figure 1)

1

(¢~ (25) = Nan — 3 (15)

on peut aussi représenter k(N) sous la forme
k(N) = Ent[Nzy — 5] = Ent[(671)'(2n)]-

En méme temps il est facile de voir qu’on peut modifier la suite (z)) en exigeant (¢~ 1) (2n5) = Nz,
ce qui facilite le calcul et ne change pas l'ordre de croissance k(N) =< (qb’l)/%zN).

L’estimation (13) montre que pour trouver l'ordre de croissance de T (g) il faut estimer

I'ordre des trois termes suivants : k(N), Ty"""(g) et Ln(g) = Z(A{) NIANl . On commence par le

deuxiéme. Posons wy = ¢~ 1(zn), ot 2 est donné par (15). On a

|’LTJN _'LUN‘ S }¢—1<2k(21\7]\])+3> _ ¢—1(2k(21\11\;+1)| S k(!\]/\;+1’

d'ott Ty (g) < Ty (g) + k(N). Soit Ay = ¢/ (wn). On a

1 1 1 I |
W Fan) - P o) =(@7) (zn) = Naw — 5 €k(N), k(N) + 1[.




1 1
E(V)+1° k(N)

Ceci implique Ay €] [. Comme ¢ est convexe, on a aussi
glx) > x+ An(x) =2+ Ay(x — ON) + 2n

pour tout x € [wx,w[. Cette analyse permet de majorer T\ (g), avec 'aide de Lemme 5.1, de
la maniere suivante :

TR"(9) < TRV"(9) + k(N) < T (Ay +id) + k(N) =

ZN—ANwN—ﬁ B _ ZN—)\NII}N—ﬁ _

Ent [hﬁ(l o) (111 (w + Y. In(ony + Y. +E(N)+1=
Ent [1 In (1+(w—w )7/\]\/ )} +EN)+1<
ln(l—i—)\N) N ZN — ﬁ -

Ent 11n<1+(w—y) N ) RN+ 1 (16)
In(1+ 557y) k(N)? '

En ce qui concerne l'estimation de Xy(g), on a

(™)' (35, (17)

L1y (25 = Sa(g) = Y L)

k
k=1 k=1 N

Cigzeery ROV
o o) )
k=1

| =

Dans notre cas particulier ou ¢(z) = aa”, il est facile de voir que k(N) =< N#=1. De plus
I'estimation (16) implique que l'ordre de croissance de TV (g) est au plus égal & N %1 In N.
Dans lestimation de Tj(i,’w(g), Pordre dominant en N vient alors de la somme ¥y (g). Effectivement,
reprenons les inégalités (17) :

'§)1 % +1 FT”<Z ()<k§:)1 % —1\ "
2 nk \ 2N = Ng_kzlnk: IN

Comme les séries > 7° +(2k + 1)% convergent, ceci implique que Xy (g) < N "+ Les inégalités

(13) entrainent Pordre N "+ de croissance de TN"(g). Ceci conclut la preuve du lemme. O

Remarque. L’idée générale permettant d’obtenir les diverses estimations dans la preuve du
Lemme 5.3 marche pour tout homéomorphisme g € Homeo, (S') qui peut étre représenté dans un
voisinage “a droite” [y, w[ de son point fixe isolé y € Fixz(g) sous la forme g = id + ¢, o1 ¢ est une
fonction de classe C!, croissante, convexe et telle que lim,_,,+ ¢/(x) = 0. En particulier, I'exposant
n > 2 apparaissant dans la définition de tangence a 'identité peut étre remplacé par un nombre
réel a > 1 et une version modifiée du lemme sera toujours vraie.

Maintenant on s’intéresse plus généralement aux homéomorphismes ayant de points périodiques.
Soit f € Homeo (S*) un homéomorphisme de nombre de rotation p(f) = p/q. Dans ce cas f? ad-
met de points fixes et on peut alors parler de tangence ou transversalité de f? par rapport a
I’identité en un point périodique isolé de f.

Proposition 5.4 Soit f € Homeo(% (SY) un homéomorphisme rationnel, ayant un nombre fini de
points périodiques. Supposons que p(f) = g, avec p et q premiers entre eux.

(i). Si f9 est transverse & l'identité en tout point y € Per(f), alors T (f) <InN.

(#). Si le mazimum des ordres de contact entre f9 et lidentité sur l'ensemble des points

n—1

périodiques de f est égal an (n >2), alors Tny(f) < N = .

Preuve. Dans le cas d'un homéomorphisme f € Homeo(_%(Sl) ayant des points fixes, comme

#Fiz(f) < 0o, on déduit I’énoncé de la proposition directement des Lemmes 5.2 et 5.3.
Supposons maintenant que p(f) = & 4= 2. On remarque que I’homéomorphisme f est lip-

schitzien au voisinage de I’ensemble de ses points périodiques. Notons par L > 0 la constante de
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Lipschitz correspondante. Pour tout N € N suffisamment grand et tout « € Ex suffisamment
proche de I’ensemble Per(f), on a

C

|(fn)?(@) = f1(@)] < 5

oll ¢ = LLq__ll ne dépend pas de N. On remarque que ceci implique
c+1
a0 — (f4 <
w)1(a) = (F)n )] < S

pour tout € Ey. On en déduit facilement qu’une orbite injective de (fn)? ne peut effectuer qu'un
nombre fini, majoré indépendamment de IV, de tours autour du cercle.

Pour prouver notre proposition, il est donc suffisant de calculer 'ordre maximal de la longueur
d’une orbite de I'application fx, qui fait un seul tour de S! :

Tn(f) = max {k: fiy () # [(2) pour i # j, 6,5 = 0,1, k, et [ (&) = & < 1},

ol fN : Exy — Ex est un relevé canonique de l'application fy et Z un relevé du point z.

Sur 'ensemble By = {2 € S : |f(x)—x| > 35}, Vestimation de T (f) est la méme que celle de
Tentin/e(f?), qui est donnée par les deux lemmes cités ci-dessus et qui correspond a celle énoncée
dans la proposition. Pour N € N suffisamment grand, le complémentaire dans S' de I’ensemble
By est inclus dans une union d’intervalles de cercle, chacun contenant un point fixe de f?. Les
longueurs de ces intervalles peuvent étre majorées par :

(i). AN~ avec A > 0 ne dépendant pas de N, dans le cas transverse;

(ii). )\N_%, avec A > 0 ne dépendant pas de N, dans le cas de la tangence d’ordre n.

On voit donc que T (f) est d’ordre 1 sur S* \ By dans le premier cas et d’ordre au plus N
dans le deuxiéme. Ceci conclut la preuve de la proposition. O

La Proposition 5.4 et le raisonnement présenté dans sa preuve permettent d’énoncer les corol-
laires suivants :

Corollaire 5.5 Soit f € Homeo,(S') un homéomorphisme de nombre de rotation rationnel

p(f) = %, ayant un nombre fini de points périodiques et tel que f9 est transverse a lidentité

en tout point y € Per(f). Alors il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de N, telle que
gy (f) < CIn N pour tout N € N.

Corollaire 5.6 Soit f € Difff’Q(Sl) un difféomorphisme analytique, de nombre de rotation

rationnel, semi-stable. Il existe un entier n > 2 tel que Ty(f) < N = .

On remarque que le premier de ces deux corollaires compléte en un sens ’énoncé du Théoreme
Al

6 Difféomorphismes irrationnels - le cas générique

Dans ce paragraphe, on va montrer I’existence de difféomorphismes irrationnels dont les discréti-
sations héritent des propriétés des discrétisations des difféomorphismes paraboliques. On prouve que
ce comportement est générique au sens de Baire dans ’ensemble des difféomorphismes irrationnels.

Introduisons d’abord quelques notations. Pour tout N € N, soit

Eiv ={2k+1)/2N :k=0,1,...,N — 1} C By C S',
I’ensemble des points de discontinuité de la projection Py. On définit aussi les ensembles

Dy ={f¢ Homeo+(Sl) Cf(EN)NEjNy =0}, et D= ﬂ Dy.
NEN

On remarque que tous les ensembles Dy, N € N, sont ouverts et denses non seulement dans
Homeo (S'), mais aussi dans I'ensemble des homéomorphismes de nombre de rotation irrationnel,
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ainsi que dans chaque ensemble F,/,, p/q € Q, des homéomorphismes paraboliques de nombre
de rotation p/q. De méme si on se restreint aux difféomorphismes du cercle de classe C” et si on
s’intéresse aux ensembles Dy N Diff " (S1).

On cherche & énoncer un résultat concernant le comportement générique de la suite (¢n)nen
associée aux discrétisations d’un difféomorphisme irrationnel. Un tel difféomorphisme f n’admet pas
d’orbite périodique et cette “non périodicité” de l'action continue se reflete dans le comportement
des discrétisations du difféomorphisme f. On observe notamment que les longueurs gy des cycles
périodiques de l'application discrete fy : Eny — FEpn tendent vers l'infini avec N. On prouve
maintenant, que dans le cas d’un difféomorphisme irrationnel générique, cette divergence vers
I'infini peut étre aussi lente qu’on veut.

Théoreme 6.1 Soit ) : N — Ry une fonction croissante, telle que limy .o (N) = 4o00. Soit
r € {0} UNU {oco,w}. Alors dans l'ensemble des difféomorphismes irrationnels de classe C", il
existe un ensemble de type Gs dense de difféomorphismes qui vérifient

1m1nf an (/)
N

=0. (18)

Preuve. Soit X" 'adhérence de I’ensemble des difféomorphismes irrationnels de classe C” dans
I’ensemble de tous les difféomorphismes de classe C”. Outre les difféomorphismes irrationnels,
I’ensemble X" contient tous les difféomorphismes rationnels paraboliques. Muni de la topologie
induite par celle de Diff,"(S'), X" est un espace de Baire. Il est facile de voir que Diff,"®\Q(S!)
est un G5 dense dans X".

Pour tout N € N, on introduit une application Hy : Homeo, (S') — R définie par

an(f)
Y(N)

On voit facilement que I'application Hy est localement constante, et donc continue, sur Dy. On
définit maintenant 1’application limite H : Homeo, (S') — [0, co] par

Hy(f) =

H(f)= lmfofHN(f) = IIIInglof 1/1(<f))

Puisqu’elle est limite inférieure de fonctions continues sur D, H est semi-continue supérieurement
sur D.

L’ensemble D" = D N X" est un Gs dense dans X". Comme X" est un espace de Baire, D"
avec la topologie induite ’est aussi. L’application H est semi-continue supérieurement sur D", ce
qui implique que (H|p-)~*(0) est un G5 dans D". On verra que cet ensemble est aussi dense dans
Dr.

Premierement, on remarque que si un homéomorphisme parabolique f admet la Propriété Q
indtroduit dans le pargraphe 4, alors H(f) = 0. C’est un simple corollaire de ’existence d’une sous-
suite constante dans la suite (gn(f))nen. Soit F7 /q I’ensemble des homéomorphismes paraboliques
de nombre de rotation p/q € Q et de classe C". La Proposition 4.1 affirme existence d’un ouvert
dense (dans F’ /q) » /q C F7 v/a des homéomorphismes admettant la Propriété Q. L’ensemble D N

[ T

/g €t un G dense dans F, . De plus, il est contenu dans (Hp-)~ 1(0) pour tout p/q € Q.
Comme (J
D'=Dn

D’autre part, D" est un Gs dense dans X", d’ott H~1(0) N X" contient un G5 dense dans X".
De plus, ’ensemble Diff,"™ R\Q(Sl) des difféomorphismes irrationnels de classe C" est un G5 dense
dans X7, alors H~'(0) N Diff,"®\(S!) contient un ensemble G5 dense dans Diff,"*\Q(S'). Ceci
conclut la preuve du théoreme.

p/qu p/q est dense dans X", ceci implique que la préimage (H|Dry~)_1(0) est dense dans

O

Le méme type de raisonnement permet de prouver des résultats concernant le temps de stabilisa-
tion du processus de discrétisation. Dans ce cas, on va utiliser ’analyse présentée dans le paragraphe
précédent, et en particulier le Corollaire 5.6. On se place alors dans le cadre des difféomorphismes
analytiques du cercle Diff,*(S!).
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Théoréme 6.2 Soit ¢ : N — R une fonction positive telle que limy oo (N)/vVN = 0. Alors
dans l’ensemble des difféomorphismes irrationnels de classe C¥ il existe un ensemble G dense de
difféeomorphismes vérifiant

In(f)

T
lim sup N(f)——l—oo et liminf —2

Nooo O(N) Noo =0

Preuve. Le raisonnement est analogue a celui de la preuve du théoréme précédent. Soit X
I’adhérence de I’ensemble des difféomorphismes analytiques irrationnels. Pour tout N € N, on intro-
duit deux applications Hy, H% : Diff*(S') — R définies par Hy (f) = T (f)/¥(N) et H3(f) =
Tn(f)/N, ainsi que les applications limites H' et H? données par H'(f) = limsupy_ .. Hx(f)
et H2(f) = liminfy_.o, H%(f) & valeurs dans [0, +oc]. Chacune des applications H;, i = 1,2, est
continue sur 'ensemble Dy et donc les H?, i = 1,2, sont continues sur D.

L’ensemble D¥ = DN X% est un G5 dense dans X“ et les applications H?, i = 1,2, sont
semi-continues respectivement inférieurement et supérieurement sur D“. Ceci implique, que les
ensembles (H|p,.) ™" (00) et (H{p,.)~1(0) sont de type Gs dans D* et donc aussi dans X*. De plus,
grace au Corollaire 5.6, on sait que tout difféomorphisme parabolique appartenant a D“, appartient
a lintersection des deux préimages considérées. D’autre part, I’ensemble des difféomorphismes
paraboliques appartenant & D est dense dans X“. Ceci implique que 1’ensemble (H, IlDw)_l(oo) N

(H |2Dw)_1(0) est non seulement de type G, mais aussi dense dans X“. On conclut la preuve de la

méme maniere que celle du théoreme précédent. O

Le Théoreme B présenté dans 'introduction est un corollaire immédiat des Théoremes 6.1 et 6.2.

Remarque. Le raisonnement présenté dans les preuves de deux derniers théoréemes permet aussi
d’étudier le comportement des discrétisations de difféomorphismes irrationnels génériques dans des
familles de difféomorphismes. Soit E un espace métrique complet et séparable (on a besoin d’un
espace de Baire) et soit u : E — Diffy"(S') une application continue. Supposons que u(E) N
Diff,mR\Q(SY) £ ) et que
e les difféomorphismes paraboliques appartenant & u(E) sont denses dans 'adherence de ’en-
semble des difféomorphismes irrationnels appartenant a u(E) ;
e les difféomorphismes appartenant & I’ensemble D sont denses dans les ensembles de difféo-
morphismes paraboliques et irrationnels appartenant a u(E).
Dans ce cas, on peut prouver quun difffomorphisme irrationnel générique hérite les propriétés
des difféomorphismes paraboliques appartenant & u(F). Les deux conditions ci-dessus ne sont pas
difficiles & satisfaire car ’ensemble des difféomorphismes irrationnels de classe C” est d’intérieur
vide et I'ensemble D est un Gs dense dans les ensembles des difféomorphismes irrationnels et
paraboliques.

7 Difféomorphismes diophantiens - le cas prévalent

On dit qu’un nombre irrationnel « satisfait une condition diophantienne de type (C,¢) si

p p c
viea |o-B>m 1)
ou C et € sont des constantes positives ne dépendant que de . Pour un ¢ > 0 fixé, ’ensemble
D(e) des nombres qui sont diophantiens de type (C,e) pour un certain C' > 0, est de mesure de
Lebesgue pleine dans |0, 1].
Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux discrétisations des difféomorphismes f € Diff,"(S!),
r > 3, dont le nombre de rotation o € R\ Q satisfait une condition diophantienne. Par le théoreme
de Denjoy, le difféomorphisme en question est conjugué & la rotation R, correspondante (ceci est
vrai pour tout difféomorphisme du cercle irrationnel continiment différentiable, dont le logarithme
de la dérivée est a variation bornée, cf. par exemple [11]). De plus cette conjugaison est de classe
C', ce qui est vérifié par tout difféomorphisme de nombre de rotation diophantien et de classe de
différentiabilité au moins C2*9, § > 0 (voir par exemple [9] et [12]). On montrera que le compor-
tement des discrétisations d’'un tel difféomorphisme differe de celui présenté dans le paragraphe
précédent.
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F1G. 2 — Une discrétisation uniforme d’un difféomorphisme f = h~!o R, 0h, conjugué a la rotation,
est équivalente & une discrétisation non uniforme de la rotation elle-méme.

Supposons que f soit conjugué a la rotation R, par un difféomorphisme h. On remarque que,
pour tout N € N fixé, I’étude de la discrétisation uniforme du difféomorphisme f sur 'ensemble Ey
revient & celle de la discrétisation de R, sur 'ensemble E% = h(Ey), la projection P% : St — E&
étant définie par P{{, = ho Py oh~! On en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Théoréeme 7.1 Soit f un difféomorphisme de classe C**°, 6 > 0, de nombre de rotation a € R\Q
qui satisfait une condition diophantienne du type (C,e). Alors il existe une constante K > 0, ne
dépendant pas de N, telle que

VNeN, gyv>KN==. (20)

Preuve. Notons h le difféomorphisme conjugant f a la rotation R,. Pour tout N € N, les cycles
périodiques de lapplication discréte fy : Ex — En sont de type (pn(f), an(f)), tout comme ceux
de I'application (R,)% : E% — E%. Comme le difféomorphisme h est de classe C!, on a

1

1
1 ! _
max [h(z) — h(z + gy )| < max|h(z)| 5 = | Dhll55-
Ceci implique que max,eg1 |PR(x) —z| < —“[;]If I Un raisonnement analogue a celui de la preuve de

la Proposition 2.2 nous amene a 'inégalité suivante :

PN Dh
a—=—| < p(Rpni © Ra) — p(R_jpn © Ry) = u
qN 2N 2N N

D’autre part, la condition diophantienne (C,e) donne

PN C

a— >

aN an

On rassemble les deux inégalités ci-dessus pour obtenir 1'assertion du théoreme. O

On va montrer maintenant que les propriétés des discrétisations des difféomorphismes irration-
nels diophantiens sont prévalentes dans Dijj‘J’R\Q(Sl), r > 3. Introduisons ’espace

FL([0,1]%) = {u € CH([0,1]*, Diff " (SY)), u~*(Homeo’ *(SY)) # 0}

de familles de classe C! & k parametres de difféomorphismes de classe C”, contenant des difféo-
morphismes irrationnels. On considere sur cette espace la topologie induite par la convergence
uniforme. Notons aussi my, la mesure de Lebesgue dans R*. Dans [8] on trouve le résultat suivant :

Théoréme 7.2 (Herman) Soit 3 <r < w et u: [0,1] — Diff\"(S') une famille appartenant a
F1([0,1]) telle que pow :[0,1] — [0,1] n’est pas constante. Posons

Y = {t €[0,1] : u(t) est C"~2 conjugué & la rotation irrationnelle}.

Alors mq[Y] > 0. De plus, si Z C [0,1] est un borélien de mesure nulle, alors my[pou(Z)] = 0.
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On remarque que par le théoreme de Denjoy I'ensemble Y contient tout difféomorphisme ir-
rationnel de nombre de rotation diophantien appartenant a u. De plus, pour tout € > 0 fixé,
Pensemble D(e) des nombres diophantiens de type (C, ) avec une constante C' > 0, est de mesure
pleine dans [0, 1]. Le théoréme de Herman implique en particulier que m1[(pou)~1(D(g))] > 0. La
proposition suivante complétera la preuve du Théoreme C énoncé dans I'introduction.

Proposition 7.3 Firons e > 0. Soit k € N et 3 < r < w. Alors il eviste un ensemble ouvert et
dense F C FJ([0,1]%) tel que toute famille u € F vérifie

mi [{t € [0,1]% : p(u(t)) € D(e)}] > 0. (21)

Preuve. Pour tout s = (sy,...,5;) € [0,1]% et tout i = 1,...,% on note
Ul () = u(S1, .y 8i 1, Sitts -5 8k) ¢ [0, 1] — Diffy"(SY).
Posons
F={ueF(0,1]%) :3te0,1]*Vi=1,...,k, pout:[0,1] — [0,1] n’est pas constante}.

Par la continuité de I'application p, 'ensemble F est clairement ouvert. On montrera qu’il est
aussi dense dans F7 ([0, 1]%). Soit u € F7([0,1]*). On remarque que par la définition méme, il existe
t = (t1,...,tr) € [0,1]* tel que p(u(t)) € R\ Q. Pour tout § > 0 définissons une application
#s : [0,1]* — R donnée par

(Si — ti).

x| =

¢5(51,...,Sk> 25

k
i—
Soit us € F{ ([0, 1]¥) une famille de difféomorphismes donnée par us(s) = R, (s ou(s) € Diff 4" (S*).
On remarque que p(us(t)) = p(u(t)) € R\ Q, d’ott us € F{([0,1]%). De plus d(u,us) < 6.

On va prouver que ug appartient a F pour tout § suffisamment petit. Plus précisement on
montrera que p o (us)! n’est pas constante pour tout i = 1,...,k. Sii € {1,...,k} est tel que
p o ul n’est pas constante, alors par continuité de p, pour tout & petit, on obtient que p o (us)!
n’est pas constante. Soit j € {1,...,k} tel que pou} est constante sur [0, 1]. On a donc poul(s) =
poub(t;) = p(u(t)) = a € R\ Q pour tout s € [0,1]. Mais dans ce cas application p o (us)} ne
peux pas étre constante car :

o po(us)i(ty) = pus(t)) = p(u(t)) = o est irrationnel.

e Pour tout s € [0,1], s # tj, on a po (us)i(s) = p(Ryss) o ui(s)). Mais pour tout f €

Homeo (S'), 'application t +— p(R; o f) est strictement croissante en tout point ¢t tel que
p(Ryo f) € R\ Q. Comme @5(s) # 0 et p(ut(s)) = a, on a po (us)\(s) # o

Ceci implique que 'ensemble F est ouvert et dense dans F7 ([0, 1]¥). On va prouver maintenant
que toute famille u € F vérifie (21). Fixons £ > 0. Soit u € F et ¢ € [0,1]* tel que pout : [0,1] —
[0,1] n’est pas constante pour tout ¢ = 1,...,k. Pour tout ¢ il existe donc l'intervalle I; C [0, 1]
contenant ¢; et tel que pour tout s € I = I; x ... x Iy, I'application p o n’est pas constante pour
tout ¢ = 1,..., k. Pour tout m € N notons
I = {(817...,81671) el x...xIp_1: ml[tk el : pou(sl,...,sk,l,tk) € D(E)] € [ L L [}

m+l’ﬁ

On a J,, N Jp = 0 pour m # m’ et par le théoreme de Herman Umendm =11 X ... x I_1. On
en déduit qu'il existe mg € N tel que my_1[Jm,] > 0. De plus, par définition de .J,,,, pour tout
8 € Jmy onamy[(pou) Y (D(e))N({s} x I)] > 1/(mo+1). Ceci implique que my[(pou) =t (D(g))N
(Jme X It)] > 0, ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Pour compléter ce paragraphe on va présenter une discussion autour d’une conjecture qui semble
étre confirmée par les simulations numériques effectuées.

Conjecture 7.4 Soit € > 0 fizé et soit 3 < r < w. Les propriétés suivantes sont C"-prévalentes
dans des familles de difféomorphismes irrationnels :
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o gn(f) =<TNn(f) = Nﬁ, ce qui est l’ordre de croissance minimal prévu par le Théoréme 7.1;
e rn(f) < C, ot C >0 est une constante qui ne dépend pas de N € N et ry désigne le nombre
de cycles périodiques de l'application discréte fi.

On a déja vu qu’une discrétisation uniforme du difféomorphisme f peut étre considérée comme
une discrétisation de la rotation R, sur un ensemble E% non uniformément distribué sur S*. On
sait par ailleurs (cf. par exemple [16] et [10]) que si on demande qu’une orbite O(x) de la rotation

diophantienne R,, soit 1/N-séparée sur S', sa longueur maximale sera d’ordre N e quand N tend
vers I'infini, c¢’est-a-dire
. . 1

max{k >1: i¢j7r{1%rly7jﬁk IR, (x) — R (z)] > &} < N7+=. (22)
Dans ce contexte, la conjecture dit que si le difféomorphisme h qui déforme I’ensemble de discrétisa-
tion est assez régulier et n’est pas trop particulier, alors le comportement des discrétisations (Ra)’}\,
reflete celui de la rotation elle-méme. Notamment, si on supposait que toute orbite discrétisée
(’)j{,(x), x € EY, restait C’/N—proche de la vraie orbite O(x) pendant suffisamment longtemps
(C' > 0 une constante ne dépendant pas de N), on aurait I’analogue de lestimation (22) pour
I’application discrete (Ra)']\,. Ceci, au vu du Théoreme 7.1, impliquerait la premiere affirmation de
la conjecture. Pour justifier la deuxiéme, on remarque que (22) implique aussi que toute orbite de

longueur d’ordre N TE contient deux points dont la distance sur le cercle est bornée par C/N, ou
la constante C' > 0 ne dépend pas de N.

Mais il existe des difféomorphismes h pour lesquels les affirmations de la conjecture sont fausses.
Il suffit de reprendre ’exemple de la discrétisation uniforme d’une rotation irrationnelle étudié dans
le paragraphe 3 (ici h = id). On peut peut-étre expliquer cette différence de comportement par le
fait quune orbite discrétisée non uniformément O% (z) approche en général mieux la vraie orbite
O(z) de R, qu'une orbite Oy (x) correspondant & une discrétisation uniforme. Dans le cas uniforme
on a : N )

(Ro)w(a) — Rola) = 2200l n,
indépendamment de z € Ep. Ceci implique qu’a chaque itération la distance entre les R, -itérés
et (Ro)n-itérés augmente du méme facteur |Ay|. Cependant, dans le cas d’une discrétisation non
uniforme, on peut espérer que les différences apparaissant a chaque itération vont se compenser le
long la trajectoire de sorte que les orbites O% (z) et O(z) restent “prés” 'une de l'autre.

Pour conclure ce paragraphe on remarque une certaine analogie entre le comportement de la
suite des discrétisations d’un difféomorphisme diophantien et la théorie des applications aléatoires
des ensembles finis. Pour tout N € N soit Xy = {1,2,...,N} et Ay = X])\fN I’ensemble de toutes
les applications de I'ensemble X dans lui méme. On considere la probabilité Py uniforme sur
Apn et on note Ey V'espérance associée. Pour tout a € Ay et tout € Xy on définit les grandeurs
suivantes :

e ~y(a) le nombre de cycles périodiques de I'application a : Xy — X ;

e J(a) le nombre de points appartenant & tous les cycles de 'application a;

e 0(a,x) la longueur du cycle périodique de I'application a contenu dans 'orbite de z;

e ((a,x) la longueur maximale de lorbite injective de lapplication a partant de x;

Dans [3] (section 14.5, p. 412), on trouve la preuve du résultat suivant :

Théoreme 7.5 Quand N tend vers Uinfini, on a Ex(y) < InN et En(§) < En(J) < En(H) =<
VN.

L’étude des applications aléatoires comme modele de la structure de cycles périodiques des
applications chaotiques a été proposée par D. Ruelle. L’idée principale consiste a dire que si la
dynamique du systéeme en question est suffisamment compliquée et imprévisible, on peut pour
Papprocher choisir “au hasard” les images de points (jusqu’a la premiére répétition - ensuite ’orbite
doit suivre la trajectoire déja déterminée). Le lecteur se reportera & [14] pour une discussion plus
détaillée de ce probleme ainsi que pour des références supplémentaires.

Notre conjecture affirme que la dynamique discrete induite par des difféomorphismes diophan-
tiens est dans un sens “asymptotiquement aléatoire”. Il est remarquable que ce phénomene persiste
dans la dimension 1 ou la dynamique doit tenir compte de I’ordre naturel des points provenant de
la droite réelle.
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8 Propriétés ergodiques des discrétisations

On s’intéresse maintenant & la distribution spatiale des orbites des discrétisations. On se place
dans un cadre plus général suivant. Soit M une variété riemannienne compacte et notons dy; la
distance correspondante. Pour tout NV € N on se donne un ensemble fini de points Eny C M et une
projection Py : M — Ep. A tout homéomorphisme f : M — M on peut associer la suite de ses
discrétisations définies par fx = Pyo f|g, . Supposons que cette discrétisation est “uniforme”, c’est-
a-dire qu’il existe une constante K > 0, ne dépendant pas de N, telle que dy;(z, Py(z)) < K/N
pour tout x € M. Dans l'introduction on a proposé une condition additionnelle de 'unformité de la
discrétisation : lexistence d’une constante C' > 0 telle que min, ye gy da(z,y) > C/N. Elle n’est
pas vraiment nécessaire dans la preuve de notre résultat, mais elle semble raisonnable pour que le
modele discret approche le systeme continue avec la méme précision, indépendamment du point de
I’espace choisi.

Rappelons la définition de la convergence faible de mesures. Soit X un espace métrique et
(Vn)nen une suite de mesures de probabilité, boréliennes sur X. On dira que cette suite converge
faiblemet vers une mesure borélienne v si

lim ¢dv, = / odv
pour toute fonction continue et bornée ¢ : X — R.
On a le résultat suivant :

Proposition 8.1 Soit f: M — M un homéomorphisme uniquement ergodique et soit p l'unique
mesure de probabilité f-invariante. Pour tout N € N, soit yv C En un cycle périodique de la
N-ieme discrétisation fy : En — En de ’homéomorphisme f. Soit un la mesure de probabilité
uniformément distribuée sur le cycle yn. Alors on a une convergence faible un — p, quand N tend
vers linfini, indépendamment du choixz du cycle yn a chaque instant N € N.

En pratique, la proposition implique que pour tout sous-intervalle I C S' fixé, le nombre de
points d’un cycle vy appartenant a I, divisé par la longueur de ce cycle gy, converge quand N
tend vers linfini vers la mesure u(I) de cet intervalle. Si on fixait une décomposition du cercle
en M € N intervalles de méme longueur 1/M et si on comptait le nombre de points d’un cycle
discrétisé vy (ot N > M) dans chacun des intervalles, alors 'histogramme associé approcherait
la densité de la mesure f-invariante .

Comme f est uniquement ergodique, le théoréme ergodique de Birkhoff implique que 'orbite
sous ’action de f de p-presque tout point x € M est distribuée dans M selon la mesure u. Ceci
n’explique pas le phénomene présenté dans la proposition, car pour tout N € N, toute fy-orbite
est contenue dans l’ensemble E, qui est fini et donc en général de p-mesure nulle.

De plus, P. Géra et A. Boyarsky remarquent dans [7] que méme si une application f : [0,1] —
[0, 1] admet plusieurs mesures invariantes, on observe toujours que les orbites discrétisées refletent
la distribution de celle qui est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue. Ceci
est aussi valable dans le cas ol, apres quelques itérations seulement, I'orbite discrétisée devient
completement différente de 'orbite de 'application continue f, correspondant au méme point de
départ.

Ce phénomene a été expliqué de maniere treés intuitive par Boyarsky [4] par 'argumentation
suivante. Soit f : [0,1] — [0, 1] une application ayant une mesure ergodique u, absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, de support total. Dans ce cas, il n’existe pas d’autre mesure
absolument continue, f-invariante, de support total. Alors il existe = € [0, 1], dont lorbite O(z)
sous laction de f est dense dans [0, 1] et distribuée selon la mesure p. Soit Oy (2 ) une orbite de la
discrétisation fx de I’application f. Supposons que la longueur de l'orbite Oy croisse vers l'infini
quand N augmente. Fixons ¢ > 0. Comme O(z) est dense dans [0, 1], il existe un point f% (z) €
O(z), tel que | fF(zn)—fT*(z)] < e, pour k =0,1,...,n1—1. Mémesi | fy"* (zn)— f1 T (2)] > e,
on trouve un autre point f2(z) € O(x), tel que |fyF(zn) — f21F(2)| <, pour k =nq,...,ng — 1,
etc. On voit ici 'importance du fait, que la mesure u soit de support total. Grace a cette propriété,
Porbite O(z) peut approcher tout point de l'orbite discrétisée, avec une précision arbitraire fixée
au départ. On obtient donc une suite des segments 6',...,67, de longueurs nq,...,n;, de Porbite
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O(z), qui suivent & e-pres les segments 64, ..., 9{\, correspondants de 'orbite discrétisée Oy (xn).
Quand la discrétisation fy devient de plus en plus fine, les longueurs ny,...,n; deviennent de
plus en plus grandes. Comme 'orbite entiere O(x) est distribuée selon la mesure p et celle-ci est
l'unique mesure absolument continue f-invariante, alors la distribution des longs segments de O(x)
converge faiblement (uniformément avec leur longueur) vers p. Ceci implique que, pour N € N
suffisamment grand, l'orbite discrétisée Oy (x ) est “4 e-pres” distribuée selon la densité de p.

Dans le cas d’'un homéomorphisme uniquement ergodique d’une variété compacte on n’a pas
besoin de détailler cette analyse. Avant de présenter la preuve de notre proposition, on rappelle la
version partielle suivante d’un théoreme de Prohorov.

Théoréme 8.2 (Prohorov) Soit X un espace métrique compact et 11 une famille de mesures
de probabilité définies sur la o-algébre borélienne de X . Alors 11 est faiblement rélativement com-
pacte, c’est-a-dire toute sous-suite de mesures appartenant a II contient une sous-suite faiblement
convergente (non nécéssairement dans I1).

Preuve de la Proposition 8.1. Pour tout N € N on note Cy C Ep, 'ensemble sur lequel
I’action de la N-iéme discrétisation de f est bijective. Soit uny une mesure de probabilité uni-
formément distribuée sur un cycle périodique vy C Cn. On obtient une suite (ux)yen de mesures
de probabilité et on veut montrer qu’elle converge faiblement vers p quand N tend vers 'infini.

Fixons N € N. L’application fy : Cny — Cy est bijective et on peut la prolonger en un
homéomorphisme gy de la variété M. En chaque point € Cy on a |f(z) — fy(z)] < %7 d’ott on
peut construire la suite d’applications gn de sorte qu’elle tende vers f dans la topologie C° quand
N tend vers I'infini. Pour tout N € N la mesure py est invariante pour gy.

La variété M étant compacte, le théoreme de Prohorov implique que toute sous-suite de la
suite (un) contient une sous-suite faiblement convergente. De plus, comme les mesures uy sont
gn-invariantes et la suite (gn) converge vers f, les mesures limites sont f-invariantes. L’unique
ergodicité de f permet d’identifier chaque mesure limite avec p. Ceci implique que la suite (uy)
converge faiblement vers p. a

On remarque que dans le cas particulier d'un homéomorphisme uniquement ergodique du cercle,
on obtient la Proposition D énoncée dans I'introduction.

9 Simulations numériques

Ce dernier paragraphe est consacré a la description des simulations numériques effectuées au
cours de ce travail. Nous avons été amenés a étudier les représentants de deux familles particulieres
d’homéomorphismes du cercle.

Famille PL. C’est une famille d’homéomorphismes linéaires par morceaux, dépendant des pa-
rametres L €]1,4o00[ et a € [0,1[, donnés par

Vzel0,1], fra(z)=Rsohy(z)=hr(z)+a (mod1l),
ofth(x):prourOngL%Llet hL(x):%+%pourﬁ§x<l.

Famille ARN. C’est une famille de difféfomorphismes analytiques dépendant des parametres
a€[0,1] et b € [0, 5=, donnés par

Vzel0,1], fap(z)=2+bsin(2rz)+a (mod 1).

Notons que c’est une famille classique de difféomorphismes du cercle. Elle a été étudiée par
V.I.Arnold, cf. par exemple [1].

En itérant une application f donnée a 1’aide d’un ordinateur, il faut tenir compte de deux
types d’erreurs qui apparaissent. Premieérement, 'ordinateur travaille dans un cadre discret. Ceci
veut dire qu’en introduisant notre modele discret du cercle, on remplace par un ensemble fini
des points non pas Uintervalle [0,1] lui-méme, mais un espace qui est déja une discrétisation de
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cet intervalle. Un deuxieme type d’approximation vient du fait que si le calcul de la valeur de
I’application f nécessite plusieurs étapes, non seulement la valeur finale, mais aussi chacune des
valeurs intermédiaires est arrondie. Malgré tout, la grande différence d’ordre de grandeur entre la
précision des calculs numériques (10'° points dans lintervalle [0, 1]) et la finesse des discrétisations
considérées (107 points au maximum) permet de supposer que ces deux types d’erreurs n’ont pas
eu d’influence sur les résultats numériques obtenus.

Lorsqu’on effectue des simulations numériques jusqu’a une précision N,, ., donnée, on n’examine
pas en général les discrétisations correspondant a toutes les valeurs 1 < N < N,q.- On choisit
plutot une sous-suite (Ng), k = 1,..., kmaz, dont on espere qu’elle va représenter toute la famille
(fn) étudiée. Il faut s’assurer ici, que la suite (N ) choisie reste insensible aux éventuelles propriétés
arithmétiques de ’application f, ce qui pourrait affecter les résultats obtenus. Dans nos simulations,

on a considéré des suites de discrétisations de la forme Ny = kNg+¢eg, k= 1,..., kmas, o1 Ng € N
était une grandeur de base et g9 un élément aléatoire distribué uniformément sur I’ensemble fini
Nn - 5, 52

EE

On présente maintenant le schema des simulations numériques effectuées. On fixe I’application
f qu’on veut étudier.

1. On se donne la finesse initiale N € N de la discrétisation.

2. On code par V1 = [1,..., N] l'ensemble de discrétisation Ey ; & chaque point % € Ey,
k # 0, on associe k € {1,...,N — 1}; on associe N a4 0 € Ey.

3. On évalue 'homéomorphisme f sur ’ensemble En et on applique la projection Py. Le méme
processus de codage donne un vecteur V2 = [(V2)1,...,(V2)y], ot (V2); € {1,..., N} code
la valeur fN(%), 1 =1,...,N. On obtient donc une matrice A de taille 2 x N, dont les deux
lignes sont constituées des vecteurs V1 et V2 respectivement, qui porte toute 'information
sur l'action de I'application fy sur ’ensemble Ey .

4. On détermine I’ensemble C'y. On réduit la matrice A en ne prenant que les colonnes de A dont
les numéros apparaissent comme éléments de la deuxieme ligne. La matrice A; ainsi obtenue
code l'ensemble fy(Ey) et la dynamique de fy sur cet ensemble. On itére ce processus (on
obtient ainsi & chaque i-¢me itération la matrice A; codant 'ensemble fi(Ey)) jusqu’au
premier moment j(N) € {1,..., N — 1} tel que A;n) = Aj(n)41. Le premier rang de A,
code alors ’ensemble Cy et sa longueur donne le cardinal de Cy. On obtient aussi le temps
de stabilisation Ty = j(IV) de la discrétisation.

5. On choisit un point dans l'ensemble Cy (par exemple celui qui est codé par le plus petit
nombre). A I'aide de la matrice A;(x), on suit son orbite sous I'action de fy pour déterminer
PN et gn.

6. Etant donné la matrice Ay, on peut choisir un ou plusieurs cycles périodiques de fx et
déterminer leur distribution spatiale dans [0, 1).

7. On augmente le finesse IV de la discrétisation et on répete les étapes 2-7.

Les résultats typiques de nos simulations sont présentés sur les figures ci-dessous.

La figure 3 illustre affirmation de la Proposition 2.2 - la convergence du nombre de rotation
discret vers le vrai nombre de rotation de 'homéomorphisme que I'on discrétise. On remarque que
bien que la suite (pn/gn)nen soit convergente, son comportement en fonction de N est plutot
chaotique. De plus, la vitesse de cette convergence est donnée uniquement par l'estimation (5).
Etant donné un homéomorphisme f € Homeo (S'), application p : t — p(R; o f) est continue
et croissante, mais en général constante presque partout. Son comportement compliqué rend dif-
ficile estimation de la grandeur de |p(f) — pn/qn|. Pour la méme raison, il n’est pas évident de
décrire explicitement une sous-suite (Ny)ren qui correspondrait a une suite (py, /gn, ) convergeant
“raisonnablement” vite vers p(f).

On peut remarquer tout de méme une certaine régularité dans la suite (¢n) yven de longueurs de
cycles discrétisés. Supposons qu’un nombre rationnel % approche bien le nombre de rotation p(f).
Alors des rationnels de la forme Z—:, ou aj et by sont premiers entre eux et proches de kp et kq
respectivement, sont de bons candidats, au sens de la Proposition 2.2, pour apparaitre aussi dans
la suite (p—x) Ceci implique que les valeurs de la suite (gy) auront une tendance & s’accumuler
autour des points kq, k € N. Effectivement, on trouve souvent ce phénomene de “quantification”
dans nos simulations numériques - cf. figure 4.
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F1G. 3 — La convergence du nombre de rotation discret vers le vrai nombre de rotation. En haut
un exemple d’homéomorphisme appartenant & la famille PL (L = 1.76 et a = 0.2215, nombre de
rotation égal & 0.3400058...), en bas un diffomorphisme de la famille ARN (a = 0.081 et b = 0.08,
nombre de rotation égal a 0.0127268...).
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Fi1G. 4 — La longueur des cycles de discrétisations en fonction du nombre de points du modeéle
discret. A gauche I’homéomorphisme de la famille PL avec L = 1.76, a = 0.2215, a droite le
difféomorphisme de la famille ARN avec a = 0.081, b = 0.08.

En regardant les figures 3 et 4 on s’apercoit qu’il existe deux types de graphes associés aux

discrétisations. L’image obtenue peut étre plutét “continue” (figures 3a et 4a) ou bien “discrete”
(figures 3b et 4b). Il n’est pas clair de définir les propriétés du systéme continu responsables de
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Pappartenance de ses discrétisations & I'une des deux catégories (cf. aussi le travail de C. Beck et
G. Roepstorff [2]).

La figure 5 illustre partiellement les résultats du pargraphe 5. Nous avons étudié ici le compor-
tement du temps de stabilisation de la discrétisation dans la famille PL. Nous avons fixé la valeur
du parametre L = 2 et nous avons varié le parametre a. La figure 5a correspond au cas a = 0.19 ou
I’homéomorphisme associé a le nombre de rotation égal & 1/3, stable. Le comportement logarith-
mique du temps de stabilisation a été prévu par la Proposition 5.4. De méme sur la figure 5b, ou
a = 0.2 et le nombre de rotation toujours égal & 1/3 devient semi-stable inférieurement. La figure
5c correspond au cas a = 0.20001, que 'on peu considérer irrationnel, ou le nombre de rotation
est égal & 0.3380667.... On voit qu'une petite perturbation du parametre entraine un changement
radical du comportement des discrétisations. En méme temps on remarque que le comportement
reste le méme pour N suffisamment petit (< 0.5 x 10%), avant que la finesse de la discrétisation ne
se rende pas compte de l'irrationnalité de I’homéomorphisme étudié.
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FiGc. 5 — Comportement logarithmique du temps de stabilisation dans la famille PL avec L = 2 et
(a) a =0.19, (b) a = 0.2, (¢) a = 0.20001

La derniere figure présente les discrétisations d’un difféomorphisme de nombre de rotation irra-
tionnel diophantien. On constate en outre, que Ty < gy et que T se comporte asymptotiquement
comme une puissance de N. Ceci est bien différent du cas de ’homéomorphisme présenté sur la
figure 5c, ou la suite (T) associée semble admettre des sous-suites linéaires en N ainsi que des
sous-suites a croissance seulement logarithmique. De plus, le nombre de cycles périodiques des
discrétisations de la figure 6 est toujours inférieur ou égal a 3. Dans la grande majorité des cas
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F1G. 6 — Comportement du temps de stabilisation des discrétisations du difféomorphisme diophan-
tient f qui est conjugué a la rotation R s, par h(z) = (2sin t)~Lsin(2tx —t) +1/2 avec t = 1.42.

(> 94% des valeurs de N étudiées) on trouve un seul cycle périodique. On peut donc considérer
que la figure 6, étant typique en ce qui concerne les difféomorphismes diophantiens étudiés, donne
des “motivations numériques” a la Conjecture 7.4.
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