
Taylor models and floating-point arithmetic: proof that

arithmetic operations are validated in COSY

Nathalie Revol, K. Makino, M. Berz

To cite this version:

Nathalie Revol, K. Makino, M. Berz. Taylor models and floating-point arithmetic: proof that
arithmetic operations are validated in COSY. RR-4737, INRIA. 2003. <inria-00071850>

HAL Id: inria-00071850

https://hal.inria.fr/inria-00071850

Submitted on 23 May 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
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n
⊕

j=1

sj



 .

�3�!�,º��0�z���E±,®
���{ ��#Ö���º½º Ä �
É{±J�Y ��½�����!�,»Ë�Eº�º½��Ö����!°#�J���!����¬E���J�{�����J�!���Eº½°c�E���Ê���!��±3±���É{ ¡���Y ��½�����!��±
�{�E�\�Y���!�J��¬§�¼ ¡��°EÉ{�E���E�c���0�e  Ä �EÉ!�{ {±��0¬c�0���Ê»-�J�!�Y¾�¢0�E�z�!É¡����É\±Å���!°zÆ{�T���J���!°EÇV�U�E���T�)�c�\�Y�����J���E�{±)�E�{º½¾cÓ

�%� � �����C�������+���C�����J����
����� ���K� ������� 
������ �K��� �����	��
�������'�Q����m���K� �¢�¦���
Á§�c�<�,�!�E�����J���E�{±3���\ C�E±�±JÉ!�z�¡�J���E�{±)É{±J�Y �����¿�À,ÁTÂ �E�J���!��Ö ���T�J���§ !É{¢��e sÓwÀQ�!�,��»n���!�Y±J�
�E±�±ÅÉ!�z�¡���½�c�{±)��±
¢�º¼�E±�±J��¢Y��ºU�½���J�cÉ!�{ ¡���!°<�0���J�c�b���\��º�¾§±J�¼±M|�®Y¨_}Èß%�Ê��±Å�J���!É!º¼�����Y±b�J�{���3�J�!���§É!� Ä �0�3��»uÆ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�)�E�U�0�&���J���E�\±
��É{ºÊ���½�!º����Y  Ä ¾2���!�(�J�cÉ!�{ ¡���!°?�Y�J���E�

εM

��±<º��Y±�±����{���[�?°c�½¬c�0� �TÉ{�E�c���Ê��¾
η < 1

ÃA�E�{  �TÉ!�½�J�(��»Ò���0�
η
�¼±

¢&�!�T±Å�Y�z�c±
1/2

Ó�ÛÈ�w�{�E± Ä �Y�0�L�{�J��¬c�0� | Þ�}{�J�\���A»Ë�c�b�-��¾Tº��E�}�z�¡ ¡�Yº�±w��»n�E�& ¡�Y�
o
���

v
¬��E�J�¼� Ä º½�e±0Ã����!����� "§������º

�§É!� Ä �0�)��»uÆ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�w�c�\�Y�����J���E�{±w�½�§¬c�Eº�¬E�Y z�����E�L�E�U�0�&�����½�c� Ä �0��Öb�Y�0�C��Öb�<����¾§º��E�A�z�¡ ¡�0º¼±)��±bº��Y±�±w�c�
� �TÉ{�Eº-�J�

(o + 2v)!/(o!(2v)!)
Ó#� º��c±��,º��0�z���!ÃsÉ{±J�½�{°C���!�Y±J�<�c±J±JÉ!�z�¡���½�c�{±0Ãs�¼±Q�J�!�Y�"°c�½¬c�0�nß��Ê�
���0º¼���J�e±Q�E�

��"!�c¢N��±ÅÉ{�$Ö��½�J�(�Ê�&±�¢��c�z�!É¡�J�e �¢0�EÉ!�T���0���{���J�YÓ

�J�:÷�¤¦¥�§�!�§



¯ �#Ï���Ñ��_�������zÏ��I�	��Î�� �q���£ 
�?Ï���Ñ���

W�æ µY·¡µ � æ�� ´<· � ç ·!´e´ � � � µ�� æ�� ´E¹A¸ æ�� ´0µe· � µY´ � ��� · ã ' æ ¶ � æ ç â 'A·!¶�ÐµNM � â µ��x¸
��Ñ��

o
���  

v
'&Ñ ��
{Ñ����� EÑ������£ - �Î��zÑ����NÎ���� ������
!Ñ�8 �'G�� ���	�N�� EÑ�� �0ÏD8£
!Ñ�� (wÑ 6 � �������s�m��� ���	 EÑ�� ���ÈÑ� +'(G

εc :
��%¦�m� �z��
��JÑ���
����  

η :
�X����%¦�@%¦� ���ÈÑ� 8�k�.%¦�  �Î���F�Ñ��s�������

e :
�k���� �NÎ�'�%¦�VÎ�����'k�S%¦�  

�&%�k
T��
���'��
{Ñ�������� �.(}Î��2F�Î��UÑ10�%��� Î��VÎÐÑs�V
���  �B
9 T1<

ε2
c > εu

�
9 2�<

1 > η > 2εM (o + 2v)!/(o!(2v)!)
�

9 � <
e ≥ (1 + εM )3 × (1 + η)

Ï
8 �-'&Ñ�������NÎ ���ÝÑ���/(}Î���
 "%$�&'(¡ X����%¦��Ñ�� ����� T����0�;(wÑ���� ���  EÑ�� ���ÝÑ '(G

εm

���"Ñ��s���������!���m��� ( 
¡Î��k
=��� ��G

������ �8�����xÎ ���!G

εm ≥ 2εM

Ï
ÛÝ����¢0�E�§¬E�Y�T�J���E�{�EºE ¡�EÉ Ä º½�b�!���Y¢��¼±J�½�c�,Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�u�Y�§¬T�����E�!�z�0�T�eÃY��¾§�!�¼¢0�EºE¬���º�É!�e±n»Ë�c�n�J�{�Y±J�b¢��c�{±Å�����T�&±

����¾ Ä �
εu ∼ 10−307 �E�{  εm ∼ 10−15 Ó��3�!������¾§º��E�
�����½�J�!�z������¢z¢0É¡�J�"Lj�J�!���Y±J�!�Eº¼  εc

¢0��� Ä �L¢&�{�c±J�0�
��¬E�Y���#Ö��¼ ¡�,�U�c±�±Å� Ä º����&���{°E�EÃ Ä É!�Q±Å���{¢0���½���¼±3º����J�0��É\±Å�e L���L¢��E�T���J�cº\���!�,�§É!� Ä �0���E»-¢0�T�(JL¢����0�T��±��c¢N�J��¬E�Yº½¾
�������E�½�{�Y ��½�(���!���-��¾§º½�c�)�z�¡ ¡�Yº������½�J�!�z������¢EÃ\�z¬���º�É!�
�!�E���J�§�z»Ð�E� Ä �Yº½��Ö

εm

Ã\º½��ØE�
εc = 10−20 Ã{�¼±��z°E�§�¡ ¢&�!�c��¢0�EÓ

�l¢�º¼�E±�±Å�¼¢0�Eº{¬���º�É!��»Ë�c�
η
�¼±

1/2
�E�{ ��½�3�J�!�Y�C���<�{º½���Y±w�J�{���3�c±J±JÉ!�z�¡���½�c�

(3)
�¼±)±�������±ÅÔ{�e �Ö��Ê���

e = 2
»Ë�c�

É{±JÉ{��ºGÆ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T���!���Y¢��¼±J�½�c�{±0Ó
�3�!�3»Ë�cº½º���Ö��½�{°
º½�Y�<���
 ¡�Y�J��¬E�e±%»Ë���E�Õº��0�z�����,�E�{ zÖ��½º�º Ä �����T�J�0�\±Å��¬E�Yº½¾#É{±Å�e #�J���!����¬E�)���{���w���EÉ{�{ ¡���!°

�0�����E�&±3�½�?�-��¾§º½�c���z�§ !�0º¼±��c�\�Y�����J���E�{±��E�J�
�{�J�c�\�Y�Jº�¾��c¢0¢0�EÉ!�T�J�e �»Ë�E���������!��¢��c�z�!É¡�����J���E�^�E»%�J�!�#�½�T�J�Y�J¬��Eº
���0�������{ ¡�Y�YÓ
�wâ � �/· 	 � � � �
	 ³ â µ å�â§â�� · !%æ ·¡µ � �"�!ä#�wæ � � µz´ � � · � çy· �yâ�� ·!¸�µL´�� �
Q�����
!Ñ�� ��Ñ��eÎ��.%������k�&%¦�M� �VÎ�����	���JÑ	�����xÎ � 6 Ñk ���£ �Î � ∀j

�
sj ≥ 0

����
!Ñ�� B
n

∑

j=1

εM ⊗ sj ≤ e ⊗ εM ⊗
n

⊕

j=1

sj .

�3�!�,�!���§��»��¼±3��� Ä �,»Ë�EÉ{�{ ��½���J�{�����!�U�0�{ !� "sÓ
ÀQÉ!�nÌ�Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�}�����Ê���!�z������¢b�J�§�cº Ä � "TÍ)�¼±%�!��Ö�¢0�E�z�!º����J�cÓ �2��¢0�E�#��É!�������Q���!��¢��c�J�)��»U�J�{��±}�\���U�0�eÃ

Ö��!�¼¢&�z��±%���!���!���§��»U�J�{���w�����Ê���!�z���J�¼¢3�E�U�0�&�����½�c�{±-�E���-��¾Tº��E�%�z�¡ ¡�0º¼±YÃc�E±-���!�0¾<�����3�½�z�!º��0�z�0�T���Y z���L¿�À,Á§Â
É{±J�½�{°#Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T���E�U�0�&�����½�c�{±0Ã¡�E�J�,¢��c�J���Y¢��YÓ

% � ���&���� ����0*b�,�-����� ��.[� ���������
	����������z� � �u*)������	

�3�!�zÔ{�&±Å�,�c�\�Y�����J���E��¢��c�{±Å�¼ ¡�Y�J�e ?�!�Y�J�z�¼±,�J�{�L±Å���z�!º½�e±����c�!�EÃ��½�2���0���z±���»3�Ê�&±
�!���T�E»�ÓLª!É!�J�J�{�0���<�c�J�cÃs�J�{�
±Å�J��É{¢N��É!�J�C��»��J�{���!���§��»����{�\�e���&±�¢�º��Y�E�Jº�¾����{ 2���!��±z±�¢&�!�0�z�LÖ���º�º Ä �����0�{�J�¡ ¡É{¢0�Y j�E�{ à�E {���¡���Y 2»Ë�E�#�J�{�
�����!�0���c�\�Y�����J���E�{±YÓ

�C�t� �7� ������m���K� �K�:���	� ����� � �5����m���K� �¢�¦���
� �0�)É\±b�#É!º½�J���!º½¾z���!�,����¾§º��E�)�<�¡ ¡�Yº

T = ((ai)1≤i≤n, I)
Ä ¾L��Æ{�T�����½�!°EÇV�U�E���T�b±�¢0��º¼���

c
�E�{ Lº����3É{±3 ¡�0�{���J�

Ä ¾
T ′ = ((bk)1≤k≤n, J)

���!�
���Y±JÉ!ºÊ���E»����!��±���É!º½�J���!º���¢Y���J���E�uÓ
�3�!�
��º�°E�c�J�½�J�{����±3���!�,»Ë�Eº�º���Ö��½�!°\ß
»Ë�c�

k = 1
�J�

n
 ¡�

bk = c × ak

J = c × I

�2� ���Òü



���������	��
�������NÎ���
���Ñ��VÎ������!Ñ������xÎ�����������Ñ	����� Î� !���ÝÑ� CÎ��#"%$'&�( ~

�C� � �!�M� �'�����V�£�G������� ��� ��� � �M�M���	�+�¢��������
�3�!�<°E�T��ºu�¼±��!��Ö �J���¼ ¡�0�T�J�½»Ë¾(�J�{�z±J�EÉ{��¢0����»w���EÉ{�{ ¡���!°C�Y�J���E�&±��E�{ (�J��°E��¬E�<���"��¬E�0���Y±Å�J���������½�c���E»A�J�{�Y±J�
�0�����E�&±�É{±J�½�{°"�c�!º½¾�Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T�#�c�\�Y�����J���E�{±YÓà�3�!���!���0¬§�½�cÉ{±z��º�°E�c�J�½�J�!� �¼±<�J�e¢0��º�º��Y j�c�à�J�{��º���»Ò�L�E�{ 
���EÉ!�{ !�½�!°z�Y�J���E�&±b�E�J�,�z�0�T���½�c�!�Y ��½�����!�
�J��°E�T��¢��cº½É{�<�uÓ

�!���0¬§���EÉ{±3�Eº½°c�E���Ê���!� ���EÉ!�{ !�½�!°z�Y�J���E� Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾
»Ë�c�

k = 1
�J�

n
 ¡�

bk = c × ak εm ⊗ |c ⊗ ak|
J = c × I

�!���0���J�c�)±J���{¢��
���T�J�0��¬���ºn�E�J�½�J�!�z�0�J�¼¢Q�¼±�É{±J�Y 
ª!É{�Å���!�0���z�E���EÃw����¿�À,ÁTÂ ���<�{º½�Y�<�Y�T�������½�c� ��»
����¾§º��E�z�z�§ !�0º¼±0Ã)�E�!º�¾�¢0�§�<JL¢����0�T��±�� Ä ��¬c���J�!��°c�½¬c�0�

�J�{�J�e±Å�!�cº� 
εc

�E�J��Øc�0�¡�eÃT�J�!�������!�0�&±b�E�J���J�0�z�U�E�&�����½º�¾z±ÅÖ)�0�¡�3���c���#�\�1(wÑ&Ñm�UÎ��2FN�_���NÎ���'��½Ñ��E�{ ����!�0���½�T�����J�{�
���c���0��¬���ºU�{���J�YÓ}�3�!��¢��E�����Y±J�\�c�{ ¡���!°���º�°E�c�J�½�J�{���¼±)°E��¬E�0� Ä �Yº½��Ö
ÃTÖ��Ê���

s
 ¡�Y�!�����½�{°��J�{��±JÖb�Y�0�!���!°#¬��E�J�¼� Ä º½�cÃ

���\ ��E°c�������J�cÉ!�{ ¡���!°<�0���J�c��±3�������� ¡�Y�T�J�½Ô{�Y ��������!�
���½°c�c��¢0�Eº�É!�z�nÓ
�Eº½°c�E���Ê���!� ���EÉ!�{ !�½�!°z�Y�J���E� Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾

s = 0»Ë�c�
k = 1

�J�
n
 ¡�

bk = c × ak εm ⊗ |c ⊗ ak|�½»
bk < εc

�J�{�0�
s = s + |bk| εm ⊗ max(s, |bk|)
bk = 0

J = c × I + [−s, s]
�{���0���J�c�)±J�½�\¢��
���c���0��¬���ºn�����½�J�!�z������¢��¼±�É{±J�Y 

�C��� �7� ������m���K� �K�:���	� �K��� �����	��
�������'�Q����m���K� �¢�¦���
��º��c±���¬��E�J�¼� Ä º½�

t
ÃG¢Y��º�º½�e ����!� �m�����BG�Î���Fq�����NÎ���'��½Ñ0Ãu�¼±Q�½�T�J���¡ ¡É{¢0�Y sß

εm ⊗ t
¢��cº½º��Y¢���±Q�0¬E�Y�J¾���¬E�Y�J�e±����½�����J���E�

��»��J�!�,���EÉ!�\ ¡�½�{°#�Y�J���E�&±w±J�!��Ö��C�����J�!�
���½°c�T�3¢0�Eº�É!�z��� Ä ��¬E�cÓ-×^�E���Q�!���Y¢0��±J�0º�¾EÃ
t
¢��Eº�º��Y¢N�&±3�0¬c�0��¾<���EÉ{�{ ¡���!°

»Ð�E¢��J�c�-�E�{ 
�¼±u�#É!ºÊ���½�{º½���Y  Ä ¾
εm

���{  Ä ¾
e
�E±���±���»Ë�0��¾Q»Ð�c¢N���E� Ä �0»Ë�E��� Ä �0���!°����{¢��c�J�U�E�&�����Y ,���T�J�����!�)�½�T�J�Y�J¬��Eº

�{�E�Å�eÃ!�E±3�½����±�±J�!��Ö����½���J�{�,»Ë�Eº�º½��Ö����!°���º�°E�c�J�½�J�!�(Ã§Ö��!�¼¢&��¢0�E���J�e±Å�U�E�\ !±b�J�<�J�!�#¿�À,Á§Â �½�z�!º��0�z�0�T�&���J���E�uß

t = 0
s = 0»Ë�c�

k = 1
�J�

n
 !�

bk = c ⊗ ak

t = t ⊕ |bk|�½» |bk| < εc

���!�0�
s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = c ⊗ I ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]$ � F:���NÎ���
��H��������
{Ñ	�@%¦� �VÎ � � Î������VÎ����J����� 8 �'G�� ���	�N�� EÑ���'(G-�8�������d���
Î��5"%$�&'(%Ï
ÛÝ�j���!�Cº¼�E±Å�#º��½�{�EÃA¢����&¢�º��Y j���T�J�0��¬���ºb�E�U�0�&���J���E�\±� ¡�Y�!�����C�EÉ!��Ö)�E�� ����EÉ!�\ ¡�Y ����T�J�0��¬���º)�E�U�0�&�����½�c�{±0Ã)ÎÐÏÒÑeÏ

°EÉ\���&���T�J�Y�Y �Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T�3�½�T�J�Y�J¬��Eºs�E�U�0�&���J���E�\±0Ó

�C�V� �I������8���C�G�5���M��� � � ����� �m���M� �t�5�£��������� �
���<�{�J��¬c�����{�������!��±���º�°E�E���½�J�!��������É!�J�\±��<�-��¾§º½�c�3�<�¡ ¡�Yºu±����J�¼±Å»Ë¾T���!°#�J�!�
�{�J�c�\�Y�Å��¾

∀yx ∈ [T (x), T (x)] + I, c × yx ∈ [T ′(x), T ′(x)] + J,

Ö)���{��¬c�C�����!�J��¬c�L���{���
J
�Y�{¢�º��c±J�Y±��J�!�����T�J�Y�J¬���º

c × I
�!º�É{±���º�º��J�cÉ!�{ ¡���!°2�0���J�c��±#���{ [±JÖb�Y�¡�#���0����±0Ó

�3�!�¼±3�z�Y���\±)�J�{���3Ö)�,�{��¬E�Q�J�z�!����¬E�Q�J�\���3�J�!��ÌÅ��"§������Í��J�0���
e ⊗ εm ⊗ [−t, t]⊕ e ⊗ [−s, s]

�Y�{¢�º��c±J�Y±b���!�
��"!�c¢N��±ÅÉ!� ��»%��º�ºU���EÉ{�{ ¡���!°#�Y�J���E� Ä �EÉ!�{ {±����{ C��»%��º�ºn±ÅÖ)�0�¡�3���0���z±YÓ}�3�!�,�!���T�E»��¼±� ¡�Y¢0�E�z�U�c±J�Y L���T�J�<�J�{�
»Ë�Eº�º���Ö��½�!°z±JÉ Ä ÇV���E±JØ¡±0ß

�J�:÷�¤¦¥�§�!�§
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®cÓ��!�J��¬c�)�J�{���A�J�!�Q�J�cÉ!�{ ¡���!°
�Y�J���E�&±}������¢��c�J���Y¢��Jº�¾ Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾
t
ß��J�{�����EÉ!�{ !�½�!°
�Y�J���E�&±%���E ¡���½���e�E¢&�

��É!º½�J���!º���¢Y���J���E���!º�É{±3���!�
�J�cÉ!�{ ¡���!°<�0���J�c��±)���E !�������J�!���c¢0¢0É!��É!º¼�����½�c�C���
t
$

�!Ó��!�J��¬c���J�\�����J�!��±ÅÖ)�0�!�C�J�Y�J��±(���\  �J�!�2���EÉ!�{ !�½�!°��0���J�c��±C���E ¡�"�½���J�!��¢��c�<�{É¡�����J���E���E»
s
�����

¢��E�����Y¢N��º½¾���¬c�0���Y±Å�J�������J�e  Ä ¾
e × s

$

¨{Ó3�J�!�zº¼�E±Å�
¢0�E�z�!É¡�&�����½�c�2�¼±
���2���c���0��¬���ºA¢��c�z�!É¡�����J���E�����{ ?�J�§É{±
�J�!�Y�J�z�¼±,�!�(�!�0�e ?��������Øc��¢0�����<��»
�J�cÉ!�{ ¡���!°��Y�J���E�&±0Ó-��¢N��É{��º�º½¾cÃ§�E�!º�¾<�J�!����É!º½�J���!º���¢Y�����½�c�

c⊗ I
ÃT�J�{�Q�#É!ºÊ���½�{º½�¼¢0���J���E� Ä ¾

e
���\ z�J�!�Q��Öb�

�E ! ¡�½�J���E�\±��!�Y�Y ���� Ä �#�U�0�J»Ë�E���z�Y (É{±J���!°C���T�J�0��¬���º%�����Ê���!�z������¢EÃ\���!���#É!º½�J���!º½�¼¢0���J���E�
εm ⊗ t

¢0�E� Ä �
 ¡�E�!�<É{±J�½�{°�Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T�
�����Ê���!�z���J�¼¢�Ó<ÛÈ»

e = 2
���{ "ÛÝÜAÜAÜAÇ�¦EÞ�¥������Ê���!�z������¢#��±,�Y�z�!º½��¾c�Y sÃn�J�!�Y�

�J�!�
�#É!ºÊ���½�{º½�¼¢0���J���E� Ä ¾
e
�¼±3��"!�E¢����E�{ (��°T�����C�!�z���c���0��¬���ºn�����½�J�!�z������¢,�¼±3��� �TÉ!���J�e sÓ

������������� 9 T1<
� �0�-É\±uÔ\��±Å���!����¬E�A�J�{���-���!�b����º�º�¾T���!°��J�0���

t
�&��ØE�e±u¢0�E���J�e¢N�Jº�¾,�½�T���Q�E¢Y¢��cÉ!�T�u�J�{�)�c¢0¢�É{��É!º¼�����½�c����»{���EÉ{�{ ¡���!°

�0�����E�&±w���E !�
�E���J�!�
�#É!ºÊ���½�{º½�¼¢0���J���E�{±AÌ
c ⊗ ak

Í&Ó
ª!�c���Y�c¢&�

k
Ãu���!�L�Y�J���E�
�c�

bk

�¼± Ä �EÉ{�{ ¡�Y  Ä ¾
εm ⊗ |bk|

wx¢N»�Ó(º½�Y�z�z��®_x��J�§É{±��J�!��±ÅÉ!�1��»��0¬c�0��¾?±JÉ{¢&�
�0�����E���¼± Ä �cÉ!�{ ¡�e  Ä ¾ ∑n

k=1 εm ⊗ |bk|
Ó��3�{��� ∑n

k=1 εm ⊗ |bk|
�¼±Qº��Y±�±Q�E��� �TÉ{��º-���L�J�{�#���0�����E ! ¡�e ����

J
Ã
e ⊗ εm ⊗ ⊕n

k=1 |bk|
�¼±�°c�½¬c�0� Ä ¾�º½�Y�<���L¨��E�{ ��E±�±JÉ!�z�¡�J���E�Qwx¨!x3�E»-���!�# !��Ô{�!�½�J���E���E»w����¾§º��E���z�¡ ¡�0º

�����½�J�!�z������¢,¢0�E�{±Å���E�c�&±0Ã!±J���{¢��
n εm

2

��± Ä �cÉ!�{ ¡�e �� Ä ��¬c� Ä ¾
η
Ó

������������� 9 2�<
� �0�bÉ{±w�!��Ö �!����¬E�)�J�{���w���!�����0���

e⊗ [−s, s]
�&��Øc�Y±A¢0�E���J�e¢N�Jº�¾����T�J���c¢0¢0�EÉ!�T�}�J�{�Q±JÖb�Y�¡�A�J�Y�J��±b��º��E�!°�Ö��½�J�

�J�{�<���EÉ{�{ ¡���!°��Y�J���E�&±Q�½�{ !É{¢��e  Ä ¾����!�<Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�
¢��c�<�{É¡�����J���E�?�E»
s
Ó�Á§�½�\¢�� ⊗ �¼±,�!�0���<�E�"���T�J�Y�J¬���º

�E�U�0�&�����½�c�nÃ
e ⊗ [−s, s]

�Y�{¢�º��c±J�Y±
e × [−s, s]

Ó
� �0�

K
 ¡�0�{���J�(���!�?±J��� {k : |bk| < εc}

���{ 
]K

�½��±C�TÉ{� Ä �0�L�E»��Yº½�Y�<�Y�T��±YÃ)Ö)���{��¬c�����j�!����¬E���J�!�
���!� �TÉ{�Eº½�½��¾

e × s = e × ⊕

k∈K |bk| ≥
∑

k∈K |bk|+
�Y�J���E�,�E�"�J�{��±#±ÅÉ!�(Ó �2�L��º��J�e�E ¡¾?ØT�{��Ö �J�{���-w

1st�{�E�Å����»wº��0�z�����!x����!�#�Y�J���E�Q�E�����!�¼±�±JÉ!���¼±Q±J����º�º½�Y�����{���
]K × εm/2 × ⊕n

k=1 |bk|
ÃU���TÉ\±0ÃsÉ{±J���!°��Eº�±J�

�J�{�
2nd �{�E�Å����»-º½�Y�z�z�L����� Ä �EÉ{�{  ∑

k∈K |bk|
Ã

∑

k∈K

|bk| +
�Y�J���E�)�E���J�{��±�±JÉ!� ≤ (1 + ]K × εm)

⊕

k∈K

|bk|

���\ ��E°c�����nÃ§É{±J�½�{°z�c±J±JÉ!�z�¡���½�c��wV�XxNß
]K × εm ≤ η

���\ ��c±J±JÉ!�z�¡�J���E� wÐ¨:xNß
1 + η ≤ e

�����J�!�
 ¡�0Ô{�!�½�J���E�(��»
�-��¾Tº��E�3�z�¡ ¡�0ºn�E�J�½�J�{�<�0�J�¼¢
¢��c�{±��&���T��±YÃ§Öb�
� Ä ���E�½���J�\���

∑

k∈K

|bk| +
�Y�J���E�)�E���J�{��±�±JÉ!� ≤ e ×

⊕

k∈K

|bk| = e × s.

�3�!�,�&��º�º½¾§���!°z¬��E�J�¼� Ä º½�
���\ C���!��±JÖb�Y�0�!���!°z¬�������� Ä º½�cÃ{�E±�¢0�E�z�!É¡���Y ��������!���!���0¬§���EÉ{±��Eº½°c�E���Ê���!��É{±J�½�{°
Æ{�T���J���!°EÇV�U�E���T�3�E�J�½�J�!�z�0�J�¼¢�Ã¡���TÉ\±3»ËÉ!º½Ô{º½ºn�J�!�Y�½�����Eº��EÓ

# �������&������� ��./����� ���������
	�����������

ÛÝ�2�J�!�¼±�±J�Y¢��J���E�nÃu�J�!�L�Eº½°c�E���Ê���!��»Ë�c���E ! !�½�!°���Ö)������¾§º��E�
�z�¡ ¡�0º¼±
É{±J�½�{°�Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T�������Ê���!�z������¢��E�{ 
�J�{�
�!�J�§�E»u�J�\�����J�{��¢��E�z�!É!�J�Y ��-��¾Tº��E�3�z�¡ ¡�0º�±J���J�¼±�Ô{�e±)�J�!��¢0�E�T���E�½�{�<�Y�T�3�{�J�c�\�Y�Å��¾L�E�J��°E��¬E�Y�nÓ

�%�t� �7� ������m���K� �K�:���	� ����� � �5����m���K� �¢�¦���
� �0�nÉ{±u�c ! Q�J�!�b����¾§º��E�G�z�§ !�0º

T (1) =
(

(a
(1)
i )1≤i≤n, I(1)

) �����J�!�A�-��¾§º½�c�s�z�§ !�0º
T (2) =

(

(a
(2)
j )1≤j≤n, I(2)

)

���\ Cº�����É{±� ¡�0�!�E�J� Ä ¾
T = ((bk)1≤k≤n, J)

�J�!�
���Y±JÉ!º½����»-�J�!�¼±��E { ¡�Ê���½�c�nÓ
�3�!�
��º�°E�c�J�½�J�{����±3���!�,»Ë�Eº�º���Ö��½�!°\ß
»Ë�c�

k = 1
�J�

n
 ¡�

bk = a
(1)
k + a

(2)
k

J = I(1) + I(2)

�2� ���Òü



���������	��
�������NÎ���
���Ñ��VÎ������!Ñ������xÎ�����������Ñ	����� Î� !���ÝÑ� CÎ��#"%$'&�( ®c®

�%� � �!�M� �'�����V�£�G������� ��� ��� � �M�M���	�+�¢��������
� �0��É{±��!���¡¢��Y�Y ��E±3���=��¥{Ó ¨!Ó}�3�!��±JÖb�Y�0�!���!°z¬�������� Ä º��

s
��±����{¢0�E���\�c�����J�Y C�½�����!����º�°E�c�J�½�J�!� wÐº½�0»Ò�Q¢��cº½É{�<� x

���\ L���!�
�J��°E�T��¢��cº½É{�<�(°c�½¬c�Y± Ä �cÉ!�{ !±��E���J�!�
���EÉ!�\ ¡�½�{°<�Y�J���E�&±YÃc�Y¬E�0��¾z�J���z��±ÅÉ\¢&�(�E���Y�J���E�)�¡¢0¢0É!��±YÓ
�Eº½°c�E���Ê���!� ���EÉ!�{ !�½�!°z�Y�J���E� Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾

s = 0»Ë�c�
k = 1

�J�
n
 ¡�

bk = a
(1)
k + a

(2)
k εm ⊗ max(|a(1)

k |, |a(2)
k |)�½»

bk < εc

�J�{�0�
s = s + |bk| εm ⊗ max(s, |bk|)
bk = 0

J = I(1) + I(2) + [−s, s]
�!���0���J�c�)±J���{¢��
���T�J�0��¬���ºn�E�J�½�J�!�z�0�J�¼¢Q�¼±�É{±J�Y 

�%��� �7� ������m���K� �K�:���	� �K��� �����	��
�������'�Q����m���K� �¢�¦���
�3�!�3Ô{�\��º!��º�°E�c�J�½�J�{� ��±}�J�!�3»Ë�cº½º���Ö��½�{°{ßs���!�3���Eº½º�¾§�½�!°,¬������¼� Ä º��

t
�¼±}���T¬c�EØc�Y 
����¢��cº½º��Y¢��}�Eº½º¡���EÉ{�{ ¡���!°,�0���J�c��±YÓ

t = 0
s = 0»Ë�E�

k = 1
�J�

n
 !�

bk = a
(1)
k ⊕ a

(2)
k

t = t ⊕ max(|a(1)
k |, |a(2)

k |)�Ê» |bk| < εc

�J�!�Y�
s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = I(1) ⊕ I(2) ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]$ � F!���NÎ���
¦� �����	��
{Ñ��! X �Î��xÎ���� �t��� (���8� G�� ��� �N�� EÑ�� �
Î��5"%$�&'(%Ï
�2�L�!�����z�J�{���������J�!�C�c¢N��É{��ºA���z�!º��0�z�0�T�����J���E�nÃ Ä �Y¢0�EÉ{±J����»3�J�!��±Å�{�E��±J�½��¾EÃu�c ! ¡�½�J���E�j��»3�0º��0�z�Y�c�&±����

�J�{��º��T�c�L�{�E�!�\�Y�{±b�E�!º�¾z�Ê» Ä �����C��»s���!��������¢&�!���!°��Y�c���J���Y±)�������!�c�!Ú0�Y�J� $E�½»u�E�{����»s���!�0��¬����{��±J�!�Y±YÃ§���z�0���
¢��c�§¾T���!°<��±���"¡�Y¢0É¡�J�e sÃ!���{ ��½» Ä �����(��»u���!�0� ¬����!�¼±Å�uÃ{�<Ú0�0���z��±3°c�0�!�Y�����J�e sÓ

�%�V� �I������8���C�G�5���M��� � � ����� �m���M� �t�5�£��������� �
��°T�����nÃ����!��°E�T��º§�¼±%�J�
�!����¬E�b�J�\���

J
¢��E�����Y¢N��º½¾
�Y�{¢�º��c±J�Y±-���!�����c���0��¬���º!���0�������{ ¡�Y�}�!º�É{±A��º�º¡���EÉ!�{ !�½�!°,�Y�J���E�&±

���\ �±JÖb�Y�¡���J�Y�J��±YÓ}��±������J¥{Ó ¥{ÃT���!�
�!���T�E»��¼±�±J�!º½�½�����c���<�J�!���0�
±JÉ Ä ÇÈ�!�J�§�E»Ð±0Ó
®cÓ��A�J�§�E»)���{�����J�!���J�cÉ!�{ ¡���!°��0�����E�&±
�����C¢��c�J���Y¢��Jº�¾^��¬E�Y�J�e±����½�������Y  Ä ¾

t
Ã3ÎÐÏÒÑeÏ����!���c¢0¢0É!��É!º¼�����½�c����»

�J�cÉ!�{ ¡���!°��Y�J���E�&±A���c ¡�,�½���Y�E¢&���E ! !�Ê���½�c�nÓ}�u���E¢&�{�½�Y¬E�����!�¼±0Ã§���!�
¢��E�����Y±J�\�c�{ ¡���!°�±JÉ Ä ÇÈ�!�J�§�E»u��»���¥{Ó ¥
���!�!º����Y±YÓ

�!Ó��A�J�§�E»
�J�{�������!�"±JÖb�Y�¡���J�0����±��E�{  ���!�"���EÉ{�{ ¡���!°/�Y�J���E�&±����E ¡�"�½���J�!��¢��c�z�!É¡�����J���E� �E»
s
�����

¢��E�����Y¢N��º½¾C��¬E�0���Y±Å�J���������Y  Ä ¾
e × s

Ó)��°c�E�½�nÃ{�J�!�#¢��E�����Y±J�\�c�{ ¡���!°�±ÅÉ Ä ÇV�!���§��»-��»%�J¥\Ó ¥L¢Y��� Ä �#¢��E�{�½�e 
Ö��Ê���!�EÉ¡���z±J�½�{°Eº����z�¡ ¡�½Ô\¢0���J���E�nÓ

¨{Ó���°c�E�½�uÃs�J�!�Cº��c±���¢0�E�z�!É¡�&���J���E�2�¼±��������c���0��¬���ºA¢��c�z�!É¡�����J���E�j���\ ^���TÉ\±
�J�{�0���<�¼±
�!���{�0�Y "���(����Øc�
¢0�����,��»}���EÉ!�{ !�½�!°��Y�J���E�&±YÓb��¢N��É{��º�º�¾EÃ{�c�!º�¾L�J�{���J�{�J�Y���E ! ¡�½�J���E�\±����\ (�\�T±J±J� Ä º½¾C�J�!���#É!º½�J���!º½�¼¢0���J���E�{±
Ä ¾

e
Ã{�½»

e 6= 2
�c���Ê»A�E�^�����Ê���!�z���J�¼¢
�!�E���{��¬§���!°

2
�E±��&�E !� "���±�É{±Å�e sÃU�!�0�e ��J� Ä ���U�0�J»Ë�E���<�e �É{±Å���!°

�½�T�J�Y�J¬��Eºn�����Ê���!�z���J�¼¢�Ã§���!�
��É{ºÊ���½�!º��¼¢0�����½�c�
εm ⊗ t

¢Y��� Ä �� ¡�E�!�,É{±J���!°<Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�������Ê���!�z������¢EÓ

�J�:÷�¤¦¥�§�!�§
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ÛÝ���J�!�¼±z±Å�e¢N�J���E�uÃ}�J�!���Eº½°c�E���Ê���!� ��É!º½�J���!º�¾T���!°2��Ö)�"�-��¾Tº��E�<�z�¡ ¡�0º¼±<É{±Å���!°"Æ{�c���J���!°�ÇÈ�U�E���c�z�����Ê���!�z������¢���±
°E��¬E�Y�nß�»Ë�c����É!º½�J���!º���¢Y���J���E�uÃ)�c�\�Y�����J���E�{±�¢Y��� Ä �^�\�Y�Å»Ë�c�J�z�e ����y¬������½�cÉ{±z�E�& ¡�Y��±z���\ ��{�0����Öb�^±Å�J�¼¢&Øà���
�J�{�^�E�!�(���z�!º½�Y�z�0�T�J�e  �½��¿�À,ÁTÂ<Ów�3�!�0� ���!���!���§��»��J�{�����J�!�?¢0�E�z�!É¡���Y  �-��¾Tº��E�z�z�¡ ¡�0ºQ±J���J�¼±�Ô{�e±z�J�{�
¢��c�T�������!�z�0�T���!���E�U�0�J��¾���±��!�J�e±Å�Y�T�J�Y nÓ

�%�t� �7� ������m���K� �K�:���	� ����� � �5����m���K� �¢�¦���
� �0�nÉ{±n�#É!º½�J���!º½¾Q�J�{�A����¾§º��E�s�z�¡ ¡�0º

T (1) =
(

(a
(1)
i )1≤i≤n, I(1)

) Ä ¾��J�!�w�-��¾§º½�c�G�<�¡ ¡�Yº
T (2) =

(

(a
(2)
j )1≤j≤n, I(2)

)

���\ �º½�0�QÉ{±� ¡�Y�!����� Ä ¾
T = ((bk)1≤k≤n, J)

���!�����Y±JÉ!º½����»}���!��±Q�!���¡ ¡É{¢N�eÓQ�3�!�#�\�cº½¾§�!�c�z���Eºu�{�E�Å���E»
T
��±

�J�{���J��É!�{¢Y�����Y ��!���¡ ¡É{¢��w��»s���!���U�Eº�¾§�!�E�z�¼��º{�\���J��±A�E»
T (1) ���{  T (2) ÃTÖ��Ê���C�
���JÉ{�{¢0���J���E�L���b�E�& ¡�0� o

Ó%�3�{�
���c���0��¬���º-�{���J���E»

T
¢0�E�T���E�½�{±����"�0�{¢0º½�T±ÅÉ{�J�#��»A���!�����JÉ{�{¢0���J�Y ^�J�Y�J��±��!º�É{±Q�J�!�z�!���¡ ¡É{¢N�

I(1) × I(2) �E�{ 
��º¼±J�
�!º½É\±A���!���!���¡ ¡É{¢��w��»

I(1) Ä ¾������Y�{¢�º��c±JÉ!������»s���!���&���!°c����»G�J�{� T
(2)
o

��¬E�Y�
[−1, 1]v

���{ <���!���!���¡ ¡É{¢��
��»

I(2) Ä ¾"�E���0�{¢0º½�T±ÅÉ!������»)�J�{�L���E�!°E�z�E»b���!� T
(1)
o

��¬E�0�
[−1, 1]v

Ó�ÛÈ»��!�Y¢0�Y±�±J�E�J¾cÃn�z�E���L ¡���&����º�±�¢Y��� Ä �
»Ë�EÉ{�{ ��½� |�®b�_}ÈÓ

� �0��É{±A��É{±����J�e¢0�Eº½ºs���{���,���(�0�\¢�º��c±JÉ!�J�
�E»}�J�!�����E�!°E�
�E»}�L�<�c�!�E�z�¼��º
a × xo1

1 · · ·xov

v

��¬E�Y�
[−1, 1]v

��±
±J�½�z�!º�¾

[−|a|, |a|] Ó � ����É{±)Ô{�\��º�º½¾� ¡�0�!�E�J� Ä ¾
Jtmp

�#�J�0�z�U�E�&����¾��½�T���0��¬��Eºs¬�������� Ä º½�cÓ
�3�!�
��º�°E�c�J�½�J�{����±3���!�,»Ë�Eº�º���Ö��½�!°\ß
»Ë�c�

i = 1
�J�

n
 ¡�

Jtmp = [0, 0]»Ë�c�
j = 1

���
n
 ¡�

�½»
order(i) + order(j) ≤ o

���!�0�
p = a

(1)
i × a

(2)
j (∗)

bk = bk + p (∗∗)�Yº�±J�
Jtmp = Jtmp + [−|a(2)

j |, |a(2)
j |]

J = J + [−|a(1)
i |, |a(1)

i |] × (Jtmp + I(2))

J = J + I(1) ×
(

I(2) +
∑n

j=1[−|a(2)
j |, |a(2)

j |]
)

ª!�c�}�J�{��±J�EØE���E»G���Y�c !� Ä �½º��Ê��¾cÃ��J�{�Q ¡�0�J�0���z�½�\���J���E�z�E»U���!�����{ ¡� "
k
»Ë���E�Õ�J�!�

ith
�<�c�!�E�z�¼��º!�E»

T (1) �E�{ �J�{�
jth �z�c�!�E�z�¼��ºu�E» T (2) ��±Q�!�E�, ¡�0���E�½º��Y ����^���!��°c�½¬c�0�?�Eº½°c�E���Ê���!��± Ä �Y¢Y��É{±J���½���¼±����z�����J�Y�J�¼��º�»Ë�E�Q�J�{��!É!���U�c±J���E»�¬���º��¼ !�����½�c� ${ ¡�0������º¼±�¢0��� Ä �,»Ë�EÉ!�{ ���� | ¥�}ÈÓ

�%� � �!�M� �'�����V�£�G������� ��� ��� � �M�M���	�+�¢��������
�3�!���E�!º�¾����EÉ!�{ !�½�!°<�0�����E�&±}�J�\�����¡¢0¢�É{�b�{�E�!�U�0��»Ë�E�

(∗) ÃT�J�!�,�!���¡ ¡É{¢N� p = a
(1)
i × a

(2)
j

Ã¡�E�{ L»Ë�c�
(∗∗) Ã§�J�!��E¢Y¢�É!�#É!º¼���J���E�����

bk

ß
bk = bk + p

Ó
ª!�c�

(∗) ÃG�J�!�z���EÉ!�{ !�½�!°��0�����E���¼± Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾ εm ⊗ |a(1)
i × a

(2)
j | �E�{ ^»Ë�c� (∗∗) Ãn�½�,�¼±���¬E�Y�J�e±����½�������Y  Ä ¾

εm ⊗max(|bk|, |p|)
Ó-Üw¬E�0��¾<���J�{�0�b�E�J�½�J�{�<�0�J�¼¢��c�\�Y�����J���E� Ä �Y�½�{°#���C�½�T�J�Y�J¬��Eº{�E�U�0�&�����½�c�nÃE�{�������!�0�b�J�cÉ!�{ §Ç

���!°z�0���J�c�)�¡¢Y¢�É!�eÓ
ª-�½�\��º�º½¾cÃc¢��§�(J�¢0�½�Y�T��±

bk

Ä �Yº½��Ö[�J�{���J�!���Y±J�!�cº� 
εc

������±ÅÖ)�0�¡�eÓ-�3�{��±b��±b�E¢&�!���0¬c�Y  Ä ¾����!��»Ë�cº½º���Ö��½�{°
º½���!�Y±
Ö��!�¼¢&���E�J�
�E�!�\�Y�{ ¡�e ����3�J�!�
�Y�{ ���»-�J�!�
�!���0¬§���EÉ{±3�Eº½°c�E���Ê���!�(Ó

s = 0»Ë�c�
k = 1

�J�
n
 ¡�

�½» |bk| < εc

���!�0�
s = s + |bk|
bk = 0

J = J + e × [−s, s]

�2� ���Òü
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�%��� �7� ������m���K� �K�:���	� �K��� �����	��
�������'�Q����m���K� �¢�¦���
ÛÝ���J�!�,Ô\�{��ºs¬c�0�&±Å���E����»-�J�!���Eº½°c�E���Ê���!�(ÃT���EÉ{�{ ¡���!°z�0���J�c��±)�����
�E¢0¢0É!��É{º����J�Y C�½�����!�,���Eº½º�¾§�½�!°z¬������¼� Ä º��

t
Ó

t = 0»Ë�E�
i = 1

�J�
n
 !�

Jtmp = [0, 0]»Ë�E�
j = 1

�J�
n
 !�

�Ê»
order(i) + order(j) ≤ o

�J�!�Y�
p = a

(1)
i ⊗ a

(2)
j

t = t ⊕ |a(1)
i ⊗ a

(2)
j |

bk = bk ⊕ p
t = t ⊕ max(|bk|, |p|)�0º¼±Å�
Jtmp = Jtmp ⊕ [−|a(2)

j |, |a(2)
j |]

J = J ⊕ [−|a(1)
i |, |a(1)

i |] ⊗ (Jtmp ⊕ I(2))

J = J ⊕ I(1) ⊗
(

I(2) ⊕ ⊕n

j=1[−|a(2)
j |, |a(2)

j |]
)

s = 0»Ë�E�
k = 1

�J�
n
 ¡�

�Ê» |bk| < εc

�J�!�Y�
s = s ⊕ |bk|
bk = 0

J = J ⊕ e ⊗ εm ⊗ [−t, t] ⊕ e ⊗ [−s, s]$ � F!���NÎ���
¦�z��������
{Ñ%�£���� .%���%�t��� (�� 8� G�� ���	�8�� EÑ�� ��Î��5"%$�&'(%Ï
ª!�c�)�J�!��±���Øc�Q�E»-¢��c�z�!º½�0�J�Y�!�Y±�±0Ã¡º�����É\±3�<�Y�T�J���E���J�{���3�J�!�¼±���º�°E�c�J�½�J�{����±3�U�0�J»Ë�E���z�Y C��Ö���¢0�����?¿�À,ÁTÂ#Ã

Ö��½�J�[�J�!�?º½�§�E�\±z�E�
i
���\ 

j
��"!¢&�{���{°E�Y /�J�{�^±Å�e¢��E�\ à���½�z�EÓl�3�!�¼±zº½�e�E !±z���2�J�!�?¢0�E�z�!É¡�&�����½�c���E»Q��Ö)�

 ¡�>LU�Y�J�Y�T�b���c���0��¬���º¼±}»Ë�E�
J
�E�{ z���!�����Y±JÉ!º½�J���!°

J
��±A�J�!�Q�½�T���0�&±Å�e¢N�J���E���E»s�J�!�e±Å����Öb�����T�J�Y�J¬���º¼± $c�½�b�¼±w� "¡�\�e¢N�J�e 

�J�\����»Ë��� �TÉ!�0�T��º½¾L�#�J��°E�T���0�
J
�¼±������JÉ{�J�!�e sÓ}���§¾§Ö)��¾cÃT�J�!�,»Ë�cº½º���Ö��½�{°#�!���§��»��Eº�±J�����!�{º½���Y±b�J�z���!�
��º�°E�c�J�½�J�!�

Ö��½�J�����!����Ö)�
º½�§�E�\±A��"!¢&�{�E�!°E�e z���{ #�J�§É{±w�J�{���½�T���0�&±Å�e¢N�J���E�z�E»U���!����Ö)��¢��c�z�!É¡�J�e z�½�T���0��¬��Eº�±w�0�{¢0º½�T±Å�e±%�J�{�
�J��É!�{¢Y�����½�c���E�{ C���EÉ{�{ ¡���!°z�0���J�c�b���0����±0Ó

�%�V� �I������8���C�G�5���M��� � � ����� �m���M� �t�5�£��������� �
��°T�����nÃ����!��°E�T��º§�¼±%�J�
�!����¬E�b�J�\���

J
¢��E�����Y¢N��º½¾
�Y�{¢�º��c±J�Y±-���!�����c���0��¬���º!���0�������{ ¡�Y�}�!º�É{±A��º�º¡���EÉ!�{ !�½�!°,�Y�J���E�&±

���\ �±JÖb�Y�¡���J�Y�J��±YÓ}��±������J¥{Ó ¥{ÃT���!�
�!���T�E»��¼±�±J�!º½�½�����c���<�J�!���0�
±JÉ Ä ÇÈ�!�J�§�E»Ð±0Ó
®cÓ��A�J�§�E»
�J�{���C�J�{�"���EÉ!�\ ¡�½�{°à�0���J�c��±YÃ
ÎÐÏÒÑeÏ �J�!���E¢Y¢�É!�#É!º¼���J���E�y�E»����EÉ!�{ !�½�!°/�0���J�c��±����c ¡�?�����e�E¢&�
�E ! ¡�½�J���E���E���#É!º½�J���!º½�¼¢0���J���E�nÃ!�E�J�
¢0�E���J�e¢N�Jº�¾���¬E�Y�J�e±����½�����J�Y  Ä ¾

t
Ó

�!Ó��A�J�§�E»
�J�{�������!�"±JÖb�Y�¡���J�0����±��E�{  ���!�"���EÉ{�{ ¡���!°/�Y�J���E�&±����E ¡�"�½���J�!��¢��c�z�!É¡�����J���E� �E»
s
�����

¢��E�����Y¢N��º½¾C��¬E�0���Y±Å�J���������Y  Ä ¾
e × s

Ó)��°c�E�½�nÃ{�J�!�#¢��E�����Y±J�\�c�{ ¡���!°�±ÅÉ Ä ÇV�!���§��»-��»%�J¥\Ó ¥L¢Y��� Ä �#¢��E�{�½�e 
Ö��Ê���!�EÉ¡���z±J�½�{°Eº����z�¡ ¡�½Ô\¢0���J���E�nÓ

¨{Ó���°c�E�½�uÃ§»Ë�E���0¬c�0��¾��½�T���0��¬��Eºn¢��c�<�{É¡�����J���E�nÃ§���!�0���
��±3�{�<�{�0�Y ����#�&��Øc�,¢Y�����,��»����EÉ{�{ ¡���!°z�0���J�c��±YÓ
������������� 9 T1<
� �0��É{±3�!����¬E�Q�J�{���

t
�¼±3°E���Y���J�Y�b���{�����J�{��±ÅÉ!� ��»}��º�ºs�J�cÉ!�{ ¡���!°z�0�����E�&±0Ó

ÛÈ���¼±3ØT�{��Ö��C»Ë���E� º��0�z���(®��J�{���
∑ | ���EÉ!�\ ¡�½�{°<�Y�J���E� | ≤ ∑

i,j,k
εm

2

(

|a(1)
i ⊗ a

(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

≤ εm

2

∑

i,j,k

(

|a(1)
i ⊗ a

(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

.
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� �0��É{±� ¡�Y�!����� Ä ¾
N
�J�!�������&��ºA�§É!� Ä �Y����»3�E�U�0�&�����½�c�{±0ÓLª{�J�c���J�{�C±Å�e¢��c�{ ?�\���J����»3º½�Y�<���^�!Ãn�J�{�

���½°c�c���{�E�{ �±Å�¼ ¡��±����J�¼±ÅÔ{�Y±
εm

2

∑

i,j,k

(

|a(1)
i ⊗ a

(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

≤ εm

2 ×
(

1 + N εm

2

)
⊕

i,j,k

(

|a(1)
i ⊗ a

(2)
j | ⊕ max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

Ö��!�Y�J�,���!�
Æ{�T���J���!°EÇV�U�E���T��±ÅÉ!� ��±��\�Y�Å»Ë�c�J�z�e ����^�����E� Ä �½�J�&����¾L�c�� ¡�Y�Yßw�½���{�E�Å����¢0É!º¼���3�J�{��±Q±ÅÉ!� ¢0�E� Ä �
t
Ó

�3�§É{±
εm

2

∑

i,j,k

(

|a(1)
i ⊗ a

(2)
j | + max(|bk|, |a(1)

i ⊗ a
(2)
j |)

)

≤ εm

2
×

(

1 + N
εm

2

)

× t ≤ εm

2
× e × t

±J�½�{¢0�
N ≤ (o + 2v)!/(o!(2v)!)

�!�Eº¼ !±�| Þ_}ÈÓ
ª-�½�\��º�º½¾cÃ!�Ê���\�E± Ä �0�0�(�!����¬E�Y�L���{���

∑

| �J�cÉ!�{ ¡���!°z�0�����E� | ≤ e × εm × t

���\ sÃb±J�½�\¢����J�!�(���c���0��¬���º��E ! !�Y j���
J
��±

e ⊗ εm ⊗ [−t, t]
Ö��!�Y�J� ⊗ �����=wÐ�EÉ¡��Ö3���& j���EÉ!�\ ¡�Y x#���T�J�0��¬���º

��É{ºÊ���½�!º��¼¢0�����½�c�{±YÃ§�J�!�¼±��!����¬E�e±w���{���
J
�0�{¢0º½�T±Å�e±)�J�!�
���EÉ!�\ ¡�½�{°#�Y�J���E�&±)�z�c ¡�
 ¡É!���½�{°#���!��¢��c�z�!É¡�����J���E�nÓ

" 6Õ����*)�����u�����

ÛÝ�z�J�{��±w�{���U�0�eÃ����!����É{ºÊ���½�!º��¼¢0�����½�c����»n�
�-��¾Tº��E�}�z�¡ ¡�Yº Ä ¾#��±�¢0�Eº��E�A���{ #���!��±JÉ!���c�A�!���¡ ¡É{¢N�b��»U��Öb���-��¾TÇ
º��E���z�¡ ¡�0º¼±������,�!�J��¬c�0�C�J�������JÉ{�J�(���(���c���0��¬���ºs�0�\¢�º��c±J�½�!°<�0¬c�0��¾L�U�c±�±Å� Ä º������EÉ{�{ ¡���!°z�0���J�c�)�����E ! !�Ê���½�c�C���
�J�{�����JÉ!�\¢0�����½�c�L�0�����E�eÓ��3�!�¼±w�z�e���{±w�J�{���b���!���0¬���º�É{�����½�c�L��»u�#����¾§º��E�b�<�¡ ¡�Yºs���)���\�c�½�T�eÃTÉ\±Å���!° I��E���!�0� � ±
±�¢&�!�0�z�EÃ¡Ö���º�ºu��º¼±Å�<�����JÉ{�J�(���(�0�\¢�º��c±JÉ!�J����»-�J�{�
�J�e±ÅÉ!º½�YÓ

Á§�EÇÈ¢Y��º�º½�e LÌ����T�J���½�{±J�¼¢0±�Í&Ãs±JÉ{¢&�?�E±� ¡��¬§��±J�½�c�^�E�,± �cÉ\���������T�E���E�{ ��0º��0�z�Y�c�&����¾�»ËÉ!�{¢N���½�c�{±Nw
exp

Ã
log
Ã
sin
Ã

arctan
Ã
cosh

ÓYÓ0Ókx������)�Eº�±J�Q��¬�����º¼� Ä º��A����¿�À,ÁTÂ<Ó��3�!�0¾��E�J�)¢��E�z�!É!�J�Y �É{±J�½�!°Q�J�{�0���%�-��¾§º½�c�u� "§�\���{±J�½�c�{±-���{ 
���?��"¡�!º���¢0�Ê�,Ø§�!��Ö�º½�e ¡°E����»w� Ä �EÉ{�{ ¡���!°L���0��� »Ë�c�����!�#�J��É!�{¢0���J�e ��{���J�YÓ�ÛÈ�Q�¼±��J�§É{±��\�T±J±J� Ä º½���J��¢��E�z�U�c±J�
�������c���J���{±J��¢NwÐ�½��®�¬��E�J�¼� Ä º½�_xwÖ��½�J���<����¾§º��E�3�z�¡ ¡�0ºVÃ¡É{±J�½�!°<���!��±���"¡�!º���¢0�Ê� Ä �EÉ!�{ !�½�!°<���0��� �J��¢0�E�z�!É¡�����½��±
���c���0��¬���ºw���0���E�½�{ !�0���E�{ �É{±J�½�!° I��E���!�Y� � ±�±�¢&�!�0�z��»Ë�c���Ê�&±��U�Eº�¾§�!�E�z�¼��ºA�\���J�YÓ^ª!�c�
�J�{�C���<�{º½�Y�<�Y�T�������½�c�
��»b�½�T�J�����{±Å�¼¢0±YÃsÖ��{���,�¼±��!�0�e ¡�Y "�¼±�� Ä �EÉ!�{ "�E�"�J�{�#���EÉ!�\ ¡�½�{°��Y�J���E�&±����E !�z !É!�J���!°��J�!�Y�½��Æ{�T�����½�!°EÇV�U�E���T�
�0¬��Eº½É{���J���E�nÃT��»s���!��ØT���{ C��»s�J�{�Q�Y�J���E�&±}°E��¬E�Y���½��º½�Y�z�z�C®EÓ����!»Ë�E�J�JÉ!�{���J�Yº½¾cÃ§±JÉ{¢&� Ä �EÉ{�{ !±) ¡���!�E�)� "¡��±Å�b���
�J�{�
ÛÝÜAÜAÜ}ÇÅ¦�Þ�¥z±Å���E�{ !�E�� C»Ë�E���Yº½�Y�<�Y�T������¾z»ËÉ!�{¢��J���E�{±YÓ0ÓYÓ

×��c�J��±J�E�{�!��±Å�J�¼¢0���J�e L�z�Y¢&�{�E�!�¼±Å��±)���������<�{º½�Y�<�Y�T�J�Y C�½��¿�À,ÁTÂ#Ó§ÛÝ���{���J�J�¼¢�É!º¼���b�J�{��� Î��GÑ����	 X���#Î��£���ÝÑk 
'��.%¦�£ _�#�Eº½°c�E���Ê���!�(Ã\�c�����?±Å�{�E�J� � {�Ù+|½®e¯_}ÈÃG¢0�E�z�!É¡���Y±����^�Y�{¢�º��c±JÉ!���
��»A���!���&���{°E���E»w��»ËÉ!�{¢��J���E�nÃG°c�½¬c�0�
Ä ¾C�z����¾§º��E�3�z�¡ ¡�0ºVÃ!��¬E�Y�)�E�(�½�T�J�Y�J¬��Eº $§���!�
�J�e±ÅÉ{ºÊ���¼±3É{±ÅÉ\��º�º½¾����½°c�T�J�0�3���{�������!�
�E�!�,� Ä ���E�½�!�e  Ä ¾C±J���<�{º½¾
���0�!º¼�E¢0�½�!°z¬������¼� Ä º��Y± Ä ¾��J�!��¢0�E���J�e±Å�U�E�{ !�½�!°z���T�J�0��¬���º¼±3�½�(���!���U�Eº�¾§�!�E�z�¼��ºn�{�E�Å�eÓb�3�!� � {QÙl��º�°E�c�J�½�J�{� ��±
��º¼±J� Ä �E±J�Y z�c��Æ{�T���J���!°EÇV�U�E���T�w�����Ê���!�z���J�¼¢��E�{ ��½�bÖ)�EÉ!º¼  Ä ��Ö)�E�J�J���!����¬§�½�{°,�J�{���b�½�)������É!�J�\±w�����Y�{¢�º��c±JÉ!���
��»u�J�!�,±Å�cÉ!°E�T�w�&���{°E�EÓ-ÛÝ�T�J�Y°E�&���J���E���E»%ÀV{QÜw±)Ö��Ê���C���!�Ê�����Eºs¢��E�\ ¡�Ê���½�c�{±b��±)��º¼±Å�#�\�Y�Å»Ë�c�J�z�e ��½��¿�À,ÁTÂ | ¯_} $¡�½�
�¼± Ä �E±J�Y C�E���A��¢Y���&  � ±b�½�J�Y�����J���E�{±YÓ}��°T�����nÃT�J�!�¼±���º�°E�c�J�½�J�{� ¢0�EÉ!º¼  Ä �,�!����¬E�Y�L�J�<�����JÉ{�J��¬���º��� !���J�e C���Y±JÉ!º½��±YÃ
É{±J�½�{°#���!��±����z�
���!�!���c�c¢&���c±3�½���J�!�¼±��{�E�\�Y�YÓ

ÛÝ�L���!�,��º�°E�E���½�J�!��±b�!�J�e±Å�Y�T�J�Y L�½�C�J�!�¼±3�{���U�0�eÃ§�J�cÉ!�{ ¡���!°#�0���J�c��±b��������¬E�Y�J�e±����½�����J�Y zÉ\±Å���!°�»Ë�c�J�#É!º¼�E±b��»
º��0�z����®EÓ3ÛÈ���¼±�� �TÉ!�e±����½�c���J�C ¡�0�J�Y�J�z���!�
»Ë�E�QÖ��!�¼¢&��ØT���{ (�E»}�Eº½°c�E���Ê���!��±�±JÉ{¢&�(�Y±Å�J���z���J���E���E»%���EÉ{�{ ¡���!°
�0�����E�&±u¢��cÉ!º¼ ����0¬c�Y��ºTÉ{±J��»ËÉ!ºVÃ!ÎÐÏÒÑeÏ%�����JÉ{�J�#�J��°E�T�%��¬E�0���Y±Å�J���������½�c����»!���!�3�J�cÉ!�{ ¡���!°��0���J�c��±YÓnÛÝ�{ !�0�Y nÃ��J��°E�T�J�{�Y±�±
Ö3�E±s�!�E�u���,�¼±J±JÉ!�A�E»c���!��±u�{���U�0�eÓnÛÝ�,»Ð�c¢N�YÃ����
�E¢N��É{��ºc¢0��º¼¢�É{º����J���E�{±G»Ë�c�n���Y�E±J�E�\� Ä º����c�� !�0�&±0Ã0�J�!�w¢0�E�T�J��� Ä É¡�J���E�\±
�J�����!�z�J�Y�z�E�½�\ ¡�0� Ä �EÉ!�{ {±� ¡É!�<�J�����!�<�J��É!�{¢0���J���E�2��»b�J�!��±J�0���½�e±QÉ\±ÅÉ{�Eº½º�¾? ¡�c�z�½�{���J�<�J�{�z¢0�E�T�J��� Ä É¡�J���E�\±
 ¡É!�z���(Æ{�c���J���!°�ÇÈ�U�E���c�
�Y�J���E�&±0Ãn�E�{ �±Å�����!�C¢��c�z�!É¡�J�e 2�½�T�J�Y�J¬��Eº�±
�E�J�zÉ{±JÉ{��º�º�¾?±J���J�¼±�»Ð�c¢N���E���½º�¾^�{�E�J����Ö
ÓzÛÈ�
�¼±#±Å�J��º½º)� �TÉ!�e±����½�c�nÃ}���§¾§Ö)��¾cÃn�J�2±���É{ ¡¾j���\ ��\�T±J±J� Ä º½¾2�½�z�!����¬E�z���!�L���½°c�T�J�!�e±J±#��»3�J�{�Y±J� Ä �EÉ!�{ {±0ßz�z�E���
�0º¼� Ä �E�&�����,�J�e±ÅÉ!º½��±3�E»�Æ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T�������Ê���!�z������¢N|�®e�§Ãu®b~¡Ã\�E_}ÈÃ{±ÅÉ\¢&�(�c±)�J�!�C�����s� ,m�C(��., �&%¦� �Eº½°c�E���Ê���!� |�®E®s}
�E��ÁT�J�Y� Ä �0�!Ú��J�!�Y�E���0� | �!®s}VÃU¢��cÉ!º� (¾§���0º¼ ��J��°E�T�J�Y�����Y±JÉ!ºÊ�&±����{���(���!��±J¾§±Å�J�Y�����J�¼¢
���{�!º½�¼¢0���J���E���E»%º��0�z���(®EÃ
�!��� Ä � Ä º�¾L�����J�{�
�!�J�¼¢��,�E»-�zº��c±�±b�E»%±J�U�0�Y nÓ

�2� ���Òü
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�%�t� �I������\��� �t��� �+� �
�wâ � �/· 
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�<Ñ %��0Ñ�
!Ñ��JÑ

εm = 2εM

Ï 8 
{ÑC���NÎBFEÎ�� ���¦��Ñ����NÎ����\���'��
!Ñ��½Ñ����8��
����  _�'�&Î��£�&Ñ7R%�����VÎ���F�,d���Î�����@%¦� �VÎ � � Î������xÎ������
���£ - �Î��YÎ �NÎ�����@'(GD2 ����Ñ#Ñ����X���ÈÏ
9 T1< Q��8��
!Ñ�R��b���xÎ��2FS,d���Î�� �V��%¦�4'&Ñ����

a
�

b
����Ñ\�&%��
J��
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a × b
�GÑ�Î���
!Ñ�� ����Ñ��VR��.(��\� ���M������� �)'&Ñ�� �S(

εu9 ��
!Ñ�%¦�£ EÑ��VR%�S(5��
��JÑ���
����  1<zÎ��q�N�	F��\Î�� % cÑ�����
{Ñ�� ��
!Ñ�� �k�b S%���
a× b

 �Î ��Ñ����G������� ��
!Ñ�R������VÎ���F�,d����Î���
� %¦� �VÎ � �ÊÎ��k���xÎ����I�JÑ��&%¦� �

a ⊗ b
'(G8� �\�N���JÑ ��
��� |a ⊗ b| ⊗ εm

Ï
9 2�< 8 
{Ñ��&%¦�

a+b
�t� R��b���xÎ��2FS,d���Î�� � ��%¦�4'&Ñ����

a
���£ 

b
 �Î �QÑ������������ ��
!Ñ�R��b���xÎ��2FS,d���Î�� ���! X �Î��xÎ���� ��Ñs�&%¦� �

a ⊕ b
'(G8� �\�N���JÑ ��
��� |a ⊕ b| ⊗ εm

�AÎ �
a ⊕ b

�UÑ0Î���
{Ñ�� %¦�£ EÑ��VR��.(���� ��������Ñ��VR��.(��0Ï
9 � < (}Î���
T��
{Ñ�������ÑN�_���&%¦�C�£�xÎ���������
!Ñ	�&%¦�

a + b
�t�;R��b���xÎ��2FS,d���Î�� �'��%¦�4'&Ñ����

a
���£ 

b
 �Î ��Ñ������������S��
!Ñ

R%�����VÎ���F�,d���Î�����X ! �Î��VÎ������JÑ��1%¦� �
a ⊕ b

'(G8� �8�8����Ñ	��
����
max(|a|, |b|) ⊗ εm

Ï
������������� 9 T1<
�£¢��c�{±J� �TÉ!�0�\¢�����»-�J�!��¢0�E���J�e¢N�3�J�cÉ!�{ ¡���!°��E±�±ÅÉ{�<�!�J���E���½�(ÛÝÜAÜAÜAÇ�¦EÞ�¥������Ê���!�z������¢��¼±3�J�{���

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a × b|
wÒ»Ë���E� |½®e¨�}ÈÃ¡� �TÉ{�����½�c��wV�¡Ó ¥:x�ß

(a � b) = (a.b)(1 + δ)
Ö��½�J� |δ| ≤ εm/2

x�Ã!���{ 

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a ⊗ b|
wÒ»Ë���E� |½®e¨�}ÈÃ¡� �TÉ{�����½�c��wV�¡Ó ÞXx�ß

(a � b) = (a.b)/(1 + δ)
Ö��½�J� |δ| ≤ εm/2

xNÓ%ÛÈ��»Ë�Eº�º���Ö�±w���{���

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ 1/2εm|a ⊗ b| ≤ (1 + εm/2) (1/2εm ⊗ |a ⊗ b|) .

Á§���{¢��
1 + εm/2 ≤ 2

�E�{ (±Å���{¢0�QÆ\�c�����½�{°�ÇÈ�\�c�½�T����É!º½�J���!º���¢Y�����½�c�{± Ä ¾��<������� "!�E¢N�eÃ¡�0¬c�0�T�JÉ{�Eº½º�¾L�½���!�Eº¼ !±

|(a ⊗ b) − (a × b)| ≤ εm ⊗ |a ⊗ b|
ÎÐÏÒÑeÏw�c±J±JÉ!�z�¡�J���E� w�®_x)��±�±J���J�¼±�Ô{�e sÓ
������������� 9 2�<
� �!���§��»-±J���<��º¼���3�J�<���!�
�!���0¬§�½�cÉ{±)�E�!�
�e±��&� Ä º��¼±Å�!�e±b�J�{��� |(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ εm ⊗ |a ⊕ b| Ó
������������� 9 � <

ÛÈ����º¼±Å�z�!�cº� {±)�J�{��� |(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ εm ⊗ |a + b| Ó
ÛÈ»

a
���{ 

b
�{��¬E���E�{�\�T±Å�½�J�^±J�½°c�{±YÃA�J�{�0� |a + b| ≤ max(|a|, |b|) �E�{ ��J�§É{± |(a ⊕ b) − (a + b)| ≤

εm ⊗ max(|a|, |b|) Ó
ÛÈ»

a
���{ 

b
��������»����!��±����z�L±J�½°c�nÃ%Ö��Ê���!�EÉ!�#º��c±�±
��»�°c�0�!�Y���Eº½�½��¾��J�{�0¾j¢0�E� Ä ���E±�±ÅÉ!�z�e 2�J� Ä � Ä �����

�!�c�!�!�0°T�����½¬c�QÖ��½�J�
0 ≤ b ≤ a

ÓA�3�!�,�!���§��»% ¡��±Å�J���!°cÉ!��±J�!�e±�±Å�Y¬E�0�&��ºs¢Y�E±J�Y±YÓ
� ÛÈ» a = b

ÃA�J�{�0�
a + b = a ⊕ b = 2a

±J�½�\¢���Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�<��É!º½�J���!º���¢Y���J���E�\± Ä ¾��"�����C� "!�E¢N�z���
ÛÝÜAÜAÜ}ÇÅ¦�Þ�¥,�E�J�½�J�{�<�0�J�¼¢�wÐ�c±}º½�c�!°
�E±}�{�
��¬E�0�JÆ{��Öj�¡¢0¢0É!�&±kx%�E�{ #�J�!���Y�J���E�%�¼±}Ú0�Y�J�\Ó�ÛÈ�A�!�cº� {±%�J�{���A�0���J�c�
= 0 ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|) Ó

� ÛÈ» b < a
�E�{ ��Ê»

b
¢Y��� Ä ��Ö��J�½�Å���0���E±

a × (1 − β)
Ö��Ê���

εm ≤ β ≤ 1
�J�{�0�

a + b = (2 − β) × a =
(2−β)×max(|a|, |b|) Ö��!�0���Y�c± a⊕ b = (1 + δ)× (2−β)× a = (1+ δ)× (2−β)×max(|a|, |b|)Ö��Ê��� |δ| ≤ εm/2

Ó

(a ⊕ b) − (a + b) = (2 − β) × δ × max(|a|, |b|)

|(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ (2 − β) × (1 + δ′) × 1
2 × (εm ⊗ max(|a|, |b|))Ö��½�J� |δ′| ≤ εm/2.

�J�:÷�¤¦¥�§�!�§



®b� �#Ï���Ñ��_�������zÏ��I�	��Î�� �q���£ 
�?Ï���Ñ���

Á§�½�\¢��
εm ≤ β ≤ 1

�E�{  −εm/2 ≤ δ′ ≤ εm/2
Ã¡Öb�,�{��¬c�

0 ≤ 1/2× (2 − β) × (1 + δ′) ≤ (1 − εm/2) × (1 + εm/2) = 1 − ε2
m/4 ≤ 1,

���{ C�J�§É{± |(a ⊕ b) − (a + b)| ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|) Ó
� ÛÈ» b < a

���{ 
b = (1 − β) × a

Ö��½�J�
0 < β < εm

Ã!���!���E�{º½¾��\�T±J±J� Ä �½º��Ê���½�e±������
β = u/2

�E�{ 
a
�¼±��

�\��Ö)�0�3��»}�<�E�
β = u

�E�{ ��J�!�
���EÉ!�\ ¡�½�{°<�z�¡ ¡�,�¼±��!���3���z�J�!�
�!�e�����Y±Å�YÓ
�

ÛÈ»
β = u/2

Ãn���!�0�
b = (1 − u/2)a

�¼±���Æ{�c���J���!°�ÇÈ�\�c�½�T�
�§É!� Ä �0���BL
a
��±��(�\��Ö)�0�,��»������\ 

¢��c�{±J� �TÉ!�0�T��º½¾
2a
��±)��º¼±Å�#�
�\��Ö)�0�b��»u�#$

a+ b = (2−u/2)×a
�E�{ 

a⊕ b ∈ {(2−u)×a, 2a} ÃÎÐÏÒÑeÏ^���!�C�Y�J���E����± Ä �cÉ!�{ ¡�e  Ä ¾
u/2 × a = u/2 × max(|a|, |b|) ≤ εm/2 × max(|a|, |b|) ≤

εm ⊗ max(|a|, |b|) Ó
�

ÛÈ»
β = u

Ã����!�0�����!�����EÉ{�{ ¡���!°
�z�§ !����±w�!���b�J�
���!���!�e�����Y±Å�w���{ 
εm = 2u

$
a+ b = (2−u)×a���\ 

a ⊕ b ∈ {2(1− u)× a, 2a} ÃGÎÐÏÒÑeÏ}���!�,�0���J�c�3��± Ä �EÉ!�\ ¡�Y  Ä ¾ u× a = u× max(|a|, |b|) =
εm/2× max(|a|, |b|) ≤ εm ⊗ max(|a|, |b|) Ó

�%� � �I������\��� �t��� �+� �
�wâ � �/· E �
Q�� ∀j ∈ {1, · · · , n} � sj ≥ 0

���  (Î �
(n − 1) × εM < 1

��
!Ñ��J��
!ÑCÑ��s�����
En = Sn − Ŝn

Î �-'��.%¦�  cÑ� 1�_�
�������d�.(���B

|En| ≤ (n − 1) × εM ×





n
⊕

j=1

sj
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§Î ��Î��M� � ÎÐÑ��	��
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Sn =

n
∑

j=1

sj ≤ (1 + (n − 1)εM ) Ŝn = (1 + (n − 1)εM )





n
⊕

j=1

sj
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En = Sn − Ŝn =

n
∑

i=2

δiT̂i

Ö��!�Y�J�
T̂i

��±��J�!�<¢��E�z�!É!�J�Y ?±ÅÉ!�:��»
i
�J�Y�J��±Q���z�E�!° {s1, · · · , sn}

wÐ ¡�Y�\�Y�{ ¡���!°C�c��Ö��!�¼¢&�^�E�& ¡�0����±�É{±Å�e 
�J��±JÉ!� É!�����!�

sj

x3�E�{ 
δi

�¼±)�J�!�,���EÉ!�{ !�½�!°z�Y�J���E�)�\�Y�Å»Ë�c�J�z�e CÖ��!�Y��±JÉ!�z�z�½�{°<�c�!�,��»��J�!�
sj

���
T̂i−1

���
� Ä �������

T̂i

Ó��3�!�
δi

±Q±J���J�¼±�»Ë¾ |δi| ≤ εM

���{ ��{�0����Öb�#É{±J���J�{��»Ð�E¢������{���eÃG±J���{¢����J�!�
sj

�E�J���!�E�!�{�0°c���J��¬E�cÃ
T̂i ≤

⊕n

j=1 sj

Ó
��±J���!°<�J�!�e±Å����Ö)�<���!���cÉ\��º��Ê���½�e±)�J� Ä �EÉ!�{ ����!�
�J��°E�T���{�E�{ �±J�¼ ¡�EÃ!Ö)�,°E�0�

|En| = |Sn − Ŝn| ≤ εM ×
n

∑

i=2

n
⊕

j=1

sj ≤ (n − 1)εM

n
⊕

j=1

sj .

ª-�½�\��º�º½¾cÃ§�J�!�¼±�º��Y�E {±)�J�

−(n − 1)εM Ŝn ≤ Sn − Ŝn ≤ (n − 1)εM Ŝn

���\ CÉ{±J���!°��E�!º�¾����!�
�J��°E�T�3�½�{� �TÉ{��º��½��¾C¾§�½�Yº� {±)�J�!�� ¡�e±Å�����Y  Ä �cÉ!�{ �»Ë�E�
Sn

Ó
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�
sj ≥ 0

����
!Ñ�� B
n

∑

j=1

εm × sj ≤ e ⊗ εm ⊗
n

⊕

j=1

sj .

���������������½Ñ����8� �
∑n

j=1 εm⊗sj ≤ εm(1+εm/2)
∑n

j=1 sj

ßs�J�Q°E���-�J�¼ 
�E»¡�J�!�bÆ{�c���J���!°�ÇÈ�U�E���c���E�U�0�&���J���E�\±0Ã�Ö��!�¼¢&�������A�!�Y�Ê���!�0�
�E±�±J�§¢0�����J��¬E���{�E�3 ¡��±Å�J��� Ä É¡�J��¬E�cÃ¡º½�0�)É\±b°c� Ä �c¢&Ø<�J�<��"!�E¢��3�E�J�½�J�!�z�0�J�¼¢ $§Öb���{��¬c���J�<��É{ºÊ���½�!º�¾L�Y¬E�0��¾T�J�!���!° Ä ¾
(1 + εm/2)

�J� Ä ��� Ä º��,�J�� ¡�z�½�Yß

εm ⊗ sj ≤ (1 + εm/2) εmsj .

�3�!�
���½°c�T�)�{�E�{ (±Å�¼ ¡�,��»-�J�{�
�½�!���TÉ{��º��Ê��¾L�J� Ä �
�{�J��¬c�0�C�¼±

e ⊗ εm ⊗
n

⊕

j=1

sj

���\ sÃ§°E���J�J���!°<�J�¼ L�E»u�J�{��Æ{�T�����½�!°EÇV�U�E���T�b�#É!ºÊ���½�{º½�¼¢0���J���E���½�C�J�!�
±����z�������{�!�0�eß
a⊗ b ≥ 1/(1 + εm

2 )a× b
Ã

e ⊗ εm ⊗
n

⊕

j=1

sj ≥ eεm
(

1 + εm

2

)2

n
⊕

j=1

sj .

�3�!� �TÉ!�e±����½�c���¼±3�!��Ö�Ö��{���J�{�0�����!�,»Ë�Eº�º½��Ö����!°<�½�{� �TÉ{��º��½��¾L�!�Eº¼ !±Yß

εm

(

1 +
εm

2

)

n
∑

j=1

sj ≤ eεm
(

1 + εm

2

)2

n
⊕

j=1

sj?
w�®_x

��±J���!°zº½�Y�<���L�!ß
n

∑

j=1

sj ≤
(

1 + n
εm

2

)

n
⊕

j=1

sj ,

�J�{�
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εm

(

1 +
εm

2

)

n
∑

j=1

sj ≤ εm

(

1 +
εm

2

)(

1 + n
εm

2

)

n
⊕

j=1

sj .

Û�±)�J�{�
�J��°E�T���{���J�YÃ¡�����JÉ!���nÃ!É{�!�\�Y� Ä �EÉ!�{ !�Y  Ä ¾C�J�!�
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(

1 +
εm

2

)3 (

1 + n
εm

2

)

≤ e?
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n εm

2
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η
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