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destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
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�Q����£6¥°�����a����¦g�+�e�^�g���Q�������Á«²¬­�7�a��� ¢ �g���R�a��� ������������³g¯��g�6�����g¡����g�½�a���R�����Z�9�����L�Q���g�O� �
¨B���Z���~¥°������������� ���u���§�a�a���g�������������~���a���g�����O« �E�����k���L�Z�^�½£B�3�3���a��£6¡��Q�g�����u���a���������g�����a�
�\�������R�a���������§���\¡����R�)����������¡��Z�������L�¿��¥!�a���E�,����£B�����3� �����3���a���u�*áéèB¯Lâ �B¯gâ��u¯,â��JãÊ« "k���¿�g���L���
�6�J£��,�~�������Æ�Q�/�*�½£u�½�����6����� ¡ª���½�a���3�u�/���*���g¡����a�L�Q�a�����3�½�g¡+�Æ¡����g���������+�Z�������L�k���R���O���g�
�g���Q�g�����������½��� ¡��Q�u�����a�a���a£§�3���a���u�T«�ÈB£B�3�3���a��£*¡��Q�g�����u���a���������g�k��� �½�7��� �J£��������3�L�Q�½�+���R�
�a���������Á�3�a��¡����R� ¢ �g���Q�a���Ý�Q���+�½�����7��¥;�������Q�u�����a�a���a£3�ª�������u��á �ZãÊ«

�3���L�����	���u�
���
���
�9�
�����������R��� Ü<���?���a���g��������� �e�a��¡ ¢ �g���a£ª�3�u�u���L� �<�u��¦g�g���~���7����¡�©�a���Q�Xèu«�Ü��+���g��������������£§��£B�ª�3�����a��¡����a���g�����3�E���a���u��¦g�g���*�Z���a�����,��³Q�����g����³6��¥¿�½�\¡1���������g¯
���g�6�a�������<���a���g��������� �e�a��¡ ¢ �g���a£~¡����3������¤u���e£6���<¡����3���u�a���~���ÁÜ<�����Q����� âQ«�������¤u��� �����§���
����¡����������6���B£7�������a���½���a� ¡1�������O�a�~�����L�������u������������³Q���a�c�a���6������Ü<�g�����a���Àâ�� �^���a�����R��� ���I¯
���g�W�9�Á���a�������R�3�����Á�e���Æ¡�� ���a�½�\�ª��¥k�g���Q�������6�ª¥°���6����� ¡+�f�Q�����������R���e£n�u�B�\�3�����6�������j«
Èu�������a���;��¤����3�������/���a�3�u���a¡��L�������X���x�½�\¡1�a���Q� ��«ªË����g������£Q¯T���g�ª�a��� �Z�a���Q�g�?�L���e�9�����xÜ<������©
�a��� â�¯j�a���6�Z���a�������������u���½�a���g¡��6���g�������6�a���������a����¥?á ��ã)���a�6�u���a¡��L�����������Æ����¡�������� ��«6¬­�
�L������� ¡���� ���\¯u�9�������Z�w���g�����������ª�������u���E��¥<á ��ãI¯g�g�������O���O�a���������u¡+¨7�����g���c�a���B���e£7���g�O���
�a�����^����������³Q���6�u� �e�+���g¡���¯)���������ª£B����� �n���R£Æ�g���g¡����g�½�a���Q�ª���Z�������L�Q���g�W���f�����a���������
���g��¡+�Á� �^������£B�ª�3�����a��¡/�Q�<�����/�3��³��R�^�������jä²�a���6â�©I����©aâ?�����a���g�^èZ©m�a��©+âk���a���g�����O«9Ü<�������
�3�������u���?��� �½�O�u�§�g���k£B����� �����B£Á���Q�g¡��Q�g�e�+���R�E���Z�9���E�,�����L�Á¥°���/ÈB���ª�Q�jÉ �E���a���g����� ���g�
�E���g�u���*Ü;�a���g�½� �Z�a���Q�j¯B����� ¡+�Á���������������a���������6�<��¥;�a���3â�©I����©+â?�����+���g��èJ©I����©+â?�����Q�������Á«

� �����! OÖ�×#"�$%"OÛ'&�Û'(TÕ;Û�Ú*)3Ù��<Ö�+-, ×6Ø��.&
�����u��¦g��� 0�¹�¶Q·0/21 0'��µ3� ./� 0�¹�´ 1 )��a�~�,���g������� ���j¥°���g¡1�a���Q�g�

P
¥°�a���

[M ]
[N ] ���

[L]
¯L�������a�

N
¯
M
���g�

L
�����^�,�Q�����������E���R����³����+�)���g�

[n]
�½�a���g���)¥°��� {0; 1; . . . ; n − 1} «�¬­�~�a���k��� ¢ �����

L = 2
���g�~���/¡������

X
�a���?��������¥j¥°���g¡��������

f ∈ [M ]
[N ] �½�g¡+�§���g���

P(f) = 1
���L�

Y
�����

��������¥;¥°���L¡1�������
g ∈ [M ]

[N ] �½�L¡+�§�a�g�Z�
P(g) = 0

«
�^��¤B�^���/�u��¦g�g�/�������3�u�u���T��¥��ª���a���L��������� �½��� ¡?����³Q���a�c�a���Á«
ÈB�g¡+�����X����³��Q�������g� � ���u��¦g�g���*�B£Á���g��¥°�Q�����Z�����g³§���Z�+��ä^�§�����Q�g���g�����c�e£*�u� �½���a�������������

�Q�Á�����ª�½�L��¡��
Ω = {0, 1}t

��¥¿���R�a���a�g���j�+���L�u��� �����a��¯,�3¥°�g�g¡1�a���Q�
h1
¥°���Q�

Ω
�a�

[N ]
¯
h2¥°�a���

Ω× [M ]
���

[N ]
¯T«�«�«�¯

hT

¥°�a���
Ω× [M ]

T−1 �a�
[N ]

���g�~¦g�g������£~��¥°�g�g¡1�a���Q�
O
¥°�a���

Ω [M ]
T ��� {0, 1} «^Ï�£*�u��¦g�g�c�a���Q�j¯ T � �E����� ¢ �g���a£O¡����3������¤u�c�e£O��¥ A

« "k�X�~�����Q¡+¨7�,�J¤
¥°�g�g¡1�a���Q�

f
¯B�a��������³��Q�������g� �9�Q��¨u������¥°�Q�����Z�^��ä
• 3 �g�R�R�½���+���g�����3��£ ω ∈ Ω

«
• 3 �Q�3���u��� i1 = h1(ω) 4 ¢ �g���a£ i1

���g�O�½���
j1 = f(i1)

«
• 3 �Q�3���u��� i2 = h2(ω, j1) 4 ¢ ������£ i2

���g�Á�½���
j2 = f(i2)

«
• «�«�«
• 3 �Q�3���u��� is = hs(ω, j1, . . . , js−1) 4 ¢ �g���a£ is

���g�Ä�����
js =

f(is)
«

• "k�������u�
O(ω, j1, . . . , js)

«
ÌE�;����������� ��¡����\���a��£����?�������/¥°�Q�²��������³Q���a�c�a���:���?�L���½¥°�Q���:�a���������ª� ¢ �����a£��e����¡���¯Z����������,�����<�J£u�¿���a�½�g�ª�Q¯Q�g�����\���9��¤u����� ¡�������£3�½�a�����\�6���a�����a��������¯����g���9�a��� ¢ �����������9���a�E�u� �e�a���L¡1��«Ëg���a�6������£Q¯j���g���/�3�\���g���a�g�Z�����~���a�����3�

hk (ω, j1, . . . , jk−1)
� �/�����Q����� ¢ �g�����a� h1(ω)

¯
h2 (ω, j1)

¯j«�«�«½���
hk−1 (ω, j1, . . . , jk−2)

«
Ì^�Å����³��Q�������g�

A
�½�Q���B����³

P
¢ �����������/�Á�g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤*¥°���g¡1�a���Q�x�����u�\¡�� �u�6���������������c��,�������g³Q���a�

X
�Q�����

Y
«kÜ<��������³����a������� �½�L¡�¡��������E�����§�����Q¡+¨R©I�,�J¤

f ∈ X
�c¥¿���?�u�\¡�� �u���

�a�g�Z�
f ∈ X

¯!���L�Z�/����¯j��¥9���a�?���������u��� �?� ¢ �g���;�a��âQ«ªÈB���3��� ���a��£�¯!���g�3����³Q���a�c�a��� �½�L¡�¡��������
�Q���§�����Q¡+¨Á�L�J¤

g ∈ Y
�c¥)���/�u��¡����u�\�k���g���

g ∈ Y
¯!���g���?� ��¯T��¥9���a�?�Q�u�������?� �?� ¢ �g���;����5�«¬Ê¥

A
���/�O���a���L��������� �½��� ¡ª����³Q���a�c�a��� ���a�/���g¡�¡����a�k�g���Q�g���������c�e£

ε
� �����a�������+�e�/¡��Q�½�6���g¡�¡����a�
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�g���Q�g���������c�e£Q¯��a�g�Z�����9���g�E�3���g������� �Z�����9�����
f ∈ X ∪Y

��¥j�a���k���g¡�¡����a�9�����Q�g���g�����c�e£ª��¥
A����������� ��¡+¨R©I�,�J¤

f
«/Ï9£�¡����R���+���½��¯L���g�3�J�Q���+��³Q���½�g¡�¡��\���k���a���g�����������e£O��¥9��������³����a������� � �

�a��� �Z�a���Q�E�a�~�ª³��������O���a���g�����������e£~�u� �e�a�������u�a���Q�O�Q�§�a���������
X ∪ Y

«
���§�a�J£��a�g�Z�ª���Æ����³��Q���������

A
� � �����,¶���¶��!¸��! Z´O��¥��a���6¥°���L¡1�������L�

h2
¯�«�«�«�¯

hs

�u�������
�����,���g�Æ�Q�

j1, . . . , js

«*Ì �����L�������u�������~����³Q���a�c�a���À¡��������B�g���L�7���u¥°�Q���6������£��u�\��¡������,���
�����§�½���3�������k�<�J£!ä<¦g�+�e��¡+���B�Q���/����� ¢ �����a���\�^�a�§�,���6�Q�u��¯,���g�����,����¥°���a� �������O¯j���k� ���½�
����¡�� �u�E�����Q¡�¡����u�)�Q�)�a�eåe��¡��)�a���E��� ��¡+¨R©Ê�L�J¤ª�g�������3�Q�3�����?���g�������+����������� ¢ �g���a���\�)���L�3����a���/�Z���������<��¥�£Q�����<�+���g����� �����a��«

Íj���O�g�~���B��¨f�Z�O���Ä��¤����3������äX�����������Q�a�u�����\�ç�½�\���+¡+�f�g���Q�������
P ���������	� « Íj��� N�,�*���W���R����³����ª���g�

M = 2
«WÜ<���O�����

X
�Q����£Å¡����R�+�����g�������Á¡��Q�g�e�+���R�3Î����a��¥°�g�g¡1�a���Q�

z
«ÄÍj���

fi

�L�Á�a���Á¥°���g¡��������Ä���g¡+�n�a�g�Z�
fi(i) = 1

���L�
fi(j) = 0

��¥
j 6= i

«Ä���������
Y = {fi|i ∈ [N ]} « 3 �Q�g�����u���<������¥°�Q�����Z������³6�½���3������©I�3���g�u�\�O����³Q���a�c�a���Áä²¡+���B�Q��� i ∈ [N ]�g���c¥°�Q���3��£X�Z�/�+���g�����Á¯ ¢ �����a£ i

���g�������
j = f(i)

«�
k��¡����u�3�a�g�Z�
f ∈ X

�c¥
j = 0

���g�
�a�g�Z�

f ∈ Y
��¥

j = 1
«fÜ<��� ¢ �g���a£x¡����3������¤u���e£Æ��¥E�a��� �6����³����a�������ß� �Oâ�«n¬Ê�+�6�½�L¡�¡��\���

�g���Q�g���������c�e£�¥°���������7¥°���g¡��������
z ∈ X

���7â7���g�x¥°�Q���*¥°�g�g¡1�a���Q�
f ∈ Y

� �
1/N

¯²���X���a�
���g¡�¡����a�/���a���L�����������e£X� �

1/N
«Á���§¡����Å�u���,���½�a�������c�a�n�������������~â�© ¢ �����a£X�g���Q�g�����������½��� ¡����³Q���a�c�a���Áä/¡+���B�Q���

i ∈ [N ]
������¥°���a�3��£��Z���+���g�u�Q�Á¯ ¢ �����a£ i

���g�������
j = f(i)

«~�Ä�����
�g���Q�g���������c�e£

(N − 1)/(2N − 1)
�u��¡����u�7���L�Z�

f ∈ Y 4 �������ç���a���L�����������e£ N/(2N − 1)����¡�� �u�ª���L�Z�
f ∈ X

�c¥
j = 0

���L�*���L�Z�
f ∈ Y

��¥
j = 1

«�Ü<�g�3���g¡�¡����a�?���a���g�����������e£7¥°�Q�
�a����¥°���g¡��������

z ∈ X
� �

N/(2N − 1)
«¿Ü<���/���g¡�¡����a�9�g���Q�g���������c�e£3¥°�Q�^��¥°�g�g¡1�a���Q�

f ∈ Y
� �

(N − 1)/(2N − 1) + 1/(2N − 1)
¯B�a�g�Z�^� �

N/(2N − 1)
«¿ÈB�ª�a�����½�L¡�¡��\�������a���L�����������e£6��¥

�Q���E����³Q���a�c�a���Ý� �
N/(2N − 1)

¯,����� ¡+�*���E���g¡+�*�,���������E���g���
1/N

« 3 ���*�9�����~�L���½�a���
��Ä�L�Z�9�L�����,���g����¥����E�������Z�Ä�3�Q��� ¢ �������������7���?�������!�,�k���g���E�������g���9���¿���g����� ¢ �����½�������L��a�g���g¨B���a�3�����/�a���������a�<��¥�����¡1�a���Q�g� �3���g� �g«

� �À×�Ô�$�Ø�$# 7Õ;Û
�%��)3Ù��<Ö�+ Ú�× ,  �& ���6Û1Õ + ×���Õ�Ö $�Ô�(�Û+Õ;Û��%�.& + ( + ,��
, ��Õ�Ö�Û�Ú  OÖ�×#"�& � , (

����� ���! "�!#%$&#%'(�*),+��.-/#0�.-/#1)324#%$
Ìk�<��¤u��� ���������O���§�a���/���Q�a���u�u�L¡1��������¯u�����<�a�����Q�����Ý�����g���������a�ª�g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤~�����Q������� ����� ¡+�
�����ª�a�a���g�½������������£���£B�3�ª�����a��¡�« �^�����3� ���O�����\¡�� �½�6�u��¦g�����������j«~Í����

SN

���g�
SM

�,�3���g�
�,���a�����a�Z�a���Q�g�9³��a�����6��¥����\�½�,��¡�����������£

[N ]
���g�

[M ]
«����?¡����g��� �u���9�����?³��a���g�

SN ×SM���g�u�Z�����7���c�a�O�����/���a�u�u�g¡��
(σ′, τ ′)(σ, τ) = (σ′ ◦ σ, τ ′ ◦ τ)

«
5 �76 � �°�
���
�08:9 �����u�a���3���a����� �½� �<;�¶ 0�¹�¶Q·0/21 0'��µ ��.�� 0�¹�´21

P
�*)�¶���´�¹�´ 16´2�L¸

(σ, τ)
��;

SN × SM = � ��´ .?>"@ �®·�@ P
�*) �!�% J¶�.+�®¶��L¸BA �BC ´DC

E � FHG ��.�´2 Z´ .1º
f ∈ X

A
τ ◦ f ◦ σ−1 ∈ X

C
E �!� FHG ��.�´2 Z´ .1º

g ∈ Y
A
τ ◦ g ◦ σ−1 ∈ Y

C
IJ@g´E¶ = ¸���1���. �4@ �*)+13) ��;

P
;2��.+1Â¶ ) = 0LK ./� = �	��;

SN SM

A1>"@ �®·�@M> � ¹ ¹ 0+´�����¸Ê´'�
Aut (P)

C

5 �76 � �°�
���
�ONP9 ) = 0LK�.�� = � G
�<;

SN ×SM

�Q¡1�+�)�a�a���g���c�a���Q����£$����¶ 0�¹�¶Q·0/21 0'��µ ��.�� 0�¹�´21
P

� ;�Q
E � F

G ≤ Aut(P)
C

E �!� FHG ��.�´2 Z´ .1º
(f, g) ∈ X2 ∪ Y 2 ¸R@g´2.�´�´�µ��*)1¸�) (σ, τ) ∈ G

) = ·�@*¸R@g¶Z¸ g = τ ◦ f ◦ σ−1 C

S



�3´ )�¶Zº�¸�@�¶�¸9¶ 0�¹�¶�· /�1 0'��µ ��./��0�¹�´21
P

�*)?���+���g���c�a���Q����£ª��£B�3�ª�����a��¡3� ;
Aut (P)

¶Q·�¸�)k¸ .�¶���1
)+� ¸ �! J´�¹»º ���

P
C

Ë�������¤����3������¯
SN × { ¬e� } ��¡1�+���a�a���g���c�a���Q����£��Q� P ��������� � «�Ü<��� ��¥®�Q¡1�3���Q���g�����Æ����a���6�u������³��X��¥¿���g���e���Á����³����a�������6�k��¥�����¡��������xè§�����L¡��ª�9�3¡+���Q���

i ∈ [N ]
������¥°���a�3��£����

�+���L�u���Á«
Íj���

P
�,�^����� ��¡+¨R©I�,�J¤����a���������Á«�Íj���

I
�,�E�?�����½�¿��¥ ¢ �����a���\�²���g� B

�������¿��¥!�,�Q�a�½�������
���g���9���a��«�¬Ê¥¿���g��������³����X��¥

I
� �

T
�������

B
� �k�§�½���L�½���k��¥

[M ]T
«?���ª�u��¦L���

P X
I (B)

���
�a���§�g���Q�L�Q�½�a���Q����¥<¥°���g¡1�a���Q�g�

f
���

X
�a�Z��� �½¥°£R����³*�a���7¡����g�u���������

f(I) ∈ B
«XÍj��¨�����������¯

�����u��¦g���
P Y

I (B)
�a�6�L���������g���Q�L�Q�½�a���Q�7��¥;¥°���L¡1�������L�

g
���
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�a�a���g���c�a���Q����£E���

[N ]
¯Z�½�

σ−1 (i1)
� �j�g���c¥°�Q���3��£/�u���½���a�����u���\�/���

[N ]
¯Z�½���a�g�Z�

PÃ(f, I) = 1
N���g��� |I | = 1

«
Ì�¥ �����O�����X¦g�a�½� ¢ ������£Q¯ A

�9�Q�jÉ �Á����¨n¥°�Q�
i1
�n����¡��Q�g�ç�a���3��¯?�½�W�9��¡����Ã�½�������g�

�a���6����������³x�g���½�~��¥k�a���X����³��Q�������g� ���~���Ä���u¤u����� ���a£n����³��Q�������g�ß���g���§�����a¨B�ª�Q�
P

�Q�
��¥��a���X¥°�g�g¡1�a���Q�g�O�9������������£Ä�u��¦g�g���Ã�Q�

[N ] \ {i1}
« Ü;�n�����O���O���w�������a�����O�<�J£�¯����

�����g����������¡+�g���g³��6���B£R��������³*��¥e¯��L��¥°���a�6�����7�½�\¡����L� ¢ ������£Q¯����~�����a���a���a����� ��¡�� (σ, τ)�B£ç�Æ����� �a���g�u���
(σ′, τ)

�½�L¡+�ç���g���
σ′(i1) = σ(i1)

«ÂÈB�g¯^�Q¡1���L������£Q¯�����¡+� ¢ ������£f� �¡+�g�Q���������/�a���g�u��� ���3����³7�����6�����/��¥ ¢ �����a���\�?�����/£����/�3�Q�u��«3Ü<��� �����a�Z�����E���g�ª�a���������¥°�Q���u�������a�3���g���½��� ¡~����³��Q�������g�3��«7ÌE�Å���a�������+���a£��a���g�u�Q�ª��Î��\������³Q���a�c�a��� åe�L�e��¡����g��� �e�+�/��¥
�+���L�u���3��£E��� ¡+¨B����³k�^�u���a���a�3����� �½��� ¡¿����³��Q���������Á¯J�½�^�����¿�a�����������a���6�����g�T�a���g�¿���������¿³Q�������a���
¡�������«

�

�^�u¥°�Q�½�a���g�Z�a����£�¯T���/�����7�9������¨B���Z���*¥®�Q¡1� � �½����¥°�Q�?���g�½�a���g¡��Oá�â
5JãÊ¯j�½�\¡1�������Wâ�«�â\è ��a�g�Z�<��¥;���,���a���u�+�Z�a���Q�§³��a���g�~��¡1�+�
7
©m�a�a���g���c�a���Q����£�¯��a�����O���<�Q¡1�a�

n− 2
©m�a�a���g�½������������£Q«�Ü<�g���

�����3�6�Á�������)�������Æ������£X�,�~�g����¥°���)�������
H
�g�����L���g�/�a�*�L�~�����6¥°�g�����½£B�3�3�����a� ¡3³��a�����

S[N ]

�Q�E�a���6�����������g��������³§³Q���Q���
A[N ]

«�Ëg���?���g�½�a���g¡��Q¯T�9���g�J����������¥°�������Z������³O¡��Q���Q��� ���a£
¥°�Q�

S[N ]

¼®�c�E�������ª¥°�������Z�^�����ª�3�\�u����������£§¥°���Q�ÝÍj���ª�6� �3��¥�á ��ã ¾�«
� �L��� 
 
®�u��� 8�� ´�¸

P
0+´�¶�� ./� 0�¹�´ 1 ) = ·�@6¸�@�¶�¸ S[N ]×{0} ≤ Aut(P)

CMIJ@�´ �	� ���!¶ ��¶'�
1
¸ �! Z´�¶�¹ K���.+� ¸R@
1 ),;2��.

P
¶�.a´ � ��>)´+¶ /Q´2.�¸R@g¶���¶���¶��!¸��! Z´6¶Z¹ K���.+� ¸R@
1 ) C

��./����;�C�Í����
A
�,�ª�§���a���g��������� �e�a��¡�����³Q���a�c�a��� ¥°���

P
«?ÌE��³Q���a�c�a���

Ã
���?���Q�g�������u���������R£

ËL��¡���â�¯����L�§���a�^���g¡�¡����a�<���a���g�����������e£6�������^���\���½��� ¢ �g���!�a�3���g������¥ A
«

�

¬Ê�k¡��Q�����*������� ���^¦g�+�e�E����³Q�R�^���g���^���g���B£R�,���a����������¥°���EËL��¡1��â����a�����B�§�½���a����³L¯u���g���
���<�������g����³Q�6���3�½�g���L�R�½�E���g���

Aut(P)
��¡1�+�

k
©I���+���L�½������������£ª���

[N ] �
�����/�Q¡1�������§�L������³

����¦g���\�O�R£
(σ, τ).i = σ(i)

« �^�Z�����Q���\¯R����� �^�6�J£~�����^�L��������¡������?��¥����������/� �^�����3�/¨B���L�
��¥¿���R�a����³������3���Q�k�L���e�9�����*�a���

σ
É �����g�Á�a���

τ
É ��«?Ëg���E���g�½�a���g¡��Q¯!¡����g��� �u���E������¥°�������Z������³

�g���Q�������Áä
N = M

¯
X
¡��Q�Q�+�����g�6�Q����£W�����Á¥°�g�g¡1�a���Q�j¯<�����X���u���R�����e£�¯����g�

Y
¡����R�a�����L�

�����¿���+���g���L�R�½���������L��«ÁÜ<���~³Q���Q���g����¥^���u���Q�ª�Q���g�������6����¥<���g���������Q��������� �/�a���§�u� ��³Q���g���
³Q���Q���j¯ {

(σ, σ)/σ ∈ S[N ]

} «#�^�Z�w�����
A
�,�/������¥°�Q�����Z������³6����³����a��������¼®�9�/³Q���Q��������£6���g�

�,��³Q���g�����g³ª��¥;�a������� ¢ �����L¡�����¥ ¢ �g���a���\��¯��Q��¥°�������Z� ����� ��� �������/�Q����£§���������J���R���a������³R¾�ä

• �k�g���a£
i = 1, 2, 3, . . .

���R�����T¦g�L�u���g³
i
�½�L¡+�§�a�g�Z�

f(i) 6= i
«

• �Ä�g���Á���L�Z���g���g�L���g��¯g������������¥°�Q�����Z�����g³ ¢ ������£~�,� f(i)
«

Ü<�����^���<���g���
Ã
���B��¨u�<����¨Q��ä

• �k�g���a£��+���g�u�Q� �u� �½�����g¡1�
i
É �²���R�����g¦L�g�u����³

i
���g¡+�ª���L�Z�

f(i) 6= i
«

• �Ä�g���Á���L�Z���g���g�L���g��¯g������������¥°�Q�����Z�����g³ ¢ ������£~�,� f(i)
«

Ü<���6¡����L¡����g�½��������¥<Ëg�Q¡1�6â3���?�a�R�L�?¥®��� �½�3�����a��� �/¡�������«3Ë��Q�/���L�e�+���g¡���¯j�����
f
�L�ª���g�

(12)
�a�a���g�½�,�Q����������� 4 �a����� PÃ(f, (1, 3)) = 0

«

@��
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¬­�ç�a��� �7�����g����¡��������Ä���X�½�g�Z� �a�g�Z�O�������u�����B�c�e£ç�u�B���§�����§�g�����Ä¥°���O�Å¡����½�+�����ç¡����Q���§��¥
¡�������� �����Q�7���a���g�����3��«
5 �76 � �°�
���
��� 9 ��./��0�¹�´21

P
�*)ª¶Á¡�������� �½�����*�g���Q������� � ;ª´  Z´2.1º ; = �,·�¸��,��� �!�

X
A 0 = ¸ � �; = �!·�¸ �,���$�!�

Y
A �*) ���,´ 1­¸ �21 ���,´�� ��.  ��®·+´'1� Z´ .')�¶ C

Ü<�g�~�������*� ���a�g�Z�3��¡��Q����� �½�����x���a��������� � �������������x�B£x���g�������a����³O�a��� ¢ ���\�e�a���Q�jä �½� �/���g��g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤E¥°���g¡���������������©m�a��©Ê����� ����«jÍj��¨��9���ª�½�\¡1������� �L«�â9���������a³����3���Q�;�����������;���/�a���9��£B�ª©
�3�����a��Î����Á����³��Q���������

Ã
¯g�����^���*¡��Q�R���+���½���������Á�a�g�Z�E����¡��������O�9�/���������g�J���k���6�3�u�u��¥°£

Ã
«

�k���3����£�¯L�������g�������
Ã
¦L�g���E�§¡��������������Q�j¯g������������¥°�B�������k�B£O���g���9��������³6���a� ¢ �g���a���\�����c�a������½�����g¡1�^�������3���R�a�<�+���g�����3��£§¨R�g�Z���§¥°�a��� �a���/�+����³Q�

[M ]
��¥������/�g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤6¥°���g¡1�a���Q�j«

� ����� N	� ;
P

�*)O¶x·'�Z¹ ¹ �*)'�,��� ��./��0�¹�´21 ) = ·�@Æ¸�@�¶�¸ {0} × S[M ] ≤ Aut(P)
A�¸�@�´ � ����� 1

¶���¶'�,¸ �! J´6¶�¹ K���.+� ¸R@
1 ),;2��.
P

¶�.a´ � ��>)´+¶ /Q´2./¸�@�¶���¶���¶��!¸��! Z´6¶Z¹ K���.+� ¸R@
1 ) C
��./����;�C²Íj���

P
�,�<�½�g¡+���^���a���������Á¯J�����

A
�L�<��������³����a�������w¥°���

P
��¥ ¢ ������£�¡��Q�3������¤u�c�e£ T���g�ª�����

Ã
�L�^�����^��£B�ª�3�����a��Î����3����³��Q���������Á«�ÌE�a�½���3�<¥°�Q�²���g�½�a���g¡��<�a�g�Z�

X
¡��Q�R�a�����g���Q����£

�Q����©I����©I�Q����¥°�g�g¡1�a���Q�g� 4 Y
����������¥°���a�ª¡����R�a�����L���������3��¥)���g���Á«~ÈB���L¡��

Aut(P)
¡����R�a�����g�

{0} × S[M ]
¯
X
�Q¡1�a�g������£7¡����R�+�����g�/¶Z¹ ¹�������©m�a��©Ê�����k¥°���g¡��������g�<¥°�a���

[N ]
���

[M ]
«

ÈB�����,�Q�������L�Z�
f ∈ X

«�Íj���)�g�9�u���������^�B£
J
�a���E��� ¢ �����L¡��^��¥T���g���9���a���a������� ¢ �g���a���\���¥

Ã
�����������g���g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤?¥°�g�g¡1�a���Q��� �

f
«�ÈB���g¡�� {0}×S[M ] ≤ Aut(P)

¯����
Ã
¯���¥ �����²�\��¡+�

¢ ������£ σ−1(i)
¯
τfσ−1(i)

� �^������¥°���a�3��£O�u� �e�a�������u�a�������ª�Q��³ª�������������3���R�+����¥
[M ]

����� ¡+�
�����O�����~���\�½�����a�3��¥k���a���B�����g� ¢ ������������«ÄÜ<�����3�3�\���g�ª�a�g�Z� J

� �3������¥°���a�3��£W�u���½���a�����u���\�
���3����³���������� ¢ �����g¡��\�<��¥²�½��Î�� T

��¥��u���½�����g¡��^�������3���R�a�^��¥
[M ]

«
���ª���Z�±�u��¦L���ª���X����³��Q�������g�

A′
�B£Á�3�u�u�c¥°£B����³

Ã
�������g��¥°�������Z������³7���J£!ä<���������ª�

¡�������� �����Q�7� �������^¥°�����L�T¯�������������£
Ã
���\�½�,��¡��½¥°������£Q«9Ï��u�\¯L�������B���*�����6¡�������� �����Q�7� �<¥°���g�g�

���^�����a�
Ã
���R���/�a�����g¨R����³����g���)���g���a�^���9����¡�������� �����Q�6���R�����,��¥ �����)�����k���Q�e� ¢ �g���a£�¯����g���~����+��¨Q�k¡��Q�R���a���g��¥j���g�k�Q�u����������¥

Ã
���§���a����� ��¡��k���g�§�u�\¡�� ���a�����L�Z�������?��� ��¡+¨R©I�,�J¤ª¥°���g¡1�a���Q�

�L������¡�������� �½������«�Ü;���6��¨Q�
Ã
�,�����������^�a�g�Z�����<������� �9���c�a�7��������©m�a��©Ê������¥°�g�g¡1�a���Q�j¯u�9�)åe�g�½�

���g���9���¿�c�+� ¢ �����������)���c�a�§�+���g�����$�u���½�����g¡��9�������3���Q�+�)��¥ [M ]
����� ¡+�§���a�^�����)���g�E�a�������c����¥

�g�����R�����L� ¢ �g���a���\��«�Ü<��� �²���g�����a�����a�g�Z�9���R���������g�����Q�e� ¢ ������£Q¯ Ã ¡����������²�������g�����E��� �!���a���g¡��
�,���e���������a����¥°���g¡1�a���Q�g����¥

X∪Y
«;¬­�L�u���\�T¯����g�������Q���

f
¯Z���������g�½�����+�����k����� ¢ �����a��������¥ Ã�������u� �½�����g¡1�¿�������ª���R�a�¿�u�+�J���ª������¥°���a�ª��£����¿�a���g�u�Q�±¥°���Q�

[M ]
«�¬­�3�g������� ¡��g������¯

PA′(f, I)� �¿���g�u���L���g�u���Q����¥
f
¯B�½���a�g�Z�

A′
¡����6�L�k�������½�a���~���~�/���Q�g�������u�������E���J£Q«;Ç*�Q�����Z�����\¯J���g�

���g¡�¡����a�<���a���g�����������e£6��¥
A′
�������^���\���½�<� ¢ �g���T�a�ª���g���^��¥ Ã

¯g���g�7���������g¡�¡����a�<���a���g�����������e£
��¥

Ã
� �^�Z�������Q�e��� ¢ �g���!���3�a�g�Z�^��¥ A

«
�
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Í����?�g�k¦g�a�½�k�a���a���a�*���§�����ª���a���������

P ��������� � ¥°���Q� ����¡���������è�«?Ìk�E�g����� ¡��\���\���a�������\¯g�a��� �
�g���Q�������ß�����a�a���g�½������������£Æ��£B�ª�3�����a��¡ 4 �3���a���Z�Q���\¯��c�+�6�½£B�3�3�����a£x³��a�����n��� S[N ] × {0} ¯���*���§¡������L�½�§ËL��¡��§â~���g�ÆÜ<�g�����a��� â3���X�½���L�u£�����«�Ë����a�½���������g���a��¨��~��¡����R�½�������B�Q¨
���?����³Q���a�c�a���6�E��¥ ¢ �g���a£Á¡����3������¤u���e£�âQ«/Ë����?���Q���a£7�L����� (I, B)

���������������~�������
∆I,B

��¥
� ¢ �g�Z�a���Q� e = pP X

I (B) + (1 − p)(1 − P Y
I (B))

���������
(p, e)

�g��������«7¬­�x¥®��¡1�\¯�¥°�Q�����B£
¢ ������£§�9�������a�����7�������a���3�?¥°����������������¯g�u������¡����\�7���*Ë���³Q������è�ä

• B = ∅ ä e = 1 − p
«

@ @
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1
�0

1

1/N

1 − 1/N

γ = N/(2N − 1)

�

1
�0

1

γ = N/(2N − k)

1 − k/N

k/N

���������
	 4 ����� 	�� � 	 �	��
 �
�
k
� � 	 � � 	���� � ���	� 	��
	�
 ��������� ����� 	��

• B = {0} ä e = p(1 − 1/N) + 1/N
«

• B = {1} ä e = (1 − p)(1 − 1/N)
«

• B = {0; 1} ä e = p
«

�^���a�3�����~��£B�3�ª�����a£���¥����g����¦L³����a�3������������������£Á���g�6�������6��¥<� ¢ �g��������� e = 1/2
äk�����

���������
∆I,B

���g�
∆I,P([N ])\B

�����/��£B�ª�3�����a��¡�«
���*¦L�g�f���g���

γ = N/(2N − 1)
���x�����X����¡����g�ç����³Q���a�c�a���ß¥°�a��� �½�\¡1�������Ãè��<���

�Q�u�����6���I«
ÈB�����,�Q���E���Z�ç�a�g�Z�<���k�������Z�

k ¢ �g���a���\�k¼ k ≤ N
¾1«²Ï�£6Ü<�����Q����� â�¯Q�����?�L�\�e�����g¡�¡����a�

�g���Q�g���������c�e£3�a�g�Z�E¡����O�L���Q¡+���������\�§� �
γ = N/(2N − k)

«
�E���g������£Q¯����6���a�ª³Q���Q�����*�½�g¡�¡��\���?���a���g�����������e£

ε > 1/2
���g���9�3�<���R������¡��Q�3���u���

�a���*�3���g���6�����B�����L���
k
��¥ ¢ �g���a���\���g���������W���x�g�J�Q�O�����a���g��������� �e�a��¡Á����³��Q�������g�ß���c�a�

k ¢ ���������������g�Æ���g¡�¡����a�/���a���g�����������e£ ε
«O¬­�Æ�Q������¤u���3�����~����� ���Z�������§¡����x�,�7¡��Q�3���u���\�

��¤���¡1�a��£!ä
k =

⌈

N

(

2ε− 1

ε

)⌉

���
	 ����$&),'! � � 24) � ��#%$
Ëg����ÈB���3���jÉ �/���a���g�����O¯

N = M = 2n
«��E�Z�9�������\¯T���������g�������*¡����B�Q���������R�����������ª���g�

�g���Q¡+¨Q©Ê�,�J¤�¥°���g¡��������g�ª���/�3�����6¥°�g�g¡1�a���Q�g�/¥°�a���
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(Z/2Z)
n �a�6�c�+�½���c¥e«<���/���g�����u��¦g���
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³��7���g���Q��³��X�����6�a���3�
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Ξ
���g�

Ξ′
�����/�����+����¥
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ξ
���g�

ξ′
��¥��a���������E��¥¿�����
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Ü<�g�������a���������±� �²�½���g�u������¥°�a��� � ¢ �L���R����� �L�Q���R�²��¥g�B�����W���7á�âJè\ãI«����<����� M = N = 2K���g�

Y
���ª�Q�g¡��O�3���a�~���g�O�����3��¥E�Q����©I����©I�Q���6¥°���L¡1�������L��«Å¬­�f�X�����3�������3�3���������ª�Q��¥°�Q�

Èu���3����É �?���a���������Á¯T�����������²���B��¨*���?�Q���?¥°���g¡1�a���Q�g�/���E¥°���g¡��������g�?¥°�a��� �a���6�½��� {0; 1} ×
Z/KZ

���O���a������¥e«?���3�u��¦g�g�
Y
���E�����ª�½���?��¥¿������©m�a��©Ê�����/¥°�g�g¡1�a���Q�g��¯j���g�

X
�Q�^�a���3�½���

��¥9¥°�g�g¡1�a���Q�g�
f
���g�������a�3������©m�a��©Ê�����ª��� {0} × Z/KZ

���g�x�½�L¡+���a�g�Z�/�a�����a�6��¤u� �e�+�����
�������3���R�

sf ∈ Z/KZ
�½�g¡+���a�g�Z��¥°�Q�������

x ∈ Z/KZ
�9�6�L�J���

f(1, x) = f(0, x + sf )
«

Ü<�g���
sf

���^���������L�Q�B£R�3�Q�g� @ �,����´ ��¸ .�¶�� )1¹�¶Z¸ �,������¥
f
¯L�����g¡��/�Q�O�Q���/�g���c¥²���Á���a�k�u���6�����

f
� �������u�g¡����x¥°�a��� ���a���J�����g�����Q�x�����7���a�������g����¥^�B£������+���g�������������x��¥^�L���+���3���a���

sf

«
Í������g���u���g�����ª�B£

σ0, . . . , σk−1
�a���ª�������3���R�a�?��¥¿�����6�Q���u����������³Q���Q���

Z/KZ
«/���3¡����

�6��¨��
H
��¡1���Q� {0; 1} × Z/KZ

����¥°�������Z�^��ä
σi(0, j) = (0, i + j)

���g�
σi(1, j) = (1, j)

«
"k�g�E���a��������� � �^�a�a���g���c�a���Q����£Á�Q¡1�a���*���,���X�R£

H × S2K

���g�T¯!�B£*Ëg�Q¡1��è�¯!�����g�Q�������������
����³Q���a�c�a���6�<���a�?�Q�u�����6���I«

ÌE�~��¤u�L�\¡1���\�T¯^���X¡����Ä�e�a�����?����¦g���
Λ
���Ä�����������ª�X���J£f���6���Ä���g�X���a���B�����g�3�e���

��¤����3��������¯,�����L¡����������������k���§�Q����©I����©I�Q���/¥°���L¡1�����������
X
«?Ëg���

I ⊆ {0; 1} × Z/KZ
¯,�����

�L���u��¦g�g���e�9�6�����g�����a�<��¥
Z/KZ

¯
I0
���g�

I1
¯��½�g¡+�O�a�g�Z�

I = ({0} × I0) ∪ ({1} × I1)
«

ÌÝ¥°�g�g¡1�a���Q�
f ∈ X

���ª���Q�u©Ê���Zåe�\¡1�a���Q�7�Q�
I
��¥?���L�n�Q����£Æ��¥E�a�����a�*���a�

x ∈ I0
���g�

y ∈ I1
���g¡+�O���g���

f(x) = f(y + sf )
«)Ï��u��¯L�������

f
� �����g�c¥°�Q���3��£7�u� �e�a�������u�a���O���

X
¯
sf� �����g�c¥°�Q���3��£7�u� �e�a�������u�a���Á���

Z/KZ 4 �����g¡�� P X
I (Λ) = |I1−I0|

K

« "k�L¡�����³R�����j¯B¥°���k�ª¦�¤u���
I
¯R�������������

P X
I (J)

�g���
P Y

I (J)
�����,���g���9���

J
�������

J
� �¿�6�Q�u�^���~��¥j�u���½�����g¡��9�������3���Q�+��«

Èu�g¯B¥°���^��¦�¤u�\�7�B�����L���
T
��¥ ¢ ������������¯B�9���g�J�Q�

γ = max
|I|=T

1

2 − P X
I (Λ)

= max
|I|=T

1

2 − |I1−I0|
K

=
1

2 −
max
|I|=T

|I1−I0|

K

.

���3��³R�����*���g¡������R�����?�§�����R�a�����B������¡������g���g�����Q��� ���;�����Q�������Áä�³��������
T
¯,�3��¤u���3��Î�����³

A − B
¥°�Q�

A, B ⊆ Z/KZ
¯����g�������a����¡��Q�g�u���������O���L�Z� |A| + |B| = T

« �E���Q�������������\����¯u�c�
� �/�\����£Á���*���a�Z����¥°���Q� ���g���/��¤u�����\����������¥°���

γ
���L�Z�/���g�6���u�a���6���¿�B�����L���/��¥ ¢ �����a���\�����

Θ(
√

N)
«

��� � � ),$�� �<#1� #���� ����$ $&# �!2�� 	 � 2.) � �<#%$ �

Ëg���¿�?��� ��¡+¨/�,�J¤
f : [N ] → [M ]

¯������
nf,i

�����������<���g���R�g���,���²��¥
x
É �¿���g¡+���a�g�Z�

f(x) = i
«

Ì ¡����3�������a����£O��£B�3�ª�����a��¡������Q������� ���k�3�����Q¡+¨R©I�,�J¤7���a���g�����
P
���g¡+�Á���g���

Aut (P) ⊇
SN × {Id} ¯��I« �Q«�¯²���g¡+�x���g��� P(f)

�u���,���L�����Q����£��Q���a���§�B�����L���a�
nf,i

«�ÌE���L�Q���R�a���
�Q�u���������\���u£*���������3���Q�a���u�u�L¡1��������¯T����� �/� �?�����3�g���g���²�����a���Q����¥��Á�½£B�3�3���a��� ¡��g���Q�������Á«
Ì�¡�¡��Q�a�u����³§���ÁËg��¡���èu¯!¥°����¡��Q�3������������£X��£B�3�ª�����a��¡����a���������6��¯!�����g�Q������������������³Q���a�c�a���6�
�����§���u�a���6���I« �E�Z�9��������¯����ª�½�B�Q�Å���

M ≥ 2
���g�

N ≥ 4
¯¿���g���Q�������À���g��¡+�Å� �������+���

���g�§¡����3�������a����£~�½£B�3�3�����a� ¡k¡������������,�?���+���g��������������£6�½£B�3�3���a��� ¡���«¿Ü<�������k�g���Q�������6�9¡����
�g�������½�a���������a���,���6�����/���6¦g�k���g�^¥°�+���3�������a¨6���g���Q��³����6�a�����g¡1�a���Q�j«<¬­�g�u���\�T¯,�����

P
�,�

�X���a��������� ����� ¡+�Å� ���a���a�������g�n¡����3�������a����£x��£B�3�ª�����a��¡�¯¿���g�n�½���g�L�R�½�7�ª�Q�����Z�����/���g���
P

� �7�����R���a���R� ���E���Ä�a���������L�½�*�a�g�Z�O�c�O�g���7�Z�O���\���½�§�����X�L�R�½�������������g�½�a���g¡������g�ç�Q���
�g��³Q�������������g�½�a���L¡���«²Ü<�����6���g���a�^��¤u� �e�������Q¡+¨��,�J¤u���

f
���g�

g
���g�

j1, j2
���

[M ]
�½�L¡+�6���g���

P(f) 6= P(g)
¯
ng,j1 = nf,j1 + 1

¯
ng,j2 = nf,j2 − 1

���L�
ng,i = nf,i

¥°���E�����
i 6= j1, j2

«
	 "�ó2� " $�í�  »í � "
$�îeí
�ÂïeóRñ
$ ë�ò�ïEïeóRë�ï $�í�î M = 2 
 ë��Oë�ôQïeí
�/í�îeìRó:� "$� (σ, τ ) ñ%�»ïeóQñaî^ìQîeñ%"­ñaî  Jñ#"

nf,0 � � ��ïeóRñ¿ò1ë
"­ñ τ = Id � í�î�îeñ+ì2 cë�ò+ñ#"��éï ')
 N −nf,0
��
Rí�î N ≥ 4 ïeóRñaîeñ)ë�îeñ9ë�ï� »ñ1ë
"Êï ��ìuí�"$"$� '2 »ñ

 \ë� côQñ#" $ í�î nf,0 
 "­í�í��Qñ²í%$�ïeóRñ�ï ��í�ò# cë
"$"­ñ%"��?ô:"Êïjò+í��Zï½ë��!��': cë�ò��
'uí ��ñ#" f � �éïeó���ð�����ñ�îeñ#�Zï  �ë
 »ôQñ#"
$ í�î nf,0

�
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Ü;�O¦g�g�x�O���Z�������,�����L��¥°�Q�
P
¯����6¡������a���½���a��¡��

P
���O���g�6���������������a���������

P ′ � ¢ �g����a�
P
��¤�¡����������g���^�c�^� ���u��¦L�����O���g��£§¥°���<���g��¥°���g¡1�a���Q�g�

h
���g¡+�O���g���

nh,i = nf,i

¥°�Q�^�����
i
¯L���

nh,i = ng,i

¥°�Q�E�����
i
«�Ü<�g���E���^�~³����g���+������Î\�Z�������7��¥����g�������Q�a�u�����\�7�������a¡+�O���a���������

�½���L�u���\�Å���fÈB�\¡1�a���Q� �u«�â�¼°�a��¨��
M = 2

¯
j1 = 0

¯
j2 = 1

¯
nf,j1 = N − 1

¯
nf,j2 = 1

¯
ng,j1 = N

¯
ng,j2 = 0

¾1«ÆÜ<���7���a���3�����§�g���Q�������
P ′ �������+���L�½������������£Æ��£R�3�3���a��� ¡�¯¿���g�¡������ ������������¥°���a���L�E�g���g�����\���������~Ü<�g�����a��� â�«�¬Ê�)� �¿���Z�����Q�����3���a�^¡����B�Q���������R�������6��¨��

�L�½�Á��¥k����� �E����������³Q���6�u� �e�+���g¡��x¼m�½����ÈB��¡�������� ��« �Q¾1«f¬Ê¥
r = nf,j1

���g�
s = nf,j2

¯¿���g�
�L���+���3���a���

h0(P
′)
�u��¦g�����O���O���g���E�½�\¡1�������O� �<� ¢ �g���j���

h =

√

1

N

(

r + s −
√

r(r + 1) −
√

s(s − 1)
)

.

Èu���g¡��
h ≤

√

1
N

¯g���
Ω(N)

���Z�����<�L�Q���g�7¥°�������Z�^�)¥°�a���Ý� ¢ �g�Z�a���Q��¼½â\¾���¥²ÈB�\¡1�a���Q�	�g« �g«

� � ×�ÔOÔ���Ú)Õ;Û�×�Ô Õ�× Õ���� � $�Ö�Û'$/Õ;Û�×�Ô ØOÛ'(TÕ $�Ô7Ú ����Õ;× "�&�×6Ú��
( ��Ô�(�Û+Õ�Û
�6Û+Õ +-$�ÔOØ Õ�×
Õ������*�.&'&�Û�Ô	�%�<Ö Ø7Û'(jÕ�$�ÔOÚ �


���� � -/# �  2��< ���<),' �
� � �  '
	J#
¬­�����g��������¡1�a���Q�����<�u��¦g�g�)¥°�Q����������£/��� ��¡+¨R©Ê�L�J¤����a���������

P
�k�����Å�L���+���3���a���

α
���g��¡+�ª���

¡����R�½����£������������\���a�/���g�E�g���a���ª�������
γ
��¥jÜ<�������a��� â�«�¬Ê�a�9����¦g�����������6� �)�����3�����g�Z�)�����3�������

�a�g���ª�a�g�Z�)��¥
γ
¯Q���g�ª���¿�g�������ª���ª�a�����Z���a�����������3�u���½�a���g¡���¼m�������a���Q�ª���g��¡+�3�<���¿���������g�½�\�

���xá �Zã ¾�«
Íj���

P
�L�O�Á�����Q¡+¨R©I�,�J¤����a���g����� ¥°�a���

[M ]
[N ] ��� {0, 1} « ���\¡������)���g�����c¥ T

� �����
���R����³����\¯

I ∈ [N ]
T �^�����½�²��¥ ¢ ���������������g� B ⊆ [M ]

T �?�½���;��¥g�L�R�����������<���L�½�����+��¯\�����u�������a��B£
P X

I (B)
���g�~���a���,��������������¥�¥°���g¡1�a���Q�g�

f ∈ X
�a�Z�a���½¥°£B����³O�a���§¡��Q�g�u���������

f(I) ∈ B 4���g�Æ�a�g�Z�3���O�u�������a�§�B£
P Y

I (B)
�����Á���a���,�����������Æ��¥^¥°���g¡��������g�

g ∈ Y
�a�Z��� �½¥°£R����³X�����

¡����g���c�a���Q�
g(I) ∈ B

«
Íj���

αI

�L�?�a�����J����� �Z�a���Q�§�u� �e�+���g¡����L���e�9�����~�a�������a���g�����������e£~�u���½���a�����u�������L�
P X

I

���g�
P Y

I

«k¬Ê�?���k�B£*�u��¦g�g�c�a���Q��� ¢ �g���j���§�����3�������a�����g� �Z�Q���
B
��¥ |P X

I (B) − P Y
I (B)| «?¬Ê�?������������T¨R�g�Z����¼®���g�~�������3���R�a����£�¾¿¥®��¡1�<�a�g�Z�<���g�?�Z����� �Z�a���Q�7�u� �e�+���g¡��k� �<� ¢ �g���,���ª�������g���c¥��¥��a���

L1
©Ê�u� �½�a���L¡���«���������������¥°���a���g�J���Qä

αI = max
B⊆[M ]T

|P X
I (B) − P Y

I (B)| =
1

2
dL1(P

X
I , P Y

I ) =
1

2

∑

J∈[M ]T

|P X
I (J) − P Y

I (J)|.

Ü<���/�g���+���3�������
α
� ���u��¦g�����Á�Q�������/�6�Z¤u�������Ý��¥������

αI

É ��ä
α = max

I∈[N ]T
αI = max

I∈[N ]T ,B⊆[M ]T
|P X

I (B) − P Y
I (B)|.

�����g�Z�:�����Z�w���g���E���g���k�������g���a���3�������^���a�Z�B���u�\���6�a���������L������£~³��B�u�*���g�����J¤u���6�Z�������
��¥

γ
«

� ��� ���,� �®� ���
� N G ��.�´  J´ .1º 0�¹�¶�· /21 0���µ ��./��0�¹�´ 1
P

>)´ @g¶� Z´ 1
2−α

≤ γ ≤ 1
2 + α

2

C

��./����;�C)Í����^�g�E¡����L�½� �u�����a����¡��Q�R�Q��¤6¥°���L¡1�������
E : [0; 1] →

[

1
2 ; 1

]

p 7→ maxI∈[N ]T ,B⊆[M ]T pP X
I (B) + (1 − p)(1 − P Y

I (B))
.
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0 1

1

1+α
2
γ

1
2−α

1
2

1
2

e

p

(d)

���������
	�S �
γ

 �
� �	� 	

	

 � � 
 � � ��� � � �	��
 � � 	

1

10
0

1
2

e

(2−λ)µ−1
µ−λ

1
2

p

λ

1+λ
2

µ

1− λ

{1; 2}

{2}

(1−λ)(1−µ)
µ−λ

{0; 1}

{1}

{0; 2}

{0}

∅

{0; 1; 2}

���������
	 � ��� ��� � � 
 � � � � � ��� � � � � � � � � ��� 4

ÌE���3�R�e���B£��u��¦g�g�c�a���Q�j¯
E

(

1
2

)

= 1+α
2

« �E���g¡��
γ ≤ 1

2 + α
2

�����g¡��
γ = min E

«�Èu�����,�Q���
�a�g�Z������� ���ª����������� ��¥

E
� ���Z���a�������\�x¥°���

p ∈
[

0; 1
2

]

� ���g�§���a�����ª¡��Q�½�~� ����¥E¡��Q���a���
¢ ���������½���3��� ���\«)Ü���¨B���g³ B = ∅ �½���Z�^���a�g�Z� E (p) ≥ 1 − p

«�Ëg���½�a�����a�3���a��¯u�a����¡��Q�B����¤u���e£
��¥

E
³������\�����������������a��� �Z��������¯��Q��¡����Æ�L�§�������Æ���ÅË���³����a���g«��E���3����£�¯�¥°���

p ∈
[

0; 1
2

] ¯
�a���?³��+�����6��¥

E
���L�e���L�����,�Z�����a���?�������

(d)
�g���a������³������a����³Q�6���g�E�,�����Q�+� (

1
2 ; 1+α

2

) ���g�
(1; 1)

«6Ü<���6� ¢ �g������������¥ (d)
�,������³

e = (1 − α)p + α
¯������ª�e���O�3�������+�Z�a���Q�g�k��¥

E
�Q�

[

0; 1
2

] ���ª�g��£§���g���
γ ≥ 1

2−α

«
�

Ü<������������� ¢ �g�����c�a���\�^���a�����u�a���6���m«²¬­�g�������j¯�³�������� λ ∈ [0; 1) ∩ Q
���g�

µ ∈
[

1
2 ; 1

)

∩ Q���g¡+�X���g��� 1
2−λ

≤ µ ≤ 1+λ
2

¯j���g�3¡�����¡����L�½� �u���?�a���ª¥°�������Z������³§�g���Q�������Á«�Ü���¨��
M = 3���g�

N
���g¡+�7���g���

λN
���L� (2−λ)µ−1

µ−λ
N
�������,�����Á���R����³Q�a���m«��¿�u�k���

X
�����j������¥°���L¡1�������L�

���g��¡+���a��¨�� (2−λ)µ−1
µ−λ

N
�����3�����a���6�Z�������

0
���g�T¯;������¡+�x���������k�+��¨Q���a���6�Z�������

2
« �¿�u�

���
Y
�������a���ª¥°���g¡1�a���Q�g������� ¡+���+��¨������g�ª�Z�������

2
��¤���¡�����£

λN
�����3����¯����g�X����� ¡+�����������

�+��¨Q�3�����6�Z�������
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�,��¡��������������e£7�6�J£O��¤u��� �����X�����3����¥²�a���������ª���a���������g�k��¥¿���Z�����^�,�����L�n¼eâJ¾1«k¬Ê�?��� ���~�6��¨��\�
����¥®�����a��£~�\����£3���~¡����3���u�a�

hC(P)
���Á�½�,��¡��c¦L¡���¤����3��������«

Íj��¨����a���k�g���u¡+¨3�½���g�½�������B�c�e£3���Z�9���¿�,�����g�j¯R���Z�����¿�,�����L�X¼eâJ¾²� �9�½�a�����\�6���Xá �Jã!¥°�Q�¿�����a���
�g���Q�������6�^���g��£Q«EË��Q�½�a���g�Z�a����£�¯L�����ª�����3�/���\¡+����� ¢ �g�����E���������������u¡+¨Á�½���g���c�a���B���e£O����¡�������������Z�^���a�g�Z�²�a���<���������a��� � �¿�������?���a���<¥°���²�g���½�a�����B¥°���g¡��������j«����^�u��¦g�g�^�?�����+���u��¤R�a���g�������
P ′ ��¥ P

���L�O�������������a�J¤u���6�Z�a���Q�
C ′
¥°���

P ′ ���g¡+�Á���g���E��¥ f ∈ Z
�������

C ′(f) = C(f)���g���c¥
f /∈ Z

�������
C ′(f) = 2[L] «§Ü<����� Sw

C,ε(P) = Sw
C′,ε(P

′)
¯
hC(P) = h′C(P ′)���g�§�����/���Z�9���<�L�Q���g�x¼eâJ¾������a������¥°�Q�

P
«

¬­�*������¥°�������Z������³L¯
C
���E���g�/���a���B� �����������a�J¤u���6���������j«�ÌE�k�3¦g�+�e�k��¤����3������¯,�����k�g�k�½���

���L�Z��¼eâJ¾��a�J£B�����L�Q�u�
P ��������� � ¯����g�������Q�a�u�����\�7�������a¡+�O���a��������� �e�a�g�u�����Á�����½�\¡1�a���Q����«�âQ«

Ü<�g���a�E� �)�Q����£6�Q���^¥°�g�g¡1�a���Q�§���
X
¯Q�����?Î�������¥°���g¡��������j«¿Ü<���?¡��Q���a�����L�Q�g�u����³��u� �½���a�������������

P
���^³��������O�B£

P (0) = 1; P (1) = 0.
¬­�

Y
¯j�9�ª¦g�L���a���ª¥°���g¡1�a���Q�g�

fi

���g¡+�����g���
fi(i) = 1

���L�
fi(j) = 0

���g���
j 6= i

«
Ü<�g��¡����a�a�����L�Q�g�u����³��u� �½���a�������������g�

Qi

������³Q���Q���O�R£~������¥°�Q���������

Qi(0) = 1 − 1

N
; Qi(1) =

1

N
.

Ü<��� �^����������³����§�u� �e�+���g¡��*�L���e�9�����
P
���g�

Qi

�L������³ √

1 −
√

1 − 1
N

¯��9�Á¦g�L�Ä���
Ω(N)

���Z�����<�,�����L�T«
"k���6�½�\¡����L�Å��¤����ª�g���O���ª�a��� �e�Q����©I����©I�Q���~�Q���+�½�g���e����©I����©I�Q���+
~���a���������Á« �E�Z�

X� ���3�Q�u�§�g�Å��¥E������������©m�a��©Ê�����3¥°�g�g¡1�a���Q�g��¯9�½�*�a�g�Z�������Á¡��Q���a�����,���g�u����³��u� �½���a�������������
P�a�Z�a���½¦g�\�

P (j) =
1

2K

¥°�Q�^�����
j
���

[2K].

Ë����^��¥°���L¡1�������
f
���

Y
¯u�a����¡��Q���a�����,���g�u����³ª�u���½���a�����u�������

Qf

���^����¦g���\�§�B£

Qf (j) =

{

1
K

��¥
j ∈ im(f);

0
������������� �½�Q«

Ü<��� �^���������g³����6�u� �½�a���L¡��*�,���e�������
P
���g�ç���B£

Qf

� � √

1 − 1√
2

¯9����� ¡+�Ä�u�B���3�����
�����,���g�x�Q�

K
¯;���Á���g�������x�a��� ��¡��Q�½��¼½â\¾?���g��£������Z�Q�����*¡��Q�g�½�a���R�����Z�9�����L�Q���g�T«ÁÜ<��� �

� �7������£n�a�Å�,����¤B�,��¡����\�T¯E�����g¡��*���g���7���Z�����§�L�Q���g�Ä�3���a���u� �u�B�\�~����� ���½���+
Á���g���§���g�
���6��³Q������¥<��� ��¡+¨R©Ê�L�J¤*¥°���L¡1�������L�������������)���?�a���6���R�a�������/�����3�,���a���u�+��������«§Ìk���O���\�½�g�c�\¯
�a��� �^�3���a���u�O¡������g���E�u� �e�a���g³���� �½�*�,���e�������O�������Q����©I����©I�Q���?�����+���g���e�9��©m�a��©Ê�����?���a���������
���g�3�/�3�u�u�c¦L���3�����a�������ª��¥!����� �¿�g���Q������� �������������E�����<���a���3� �½�\���a�g�Z�)�����^�+���g³�����¥,���g�
�e����©I����©I�Q����¥°���g¡��������g�)���¿�����3��¦g¤B�\�6�½�g�g�½���¿��¥

[2K]
¯Q�a�J£

[K]
« "k�B�B�����g����£Q¯Z���g���)�ª�u�u��¦g�\�

�g���Q������� � ���/�����9�\���������������6¥®��¡���¯B�c�+� ¢ ������£3¡��Q�ª�g����¤B���e£�¥°���9��³��������~�������Z�����ª���a�a��� 1− ε� ��¡��Q�g�½�a���R�\«
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� Ú��6ÔO×�� &'��Ø	� , ��Ô�Õ�(
Ü<�L����¨u�6³Q���a�ÅË������������ ¡*Ç���³�������ÎO¥°���§�L�Q���R������³Æ�Q�u�~����¥°���a���g¡����Áá ��¯ �Jãk���L�f¥°���6�g����¥°���
�����a¡��g�a�����Q�g��«

� �����<Ö ��Ô7Ú �.(
á�â�ã6È!«,ÌE�����Q�g�½�Q�j«¿Íj�Z�����<�,�����L���<¥°���E���u¡������������+¡+�§�B£ ¢ �L���R����� ���a³����3���Q�+��«²¬­� ��./��·DC

� I � ���
	�	
� ¯L�g��³��\�#� ��� � �Bæ��g«RÌ 3 ÇÆ¯Lè25 5��L«á èZã6È!«�ÌE�����Q�g�����x���g��Ðª«�ÈB�g�m« �k�g���Q�a��� Íj�Z������Ï����g�g����¥°�Q�����g� 3 ������� �����Q�x���g�����g�
�¿�����3���Q� 
k���½�����g¡������\��� �¿�a���������6��«��
� = .+�,¶Z¹ �<;�¸R@g´ 9 � �*¯���âQ¼ �B¾1ä ��� � � � 5���¯��Q����£
è 5 5��L«

á ��ã3Ì�«kÌ^���g������� ��« Ì ����� ¢ �g���R����� ���Z�����Á�,�����g�:�3���a���u�T¯/�������±���±���g����� ¡����������
�a�Á�½���a���g³O�u���a��¡1�����a�u�u�g¡1���a�����Q����� ¥°��� ¢ �g���R�a��� �½�\���+¡+�j«�������������������� ����!#"%$'&�(�"
)�* �,+�-�.�$�/#"
0�1�0�2
3�0�0L«

á ��ã3Ì�«¿Ì^���L����������« �k�g���R�����ß���Z�9�����,�����L���3�B£ ¢ �L���R�����Þ����³Q���3���R�a��«4�!C � ��1�� = ¸�C� º )+¸�C � · �BC�¯%� �L¼,�R¾1ä»æ�� 5 �gæ��Ræu¯Qè25 5Qè�«
á �Zã3Ì�«�ÌE���g������� ��« ���Q��£B���Q�3�����9�u��³��a���~���L�x���Z�������,���g�g������� ¢ �g���Q�a��� ¡����3������¤u���e£!ä

3 �Q�������������W���g�Å�������3���R�3�����½�����g¡1�a�����a�ª���c�a�f���6�����<�a����³��Q« IJ@g´���.1º �<; � ��1 � = ¸��!� K�¯âR¼,�Q¾�ä �Bæ � ����¯uè25 5���«
á ��ã65�«9Ï����½©IÐ¿�Q�a����¥e¯ �/«9Ñ����6���\¯9���L� 
�«9ÈB���Z��¨B���6���\«ÃÈu���3�������g³xÌE��³Q���a�c�a���6��äÁ���Z�9���

�,�����L���^���L�O����������¡��Z�a���Q�g��«�¬­� � ./�\· C � I � �7��	,	 ��¯L�L��³��\��è�� � �uèRæ��u«RÌ 3 ÇÆ¯Lè 5 5�âQ«áéæJã �/«,Ï������ ��¯���«,Ï9�g�����6���j¯ �/« 3 ��������¯LÇÆ«LÇ*�R��¡���¯g���g� �/«L���/���Q�c¥e« �k�g���R�a���Ý���Z�9���
�,�����L�����B£~�,����£R�g���3��������«8�
� = .+�,¶�¹ �<;�¸�@�´ 9 � �*¯ ���L¼ �R¾�äéæQæ�� ��æ��BæB¯Bè25 5gâ�«á ��ã3Ì�«RÏ���³R�����g�Z�����g�6Í)«RÜ;�a���B���a����«,Í��Z�9���²�L�Q���g���)¥°���²�a���½������³��g���g���½�a�c�a�����\���¿���§�����g���
³Q�a�����g��«,¬­� ��./��·DC �:9�¸�@ �<;=;>; 9 � � = ¶�¹ � ���D;�´2.�´ �,·+´ ��� � ��1 � = ¸Ê¶�¸��,���,¶�¹ � ��1 �!¹�´�µ�� ¸IºE � � �@? 	A� FZ«!¬�� � �^¯!è25 5��g«á ��ã3Ï?«BÏ9�Q�������CB���« ; µQ¸ .�´ 13¶�¹ED�.�¶��4@ IJ@�´'��.1ºZ«%
k�Z����� �¿���g��� ¡����������g��¯Q¬­�L¡����a�,���+�Z���\�T¯Rè 5 5 �g«

á�â 5�ã ��«��g« 3 ���3���a���j« ��´ .+1 = ¸­¶Z¸ �,����K ./� = ��)+¯\���Q���g�ª� � ����¥ � ��������� �X¶Z¸�@�´ 13¶�¸��®·+¶Z¹ � ��· �®´�¸Iº� ¸ = �Q´2�L¸ IL´�µQ¸�)+« 3 �������a����³�� �^���������a���c�e£ �¿���\����¯ 3 �������a���u³Q��¯!â���� �g«á�â�â�ã3È!«kË����g�����\¯/Ë9« � �a�����j¯�È!« �E���3���\¯?���g� Ð�«F5,�L����³L« Ï������L���Á���w�����Æ�,�Z�����Á��¥
¡����g�½�a���Q��©Ê�����u�a� ¢ �g���R�a��� ¡����a¡������a��«/¬­� � ./�\·DC���GZ¸�@ � �L¸Ê´ .+�,¶�¸��,���,¶Z¹ � º�1 � � )+� = 1 ���
����G = ���Q¶�16´2�L¸Ê¶�¹ ) �<; � ��1 � = ¸Ê¶�¸��,��� IJ@g´���.1º E G � I ��	,	 G�FZ¯B���������3� � �Rè��k��¥ � ´a·�¸ = .�´H3�Z¸­´+) �!� � ��1 � = ¸Ê´ . � · �®´2�!·+´�¯��L��³��\� � � � � ��«uÈu��������³Q���\¯uè 5 5 �u«á�â\èZãªÑ3«uË��a�����u�I¯ � «u¬­�Z���B£��R��¯RË9«�ÇX��³��g����Î�¯uÇÆ«�Èu���R�a�g��¯u���L� ��«gÈB����« �E���������7���+���g�������������
���g�Ä���a�����7¡��R�½���7��� ¢ �g���R�a���
¡����3���u�a���g³g« ¬­� � I � �I? 	:J Q � ./�\·+´a´'���!�7K�) �<;X¸R@g´
¸�@ �!.1¸Iº�1 �4;+¸�@�¶�� � = ¶�¹ 9 � � )+º�1�� � )+� = 1 ��� IJ@�´'��.1º �<;�·'��1 � = ¸��!� K�¯Lè 5 5���«á�â���ãªÑ3«!Ë��a���\�u�I¯ � «,¬­�Z���B£��R��¯,ÇÆ«!È����R���g�g¯L���g�ÁÐ�« �²���a���B���Q���j« "k�Á�a���ª�����Q¡+¨R©I�,�J¤7¡��Q�ª©
������¤u���e£W��¥/Èu�L����������É �6�����3�6��«:¬­� � ./�\· C ��GZ¸�@ � �g¸­´2.+�!¶Z¸ �,���!¶Z¹ � º�1 � � )+� = 1 ��� ���
G = ���Q¶�16´2�L¸Ê¶�¹ ) ��; � ��1 � = ¸Ê¶�¸��,���&IJ@�´'��.1º E G � I �
	,	 G�FZ¯<���Q�����3�	� �Qè ����¥ � ´a·�¸ = .�´H3�Z¸­´+) �!� � ��1 � = ¸Ê´ . � · �®´2�!·+´�¯��L��³��\��è�� � �uè��QæB«uÈB���a����³�����¯�è25 5���«á�â ��ã�"�« � ��� �u�a��� ¡+�Á���g�*Í¿«!Ü;�����R� �a���j«�Ü<���a�����a�����Q�����3�E����³Q���a�u����³ª���\�e�a���g³§³��+���g�O�g���Q�u©
���½�a���\��«=Kk¶�������1 � ¸ . = ·�¸ = .�´2)�¶�� � 9 ¹ K ��.+� ¸�@ 13)1¯,è �g¼eâJ¾1äéè�� �
�Qæu¯Rè 5 5 �g«
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á�â��Zã ��«TÑE�Q���+����¯���« �E�����ª�Q¯T���g�-��« ���Q�½�a������«kÌ ¢ �g���Q�a��� ���Z�����k�L�Q���g�Á¥°�Q�E�a��� ¢ �g���a£¡����3������¤u�c�e£ª��¥;Èu���3����É �)�����Q�������Á«!¬­� � ./�\· C � � 9�� � ��	,	 GZ¯u���Q���g�ª� ����� 5?��¥ � ´a·�¸ = .�´H3�Z¸­´+) �!� � ��1 � = ¸Ê´ . � · �®´2�!·+´�¯��L��³��\�?â\è��Bæ �!â\è�����«BÈB���a����³Q���\¯�è25 5 �u«á�â���ã ��«jÑk�����a���j¯���« �E�����3��¯j���L�-��« �������������\«?Ü<�g� ¢ �g���Q�a��� ¢ �����a£*¡����3������¤u���e£Á��¥²���g����L����� ���Å�g���������W������³Q���Q���Æ���a���������Á«�Íj¬ � Ü;��¡+�g����¡���� �����,����� � �Eè25 5��J©+âJæu¯ �)¡������
�E���a�3������ÈB�g�C�����������a�/�u��Íj£Q���j¯gè 5 5 �u«

á�âJæJã3È!«uÑ��u�a����«��k�g���Q�a��� ���Z�9���)�,�����g�~¥°���9������¡��Q����� �½�����~�g���Q�������Á«�� = ¶��g¸ 1 �.@�� 	:J
	
� ��� � ¯è 5 5 �g«
á�â���ã3È!«;Ñ��u�����j« �k�g���R�a��� ���Z�9���?�,���g�g��¥°���?�����~¡�������� �����Q�����a���g����� ���c�a�x���6�����²�a����³��Q«

IJ@�´'��.1º	�<; � ��1 � = ¸��!� K�¯jâQä è � �
� ��¯uè25 5���«á�â���ã3È!«�Í;����� ���R�������g�ÃË�«�Ç���³�������ÎQ« Íj�Z�����7�L�Q���g���§¥°���O�a���g�u�Q�ª��Î��\�Ä���g� ¢ �L���R�����
¢ ������£X¡����3������¤u���e£*�g�½����³ÁÑE�Q���3�Q³����a�Z�7����³Q���3���R�a��«�¬­� � ./�\· C �,9�¸�@ �<;=;>; 9 � � = ¶Z¹
� ���D;�´2.a´2�!·a´ ��� � ��1�� = ¸­¶Z¸ �,���!¶Z¹ � ��1 �!¹�´�µ�� ¸Iº E � ����? 	A� FZ«L¬�� � �^¯,è 5 5 �g«áéè25�ã ��« �E���a����« 3 � �)� � �^ÌkÇ������g�X�u��¡��������Q�*���a���\��« � ��9 � �!C � ��1�� = ¸�C�¯�è25g¼��Q¾�ä ��� � �â
5 5Ræu¯!â�� �gâ�«

áéèuâ�ãªÌ�«<Í)« ���Q�����B�,���a³g« "k�Ã�����������3���a� ¢ �������\�ç���f¡+����¡+¨ç���a���,�����������7��¥�³Q�a�����g��äÆÌ���a���g�����O« � � D 9 � I H�´ > )+¯u�L��³��\��â�� �,â��g¯Lâ��Ræ���«
áéè�èZãM
�« �/«�ÈB���3���j«�"k���a���3�L�Z�����?��¥ ¢ �L���R�����À¡����3�����a�Z�a���Q�j«�¬­� � ./�\·+´a´'���!�7K�)���;3¸R@g´

J GZ¸�@ 9 �%� = ¶�¹ � º�1�� � )+� = 1 ��� G � = ����¶�¸��,��� )���; � ��1�� = ¸­´ . � · �®´ �,·+´�¯R�g��³����<âQâ�� �,â\è ��¯â�� ���L«
áéè���ãM
�« �/«<Èu���3����« "k�Ä�������L�Z�����§��¥ ¢ �g���R�a���
¡����3���u�+�Z�a���Q�j« � ��9 � �
� = .+�!¶Z¹����

� ��1�� = ¸ �!�7K�¯,è �g¼ ��¾1ä�â �uæ � �,â � � �g¯uâ�� �BæB«áéè���ã �/«�ÈB�L������¨3���g�~ÇÅ«BÈBÎ���³Q���u£Q«jÌ^��� ¢ �g���R����� ���������+�a���a£��3�����g�B�g�9�����^� ¢ �����Z�������Q�\«j¬­�
� .���·DC � � 9�� � �
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