Buletin Ilmiah Math. Stat. dan Terapannya (Bimaster)
Volume 11, No. 2 (2022), hal 319-328.

TRANSFORMASI LAPLACE UNTUK MENYELESAIKAN GENERALISASI
INTEGRAL FRESNEL

Asmawati Wanazizah, Mariatul kiftiah, Fransiskus Fran

INTISARI

Integral Fresnel adalah integral dengan bentuk S(u) = fousin (x?)dx dan C(u) = foucos (x?) dx
denganu € R. Kedua integral tersebut diperumum menjadi fowsin (txP) dx dan f(;ncos (txP) dx

denganp > 1, dan t € R* yang selanjutnya dinamakan generalisasi integral Fresnel. Dalam penelitian
ini, dicari penyelesaian dari generalisasi integral Fresnel dengan menggunakan pendekatan transformasi
Laplace. Penyelesaian generalisasi integral Fresnel diawali dengan memisalkan suatu fungsi

f(@®)= [, sin (txP)dx dan g(¢) = [, cos (txP) dx, sehingga dapat diubah kebentuk transformasi

Laplace. Kemudian dilanjutkan dengan menggunakan definisi dan rumus-rumus transformasi Laplace,
serta sifat-sifat fungsi Gamma dan Beta. Selanjutnya mentransformasikan kembali ke fungsi awal
menggunakan invers transformasi Laplace. Hasil penelitian menunjukan bahwa transformasi Laplace
dapat digunakan untuk mencari penyelesaian numerik generalisasi integral Fresnel dengan rumus

fooo sin (txP) dx = ————sec (23) dan fom cos (txP) dx = ———csc (21)
2ptPr(1-3) P 2pePr(1-3) 4

Kata Kunci : Integral Fresnel, Generalisasi Integral Fresnel, Transformasi Laplace.

PENDAHULUAN

Salah satu kajian dalam Kalkulus adalah teori integral. Teori integral merupakan salah satu konsep
ilmu dibidang matematika analisis yang terus berkembang dengan pesat, baik secara teori maupun
aplikasi. Teori integral memiliki peranan yang penting didalam menyelesaikan berbagai permasalahan
kehidupan. Sebagai contoh di bidang matematika/teknik, teori integral digunakan dalam menentukan
luas bidang atau volume benda putar. Tentunya, masih banyak permasalahan dibidang lainnya yang
dapat diselesaikan dengan teori integral.

Seorang fisikawan bernama Augustin-Jean Fresnel (1788-1827), mengungkapkan sebuah fenomena
optik tentang teori difraksi [1]. Difraksi adalah suatu peristiwa pelenturan atau pembelokkan

gelombang karena adanya halangan [2]. Dalam menganalisis teori difraksi, Fresnel memunculkan dua
bentuk integral yang kemudian dikenal dengan integral Fresnel.

Integral Fresnel merupakan integral dengan bentuk S(u) = f(;‘ sin (x2)dx dan C(u) =
f(;‘ cos (x?) dx denganu € R [3]. Integral Fresnel S(u) dan C(u) merupakan fungsi ganjil dari u,

sehingga S(—u) = —S(u) dan C(—u) = —C(u) [4]. Integral Fresnel merupakan salah satu integral
yang tidak dapat diselesaikan secara analitik, karena tidak memiliki antiturunan [5]. Oleh karena itu,
digunakanlah metode numerik untuk memperoleh aproksimasinya atau nilai pendekatannya. Seperti
pada penelitian [6] yang menggunakan aturan trapesium modifikasi untuk menghitung integral
Fresnel.

Integral Fresnel memiliki nilai \E ketika u = co. Hal ini telah dibuktikan oleh beberapa peneliti,
yaitu pada penelitian [7,8,9]. Integral Fresnel juga dapat diperumum menjadi f0°° sin xP dx

dan f0°° cos xP dx dengan p > 1. Bentuk ini disebut dengan generalisasi integral Fresnel. Pada

penelitian [10] , penyelesaian generalisasi integral Fresnel diperoleh dari fungsi hipergeometrik dan
fungsi Gamma tidak lengkap. pada penelitian ini, integral Fresnel digeneralisasikan dalam bentuk
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Jy sin (txP) dx dan [” cos (txP) dx, dengan t € R*. Adapun penyelesaian dari [;” sin (tx?) dx dan
f0°° cos (txP) dx dicari dengan menggunakan transformasi Laplace.

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini dimulai dengan memisalkan f(t) =
Jy sin (txP) dx, g(t) = f,” cos (txP)dx, sehingga dapat ditransformasikan kedalam transformasi

Laplace. Selanjutnya, integral dalam transformasi Laplace disederhanakan dengan menggunakan
beberapa sifat fungsi gamma dan beta, sehingga diperoleh hasil akhir transformasi Laplace nya.
Kemudian, hasil akhir tersebut di transformasikan ke fungsi awal menggunakan konsep invers
transformasi Laplace sehingga diperolehlah penyelesaian generalisasi integral Fresnel.

FUNGSI GAMMA
Fungsi gamma didefinisikan oleh integral tak wajar, yang dituliskan sebagai

I'(n) = f x" e * dx 1)
0

yang konvergen untuk setiap n > 0 [11]. Fungsi gamma memiliki formula berulang
'n+1) =nl'(n) 2
dengan I'(1) = 1. Dari Persamaan (2) dapat ditentukan suatu persamaan untuk n bilangan bulat
positif, yaitu
'n+1) =n!

FUNGSI BETA
Fungsi beta dinotasikan dengan B(m, n), dan didefinisikan sebagai
1
B(m,n) = fxm‘l(l —x)" 1dx (3)
0
yang konvergen untuk m > 0 dann > 0 [11].

Adapun sifat fungsi gamma dan beta yang digunakan dalam penelitian ini, dituliskan pada
Persamaan-persamaan berikut:

/2
B(m,n) = 2f sin®™=1 9 cos?™ 1 9 do 4)
0
_ T(m)r'(n)
B(m, Tl) = m (5)
F@ra-p) = oo (6)

TRANSFORMASI LAPLACE

Secara umum transformasi laplace digunakan untuk menstransformasikan sinyal atau sistem dari
kawasan waktu ke kawasan frekuensi [12]. Misalkan f(t) adalah suatu fungsi dari t, dengan t > 0,
maka transformasi Laplace dari f (t) didefinisikan sebagai

LIF(D)] = F(s) = f £ e=stdt @)
0
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dengan e 5t merupakan fungsi kernel transformasi dan s merupakan variabel transformasi dalam R*
[13,14,15]. Berdasarkan Persamaan (7), transformasi Laplace dapat mentransformasikan beberapa
fungsi berikut

1. f(t) =t™, dengann > —1, maka

[ee]

L{t"}=F(s) = f e St dt

Dengan memisalkan u = st, diperoleh

u\"* u
n = “u(— -
£{em) - fe () a(®)
0 [00)
n 1 -u,,n
L{t"} = ol e *“u"du
0
rn+1)
n _
L{t"} = —m (8)
2. f(t) = sinat, dengan a merupakan bilangan real konstan, maka
L{sinat} = F(s) = f e Stsinat dt
0
Dengan menggunakan integrasi parsial,
u = sinat
dv = e~Stdt
Diperoleh
1 a r
L{sinat}= —;e‘“ sinat +;f e St cosat
0
a
=0 +—f e St cosat
s
0
Misal u = cos at dan dv = et dt
a a
L{sinat} = 5 ——cos at ;f e Stsinat dt
0
a/l
L{sinat} =-— (— - —) L{sinat}
s\s s
_ a? a
L{sinat}( 1+ -z =3
L{sin at} 9)

s2 + g2

3. f(t) = cosat, dengan a merupakan bilangan real konstan, maka

o)

L{cosat} = F(s) = f e St cosat dt
0
Dengan menggunakan integrasi parsial,
u = cosat
dv = e~ Stdt
Diperoleh
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vl Q

1 ® ar
L{cos at} =——cosat] - fe‘“sinatdt
0
0

S

[ee]

1 a st

=———| e Stsinatdt

s S
0

Misal u = sinat dan dv = e~Stdt

1 af 1 _ “ a
L{cosat} =-——-— ——e‘“smat] +—fe‘5tcosat
s s\ s o S
0
1 afa
L{cosat} =——- —J e St cosat
s s\s
0
1 a?
L{cos at} = — — — L{cos at}
s s
a? 1
L{cosat}(l +—2> =—
s s
L{cosat) =—— (10)
cosat} =z

Transformasi Laplace juga berlaku kebalikan. Jika L£{f(t)} = F(s), maka f(t) disebut suatu
invers transformasi Laplace dari F(s). Secara simbolis ditulis f(t) = L™1{F(s)}, dimana £~ disebut
operator invers transformasi Laplace [12]. Invers transformasi Laplace dari Persamaan (8) dituliskan

sebagai berikut:
1 t"
-1 = 11
£ {s”“} n+1) (1)

dengann > —1.

INTEGRAL FRESNEL
Integral Fresnel adalah dua fungsi transenden S(u) dan C(u) yang dikemukakan oleh Augustin-
Jean Fresnel dalam teori difraksi [16]. Integral Fresnel dituliskan dalam bentuk:

S(u) = f sin (x?) dx (12)

0
u

C(u) = f cos (x?) dx (13)
0
dengan u € R.

Integral Fresnel S(u) dan C(u) memiliki beberapa nilai sederhana, yaitu S(0) = €(0) = 0 dan
S(0) = C(0) = \E Adapun kurva integral Fresnel S(u) dan C(u) dapat dilihat pada Gambar 1.

Integral Fresnel menghasilkan suatu kurva parametrik yang disebut dengan cornu spiral atau spiral
Euler. Cornu spiral adalah kurva yang kelengkungannya berubah secara linear dengan panjang busur
[17]. Di bidang optik, cornu spiral digunakan untuk mendapatkan gambar kuantitatif dari pola difraksi
[16]. Cornu spiral atau spiral Euler dapat dilihat pada Gambar 2.
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Integral Fresnel S(u) dan C(u) memiliki ekspansi deret pangkat yang diberikan oleh deret

Maclaurin berikut:
u

f sin(x?) dx

0

)n 4n+2

dx

2n+1)'

GO
2n+1)'f '

(_l)n x4-n+3

2 dx

(_1)11. u4n+3

Z(2n+1)!4n+3

=0

S

u
(2n + 1)!'4n+3]
n=0 0
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(_1)71 yinti

2n)!'4n+1

n=0

GENERALISASI INTEGRAL FRESNEL
Dalam penelitian ini, generalisasi integral Fresnel diperumum dengan menambahkan koefisien

dari variabel x dan dituliskan dalam bentuk:

F(p) = j sin (txP) dx (14)
Ooo
G(p) = f cos (txP) dx (15)

0
denganp > 1.
Menentukan Penyelesaian F(p)

Dari Persamaan (14), misalkan ada fungsi f(t) = f0°° sin (txP) dx. Dengan menggunakan konsep
transformasi Laplace pada Persamaan (9) diperoleh

LF®©} = f prpnpwrild (16)
0
Dari Persamaan (16), dapat dimisalkan xP = s tan 6, sehingga diperoleh
" /2
LIFO)} = . f sin? @ cos » 6 do 17)
PSl_Z 0

Bentuk integral pada Persamaan (17), dapat diubah kedalam fungsi beta dengan menggunakan
Persamaan (4), dengan nilai m dan n sebagai berikut:

1.1
m = E %
11
2 2p
Sehingga diperoleh
L) =—— B ((1 +3). (35 )) 18)
Zpsl_g 2 2p/°\2 2p

Berdasarkan Persamaan (5) dan (6), maka Persamaan (18) menjadi

Lf (@) = Zpsll_; T G * $> r G - %)
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1 T
_

1 sin(2 - 1)71
2ps” P 2 2p

1 . T
s (D)

“eelyy)
= -sec|—
2p51_5 2p

Selanjutnya mencari hasil untuk f(t) dengan menggunakan definisi invers transformasi Laplace.

f) = LTHLF O}

f(t) = %sec (%) L1 {%}

S

Diperoleh

Berdasarkan Persamaan (11), diperoleh

G i ()
=——F——"—-SeC|—
1 1 2p
2pteT (1 - ;)
Karena, f(t) = f0°° sin (txP) dx maka penyelesaian dari F(p) yaitu:

[o0]

T T
J sin (txP) dx = —— sec (—) (19)
= 1 2p
5 2pteT (1 - E)

Menentukan Penyelesaian G(p)

Adapun proses penyelesaian untuk G(p) sama seperti proses penyelesian F(p), yaitu dengan
memisalkan fungsi g(t) = f0°° cos(txP) dx. Kemudian dengan menggunakan konsep transformasi

Laplace pada Persamaan (10). Diperoleh

[oe]

L) = | (20)

+ x2pP
0

Dari Persamaan (20), dimisalkan x? = s tan 6, sehingga diperoleh

T

2

1 1 1
L{g(t)} = 1fsinlﬂ 9 cos' 70 db (21)
PSl_Eo

Bentuk integral pada Persamaan (21), diubah kedalam fungsi beta dengan menggunakan Persamaan

(4), dengan nilai m dan n sebagai berikut:

1
m = 5
1
n=1- 5
Sehingga diperoleh
1 1 1
Lo} =— B (5 1-5) 22)

2ps” P
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Berdasarkan Persamaan (5) dan (6), maka Persamaan (22) menjadi

Lg®©} = Zpsl =i (E) r(1- 5)

Selanjutnya mencari hasil untuk g(t) dengan menggunakan definisi invers transformasi laplace.

Diperoleh
LA Y B
git) = 2 csc (Zp)l: { 1_1}
Dengan menggunakan Persamaan (11), diperoleh

® il ()
gl) = ——F——_¢cs¢c\5~
= 1 2p
2pter (1- ;)
Karena, g(t) = f0°° cos (txP) dx maka diperoleh penyelesaian dari G (p) sebagai berikut:

T T
J cos (txP)dx = —5—  csc (—) (23)
o 2pter (1 - %) 2p

Contoh 1 Diberikan suatu generalisasi integral Fresnel f0°° sin (x19) dx.

Dengan menggunakan penyelesaian yang telah diperoleh, yaitu pada Persamaan (19), maka

ot T

- 10 = sec( T )
-[ sin (x*?) dx 2.10T (1 _ L) 2.10
5 10

T Vs
= 20r(0,9) >%¢ (ﬁ)

~ (0.1488240487

Contoh 2 Diberikan suatu generalisasi integral Fresnel f0°° cos (3x°) dx.

Berdasarkan Persamaan (23), maka penyelesaian dari fow cos (3x°%) dx diperoleh sebagai berikut:

o)

T T
f cos (3x8) dx — N 3%. or (1 ~ l) ese (ﬁ)
5 6

- T s (1”—2)

- 1
12.3sI(0,84)
~ 0.7461741101

Contoh 3 Diberikan suatu generalisasi integral Fresnel f0°° cos (2x°) dx.
Dengan menggunakan Persamaan (23), diperoleh
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[oe]

T Vs
f cos 2x%) dx ~ 2 2% &1 (1 B 1) ese (ﬁ)
5

A s
10, 251 (0,8) o (E)

~ (0.7601911864

0

KESIMPULAN
Berdasarkan pembahasan, diperoleh kesimpulan bahwa transformasi Laplace dapat digunakan
untuk mencari penyelesaian generalisasi integral Fresnel. Adapun penyelesaian yang didapatkan yaitu:

oo

T T
f sin(txP) dx = —T . sec (5)
: 2tvpr (1 - ;)

dan

[oe]

COS(tx X =——CSC|—
5 269pT (1-2) 2p
p

dengant >0, p > 1.
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