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Abstrakt

Maticové strukturované populacni modely jsou ptikladem soustav diferen¢nich rov-
nic 1. fadu, které patii mezi vyznamné modelové nastroje pouzivané pii studiu dyna-
miky rustu lesnich porosti. Dynamika stavu lesa se tidi vlastnostmi Usherovy projekéni
matice, ktera patii mezi nezaporné ctvercové matice. Vychozim bodem prace je for-
mulace Perronovy-Frobeniovy véty a dalsich vyznamnych vét z teorie maticové algebry
nezapornych matic, které jsou nasledné uplatnény pii studiu vlastnosti obecného deter-
ministického linearniho maticového modelu rustu lesa. Stézejni ¢ast prace je vénovana se-
staveni linearniho modelu rustu lesa o dvou rustovych tridach, které odpovidaji mladym a
dospélym jedincum. Hlavnim cilem je odvozeni obecného feSeni tohoto modelu a analyza
jeho asymptotickych vlastnosti. Dokazeme, Zze asymptotické chovani modelu je mozné
vyhodnotit na zakladé ¢isté miry reprodukce, biologického parametru modelu, ktery roz-
hoduje o stabilité extinkéniho rovnovazného bodu. Z vysledku mimo jiné plyne, ze les
bude dlouhodobé prosperovat i pfi nizsi mite reprodukce, pokud jsou zajistény vhodné
rustové podminky nebo mira mortality jedincu je na nizké trovni.

Klicova slova: maticovy populacni model, linearni dynamicky systém, nezaporna ma-
tice, nerozlozitelna, primitivni, Perronova-Frobeniova véta, vlastni ¢isla, ¢ista mira repro-
dukce, rust lesa



Abstract

Matrix structured population models are an example of systems of first-order diffe-
rence equations, which are among the important model tools used when forest growth
dynamics is studied. The dynamics of forest stand state is governed by the properties
of the Usher projection matrix, which belongs to non-negative square matrices. The
starting point of the thesis is the formulation of the Perron-Frobenius theorem and other
important theorems of the non-negative matrix theory, which are subsequently used when
the properties of the general deterministic linear matrix model of forest growth are exa-
mined. The main part of the thesis is devoted to the construction of linear model of
forest growth with two growth stages representing juveniles and adults. The main goal is
to derive a general solution of the model and analyse its asymptotic properties. We prove
that the asymptotic behaviour of the model can be evaluated on the basis of the net
reproductive number, a biological parameter of the model, that determines the stability
of the extinction equilibrium. The results show, among other things, that the forest will
thrive even at a lower reproduction rate in the long run, if suitable growth conditions are
ensured or the tree mortality rate is at a low level.

Keywords: matrix population model, linear dynamic system, non-negative matrix, irre-
ducible, primitive, Perron-Frobenius theorem, eigenvalues, net reproductive number, fo-
rest growth
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Seznam oznaceni

Pro snazsi orientaci v textu této prace predkladame zde prehled pouzitého oznaceni.

N mnozina pfirozenych ¢isel

Ny mnozina nezapornych celych ¢isel

R, mnozina kladnych redlnych cisel

R mnozina realnych ¢isel

C mnozina komplexnich ¢isel

Rm>n linedrni prostor redlnych matic fadu (m, n)
Cmxn linedrni prostor komplexnich matic tadu (m,n)
0 nulova matice, nulovy vektor

1 jednotkova matice

A>0 kladné matice

A>0 nezaporna matice

AT transponovana matice k matici A

A¢ konjungovana matice k matici A

AH hermitovsky transponovana matice k matici A
At inverzni matice k matici A

AF k-t4 mocnina étvercové matice A, k € N
diag(dy,...,d,) diagondlni matice s diagondlnimi prvky di,...,d,
hod A hodnost matice A

tr A stopa matice A

det A determinant matice A

pa(N) charakteristicky polynom matice A

o(A) spektralni polomér matice A

o(A) spektrum matice A

Va(A) algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A matice A
Vg(N) geometrickd nasobnost vlastntho ¢isla A matice A
G(A) orientovany graf matice A

h(A) index imprimitivity ¢tvercové nezaporné nerozlozitelné matice A
/(@) index imprimitivity orientovaného grafu GG

(-,+) skaldrni soucin

0ij Kroneckerovo delta

n.s.d. nejveétsi spoleény délitel
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1 Uvod

Matematicky pohled na studium dynamiky biologickych populaci 1ze datovat do prvni
poloviny 18. stoleti, kdy pfedmétem zajmu autoru byl potencidlni rust lidské populace [3].
Jednim z vyznamnych autoru této doby je Thomas Robert Malthus, ktery ve své stézejni
praci An Essay on the Principle of Population z roku 1798 predpoklada, ze velikost po-
pulace se vyviji jako geometrickd posloupnost [28]. Pokud neni populace kontrolovéna,
velikost populace roste exponencialné bez omezeni. Malthustuv diskrétni model rustu po-
pulace® je jednoduchy model ristu a lze ho zapsat ve tvaru linedrni homogenni diferenéni
rovnice 1. fadu

N(t+1)=rN{t) =1+ f—m)N({), N(©0)>0, teN,

kde N(t) je velikost populace v ¢asovém intervalu (t,¢ + 1). Vitalni miry f a m jsou
konstanty a predstavuji miru reprodukce, resp. miru mortality, kdy pro né plati f > 0 a
0 < m < 1. Parametr r > 0 se nazyva rustovy koeficient a vyjadiuje relativni prirustek
populace za jeden ¢asovy interval [32]. Malthusovsky koeficient rustu predstavuje ¢istou
miru reprodukce Ry, biologicky parametr modelu, ktery vyjadiuje pomér, v jakém gene-
race potomku nahradi generaci svych rodi¢u [31]. Poc¢atecéni stav populace N(0) urcuje
velikost populace v dalsich ¢asovych obdobich. Jednoznacné feseni rustového modelu pri
daném pocatecnim stavu populace N(0) je dédno

N(t) =r'N(0),

na zakladé kterého pro dynamiku populace plati, je-li » > 1, populace exponencialné
roste bez omezeni. Je-li r < 1, populace vymira, a pokud r = 1, pak velikost populace je
v case konstantni.

Predpoklad neomezeného rustu Malthusova rustového modelu je redlny piri mode-
lovani dynamiky malych populaci pro kratsi casova obdobi, které nebudou ovlivnény
prostfedim s omezenymi zdroji, resp. vnitrodruhovou konkurenci. Pro vyhodnoceni vyvo-
je velkych populaci a dlouhodobé dynamiky je vSsak nevyhovujici, proto byly navrzeny
nelinearni modely rustu populace, které respektuji omezené prostiedi. Vitalni miry nejsou
povazovany za konstantni velic¢iny, ale mohou byt zavislé na velikosti populace. Malthusuv
rustovy model lze pak modifikovat zahrnutim rustového koeficientu r, ktery bude zaviset
na kapacité prosttedi, resp. bude klesajici funkci velikosti populace. V poloviné 19. stoleti
prvni modifikaci Malthusova rustového modelu provedl Pierre-Francois Verhulst [11] se

LOproti spojitému modelu, ktery piedpoklad4 vyvoj populace s piekryvajicimi se generacemi — jedinci
v populaci s prekryvajicimi se generacemi se rozmnozuji opakované a v nasledujicim reprodukénim obdobi
se mohou rozmnozovat spolec¢né s prezivsimi jedinci z pfedchozich reprodukénich obdobi, u diskrétniho
modelu modelujeme vyvoj populace s nepiekryvajicimi se (oddélenymi) generacemi, kdy jedinci u tohoto
typu populace maji béhem svého Zivotniho cyklu pouze jedno reprodukéni obdobi, a proto rust populace
lze vyjadfit v diskrétnich krocich [21].



zahrnutim parametru (nosné) kapacity prostiedi K, tedy nelinedrni diferenéni rovnice je
ve tvaru N
t
N(t+1):rN(t)< —%), r>0, K>0,

kdy tato diferenc¢ni rovnice se nazyva logisticka. Parametr r se nyni nazyva vnitini koefi-
cient rustu a vyjadifuje maximalni mozny relativni prirustek velikosti populace za jedno
¢asové obdobi. Verhulstuv rustovy model popisuje ruzné zpusoby chovani populace v
zavislosti na hodnoté parametru r, napt. pro 1 < r < 2 velikost populace zpoc¢atku expo-
nencialné roste, poté je rust linearni, nasledné se zpomali, a kdyz stav populace dosahne

hodnoty kapacity prostiedi, rust se zastavi [32]. Plati tedy lim; ,, N(t) = K.

Malthusuv i logisticky rustovy model ma vsak velmi jednoduchou demografickou
strukturu. V téchto modelech plati predpoklad, ze populaci tvori stejni jedinci — populace
je homogenni v prostoru a ¢ase, a neni uvazovana bohatsi demografickd struktura popu-
lace. Pro ruzné staré jedince, jedince v jiném stadiu vyvoje, jiného pohlavi nebo obyvajici
jinou lokalitu Ize predpokladat rozdily ve vitalnich mirach. V populaci se mohou vysky-
tovat jedinci s rozdilnou mirou mortality, budou zde mladi neplodni jedinci, kteii dosud
nedospéli, dospéli plodni jedinci, pripadné také prestarli jedinci v postreprodukéni fazi
vyvoje, ktef{ uz plodni nejsou [11].

Vitalni miry jedincu determinuji vyvoj celé populace a urcuji, jak je populaéni dy-
namika ovlivnéna biotickymi a abiotickymi podminkami prostiedi. Proto ptfi modelovani
dynamiky populace je dulezité zohlednit specifické vitalni miry jednotlivych skupin po-
pulace [!1]. To umoznuji rustové modely strukturované populace, diskrétni ¢i spojité v
stavové promeénné, resp. v ¢ase. Strukturovany popula¢ni model, kdy stav populace a ¢as
jsou diskrétnimi velicinami, je systém diferencnich rovnic, kdy pfi studiu jeho dynamiky
lze vyuzit poznatky z teorie maticové algebry.

Mezi prvnimi autory, ktery sestavil a analyzoval diskrétni model rustu populace v
podobé maticového modelu, byl ve 40. letech 20. stoleti Patrick Holt Leslie [24, 25].
Jednalo se o linearni maticovy model rustu populace strukturované podle véku — Leslieho
maticovy model, ktery lze vyjadrit v maticovém tvaru nasledovneé

n(t+1)=Ln(¢t), n(0) >0, teNy,

kde L je Leslicho projekéni matice, vektor n(¢) uréuje stav populace podle jednotlivych
vekovych tiid v ¢ase t a pocatecni vékovd struktura populace je dédna vektorem n(0).
Matice L je nezaporna ¢tvercova matice s kladnymi prvky umisténymi na prvnim fadku
a dolni subdiagonale.

Michael Barham Usher v 70. letech 20. stoleti navézal na prace Patricka H. Leslieho
(24, 25] a sestavil linedrni maticovy model ke studiu dynamiky rustu lesnich ekosystému
[39, 40]. Usher rozpracoval puvodni Leslieho maticovy model vékové strukturované po-
pulace a navrhl maticovy model populace, kterd je misto véku strukturovana podle jeji
velikosti.

Usheruv maticovy model rustu lesa je prikladem strukturovaného popula¢niho mo-
delu, ve kterém se dynamika populace — lesniho porostu, tak jako v piipadé Leslieho
maticového modelu, Tidi vlastnostmi projekéni matice. Usherova projekéni matice U,



ktera charakterizuje vyvoj lesa v case plynoucim v diskrétnich krocich ve struktuie jed-
notlivych rustovych tiid lesntho porostu, je ptikladem — tak jako Leslicho matice L —
nezaporné matice. Navic oproti Lesliecho matici ma Usherova matice umisténé kladné
prvky na diagonale.

Leslieho a Usherova matice jsou prikladem nezdpornych matic, které pii splnéni
urcitych predpokladu se vyznacuji vhodnymi vlastnostmi — jsou nerozlozitelné a primi-
tivni. Primitivitu Leslicho matice dokézal Sykes [38] pomoci n.s.d rozdili hodnot expo-
nentu charakteristického polynomu matice L v roce 1969, resp. nerozlozitelnost a primi-
tivitu matice L dokdzal Demetrius 1] pomoci teorie grafti v roce 1971. Nerozlozitelnost
a primitivitu Usherovy matice radu k dokazeme v kapitole 3.1.

Pro Usherovu matici U, jez je primitivni, resp. nerozlozitelna, plati zavéry Perronovy,
resp. Perronovy-Frobeniovy véty [11]. Tato dulezita tvrzeni o spektralnich vlastnostech
primitivnich, resp. nerozlozitelnych maticich (kapitola 2) ndm pomohou pii vyhodnoceni
asymptotického chovani Usherova maticového modelu rustu lesa o k rustovych tiidach,
o kterém pojednavame v kapitole 3.1.

Dlouhodobou dynamiku linearniho maticového modelu strukturovaného do rustovych
tfid, resp. vyvojovych stddii lze vyhodnotit pomoci ¢isté miry reprodukce Ry, viz [11].
Vyvoj lesntho porostu, jako je tomu i u jinych populaci a aplikaci [0, 30], lze studovat
ve struktufe 2 rustovych tiid, resp. vyvojovych fazi, kdy prvni rustova tiida odpovida
mladym neplodnym jedincum a druhou rustovou tiidu tvoii dospéli plodni jedinci. Na
zakladé poznatku z kapitoly 3.1 o vlastnostech obecného Usherova riustového modelu
sestavime v kapitole 3.2 Usheruv linearni maticovy model 2 rustovych tiid a budeme
zkoumat jeho asymptotické vlastnosti na zékladé parametru Ry.

Projekce linearniho maticového modelu 2 rustovych tiid a jejich grafické zobrazeni
byly v této praci realizovany v programu MATLAB.



2 Maticové modely a linearni
algebra

Populaéni dynamika a chovani feseni maticovych modelu se tidi vlastnostmi projekéni
matice, ktera je prikladem nezaporné matice. Vychozim tvrzenim pro studium vlastnosti
nezapornych matic a maticovych popula¢nich modelt je Perronova-Frobeniova véta, ktera
shrnuje stézejni spektralni vlastnosti nezapornych nerozlozitelnych ¢tvercovych matic.
Pied vyslovenim Perronovy-Frobeniovy véty uvedeme dulezité véty a definice vychozich
pojmu z teorie maticové algebry.

Vychozi zdroje pro sestaveni jednotlivych definic a vét uvedenych v této kapitole jsou
skripta a knihy o maticové algebie, mimo jiné od M. Donta [15], E. Krajnika [22], J.
Holendy [20], M. Fiedlera [16], J. R. Schotta [33], J. E. Gentlea [19], E. Senety [30] a S.
Friedlanda [17], maticovych popula¢nich modelech od H. Caswella [5] a Z. Pospisila [31],
a matematické biologii od L. J. S. Allen [1].

2.1 Vlastni c¢isla a vlastni vektory

Definice 2.1. Necht A = (a;;) je komplerni matice typu (m,n). Rekneme, Ze matice
B = (bi;) typu (m,n) je konjungovanou matici k matici A prdvé tehdy, kdyz b;; = a,j,
kde a;; je cislo komplexné sdruZené k ¢islu a;; proi =1,2,...,maj=1,2,...,n. Piseme
B=A°.
Definice 2.2. Necht A = (a;;) je komplexni matice typu (m,n). Matici B = (bj;) typu
(m, n) nazveme matici hermitovsky transponovanou k matici A prdvé tehdy, kdyz bj; = a;;
proi=1,2,....maj=1,2,...,n. Piseme
B=A".
Pozndmka 2.1. Matice A¢ je komplexné sdruzend k matici A. Matice A¥ je transpono-
vana a komplexné sdruzend k matici A. Ziejmé je A = (AY)T = (AT)C.
Pozndmka 2.2. Je-li A € R™" je ziejmé AH = AT,

Vlastni ¢isla a vlastni vektory jsou definovany pro ¢tvercové matice a jsou obecné
komplexni, a to i pro realné matice.

Definice 2.3. Necht A € C™*" je ¢tvercovd matice Fddun ax,y € C" jsou nenulové vek-

tory. Vektory x a 'y nazveme pravym, resp. levym vlastnim (charakteristickym) vektorem
matice A, jestlize plati

Ax = \x (2.1)

yTA = Ay (2.2)



pro néjaké cislo A € C. Cislo X\ nazveme vlastnim (charakteristickym) cislem matice A

odpovidagici pravému vlastnimu vektoru X, resp. levému vlastnimu vektoru y.

Pozndamka 2.3. Levy vlastni vektor y odpovidajici vlastnimu ¢islu A matice A je pravym
vlastnim vektorem matice A. Plat{ tedy

Afly = )\y.

Pozndmka 2.4. Vlastni ¢isla A matice A jsou stejnd pro pravé a levé vlastni vektory.
Odpovidé-li pravy vlastni vektor x; vlastnimu ¢islu A; a levy vlastni vektor y; vlastnimu
¢islu \; a zaroven \; # A, pro ¢,j = 1,2,...,n, pak plati
Vlastni vektory x; a y; jsou v tomto ptipadé ortogonalni.
Normované pravé a levé vlastni vektory jsou vzdjemné ortonormalni, tedy plati
1 prot=y
(yirxj) = 0ij = L
0 proi#j.
Pozndmka 2.5. Pokud x; a y; jsou pravé a levé vlastni vektory matice A odpovidajici
vlastnimu ¢islu A;, potom plynou z definice 2.3 rovnosti
yi A =Ny (2.4)

prot, g =1,2,...,n.
Poznamka 2.6. Nebude-li uvedeno jinak, budeme v dalsim textu o pravém vlastnim vek-

toru x hovorit jako o vlastnim vektoru.

Definice 2.4. Necht matice A je Fddumn a A\, \a, . .., A\, jsou jeji vlastni ¢isla. Pak matici
A = diag(A1, A2, ..., \y) nazveme spektrdlni matici matice A. MnoZina vSech vlastnich
¢isel matice A se nazgvd spektrum matice A a znacime ho o(A). Spektralni polomér
matice A se nazyvd cislo

o(A) = max {|\], A €o(A)}. (2.5)
Pozndmka 2.7. Spektralni polomér je polomér nejmensiho kruhu v Gaussové roviné kom-
plexnich ¢isel, ktery ma stied v po¢atku a obsahuje na hranici nebo uvnitt vSechna vlastni
¢isla matice A.

Pozndmka 2.8. Absolutni hodnota (obecné komplexniho) vlastniho ¢isla A € C matice A
se rovnéz nazyva modul vlastniho ¢isla.
Rovnost (2.1) muzeme pomoci ekvivalentnich tiprav prepsat do tvaru

(A —A)x =0. (2.6)

Podle definice 2.3 je A vlastni ¢islo matice A pravé tehdy, kdyz je splnéna rovnost
(2.1) pro ngjaké x # 0. Jinak feceno, A je vlastni ¢islo matice A pravé tehdy, kdyz mé
soustava (2.6) netrividlni feseni.



Véta 2.1. [22, Véta 6.2; 16, Véta 1.30] Cislo A je viastnim cislem matice A prdvé tehdy,
kdyz je matice A — NI singuldrni, nebo-li kdyz

det(A — A\I) = 0. (2.7)

Definice 2.5. Necht A je ctvercovd matice vddu n. Matici A — NI zdvislou na parametru

A nazyvdme charakteristickou matici matice A, polynom n-tého stupné v proménné \
pa(N) = det(A — AI) (2.8)
nazyvame charakteristickym polynomem matice A a vztah
det(A — M) =0 (2.9)

nazyvame charakteristickou rovnici matice A.

Pozndmka 2.9. Protoze charakteristicky polynom n-tého stupné pa (A) mé celkem n kom-
plexnich kotenu Ay, Ag, ..., A, (z nichz nékteré mohou splyvat — jsou vicendsobné), proto

¢tvercova matice A n-tého radu ma pravé n vlastnich cisel.

Definice 2.6. Necht A je ctvercovd matice, \ je koren charakteristického polynomu pa ()
matice A ndsobnosti k. Potom tekneme, Ze vlastni ¢islo A matice A ma algebraickou
ndsobnost k. Algebraickou ndsobnost vlastniho ¢isla A budeme znacit v,(\).

Definice 2.7. Necht A je étvercovd matice vddu n, X € o(A). Potom mnoZina vsech
(komplexnich) TeSeni x soustavy (2.6) se nazyvd charakteristicky podprostor matice A s
vlastnim cislem \. Dimenze tohoto podprostoru se nazyvd geometrickda ndasobnost vlastniho
c¢isla X. Geometrickou ndsobnost vlastniho ¢isla A budeme znacit vy(N).

Pozndmka 2.10. Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A matice A je rovna maximalnimu
poctu linedrné nezavislych vlastnich vektoru x s vlastnim ¢islem .

Pozndmka 2.11. Geometrickd ndasobnost vlastniho ¢isla A matice A tadu n je rovna cislu
vg(A) =n —hod(A — AI). (2.10)

Nasledujici véta ukazuje na dulezity vztah mezi algebraickou a geometrickou nasobno-
sti vlastniho ¢isla matice.

Véta 2.2. [I5, Véta 2.1.17; 33, Theorem 3.3] Necht A je ctvercovd matice vddu n a
A € o(A) je vlastni ¢islo s v, (N) > 1 . Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla X je nejvyse

rovna algebraické nasobnosti tohoto vlastniho ¢isla X\, tedy plati

1< u,(\) < va(N). (2.11)

Z véty 2.2 plyne nasledujici dusledek.
Diisledek 2.1. [15, Véta 2.1.18] Necht A je ¢tvercovd matice fddu n, pa(A) je charakte-
risticky polynom matice A, a necht \q je k-nasobny koten pa ()). Potom existuje nejvyse

k linearné nezavislych vlastnich vektoru matice A s vlastnim cislem .



Priklad 2.1. Rozhodneme o algebraické a geometrické nasobnosti vlastnich ¢isel matice

()

Vlastni ¢isla matice uré¢ime pomoci charakteristického polynomu matice A, nebo-li

1—-A 1

= (A—1)%.
0 1-a 7Y

pa(N) = det(A — AI)

Charakteristicky polynom pa(A) mé jeden dvojnasobny kotfen Ao = 1. Vlastni ¢islo

A12 ma algebraickou nasobnost v, (1) = 2.
Vlastnimu ¢islu \; o odpovida jeden linedrné nezavisly vlastni vektor napf. x = (1,0)7.

Podle vztahu (2.10) je geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A\; » = 1 rovna
vg(l)=n—hod(A-1-I)=2-1=1

a podle véty 2.2 plati

1<1<2
A
Véta 2.3. [15, Véta 2.1.19; 33, Theorem 3.7] Necht X1,Xa, ..., X}, jsou vlastni vektory
matice A vadu n a plati k < n. Necht M\, )o,..., \; jsou vlastni ¢isla odpovidajict

temto vlastnim vektorim takovd, Ze plati \; # \; pro vSechna i # j, pak jsou vektory

X1,Xg,...,Xg linedrné nezdvislé.

Pozndmka 2.12. Pokud charakteristicky polynom matice A € C™*™ ma n ruznych korenu,

pak podle véty 2.3 matice A ma n linedrné nezavislych vlastnich vektoru.

Véta 2.4. [15, Véta 2.1.22] Bud A € C*". Potom ezistuje bdze C" sloZend z vlastnich
vektoru matice A pravé tehdy, kdyz pro kazdé vlastni ¢islo X matice A je geometrickd

ndsobnost A rovna algebraické ndsobnosti \.

Pozndmka 2.13. Pokud A € C™™ ma n linearné nezavislych vlastnich vektoru, pak ma-
tice A se nazyva jednoducha. Podle véty 2.4 je ¢tvercova matice A jednoducha prave
tehdy, kdyz pro kazdé vlastni ¢islo A matice A je geometrickd nasobnost A\ rovna alge-
braické nasobnosti A\. Pokud A € C™*™ ma n ruznych vlastnich ¢isel, pak kazdé vlastni
¢islo matice A mé stejnou geometrickou a algebraickou ndsobnost (rovnu 1) a matice A

)

urcime vlastni ¢isla a jejich algebraickou a geometrickou nasobnost.

je jednoducha.

Priklad 2.2. Pro matici



Charakteristicky polynom matice A je

1-XA 3

A=y

—(A—4(A+1).

Matice A mé dvé ruzné jednoducha vlastni ¢isla Ay = 4 a Ay = —1, jejichz algebraicka
nasobnost je 1.

Danym vlastnim ¢islim ptislusi vzdy jeden linedrné nezavisly vektor. Vlastnimu ¢islu
A1 odpovidd vektor napi. x; = (1,1)7 a vlastnfmu &fslu A, pifslusi vektor napt. x, =
(—3,2)". Geometrickd ndsobnost vlastnich ¢isel A\; a Ay je rovna 1.

Matice A fadu 2 ma dvé ruzna vlastni ¢isla, tedy jejich algebraickd nasobnost je rovna
geometrické nasobnosti. Matice A je jednoduchou matici. A

Definice 2.8. Necht A\, \a, ..., A\, jsou vlastni ¢isla ctvercové matice A Fddu n. Viastni

c¢islo \; takové, pro které plati |X\;| > |\;| pro vsechna j # i, se nazyvd dominantni vlastni
¢islo. Pokud plati ostrd nerovnost, |\;| > |\j| pro vSechna j # i, pak \; se nazjvd ostre

dominantni vlastni c¢islo.

Poznamka 2.14. Vlastni ¢islo se nazyva ostie dominantni, pokud je rovno spektralnimu

poloméru matice a modul vSech ostatnich vlastnich ¢isel je mensi nez spektralni polomeér.

Priklad 2.3. Necht je ddna matice

1 0
A=10 -1 1
0 0

Vlastni ¢isla matice uréime pomoci charakteristického polynomu matice A, nebo-li

1—A 0 2
pa) =] 0 —1-x 1 [=-(A=2A-D\+1).
0 0 2—A

Vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristického polynomu pa (M), tedy vlastni
¢isla matice A jsou Ay =2, Ay =1a A3 = —1.
Spektralni polomér p(A) je nejvétsi z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel matice A,
tedy
o(A) = max{|)\1|, | A, |/\3|} = max{|2|, 1], |—1|} =2.

Protoze plati
o(A) = [2[ > [1] = [-1] ,

je A1 = 2 ostie dominantni vlastni ¢islo matice A. A



2.2 Spektralni rozklad diagonalizovatelnych matic

Definice 2.9. Rekneme, Ze matice A,B € C™™ jsou podobné, prdivé kdyz existuje re-

guldrni matice P rdadu n takovd, Ze plati

B=PAP . (2.12)
Véta 2.5. [15, Véta 2.2.1] Necht A,B € C™™ jsou podobné matice. Potom pa(\) =
pB(A).

Definice 2.10. Rekneme, Ze matice A € C™" je diagonalizovatelnd, je-li podobnd
néjaké diagondlni matici, tj. existuje-li requldrni matice X € C"*" takovd, Ze (pro néjaké
A, A2, Ay € C) jge

diag(A1, Mg, ..., Ay) = X TTAX. (2.13)

Véta 2.6. [15, Véta 2.2.5] Necht A € C™ ™. Potom tri ndsledujici podminky jsou ekvi-

valentnd.

(1) A je diagonalizovatelnd.
(2) Ewistuje baze C" sloZend z vlastnich vektoru matice A.
(3) vg(Ni) = vu(N;) pro viechna i =1,2,...,n.

Pozndmka 2.15. Jednoduchd matice A € C™*™ je podobna své spektralni matici A.
Sloupce matice X jsou vlastni vektory piislusné vlastnim cislim matice A. Ma-li matice
A pouze jednoduchd vlastni ¢isla, je diagonalizovatelna. S pomoci spektralni matice A
1ze rovnost (2.13) prepsat ve tvaru

A =XAX. (2.14)

Mluvime pak o spektralnim rozkladu matice A.

Méjme matici A € C™". Necht vlastni vektor x; matice A odpovidd vlastnimu &islu
Ai pro i =1,2,...,n, tj. podle vztahu (2.3) plati

Méjme spektralni matici A matice A a matici X € C*"*", jejiz sloupce jsou vlastni
vektory x; matice A
X = (X1,X2,...,Xp)

Vztah (2.3) lze nasledné zapsat ve tvaru maticové rovnosti

AX =XA. (2.15)
Nyni predpokladejme, ze matice A ma n ruznych vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., \,. Po-
tom vlastni vektory xi,Xs,...,x, matice A odpovidajici témto vlastnim ¢islim budou
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linedrné nezavislé. Matice A je tedy jednoducha. Podle véty 2.6 plati, Ze matice A je
diagonalizovatelna. Matice vlastnich vektorii X je reguldrni a m4 inverzni matici X 1.
Piendsobenim rovnosti (2.15) inverzni matici X! zprava ziskdme spektrdlni rozklad ma-
tice A podle vztahu (2.14)

A =XAX1.

Piendsobenim rovnosti (2.14) inverzni matici X! zleva ziskdme X 1A = AX~! a po
hermitovské transpozici dostaneme

AT (X = (x )AL (2.16)

Sloupce matice (X‘l)H jsou pravé vlastni vektory matice A” a v souvislosti s poz-
namkou 2.3 se jednd o levé vlastni vektory matice A. Matice A” m4 tedy stejnd vlastni
¢isla jako matice A. Jinak feceno, fddky matice X! jsou hermitovsky transponované
levé vlastni vektory matice A [5, 31].

Nechf Y € C™*" je matice, jejiz sloupce jsou levé vlastni vektory y; odpovidajici n
ruznym vlastnim ¢islum Aq, Ao, ..., A\, matice A

Y = <y17y27"'7yn)'

Pak matici A lze pomoci spektralniho rozkladu vyjadiit ve tvaru [33]

A =XAY" =3 " Axy! (2.17)
i=1
A (1 3)
2 2
X1 = 1 X9 = —3
1 — 1 ) 2 — 9 )

které prislusi jednoduchym vlastnim ¢islim Ay = 4 a Ay = —1. Vlastni vektory jsou

Priklad 2.4. Matice z prikladu 2.2

ma vlastni vektory napf.

linedrné nezavislé a podle véty 2.6 je matice A diagonalizovatelna.

(1)

a k ni inverzni matice, resp. hermitovsky transponovana matice levych vlastnich vektoru

Matice vlastnich vektoru je

je
2
5

XleH:<

Ul ot

(S
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Rédky matice Y jsou levé vlastni vektory pifslusné vlastnim éislim A\; = 4a Xy = —1

) ()

Spektralni matice odpovidajici matici A je

A= (4 0 ) .
0 —1
Spektralni rozklad matice A je

S R CHR B

Spektralni rozklad matice A lze rovnéz zapsat nasledovné

matice A

(S [JSRT] )
ot

= ot

A= xy? + oxyl =4 (

[SHINESHIN)
oo ot
v
+
—
|
—_
N—
7
I e
(SN
(S]] |
Ul
N—

A

Lemma 2.7. [20, Véta 3.1] Necht je ddna matice A € C™" a x jsou vlastni vektory

prislusné danému vlastnimu cislu X matice A, pak plati
AFx = \x | (2.18)
pro k € N.

S vyuzitim lemmatu 2.7 lze spektralni rozklad (2.17) pouzit pro k-tou mocninu dia-
gonalizovatelné jednoduché matice A, tedy

AP = XAV = Ny (2.19)
=1

2.3 Nezaporné a kladné matice

V této podkapitole se budeme zabyvat nezdpornymi, resp. kladnymi maticemi. Ne-
zapornd matice, jak jeji nazev naznacuje, je realnd matice, jejiz vSechny prvky jsou
nezaporné. Kladna matice je realna matice, kdy jsou vSechny jeji prvky kladné.

Definice 2.11. Rekneme, e A = (a;j) je mnezdpornd matice, kdyZ pro kazdé
t=1,2,....maj=1,2,...,n plati a;; > 0. Znacime A > 0.

Definice 2.12. Rekneme, e A = (a;;) je kladnd matice, prdavé kdyz jsou vsechny proky

a;; matice A kladné. Znacime A > 0.

11



Dusledek 2.2. Je-li A € R™*" nezaporna matice a x € R" vektor, o némz plati x > 0,
pak Ax > 0. Naopak, pokud pro jakykoliv x > 0 plati Ax > 0, pak A je nezdpornou
matici.

Dusledek 2.3. Je-li A € R™*" kladnd matice a x € R" vektor, o némz plati x > 0, x # 0,
pak Ax > 0. Naopak, pokud pro jakykolivx > 0, x # 0, plati Ax > 0, pak A je kladnou

matici.

2.4 Matice a grafy

Problematika matic tizce souvisi s teorii grafii. Strukturu nenulovych prvku ¢tvercové
matice lze charakterizovat orientovanym grafem (také digrafem, zkratka z angl. directed

graph).

Definice 2.13. Orientovanym grafem G = (V, H) rozumime usporddanou dvojici konec-
nych mnozin V', H, kde mnoZina H je tvorena nékterymi usporadanymi dvojicemi proki
2V i:H CV xXV. Prvky mnoZiny V' se nazyvaji vrcholy, prvky mnoZiny H hrany.

Definice 2.14. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice rddu n. Grafem matice A rozumime
orientovany graf G(A) = (V,H) s mnozinou vrcholu V- = {1,2,...,n} a mnoZinou ori-
entovangch hran H = {(i,j) |i,j €V, a;; # 0}.

Definice 2.15. Orientovany graf G = (V, H) se nazgvd silné souvisly, pokud pro kazdou
dvogici jeho vrcholi x,y € V existuje v G orientovand cesta z vrcholu x do vrcholu y a
existuje orientovand cesta z vrcholu y do vrcholu .

2.5 Nerozlozitelné matice

Definice 2.16. Ctvercovd matice A tddu n se nazyvd rozloZitelnd, je-li ve tvaru

A=0,n=1,
A, B

A = > 2 2.20
(3 B)on -

kde Ay a Ay jsou ctvercové matice Tddu alespon jedna, anebo existuje-li permutacni matice

P takovd, Ze lze matici A prevést na tvar (2.20) simultdinni permutaci rddki a sloupcu

At B papr (2.21)
0 A,

Ctvercovd matice se nazyvd nerozloZitelnd, neni-li rozlozZitelnd.

Pozndmka 2.16. Permuta¢ni matice P je ¢tvercova matice, kterd vznikla z jednotkové
matice I prerovnanim sloupcu nebo fadku. Jinak feceno, permutacéni matice je ¢tvercova
matice, ktera v kazdém radku a kazdém sloupci ma jednu jednicku a na ostatnich mistech
nuly.

12



Plati tato dulezita véta, ktera dava do vztahu ekvivalence nerozlozitelnost matice A
a silnou souvislost orientovaného grafu G(A) matice A.

Véta 2.8. [16, Véta 3.6] Ctvercovd matice A je nerozloZitelnd pravé tehdy, kdyz je jeji
orientovany graf G(A) silné souvisly.

Uvedeme jesté dalsi nutnou a postacujici podminku nerozlozitelnosti, nyni pro neza-
porné matice.

Véta 2.9. [20, Véta 2.11] Nezdpornd, nenulovd matice A 7adu n je nerozloZitelnd prdvé

tehdy, kdyz matice
M=A+A>+A%+ .. +A" (2.22)

je kladnd.

Priklad 2.5. Na prikladé ukazeme, jak 1ze rozhodnout, zda je ¢tvercova matice rozlozitel-
na. Mame dany matice

|
O N =
N = DN
(NI \V)
_ O =

Pro matici A existuje permutac¢ni matice P

0
P=|0
1

S = O
o O =

takovd, ze matici A lze simultdnni permutaci fadku a sloupcu prevést na tvar (2.20)

00 1\ /1 2 0\ /0 01 1 20
PAP" =10 1 0 210 01 0]l=1]01 2
1 00/ \o 21 100 0 2 1

a z definice 2.16 plyne, ze matice A je rozlozitelna. Stejné pozorovani lze ucinit z oriento-
vaného grafu G(A) matice A, ktery je zachycen na obréazku 2.1. Orientovany graf G(A)

neni silné souvisly, proto matice A je rozlozitelna.

Matice B je shodna s matici A ve vSech prvcich az na prvek b3, ktery je kladny.
Oproti tomu prvek a;3 je nulovy. Orientovany graf G(B) matice B, ktery je zachycen na

obrazku 2.1, je nyni silné souvisly. Jak plyne z véty 2.8, matice B je nerozlozitelna.

Nerozlozitelnost matice B ovérime rovnéz na zakladé tvrzeni véty 2.9. Vypocteme

matici

M=B+B?+B?

a oveiime, je-li kladna.

13



G(A) G(B)

Obréazek 2.1: Orientovany graf G(A) matice A a orientovany graf G(B) matice B z piikladu
2.5.

Tedy
1 21 5 6 2 17 20 7 23 28 10
M=1|210|+1|45 2|+|14 17 6| =20 23 8
0 21 4 4 1 12 14 5 16 20 7
Protoze plati M > 0, je matice B podle véty 2.9 nerozlozitelna. A
Véta 2.10. [31, Theorem 1] Necht A je nerozloZitelnd matice a B je libovolnd nezdpornd

matice stejného rdadu jako matice A, pak matice A + B je nerozloZitelnd.

2.6 Primitivni matice

Definice 2.17. Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd matice n-tého vddu. Pocet riznijch
vlastnich cisel Ay, ..., A\, matice A, jejichz modul je roven o(A), oznacme h = h(A).
Matici A nazveme primitivni, pokud h = 1 a imprimitivni, je-li h > 1. Hodnota h se
nazyvd index imprimitivity.

Pozndmka 2.17. Index imprimitivity vyjadiuje pocet vlastnich ¢isel ¢tvercové nezaporné
nerozlozitelné matice, které lezi na spektralni kruznici této matice. Ctvercova nezaporna
nerozlozitelnd matice je tedy primitivni, pokud ma pouze jediné vlastni ¢islo, které lezi

na spektralni kruznici této matice.
Index imprimitivity A lze urcit na zakladé tvrzeni nasledujici véty.

Véta 2.11. [16, Véta 4.9; 38, Theorem 3| Necht A je nerozloZitelnd nezdpornd matice
radu n a pa () je jeji charakteristicky polynom

PAN) = [A =X = N" + a  A™ + -+ ap A", (2.23)
pro ktery plati n > ny > ng > -+ >np > 0aa; # 0,7 = 1,2,--- k. Potom index
imprimitivity h matice A je n.s.d. rozdii {n —ny,ny —ng, -+ ,Ng_1 — Nk }.
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Pro silné souvisly orientovany graf v souvislosti s jeho primitivitou plati nasledujici
véta.

Véta 2.12. [17, Theorem 6.1.5] Necht G = (V, H) je silné souvisly orientovany graf.
Predpokldddme, Ze pro pocet vrcholi grafu plati |V| > 1. Necht ¢ = ((G) je n.s.d.
délky vsech cykli v G a oznacuje index imprimitivity grafu G. Potom plati jedna ze dvou
podminek:

(1) £ =1. Pak G je primitivni. Necht s je délka nejkratsiho cyklu v G. Pak pro index
imprimitivity grafu plati ¢ < |V]+s (V] = 2).

(2) ¢ > 1. Pak G je imprimitiond.

V souvislosti s orientovanym grafem lze tvrzeni vyse uvedené véty 2.11 uvést nasle-
dovné. Pokud A je nerozlozitelnd nezaporna matice s indexem imprimitivity A a G(A) je
orientovany graf odpovidajici matici A s indexem imprimitivity ¢, pak h je roven n.s.d.
délky vsech cyklu v grafu G(A), tedy h = ¢.

Brualdi a Ross [2] a Sedlacek [35] uvadéji, ze véty o primitivnich orientovanych gra-
fech maji ekvivalentni formulace ve vztahu k nezapornym nerozlozitelnym maticim. Tedy
nezaporna nerozlozitelnd matice A je primitivni tehdy a jen tehdy, pokud G(A) je pri-
mitivni orientovany graf.

Nésledujici véta 2.13 a lemma 2.14 nabizi jednoduché kritérium, které lze pouzit pri
kontrole, zda nezaporna nerozlozitelna matice je primitivni ¢i nikoliv.

Véta 2.13. [38, Theorem 4; 18, Theorem 8, str. 80| Ctvercovd nezdpornd nerozloZitelnd
matice A je primitivni, existuje-li takové k > 1, k € N, Ze k-ta mocnina matice A je
kladnd matice, A¥ > 0.

Lemma 2.14. [37, Corollary, str. 40] Pokud md c¢tvercovd nezdapornd nerozlozitelnd ma-

tice A pozitivni stopu (tr A > 0), pak je matice A primitivni.

Véta 2.15. [34, Theorem la] Necht A je primitivni matice a B je libovolnd nezdpornd

matice stejného radu jako matice A, pak matice A + B je primitivond.
Véta 2.16. [13, Theorem V] Necht A € C™ ", pak posloupnost mocnin této matice
A A2 . AF . konverguje prdvé tehdy, kdyz

(1) pro kazdé vlastni ¢islo X matice A plati |\| <1 nebo A =1, a

(2) pokud plati X =1, pak vy(N\) = va(A).

Pozndmka 2.18. Posloupnost mocnin ¢tvercové matice konverguje, pokud je jeji spektralni
polomeér mensf nez 1. Tedy necht matice A je fddu n. Potom

lim A* =0

k—o00

pravé tehdy, kdyz o(A) < 1. Pokud je spektrélni polomér roven 1, pak posloupnost
mocnin konverguje, pokud je matice primitivni. To je pfedmétem tvrzeni dusledku 2.4 a
vety 2.22.
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Disledek 2.4. [13, Corollary, str. 605] Necht A > 0 je nerozlozitelnd matice fddu n s
vlastnim ¢&fslem A = p(A) = 1. Posloupnost mocnin A* matice A konverguje pravée
tehdy, kdyz je matice A primitivni.

Pozndmka 2.19. Jeli X\ vlastni ¢islo matice A, pak c\ je vlastni ¢islo matice cA, pro

c € R;. Necht \; je dominantn{ vlastn{ ¢islo matice A, tedy plati |A\;| = o(A). Pak ﬁ

je normovana matice, jejiz spektralni polomérem je roven 1.

2.7 Perronova a Perronova-Frobeniova véta

Drive nez vyslovime Perronovu, resp. Perronovu-Frobeniovu vétu, uvedeme tii tvrzeni
o spektralnich vlastnostech kladnych a nezdpornych nerozlozitelnych maticich, které se
tykaji poctu vlastnich cisel lezicich na hranici kruhu o spektralnim poloméru matice.

Véta 2.17. [20, Véta 12.3] Necht A je kladnd matice 7ddu n, pak spektrdlni polomeér
o(A) je vlastnim c¢islem matice A a modul viech ostatnich vlastnich ¢isel je mensi nez
spektralni polomér.

Véta 2.18. [17, Theorem 6.2.1] Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd imprimitivni ma-
tice fadu n > 1 s indexem imprimitivity h = h(A), pak ezistuje prdvé h —1 > 1
ruznych vlastnich ¢isel Ay, Ag, ..., Ap_1 ruzngch od o(A), pro néz plati |N;| = o(A), pro
i1=1,2,...,h— 1.

Véta 2.19. [20, Véta 12.8] Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd primitivnd matice. Je-li
A= o(A), pak |\i| < o(A), proi=2,3,...,n.

Nyni muzeme vyslovit Perronovu vétu o kladnych maticich a nasledné vyslovime
Perronovu-Frobeniovu vétu o nezapornych maticich.

Véta 2.20 (Perronova [20, Véta 12.1; 19, str. 301; 36, Theorem 1.1]). Necht A je kladnd

matice n-tého rddu, n > 1, o(A) je jeji spektralni polomér

o(A) = max {|\l},

i=12...n

kde \; jsou vlastni éisla matice A. Oznacime r = o(A). Potom plati
(1) r je vlastnim céislem matice A.
(2) r je redlné a plati r > 0.

(3) K vlastnimu éislu r existuje pravy vlastni vektor v a levy vlastni vektor w, pro které
plati v,w > 0, kdy v,w € R".

(4) Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla r je rovna jedné.

(5) Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla r je rovna jedné.
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(6) Vlastni ¢islo v je ostie dominantnim vlastnim c¢islem matice A, tj. je-li \y = r, pak

INi| <7, proi=2,3,... n.

Pozndmka 2.20. Vlastni ¢islo r se nazyvéa Perronuv koren charakteristické rovnice matice
A nebo téz Perronovo vlastni éislo. Perronuv koren je realny, ostatni vlastni ¢isla matice
A redlna byt nemuseji.

Poznamka 2.21. Vlastni ¢islo r je jednoduchym kotenem charakteristické rovnice ma-
tice A. Dimenze podprostoru Perronova vlastniho ¢isla je 1, tedy vlastni vektory v a w
prislusné vlastnimu ¢islu r jsou dany jednoznacné az na nenulovy konstantni nasobek.
Vlastni vektory v a w se nazyvaji Perronovy vlastni vektory. Perronuv vektor je realny,
ackoliv ostatni vlastni vektory matice A byt redlné nemuseji. VSechny prvky Perro-
nova vektoru maji stejné znaménko, bez Gjmy na obecnosti se povazuji za kladné, tedy
v,w > 0.

Pozndmka 2.22. Vlastni ¢islo r je jediné vlastni ¢islo, které lezi na spektralni kruznici

matice A.

Pro nezdpornou matici A, kterd je nerozlozitelnd, plati stejné vlastnosti (1) az (5) z
Perronovy véty 2.20 o kladnych maticich, nicméné neplati vlastnost (6).

Véta 2.21 (Perronova-Frobeniova [20, Véta 12.7; 19, str. 304; 36, Theorem 1.5; 17, The-
orem 6.2.1]). Necht A je nezdpornd nerozloZitelnd matice n-tého rddu, n > 1. Oznacime
r = o(A). Potom plati

1

r je vlastnim cislem matice A.

2) r je redlné a kladné.

3) K vlastnimu cislu r existuje kladny pravy a levy vlastni vektor v,w € R".

bt

(1)

(2)

(3)

(4) Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla r je rovna jedné.
(5) Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla r je rovna jedné.
(6)

6) Pro vlastni éislo r plati r > ||, proi=2,3,...,n.

Pozndamka 2.23. Vlastni ¢islo r se nazyva Perrontuv-Frobeniuv kofen a je jednoduchym
kofenem charakteristické rovnice matice A. Vlastni ¢islo r je dominantnim vlastnim
¢islem. Vlastni vektory v a w prislusné vlastnimu ¢islu r se nazyvaji Perronovy-Frobenio-

vy vlastni vektory a jsou dany jednoznac¢né az na nenulovy konstantni nasobek.

Perronova-Frobeniova véta 2.21 ma v bodé (6) oproti Perronové vété 2.20 slabsi
vlastnost, kdy nezdpornéd nerozlozitelna matice ma kladné jednoduché vlastni éislo (jez
je spektralni polomér matice A), které je vétsi nebo rovno modulu jakéhokoliv jiného
vlastniho ¢isla matice A.

Priklad 2.6. Necht je ddna ¢tvercovd nezdpornd matice 2. fadu

(1)
5 0
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Obréazek 2.2: Orientovany graf G(A) matice A z piikladu 2.6 a orientovany graf G(B) matice
B z piikladu 2.7.

Potom charakteristicky polynom matice A je

~A 10
N

2

pa(N) = =)\ -5

a matice A ma dvé vlastnf ¢isla A\ = V5 a Ay = —/5.

Nyni rozhodneme, zda matice A je nerozlozitelna a primitivni. Nerozlozitelnost matice

A ovérime na zékladé tvrzeni véty 2.9

0 10 5 0 5 10
1o 05 15

Protoze M > 0, je matice A nerozlozitelnd. Nerozlozitelnost matice A rovnéz vyplyva
z orientovaného grafu G(A) na obrazku 2.2, ktery je silné souvisly.

O primitivité matice A rozhodneme na zédkladé véty 2.11. Index imprimitivity h ma-
tice A je roven n.s.d. rozdili hodnot exponentu charakteristického polynomu pa(\) =
A2 — 5, tedy

h=n.sd{2—-0}=2.

Protoze h > 1, matice A je imprimitivni. Stejny zavér 1ze vyslovit na zédkladé tvrzeni
véty 2.12. Index imprimitivity ¢ orientovaného grafu G(A) matice A, tedy n.s.d. délky
viech cyklu v G(A), je roven 2. Orientovany graf G(A) méd jediny cyklus (1,2,1) o délce
2 a je tedy imprimitivni. Rovnéz matice A je imprimitivni.

Na zékladé Perronovy-Frobeniovy véty 2.21 bude mit nerozlozitelnd a imprimitivni
matice A kladné redlné jednoduché vlastni ¢islo, které je rovno spektralnimu poloméru, a
bude vétsi nebo rovno modulu ostatnich vlastnich ¢isel. Z véty 2.18 vyplyva, ze bude exis-
tovat pravé h—1 ruznych vlastnich éisel ruznych od g(A) s modulem rovnym spektralnimu

polomeéru.

Urceme tedy spektrum o(A) a spektralni polomér p(A) matice A. Spektrum matice
A je
o(A) = {f,—\/S} .
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Spektralni polomér je roven vlastnimu ¢éislu Ay
o(&) =max {[ V3] |-v5[ | = V5

a protoze plati

je A1 = v/5 dominantnf vlastni ¢islo matice A. Vlastni ¢slo \; je Perronovo-Frobeniovo
vlastni ¢islo matice A. Pro matici A plati h = 2, tedy o(A) obsahuje pravé dvé ruznd
vlastni ¢isla s modulem rovnym o(A). Prvni je dominantni vlastni ¢islo A\; a druhé je

Ao = —/5. JAN

Aby v Perronoveé-Frobeniové vété 2.21 v bodé (6) platila u vlastniho ¢isla r = p(A)
ostra nerovnost, musi byt dané vlastni ¢islo ostie dominantni. To nastane v piipadé, po-
kud bude nezaporna nerozlozitelnad matice A splnovat dodate¢nou vlastnost — bude primi-
tivni. To je predmétem tvrzeni véty 2.19. Je-li v Perronové-Frobeniové vété 2.21 doplnéna
podminka pozadujici primitivitu matice, mluvime o silné verzi Perronovy-Frobeniovy véty

[36].

Priklad 2.7. Uvazujme ¢tvercovou nezapornou matici 2. fadu

110
2

ktera je shodna s matici A z ptikladu 2.6 az na prvek by, ktery je oproti nulovému prvku
a1 kladny.

Charakteristicky polynom matice B je

1_x 10
L

2

pB(A) = =X —-05\—5

a vlastni ¢isla matice B jsou \; = g a = —2.
Orientovany graf G(B) matice B, ktery je zobrazeny na obrazku 2.2, je silné souvisly.
Matice B je tedy, jak vyplyva z tvrzeni véty 2.8, nerozlozitelna.

Stopa matice B je kladnd, trB = % Matice B je nezédporné nerozlozitelna matice a
tedy podle lemmatu 2.14 je primitivni. Primitivitu matice B lze rovnéz ovérit pomoci

vety 2.13. Jelikoz pro druhou mocninu matice B plati

B2:< 5)>0,
5}

je matice B primitivni. Stejny zaveér lze vyslovit na zakladé tvrzeni véty 2.12. Orientovany
graf G(B) ma dva cykly, prvni cyklus (1,2,1) o délce 2 a druhy cyklus (1,1) o délce 1.
Tedy n.s.d. délky téchto dvou cyklu v orientovaném grafu G(B) je roven 1 a ¢ = 1. Proto

= ..lslg

G(B) a B jsou primitivni.
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Jelikoz matice B je nerozlozitelna a primitivni, plati pro ni zavéry Perronovy véty
2.20. Matice B bude mit kladné redlné jednoduché vlastni ¢islo, které je rovno o(B) a
je ostfe dominantnim vlastnim ¢islem. Neexistuje jiz zadné jiné vlastni ¢islo matice B,

jehoz modul by byl vétsi nebo roven, nez je o(B).

o(B) = {g,—Q} |

Spektralni polomér matice B je roven vlastnimu ¢islu Ay
5 5

B) = =,|-2| ==

o(B) m{'2'| |} .

5)
o(B) =3 > -2,

je A = g ostfe dominantni vlastni ¢islo matice B. Vlastni ¢islo A\; je Perronovo vlastni

Spektrum matice B je

a protoze plati

¢islo matice B. A

Dusledkem silné verze Perronovy-Frobeniovy véty 2.21 s vyuzitim tvrzeni véty 2.16
o konvergenci posloupnosti mocnin ¢tvercové matice je véta o existenci limity primitivni
matice.

Véta 2.22. [33, Theorem 8.50] Necht A € C"™ " je nezdpornd primitivni matice s
vlastnimi vektory v a w, pro které plati Av = o(A)v, wlA = o(A)w, v >0, w >0
a wllv =1. Pak plati

Jim <ﬁ>k =vwi. (2.24)

Priklad 2.8. Z prikladu 2.7 vime, Ze matice
10)

je primitivni matice. Na zdkladé tvrzeni véty 2.22 vime, ze existuje k normované matici

vy
I
7N
N D=
o

A = % limita

. B \" "
Jliilo(e(B)) A

kde v a w je normovany pravy a levy vektor odpovidajicf o(B) = A, = 2. Takové vlastn{
vektory urcité existuji, protoze A; je jednoduché vlastni ¢islo. Na zdkladé Perronovy-

Frobeniovy véty 2.21 plyne, ze tyto vlastni vektory v a w jsou kladné a redlné, tedy

0 )

Ptislusna normovand matice A je
4
O )

B
AZ@Z(
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kdy vlastni ¢isla matice A jsou p(A) =X\ =1a Ay = —

Potom limita normované matice A je

Jim (A)"=vw" (f) (5 3)= (
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3 Linearni maticovy model rustu
lesa

3.1 Obecny Usheruv linearni model

3.1.1 Vychodiska a struktura Usherova modelu

Vychodiskem pro sestaveni linearntho maticového rustového modelu lesa je Usheruv
maticovy model [39, 10], ktery je uplatiiovan v ruznych modifikacich [27] ke studiu dy-
namiky rustu lesnich porostu. Usheruv model je modifikaci Leslieho popula¢niho mo-
delu [24, 25] ve smyslu strukturovani populace na zakladé jeji velikosti misto veéku.
Duvod je ten, ze pfi modelovani dynamiky rostlin je vhodné populaci strukturovat
podle vyvojovych stadii, protoze vék neni piilis vhodnym indikatorem vlastnosti jedince
(3,9, 12, 23, 27]. Usher strukturuje populaci jedincu (stromu) podle jejich velikosti, resp.
rustové faze!.

Usheruv velikostné strukturovany maticovy model predstavuje linearni systém dife-
renc¢nich rovnic 1. fadu, ktery popisuje vyvoj populace strukturované do diskrétnich veli-
kostnich ttid, kdy ¢as je rovnéz uvazovan jako diskrétni veli¢ina. Tento model predpoklada
neménnost reprodukce (obnovy), rustu, dospivani (maturace) a tthynu (mortality) stromu
v Case, proto se jednd o model s konstantni projekéni matici. Vyvoj populace je repre-
zentovan v modelu vSemi jedinci? a populace je uvazovéna jako uzaviend, tj. nedochézi
k migraci jedinci mezi lokalitami.

Usheruv model predpokladéd seskupeni stromu podle jejich velikosti do k& diskrétnich
trid, resp. rustovych skupin (i = 1,2, ..., k), kdy rustova tfida i odpovida velikosti stromu
z intervalu (i — 1,4). Vzhledem k tomu, Ze ¢as t je uvazovan jako diskrétni velic¢ina, k de-
mografickym udalostem jako je vykliceni semene stromu, prechod jedince mezi rustovymi
fazemi, dosazeni plodnosti nebo uhynuti stromu dochézi v prubéhu ¢asového intervalu
(t,t + At).

Casové jednotka At se nazyvé projekénim intervalem a obvykle volime At = 1.
Usheruv model projektuje stav lesa (napf. hustotu porostu) z casového okamziku ¢ do
t + 1, kdy ¢as nabyvé pouze nezapornych celoéiselnych hodnot t € Ny. Casové jednotka
obvykle volena u maticovych rustovych modelu lesa je jeden rok, 5 ¢i 10 let.

!Nejéastéji pouzivanym kritériem pro strukturovani lesa je vycetni tloustka stromu (také DBH,
zkratka z angl. diameter at breast height), tedy prumér kmene stromu ve vycetn{ vysce 1,3 m méfené od
paty kmene.

2Na rozdil od Leslicho vékové strukturovaného modelu, ktery popisuje dynamiku samiéi ¢dsti popu-
lace a saméi ¢ast neni v modelu zahrnuta — saméi ¢ast populace lze odvodit napt. na zdkladé poméru
obou pohlavi v populaci, jsou stromy ve vétsiné piipadu rostliny jednodomé, kdy kazdy jedinec vytvari
oddélené samdci a sami¢i generativni organy na témze jedinci.
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Usheruv maticovy rustovy model je vektorova linedrni diferenéni rovnice, kterou lze
zapsat kompaktné v maticovém tvaru nésledovné

n(t+1)=Un(t), n(0) >0, teNy, (3.1)
kde U je Usherova projekéni matice, kterd je ¢tvercova fadu k a je konstantni, n(t) =
(n1(t),na(t), ..., nu(t))T je sloupcovy vektor, ktery reprezentuje stav lesa (napi. pocty
stromu nebo hustotu stromu) podle jednotlivych rustovych tiid ¢ pro ¢ = 1,2,...,k v

case t a vektor n(t + 1) prestavuje stav lesa podle rustovych tiid v case t + 1. Pocatecni
stav lesa je reprezentovan vektorem n(0).

Usherova projekéni matice U je obvykle vyjadiovana jako soucet reprodukcni ma-
tice F a rustové (téz prechodové) matice G, tedy U = F + G. Diferen¢ni rovnici (3.1)
prepiseme jako

n(t+1) = (F+G)n(l). (3.2)

Reprodukéni matice F je ¢tvercova matice fadu k£ a predstavuje v modelu ptirozenou
obnovu lesnitho porostu, tedy

fo o fs o e Tk
o o o -~ 0 O
0 0 O 0 0
F = . ) (3‘3)
o o o0 -~ 0 O
o o0 o0 - 0 0

kdy prvek matice f; oznacuje koeficient reprodukce, resp. pocet zmlazenych stromku v
1. rustové tridé diky semenné obnové stromu z matefského porostu i-tych rustovych
tiid (i = 1,2,...,k). Koeficienty reprodukce dle rustovych tiid v modelu odpovidaji
prvnimu radku reprodukéni matice, tedy zmlazené stromky odpovidaji rustové tride ¢ =
1. Koeficienty reprodukce mohou nabyvat pouze nezapornych hodnot, f; > 0.

Rustova matice G je ¢tvercova matice fadu k a charakterizuje v modelu rust a mor-
talitu lesniho porostu, tedy

aa 0 0 --- 0 0
b1 a9 0 cee 0 0
0 by a 0 0
G = 2 , (3.4)
0 0 0 ap—1 0
0 0 0 bk,1 Qe

kdy prvky matice a;, b; (i,7 = 1,2,...,k) oznacuji koeficienty prezivani. Tyto miry
predstavuji pravdépodobnost prezivani, tj. podil jedincu j-té rustové tiidy v case t, kteri

~ess

~ees
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ve stejné rustové tridé i. Prvek b; lezici na subdiagondle matice predstavuje pravdépo-
dobnost, ze jedinci i-té rustové tiidy béhem projekéniho intervalu (t,¢ + 1) preziji a
dorostou do nasledujici rustové tiidy 7 + 1.

Prvek a; nabyva nezdpornych hodnot z intervalu 0 < a; < 1 a prvek b, nabyva
kladnych hodnot z intervalu 0 < b; < 1. Navic predpoklddame a; + b; < 1.

Usherovu projekéni matici U pro k rustovych tiid jako soucet reprodukéni matice F
(3.3) a rustové matice G (3.4) budeme definovat nasledovné. Pro koeficient reprodukce

k-té rustové tiidy budeme pozadovat fi > 0.

Definice 3.1. Nezdpornou matici U = F + G > 0 7ddu k, kdy F je ddna (3.3) a G je
ddna (3.4), nazveme Usherovou matici, pravé kdyz pro jeji proky plati

ar+fi fo fs 0 fir S

b1 a9 0 ce 0 0
0 by az --- O 0
u=| . o (35)
0 0 O ar—1 0
0 0 0 : bk—l Qe

a zdroven,
0<a; <1 (i=1,2,...,k),

fe>0.

Koeficienty reprodukce a ptezivani Usherovy matice (3.5) se nazyvaji rovnéz vitalni
miry. Jednotlivé prvky této projekéni matice — jednd se o konstantni projekéni matici
— se nazyvaji téz prechodové prvky nebo také projekéni koeficienty. Mimo prvni fadek,
diagonalu a subdiagondlu jsou tyto prvky vzdy nulové.

Usherova matice U je reprezentovana grafem zivotniho cyklu, resp. orientovanym gra-
fem G(U), ktery je zobrazen na obréazku 3.1. Pro Usherovu matici U danou podminkami
definice 3.1 bude graf G(U) silné souvisly. Silnd souvislost G(U) je zajisténa pozadavkem
na kladné hodnoty koeficientu prezivani b; a koeficientu reprodukce k-té rustové tiidy fy.
Usherova matice U bude podle véty 2.8 nerozlozitelnou matici. Silné souvisly orientovany
graf G(U) je podle véty 2.12 primitivnim grafem, pokud n.s.d. délky vsech cyklu grafu
¢ = 1. Potom Usherova matice U ma podle Perronovy véty 2.20 nejvétsi kladné redlné
jednoduché vlastni ¢islo, které je rovno spektralnimu poloméru matice.

Nerozlozitelnost projekéni matice dokazal Sykes [38] pro Leslieho matici L, kterd
ma koeficienty prezivani pouze na dolni subdiagondle. V souvislosti s nerozlozitelnosti
Usherovy matice lze formulovat nasledujici vétu.

Véta 3.1. Necht U je Usherova matice vddu k splriiujici podminky podle definice 3.1. Pak

je Usherova matice U nerozloZitelna.

Dukaz. Méjme Usherovu matici U, kterd je tddu k a spliuje podminky (3.5) a (3.6)
pozadované na jeji prvky podle definice 3.1. Uvazujme rovnéz Leslieho matici L > 0
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Obrézek 3.1: Graf zivotniho cyklu G(U) Usherovy matice U fadu & (3.5) s odpovidajicimi stavy

porostu dle rustovych tiid n; a vitdlnimi mirami f;, a; a b;. Upraveno podle [29, Fig. 1].
fadu k, pro jejiz prvky plati
P1 P2 P3 Pk—1 Pk
6, 0 0 --- 0 0
0 0O -+ 0 0
P R (3.7)
0 0 0 0 0
0 0 0 Br_1 O
akde0< g, <lproi=1,2,....k—1,p,>0prot=1,2,....k—1a0 < p.
Dale mame matici A > 0 fadu k s prvky
ap 0 0 0 0 0
0 as O 0 0
0 0 a3 0 0
A= ] _ , (3.8)
0 0 0 ag_1 0
0 0 0 0

kde 0 <a; <1prot=1,2,... k.

Z véty [38, Theorem 1] plyne, Ze Leslieho matice L je nerozlozitelna. Podle predpokla-
du jsou L a A nezaporné matice stejného radu, zaroven matice L je nerozlozitelnd, proto
podle véty 2.10 je soucet matic L + A nerozlozitelna matice. Protoze plati U = L + A,

je Usherova matice U nerozlozitelna. O]
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Sykes rovnéz formuloval a dokézal tvrzeni o primitivité Leslieho projekéni matice [35].

Pro Usherovu matici 1ze uvést nasledujici podminky primitivity.

Véta 3.2. Usherova matice U radu k je primitivni pravé tehdy, kdyZ je spinéna alespon

jedna ze dvou podminek:

(1)

(2)

Nejvetsi spolecny délitel indexu vsech koeficientu reprodukce s kladnou hodnotu je

roven 1, tedy
n.sd. {il fi >0} =1.

FEzistuje alespon jeden prvek a;, pro ktery plati 0 < a; <1 (i =1,2,... k).

Dikaz.

(1)

Uvazujme Usherovu matici U fddu k. Necht matice U mé takové prvky f; > 0,
jejichz n.s.d. indexu téchto prvku je roven 1. Méjme Leslieho matici L tadu k, ktera
spliuje podminky (3.7) a zarovenn ma shodné koeficienty reprodukece s U, tedy plati
pi = fipro (i =1,2,... k). Ddle méjme nezépornou matici A radu k, ktera splauje
podminky (3.8).

Protoze pro L plati n.s.d. {2 | pi > 0} = 1, je podle véty [38, Theorem 6] Leslieho
matice L primitivni. Vime, ze matice L a A jsou nezaporné matice stejného radu
a zaroven matice L je primitivni a proto podle véty 2.15 je soucet matic L + A

primitivni matice. Protoze plati U = L + A, je Usherova matice U primitivni.
Necht U je Usherova matice iddu k. Predpoklddejme, Ze matice U m4 alespon jeden
prvek a; takovy, ze 0 < a; < 1 (i = 1,2,...,k). Vime, Ze matice U je nerozloziteln4.

Protoze alespon jeden prvek a; je kladny — prvky a; jsou umistény na diagonale
matice U, je trU > 0. Matice U je nezaporna nerozlozitelna matice s pozitivni

stopou. Z lemmatu 2.14 pak plyne, ze matice U je primitivni.

]

Priklad 3.1. Uvedeme si dva piiklady, pii kterych je splnéna podminka (1) véty 3.2 a

Usherova matice je primitivni. Z definice 3.1 vime, ze pro prvky matice U plati b;, fr, > 0

(1=1,2,...,k). Matice U je nerozlozitelna a orientovany graf G(U) je silné souvisly.

Pokud soucasné pro U plati f; > 0, je n.s.d. {1,k} =1, tedy £ = 1. Orientovany graf

G(U) je primitivnim grafem a U je primitivni matici.

Pokud v Usherové matici U plati f > 0 a zaroven jsou dva libovolné sousedni koe-
ficienty reprodukce kladné, f; > 0 a fii1 > 0, pak n.s.d. {i,i +1,k} = 1 a G(U) je

primitivnim grafem a U je primitivni matici [1]. A
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3.1.2 Usherovy vlastnosti riastové matice G

Vlastnosti rustové matice G vychazi ze struktury Usherovy matice U studované v
kapitole 3.1.1.

Definice 3.2. Ctvercovou nezdpornou matici G = (g;;) rddu k nazveme rustovou matici

Usherova maticového modelu (3.1) pokud spliiuje:
(1) 0<gu<1l (i=1,2,...,k),
2) 0< g <1 (i=1,2,...k—1),
(3) gij=0proi—j>1mneboj—i>0.

Vlastnosti (1) az (3) zajistuji, ze vSechny prvky rustové matice G, kromé prvki na
jeji diagonéle a dolni subdiagonale, jsou nulové.

Na zékladé uvedenych vlastnosti rustové matice z definice 3.2 nastane pro strom
béhem uplynuti jedné ¢asové jednotky jedna ze tif moznosti [27]:

(1) strom v case t az t + 1 prezije a zustane v puvodni rustové tiidé i. Tato moznost
odpovida koeficientu prezivani a; matice G (3.4). Nebo

(2) strom v case t az t + 1 prezije a doroste do nésledujici rustové tiidy ¢ + 1. Tato
moznost odpovidd koeficientu prezivani b; matice G (3.4). Nebo

(3) strom v ¢ase t az t + 1 uhyne. Tato moznost odpovidd mife mortality, kterou
oznacime m;.

Pro koeficienty prezivani (3.6) a miru mortality pak plati nasledujici podminky

0<a;<1 (i=12... k),

. (3.9)
O<bZ§1, (Zl—i-bzél, a; +b;=1—m; (22172,,]{?—1>

Mira mortality m; predstavuje pravdépodobnost, ze strom i-té rustové tiidy v case t
az t+ 1 nepfrezije. Suma prvku ve sloupcich matice G je rovna nebo mensi jedné, protoze
pocet stromu i-té rustové tridy, které v case t az t + 1 zustanou v puvodni i-té rustové
tfidé nebo se posunou do néasledujici (i + 1)-ni rustové tiidy, nemuze byt vétsi, nez je
pocet stromu v i-té tiidé v case t. Déle plati, ze zadny strom se nemuze za ¢asovou
jednotku zmensit ve velikosti, napt. dorust do rustové tiidy ¢ — 1, a ani nemuze rust o
vice nez jednu rustovou tridu, napt. dorust do rustové tridy 7 + 2.

3.1.3 Reparametrizace Usherova modelu

Rustovou matici G (3.4) lze rovnéz sestavit s vyuzitim parametru s; a p;, kde s;
oznacuje koeficient prezivani a p; podminénou miru rustu jedince i-té rustové tiidy [0].
Koeficient prezivani s; odpovida sumé prvku ve sloupcich matice G a predstavuje celko-
vou pravdépodobnost preziti stromu i-té rustové tiidy v ¢ase t az t + 1
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Rustovou matici G lze vyjadiit nésledovné [27]

G=S-P, (3.11)

kde S je ¢tvercova diagonalni matice s koeficienty prezivani s; pro k rustovych tiid v case
tazt+1

sis 0 0 --- O 0
0O s9 0 --- 0 0
0O 0 s3 --- 0 0
s=|. T (3.12)
0O 0 O Sp_1 O
o 0 0 --- 0 s

a P je stochasticka matice s podminénymi mirami rustu p; pro k rustovych tiid v case t
azt+1

1—p 0 0 0 0
D1 1—po 0 0 0
0 1-— 0 0
0 0 0 oo 1—ppq1 O
0 0 0 Pr—1 1

kdy p; 1ze interpretovat jako pravdépodobnost, ze strom i-té rustové tiidy doroste v case
t az t+1 do (i + 1)-ni rustové tiidy za predpokladu, ze v ¢ase t az t + 1 strom neuhyne.
Pro p; plati

P (i=1,2...k—1). (3.14)

Pro nejvyssi rustovou tiidu ¢ = k plati p, = 1.

S vyuzitim vztahu (3.11) pro rustovou matici G lze diferen¢ni rovnici (3.2) prepsat
nasledovné

n(t+1)=(F+S-Pn(t). (3.15)

Usherova projekéni matice U mé nasledné podobu

U =
si(1—p1) + fu Ja I3 fr—1 fr
S1P1 32(]_ —pg) 0 0 0
0 s s3(1 — e 0 0
' 2?2 3( . p3) | ' ' (3.16)
0 0 0 Sk_l(l _pk—l) 0
0 0 0 Sk—1Pk—1 Sk
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a zaroven plati
0<s,<1 (i=12,...,k),

O<p<l, 0<fi (i=12,....k—1), (3.17)

3.1.4 ResSeni Usherova maticového linearniho modelu

Uvazujeme Usheruv linedrni maticovy rustovy model (3.1) s Usherovou projekéni
matici 0 < U € R¥* (3.5), resp. (3.16), jejiz prechodové prvky jsou v éase konstantni. O
chovani Usherova dynamického systému (3.1) vypovidaji vlastni ¢isla a vlastni vektory
matice U. Matice U je ¢tvercova matice radu k a existuje tedy k vlastnich ¢isel vyhovujici
feseni rovnice (2.3), resp. (2.4), tedy

UVi = )\ivi

H _ H

kde \; je vlastni ¢islo matice U a v; a w; je pravy, resp. levy vlastni vektor prislusny
k danému vlastnimu ¢fslu \; pro ¢ = 1,2,..., k. Necht vektory v; a w; jsou normované
a tedy vzajemné ortonormdlni, jak vyplyva z poznamky 2.4. Vlastni ¢isla odpovidaji
korentim charakteristické rovnice matice U (2.9)

det(U — AI) = 0.

Déle predpokladame, ze Usherova matice U ma k ruznych vlastnich ¢isel i, o, ..., Ax.
Tento predpoklad, jak déle uvidime pii studiu asymptotického chovani linedrniho modelu
s primitivni projekéni matici, kterd ma ostie dominantni vlastni ¢islo, nebude omezujici
a je platny pro vétSinu aplikaci. Podle véty 2.3 matice U ma k linedrné nezavislych
pravych a levych vlastnich vektoru a na zakladé véty 2.4 pro kazdé vlastni ¢islo A plati
Va(Ni) = v4(N;). Matice U je jednoducha.

Predpokldddme, Ze zndme pocdtecni stav lesa n(0), kdy n(0) € RE. Protoze vlastni
vektory vi, v, ...,V jsou linedrné nezdvislé, tvoii bazi prostoru R* a pocdtecni stav lesa
n(0) Ize vyjadiit jako jejich linedrni kombinaci

n(0) = vy + cavo + -+ - + Vi, (3.18)

kde ¢; jsou konstanty, které jsou uréeny jednoznacné. Oznacme ¢ = (cy, ¢y, ..., cp)? vek-
tor, jehoz prvky jsou konstanty c¢;, a V matici, jejiz sloupce jsou pravé vlastni vektory v;
matice U. Rovnici (3.18) lze prepsat

n(0) = Ve. (3.19)

Matice V je reguldrni a mé inverzni matici V=! = W  jejiz fadky jsou hermitovsky
transponované levé vlastni vektory w; matice U. Pak pro vektor konstant ¢ plati

c=V'n(0) = Wn(0). (3.20)
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Stav lesa v kterékoliv Case t je determinovan opakovanou substituci rovnice (3.1)

=
S
I
c
[\
B
=

coz lze zapsat v obecné formé nasledovné
n(t) = Un(0), te€N, (3.21)

kde n(0) je vektor stavu lesa v pocateénim stavu t = 0.

Vime, ze matice U je jednoducha. Podle véty 2.6 je diagonalizovatelna a je tedy po-
dobnd své spektralni matici. Pomoci spektralniho rozkladu (2.17) matice U a s vyuzitim
lemmatu 2.7 pro mocninné matice 1ze obecné feSeni Usherova linedrniho dynamického
systému (3.21) vyjadrit ve tvaru

n(t) = U'n(0)
= VA'W*#n(0)
(3.22)

k
= Aviw/n(0),
=1

kde A je spektralni matice Usherovy matice U, matice V a W je matice pravych vlastnich
vektoru v;, resp. levych vlastnich vektort w;. Soucinu levého vlastniho vektoru a vektoru
pocdtecniho stavu lesa wn(0) odpovidd skaldr, ktery je podle rovnice (3.20) shodny s
konstantou ¢;. Vysledkem sou¢inu vlastnich vektort v;w!’ je idempotentni matice [5].

Vyse uvedené vysledky shrneme do nasledujici véty.

Véta 3.3. [31, Véta 1] Necht U € R¥*k je Usherova matice, kterd md k rizngjch vlastnich
cisel A1, Ao, ..., Ag. Pravy a levy vlastni vektor prislusny k danému vlastnimu cislu \;
oznacime v;, resp. w;. Pro vlastni vektory v; a w; plati (w;,v;) = d;; proi,j =1,2,... k.

Pak teseni Usherova linedrnitho dynamického systému (3.1) je ve tvaru

:
n(t) =Y cMvi = Xvi + Mva + -+ GMvi, (3.23)
=1

kde ¢; = win(0).

Obecné teseni (3.23) je diky principu superpozice kombinaci & linedrné nezavislych
feseni {)\ﬁvi}kzl daného systému. Dlouhodoba dynamika stavu lesa n(t) zavisi na vlast-

i
nich ¢islech \; matice U, kterda mohou byt realnd i komplexni. Prispévek jednotlivych
vlastnich ¢isel \; k asymptotickému chovani obecného FeSeni je nasledujici [5]:

e Pokud je \; > 0, pak \! piispivd k dynamice obecného fFesen{ exponencidlnim rustem
pro A; > 1 a exponencidlnim poklesem pro \; < 1.

e Pokud je —1 < \; < 0, pak A! vykazuje tlumené oscilace s periodou rovnou 2.
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e Pokud je \; < —1, pak \! vykazuje divergujici oscilace s periodou rovnou 2.

e Pokud je \; komplexni ¢islo, pak A! piispivda k dynamice systému exponencidlné
rostoucimi nebo klesajicimi oscilacemi, podle toho, zda |\;| je vétsi nebo mensi
nez 1.

Absolutni hodnota vlastniho éisla | ;| = 1 je tedy mezni hodnotou urcujici, zda veli-
kost lesa bude rust nebo klesat. Rovnice (3.23) rozkladé celkovy rust lesa na kombinaci
exponencialnich prispévku, vzdy jeden pro kazdé vlastni ¢islo. Spektrum matice A tedy
vypovida o vysledné dynamice stavu lesa.

3.1.5 Asymptotické vlastnosti reSeni linearniho modelu

Budeme uvazovat Usheruv linedrni dynamicky systém (3.1) s Usherovou projekéni
matici U fadu k, kterd je nerozlozitelnd a primitivni, a vektorem n(0), ktery reprezentuje
pocatecni stav lesa. Podle Perronovy véty 2.20 bude matice U mit ostie dominantni ¢islo
r. Jednd se o jednoduché kladné redlné vlastni ¢islo, pro které plati » = Ay > ||, kde
A; jsou vlastni ¢isla pro i = 2,3, ..., k. Pravy a levy vlastni vektor piislusny vlastnimu
¢islu r je redlny a kladny, v, w > 0, a je jedinym pravym a levym nezapornym vlastnim
vektorem. Necht vektory v a w jsou normované. Prvky normovaného vlastniho vektoru v
predstavuji relativni zastoupeni jednotlivych rustovych tiid, jedna se o stabilni rustovou
strukturu lesa.

Pro asymptotické chovani linedrniho dynamického systému (3.1) s primitivni pro-
jekéni matici plati nasledujici véta o silné ergodicité, ktera vychazi z poznatku véty 2.22
o existenci limity primitivni matice [7].

Veéta 3.4. [38, Theorem 8] Méjme linedrni ristovy maticovy model (3.1) s projekéni
matici U 7ddu k, kterd spliiuje podminky (3.5) a (3.6), a necht je ddn poédteént stav lesa
n(0). Necht matice U je primitivnd s ostre dominantnim vlastnim c¢islem r a prislusngm
pravym a levym vlastnim vektorem v > 0, resp. w > 0, které jsou mormované. Pak

existuje limita
t
lim )

t—o00 Tt

=w'n(0)v =cv, (3.24)

kde wvektor v je nezdvisly na poédtecnim stavu n(0) a pro proky vektoru v plati

S v = 1. Konstanta ¢ je zdvisld na n(0) a matici U.

Ze vztahu (3.24) vyplyva, ze stavovy vektor n(t) pro ¢ — oo konverguje ke stavu lesa
o stabilni rustové strukture, ktera odpovida konstantnimu nasobku vlastniho vektoru v.
Reseni Usherova modelu (3.23) pro t — oo je pak dominovéno Clenem rovnice s ostie
dominantnim vlastnim ¢islem r, tedy feseni odpovida

n(t) ~cr'v, (3.25)

kde ¢ = wn(0) > 0. Pokud 0 < n(0) # 0, pak ¢ > 0.
Z vyrazu (3.25) vyplyvd, pokud je projekéni matice U primitivni, pak dlouhodobd
dynamika stavu lesa zavisi na ostfe dominantnim vlastnim ¢isle r a na stabilni rustové
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strukture lesa dané vlastnim vektorem v. Asymptotické chovani modelu nezavisi na
pocétecni rustové strukture n(0), rustova rovnice (3.1) je tak ergodicka.

Pokud je poc¢étecni stav lesa nenulovy, tedy plati 0 < n(0) # 0, pak stav lesa pro
t — oo roste exponencidlné podle vztahu (3.25) a relativni zastoupeni jednotlivych
rustovych ttid je imérné slozkam vlastniho vektoru v, tj. stabilni riustové struktute. Je-
likoz pro ¢ plati ¢ = win(0), je celkovy stav lesa po dostateéné dlouhém vyvoji timérny
vazenému souctu velikosti slozek pocdteéniho stavu lesa n(0), kdy jednotlivé vihy jsou
dany prvky levého vlastniho vektoru w.

Rovnovaznym stavem dynamického systému (3.1) je pocatek, n* = 0, tzv. extinkéni
rovnovazny bod?, ve kterém les odumird. Pii pocdtetnim stavu n(0) = 0 dynamicky
systém setrvava vzdy v tomto trivialnim rovnovazném bodé. V souvislosti s jeho stabilitou
plati tzv. zakladni véta demografie.

Véta 3.5. [I1, Theorem 1.1.2; 26, Theorem 2.4] Necht U je projekéni matice (3.5)
linedrniho dynamického systému daného rovnici (3.1) a podminkami (3.6). Predpoklddd-
me, Ze U je nezdpornd matice, ktera je merozloZitelnd a primitivni, se spektralnim po-
lomérem o(U) = r a prislusngm pravym a levgm vlastnim vektorem, v > 0, resp. w > 0,
pro které predpokldddme, Ze jsou normované a plati wiv = 1. Necht n(t), t € Ny, je
resend linedrniho systému (3.1) s pocdteéni podminkou spliiujici 0 < n(0) # 0 a necht
‘n(t)| predstavuje celkovou velikost populace v ¢ase t. Pak

(1) plati (3.24), a
(2) ndsledné plati
(a) pokud r < 1, pak lim,_,o |n(t)| = 0 a pocdtek n} je (globdiné) asymptoticky
stabilni,
(b) pokud r > 1, pak lim;_,q ‘n(t)‘ = 00 a pocdtek n} je nestabiln,

(c) pokud r =1, pak limy_ [n(t)| = ‘(WHII(O)) v| a existuje kladny rovnovaziny

bod n = cv, kde c € R,.

Poznamka 3.1. Z pohledu biologické interpretace linearniho dynamického modelu pred-
stavuje ostie dominantni vlastni ¢islo r koeficient rustu lesa. Pokud je r > 1, stav lesa v
case exponencialné roste bez omezeni. Pokud je r < 1, les v ¢ase odumira. Je-li r = 1,
bude rovnovaznym bodem systému netrividlni kladny rovnovazny bod nj, ktery bude
odpovidat konstantnimu nasobku vlastniho vektoru v a stav lesa bude odpovidat stabilni
rustové strukture.

Z véty 3.5 plyne, ze pri zvétseni ostfe dominantniho vlastniho ¢isla pres hodnotur = 1
dochézi ke zmeéné stability pocatku, rovnovazny bod n} ztraci svoji stabilitu. Pii r = 1
existuje rovnéz nekonecné dalsich netrividlnich rovnovéznych bodi. Bod (r,n(t)) = (1,0)
je bodem bifurkace, ve kterém dochazi ke stietu dvou vétvi rovnovaznych bodu. Vétev
extinkéniho rovnovazného bodu zde méni stabilitu a vznika zde vétev neasymptoticky
stabilnich netrividlnich rovnovaznych stavi. Mluvime o tzv. vertikalni bifurkaci [11].

3Shodné s [1], [30] nebo [11] budeme feSeni dynamického systému nazyvat rovnovaznym bodem.
Rovnovazny bod je v literatuie oznacovan téz jako pevny ¢&i staciondrni bod.
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3.1.6 Cistd mira reprodukce

Asymptotické chovani linedrntho dynamického systému (3.1) lze analyzovat rovnéz
pomoci biologické veli¢iny nazyvané ¢istd mira reprodukce Ry. Cistd mira reprodukce?
je jedna ze standardnich charakteristik populace, kterou lze odvodit z koeficienti re-
produkce a koeficientdt pfezivani projekéni matice U. Cistd mira reprodukce vyjadiuje
pomér, v jakém generace potomku nahradi generaci svych rodi¢t. Pokud je Ry < 1,
nestaci nasledujici generace nahradit predchozi generaci a populace vymird [31].

Priklad 3.2. Uvazujeme linedrni diferenc¢ni model o jedné rustové tiidé n(t + 1) = rn(t)
s pocédteénim stavem lesa n(0) = ng, kdy n(t) vyjadfuje velikost stavu lesa (napt. pocet
stromtl) v case t € Ny a ddle plati 7,ng > 0. Redenf riistového modelu je n(t) = rtng pro
t € Ny a r znadi koeficient rustu lesa.

Koeficient r lze vyjadrit jako » = f + s, kde f > 0 oznacuje koeficient reprodukce
a s € (0,1) je pravdépodobnost preziti jedince. Necht v case t = 0 dojde k zmlazen{
nového jedince. Pravdépodobnost, ze zmlazeny jedinec bude v case t = 1,2,... nazivu,
bude s,s?,..., a v daném ¢ase bude tento zmlazeny jedinec generovat fs, fs%, ... po-
tomki. Odtud pravdépodobnost, Ze jedinec pieZije t projekénich intervala je s?, a jeho
reprodukéni prispévek, resp. ocekavany pocet jeho potomku v ¢ase t od jeho zmlazeni
bude fs’.

Déle budeme povazovat délku projekéniho intervalu za jednotkovy cas. Ocekavanou

dobu doziti zmlazeného jedince lze vyjadrit geometrickou radou

N=1+s+s*+--
1
1—s

Produkei potomku nové zmlazeného jedince béhem jeho Zivota lze reprezentovat
nasledné geometrickou radou

Ro = io: fSt
t=0

:f+f3+f32+
=f(l+s+s*+--+)

f
1—s
=fN.

Soucet geometrické tady R, vyjadiuje ocekdvany pocet potomki nové zmlazeného

jedince béhem jeho celého zivota. Cislo Ry nazyvame éistou miru reprodukee [12]. JAN

4Cist4 mira reprodukce je vhodnym parametrem pro analyzu asymptotického chovani dynamickych
systému, které maji projekéni matice vyssich fadu a pro které neni znam analyticky postup pro vypocet
ostfe dominantniho ¢isla. Oproti tomu predpis pro vypocet ¢isté miry reprodukce, pokud je znam, je
aplikovatelny pro popula¢ni modely libovolné dimenze.
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Pro strukturované populaéni modely, jako je Usheruv rustovy model, je vypocet ¢isté
miry reprodukce do jisté miry podobny piikladu popula¢niho modelu jedné dimenze.
Necht U je Usherova projekéni matice (3.5), kterd je souc¢tem reprodukéni matice F, jejiz
prvky jsou koeficienty reprodukce (3.3), a rustové matice G s koeficienty prezivani (3.4).
V case t = 0 dojde k zmlazeni novych jedincu, vzniku nové generace. Pravdépodobnost
jejich pieziti v ¢asech t = 1,2,... bude ddna G, G2, . ... Produkce potomki této generace
zmlazenych jedincu, ktefi v danych casech ¢ = 1,2,... zustanou nazivu, bude urcena
FG,FG?, .. ..

Produkeci potomku zmlazenych jedincu béhem celého zivota této generace lze vyjadrit
nasledovné [5]

T=F+FG+FG?+--.
=FI+G+G*+---)
=FI-G)™!
=FN,

kde prvky matice T = (¢;;) predstavuji o¢ekdvany pocet viech potomki zmlazenych v
i-té rustové tiidé, které byly vygenerovany jedincem, jez byl v ¢ase t = 0 v j-té rustové
tiide. Matici N = (n;;) nazyvame fundamentalni matici a jeji prvky vyjadiuji ocekdvanou
dobu, kterou jedinec, jez byl v case t = 0 v j-té rustové tride, stravi v i-té rustové tiide.
Matice T se nazyva matici nasledujici generace, protoze projektuje stav populace z
jedné generace do té nasledujici. Pokud matice T ma ostie dominantni vlastni ¢islo, je toto
¢islo ¢istou mirou reprodukce. Ostie dominantni ¢islo predstavuje miru rustu populace z
jedné generace do druhé, je to mezigeneracni koeficient rustu populace. Plati tedy

Ry = o(T) = o(F(I - G) ).

V pripadé Usherovy matice je prvni rustova tiida jedinou tiidou, v niz se vyskytuji
nové zmlazeni jedinci. Proto matice T ma pouze prvni fadek s nenulovymi nezapornymi
prvky. Ostatni fadky jsou nulové. Ostie dominantnim ¢islem je pak prvek Ry = tq;. Pro
vypocet Cisté miry reprodukce Usherovy projekéni matice radu & byl odvozen nasledujici
analyticky predpis [10, 11]

k i
Ry = Z; fi ]j[l f]_—;ﬂ (3.26)

proi=1,2,...,k.

Pozndmka 3.2. Vyraz 1/(1 — a;) v rovnici (3.26) lze interpretovat jako o¢ekdvanou dobu
— pocet projekénich intervalu, kterou jedinec zmlazeny v ¢ase t = 0 setrva v rustové
tiide j. Nésledné vyraz b;_1/(1 — a;) pfedstavuje pravdépodobnost, ze jedinec, ktery byl
zmlazen v ¢ase t = 0 a dorostl prezivsi do (j — 1)-nf rustové tiidy, béhem nésledujiciho
projekcniho intervalu prezije a doroste do j-té rustové tidy.

Vyraz bj_1/(1 — a;) odpovidd Masonovu pravidlu pii redukei grafu zivotniho cyklu
G(U), které eliminuje v grafu smycky. Smycky reprezentuji v Usherové matici U koe-
ficienty prezivani a;. Piiklad Masonova pravidla pro eliminaci smycky je piiblizen na
obrazku 3.2.
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by by (1- C72)_1

n ———— Ny n—m—m—m—m— n

n,=byny+a,n; ny=by(1-ay)" m

Obrazek 3.2: Masonovo pravidlo redukce grafu. Piiklad eliminace smycky u vrcholu ny grafu
zivotniho cyklu G(U) Usherovy matice U se 3 rustovymi tfidami. Upraveno podle [1, Fig. A.1].

Déle v rovnici (3.26) predstavuje clen

i
bj—l

1 b1 bj—l
. e — —:ﬂ-i
1—CL1 1-@2 1—(1,]' jzll—aj

kumulativni pravdépodobnost preziti ;. Vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec noveé
zmlazeny v case t = 0 prezije ¢ projekcnich intervali, tj. doroste alespon do rustové tiidy,
kterou mél jeho rodicovsky strom v dobé zmlazeni. (Pro koeficient piezivani by plati
by = 1.) Ocekavany pocet potomku, ktery tento zmlazeny jedinec vyprodukuje v rustové
tride 7 za jeden projekéni interval, je souc¢inem kumulativni pravdépodobnosti preziti ;
a koeficientu reprodukce f;, tedy

7 bj_l
BIRs
7j=1

Sou¢tem oc¢ekavanych potomku jedince za vsechny rustové tiidy dostaneme R, dle
vztahu (3.26).

Nasledujici definice vymezuje ¢istou miru reprodukce pro Usherovu matici na zakladé
vyse uvedenych poznatki.

Definice 3.3. Necht U = F + G je Usherova matice (3.5), kterd je primitivni. Pokud
I-G je requldrni matice a matice T = F(I—-G)~! md kladné jednoduché ostre dominantni
vlastni ¢éislo o(T) = Ry, pak vlastni ¢islo Ry nazveme cistou mirou reprodukce projekéni
matice U. Pro vypocet Ry matice U plati vztah dany (3.26).

Pozndmka 3.3. Pro koeficienty prezivani a; a b; v rustové matici G plati a; +b; < 1 (3.6).
Je tedy pozadovéano, aby suma prvku ve sloupcich matice G byla rovna nebo mensi 1,
nebo-li o(G) < 1. Pokud pro rustovou matici G plati o(G) = 1, je matice I—G singularni.
Proto budeme pro rustovou matici G pozadovat o(G) < 1, tedy aby suma prvku alespon
v jednom sloupci matice G byla mensi 1.
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Véta 3.6. [10, Theorem 3] Necht U je projekéni matice (3.5) s ostie dominantnim
vlastnim cislem r splnugici podminky (3.6) a matice F a G jsou matice vyhovujici podmin-
kdm definice 3.3. Pak r > 1 (resp. r < 1 nebo r = 1), pravé tehdy, kdyz Ry > 1 (resp.
Ry <1 nebo Ry =1).

Diisledek 3.1. Jsou-li splnény podminky véty 3.6, rovnovazny bod n} dynamického systé-
mu (3.1) je asymptoticky stabilni (resp. nestabilni) préavé tehdy, kdyz Ry < 1 (resp.
Ry > 1). Pokud Ry = 1, pak existuje kladny rovnovazny bod nj = cv, kde ¢ je kladna

konstanta.

Priklad 3.3. Uvazujme populaci reprezentovanou 2. rustovymi tiidami s koeficienty re-
produkce a koeficienty prezivani dané reprodukéni matici F a rustovou matici G

Fo 01 | G_ 06 0 ‘
00 0,2 0,7
Usherova projekéni matice U = F + G je nezdporna matice 2. fadu
1
U— 0 n 06 0 _ 06 1 .
0 0 0,2 0,7 0,2 0,7

Usherova matice U je nerozlozitelnd a primitivni matice a podle Perronovy véty 2.20

bude mit kladné ostie dominantni vlastni ¢islo r rovno spektralnimu poloméru. Spektralni

I
151 10

a 0o(U) = r = 11 je ostfe dominantnf vlastn{ &fslo matice U.

polomér matice U je
11
10

0(U) = max {

Nyni uréime cistou miru reprodukce Ry projekéni matice U podle definice 3.3. Sta-

novime matici I — G a rozhodneme, existuje-li k ni inverzni matice.

Matice I — G je

e (L Oy _(o6 o) _(oa o)
0 1) \02 07 ~02 03

Vime, ze suma prvku ve sloupcich matice G je mensi nez 1, a jak uvadi pozndmka

3.2, matice I — G bude regularni. Determinant matice I — G je

04 0

det(T-G)=| '\

=0,12.

Protoze det(I — G) # 0, je matice I — G regularni a inverzni matice (I — G)™! je k

ni urcena jednoznacneé.

Odtud matice F(I — G)™! je
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Spektralni polomér matice T = F(I — G)~! je roven vlastnimu ¢islu Ry

oT) =max{'§\,|ow} -0

)
o(T) = 5 > 0]

a protoze plati

je Ry = g ostfe dominantni vlastni ¢islo nezdporné matice F(I — G)™! a odtud Ry je

¢istou mirou reprodukce projekéni matice U.

Cistou miru reprodukce Ry pro Usherovu matici U lze rovnéz vypoéist piimo pomoci
vzorce (3.26) na zékladé hodnot koeficient reprodukce f; a koeficientu prezivéni a; a by,
tedy

1 1 by 1 1 0,2 5

: =0- 1 —.
+ fo 0 1_076+

Ry = f - . . . =
o=h 1—a 1—a; 1—ay 1-06 1-07 3

3.2 Linearni model dvou ristovych trid

3.2.1 Sestaveni linearniho modelu 2 ristovych trid

Uvazujeme Usheruv linearni maticovy rustovy model monokulturniho lesa, kdy po-
rost (populace) je reprezentovan jednim druhem lesni dfeviny. Predpokladame, ze nové
generace lesa vznika na misté puvodniho porostu pfirozenou obnovou pod materskym
porostem. Nova generace vznika z nédletu a opadu semen vlastniho materského porostu.
Nedochézi k néletu (disperzi) semen z okolnich porosti, ani nedochézi k rozptylu semen
matefského porostu do okolnich porosti. Neuvazujeme o umélé obnové porostu, tedy
vysevem semen nebo vysadbou sazenic. Populace jedincu je v tomto pripadé uzaviena.

Lesni porost je strukturovan podle velikosti stromu a jejich plodnosti do 2 rustovych
tiid (i = 1,2)
n(t+1)=Un(t), n(0) >0, te€Ny, (3.27)

kde U; je Usherova projekéni matice 2 x 2. Stav zkoumané populace je reprezentovan

o= ().

kde n(t) a no(t) jsou pocty mladych, resp. dospélych stromu vyjadrenych na jednotku

vektorem

plochy v ¢ase t. Prvni rustova tiida odpovidd jedincum, ktefi dosud nedospéli a nejsou
plodni. Mluvime o tzv. juvenilnich jedincich. Druha ttida predstavuje jedince, kteri
dospéli a jsou plodni. Vektor n(0) predstavuje pocatecni stav lesa.

Prvni rustova trida odpovida fazi mladosti, ktera je vymezena podobou jedince od
semene, sazenice, stromku az po mlady strom. Ve fazi mladosti neni jedinec schopen dat
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vzniku dalsi generaci, tj. generativné se rozmnozovat ze semen. Druhda rustova trida od-
povida fazi dospélosti, do které zahrneme strednéveké, dospélé az prestarlé jedince. V této
fazi vyvoje je strom schopen vytvéaret semena a umoznuje tedy generativni (semennou)
reprodukci porostu.

Usherovu projekéni matici Uy vyjadiime podle (3.5) jako soucet reprodukéni matice
F; a rustové matice Gy, kdy u rustové matice budeme podle vztahu (3.11) predpokladat,
ze je souCinem matice s koeficienty prezivani S; a stochastické matice s podminénymi
mirami rustu P;. Tedy pro U; bude platit

Ul - F1 -+ Sl . P1
a diferencni rovnici (3.27) lze nésledné prepsat
n(t+1)=(F,+S;-Py)n(t), n(0)>0, teN,. (3.28)

Reprodukéni matice Fy € R?*2 je nezdporna matice

(0 f
F1_<o 0)

s jedinym nenulovym prvkem f. Jedna se o koeficient reprodukce pro stromy ve fazi
dospélosti, kdy pro tuto fazi predpokldadame generativni obnovu porostu. Parametr f
udava pocet zmlazenych stromku na jednotku plochy v 1. rustové tridé diky semenné
obnoveé dospélych stromu ze 2. rustové tiidy za jeden projekéni interval (¢, t+1). Koeficient
reprodukce pro jedince ve fazi mladosti je nulovy, protoze predpokladame, ze mladi jedinci
nejsou schopni semenné obnovy.

Matice S; € R?*? je nezdpornd matice

o S1 0
Sl - (0 52>

s koeficienty prezivani na diagonale matice. Koeficienty prezivani s; a s, udavaji pravde-
podobnost preziti mladého, resp. dospélého stromu béhem projekéniho intervalu (¢,t+1).

Stochastickd matice P; € R?*? je nezdpornd matice

P, = (1—p O)
P 1

s podminénymi mirami rustu p;. Parametr p = p; vyjadiuje pravdépodobnost, ze mlady
strom v case t az t + 1 dospéje, tj. doroste do faze dospélosti, a to za predpokladu, ze
béhem projekéniho intervalu neuhyne. Pro 2. rustovou tiidu plati py = 1.

Definice 3.4. Nezdpornou matici U; € R?*2 nazveme Usherovou projekéni matici linedr-

niho modelu 2 ristovych trid (3.28), prave kdyz pro jeji proky plati

U, = (81(1 —p) f) (3.29)

S1p 52

a zdroven
0<f, O0<p<l 0<s;<1 (i=12). (3.30)
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G(Uy)

s1(1-p) S1p S2

Obrézek 3.3: Graf zivotniho cyklu linedrniho modelu 2 rtstovych tiid s Usherovou matici U;
podle (3.29). Upraveno podle [30, Fig. 1].

Na jednotlivé vitalni miry Usherovy matice U; klademe pozadavky (3.30), které re-
spektuji realny vyvoj lesnitho porostu. Dospéli jedinci jsou schopni vytvaret semena,
dochézi tak k pfirozené obnové porostu (f > 0). Preziti mladych a dospélych stromu
neni nikdy jisté (si,ss < 1), pro mortalitu jedinci z obou rustovych tiid pak plati
0 < my,my < 1. Zmlazenym stromkum je umoznéno, aby dorostly do dospélosti
(s1,p > 0). Mlady jedinec muze byt ve vyvoji opozdén (p < 1). Dospély jedinci mohou
plodit po delsi dobu jejich zivota (sy > 0). Usherova projekéni matice U; podle (3.29)
je reprezentovand grafem zivotniho cyklu, resp. orientovanym grafem G(U;), ktery je
zobrazen na obrazku 3.3.

Véta 3.7. Necht je ddana Usherova projekéni matice Uy Fddu 2 podle definice 3.4, tj.
matice Uy je ve tvaru (3.29) a zdroven jeji proky spliuji podminky (3.30). Pak je Usherova
matice Uy nerozloZitelnd a primitivni.

Diikaz. Mé&jme Usherovu matici U; € R?*2, kterd splituje podminky pozadované na jeji
prvky podle definice 3.4. Vzhledem k danym predpokladum (3.30) jsou vSechny prvky
matice U; kladné, tedy podle definice 2.12 je U; kladna matice.

Nejprve dokdzeme sporem, Ze matice U; je nerozlozitelnd. Necht U; je rozlozitelna
matice fddu 2. Pak podle definice 2.16 lze matici U; vyjadiit ve tvaru (2.21), tedy

A, B
U, = 3.31
1 < 0 A2> 3 ( )

kde A1, As jsou ¢tvercové matice fadu 1 a 0 je nulova matice fadu 1, anebo lze matici
U; do tohoto tvaru prevést simultanni permutaci radku a sloupcu. Matice U; mé ve
tvaru (3.31) nulovy prvek 0, coz je ve sporu s predpokladem, ze U; je kladnd matice. To

znamend, ze matice U; je nerozlozitelna.

Déle dokazeme, ze matice Uy je primitivni. Vime, ze matice U; je kladnd (tedy
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nezapornd) a nerozlozitelnd. Pro kladnou matici plati U; = Uj > 0. Existuje tedy k = 1,
k € N, pro které Ul > 0. Podle véty 2.13 je U; primitivni matice. O

Pozndmka 3.4. Uvazujme pro koeficient reprodukce matice U; slabsi podminky, pripus-
time moznost f = 0, tedy bude platit f > 0. Kdyz nastane f = 0, bude matice U,

rozloziteln4.

3.2.2 Obecné teseni linearniho modelu 2 rastovych trid

Obecné feseni linedrntho modelu 2 rustovych tiid (3.28) s Usherovou matici U; za-
danou podle definice 3.4 — jednd se o homogenni soustavu dvou lineadrnich diferen¢nich

rovnic s konstantnimi koeficienty — budeme hledat ve tvaru linearni kombinace 2 linearné
2

nezavislych fesenf {n;(t) }2‘:1

2

n(t) =Y emy(t), (3.32)

i=1
kde ¢; jsou libovolné konstanty. Bude-li pro kazdé vlastni ¢islo \; matice U; platit v, (\;) =

vg(Ai), 1ze obecné feseni (3.32) pomoci spektralniho rozkladu matice Uy vyjadiit ve tvaru
(3.22), resp. (3.23), tedy

2 2
n(t) = Z Mv;win(0) = Z CiAV; (3.33)
i=1 i=1

kde \;, v; a w; jsou vlastni ¢isla a odpovidajici pravé a levé vlastni vektory matice Uj.
Vektor n(0) = (n,(0),n2(0))7 je pocateéni podminka reprezentujici poc¢atecni strukturu
lesa.

Vlastni ¢isla matice U; odpovidaji korentim charakteristického polynomu této matice

- p)— A
pu,(A) = det(Uy — AI) = il sj)) 52i)\ :

Rozvojem determinantu nalezneme charakteristicky polynom py, (A), ktery polozime
0 a dostaneme charakteristickou rovnici matice U;
pu,(A) = A%+ A(—=81 — 89+ 81p) + 8182 — 8189p — s1pf = 0. (3.34)
Diskriminant charakteristické rovnice (3.34) je
D= (s1(1 —p) = 52)* +4sipf (3.35)
a hledand feSeni charakteristické rovnice (3.34), tedy vlastni ¢isla matice Uy, jsou

sil—p)+s2 VD s11—p)+sy VD
A = Ay = — . .3
! 2 T 2 2 2 (3.36)

Vzhledem k predpokladum (3.30) je D > 0, takze \; a Ag jsou dva ruzné redlné koreny
charakteristické rovnice (3.34). Spektralni polomér matice Uj je roven vlastnimu ¢islu Aq,
tedy

o(Uy) = max {|\], [Ae]} = Ny (3.37)
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a protoze plati

o(U1) = A1 > Ao , (3.38)

je A1 ostfe dominantnim vlastnim ¢islem matice U;. Protoze charakteristicky polynom
pu, (A) ma dva ruzné koteny, bude matice U; mit podle véty 2.3 dva linearné nezavislé
vlastni vektory, a tedy podle véty 2.4 plati v,(\;) = v,(\;). Matice Uy je jednoduchou
matici a podle véty 3.3 je mozné obecné teseni linearniho modelu 2 rustovych tiid hledat
ve tvaru (3.33).

K vlastnim éislim A; matice U; urcime pravé a levé vlastni vektory v;, resp. w;.
Substituci vlastnich ¢isel A; a Ay do (2.6) dostaneme homogenni soustavy

)\13 (81(1 —p) — )\1)211 + f’U2 =0 )\22 (81(1 —p) — )\2)’01 + fUQ =0
S$1pU1 + (82 - )\1)’[)2 =0 S1pU1 + (82 - )\2)1)2 =0

a jejich vyreSenim nalezneme pravé vlastni vektory

1 1
Vi= | a-s-p) | Vo= as(iop) | - (3.39)
I 7

Matice pravych vlastnich vektoru je

1 1
V= A—s1(1-p) A2—s1(1-p) | -
f f

K matici V uréfme inverzni matici V!, tedy hermitovsky transponovanou matici
levych vlastnich vektori W | tedy

s1(1—p)—Xa f
V_]- — WH — )\1—)\2 )\1—)\2 .

A1—s1(1—p) —f
/\1—)\2 )\1—/\2

R4dky matice W jsou levé vlastni vektory

s1(1—p)—Az A—s1(1-p)
W, = )\1?)\2 , Wy = )‘l:f)‘Q . (340)
)\1—)\2 A1_)\2

Déle urcime spektralni matici A; odpovidajici matici Uy, tedy

(N0
Al_(o Az)_

Obecné teseni Usherova linedrniho modelu 2 rustovych tiid s vyuzitim spektralniho
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rozkladu matice U, lze zapsat

n(t) = Uin(0)
= VAYW#n(0)

1 1 )\t 0 s1(1—f)—)\2 i n (O)
- (Al_sl(l_p) >‘2—31(1—P)) (Ol )\t) ()qilsl(?Q_p) Alﬁsz nl(())
! ! 2 A1—A2 Al—A2 2
sil—p) =N f 1
- (nl(()) . AL — Ao Fna(0)- AL — Ao A M—si(1-p) | T

7
A —si(1—p)

f 1
-+ (nq(O) W —n2(0) - N A | domsiop) |
7

kde ¢ = ny(0)- 24222 4y (0)- 5L > 0 acp = 0 (0)- 2522 — 1y (0) - 145 > 0 jsou

konstanty, jez jsou urceny jednozna¢né a vyjadiuji vliv pocate¢nich podminek n(0) > 0
v (3.33).

(3.41)

Priklad 3.4. Uvazujme lesni porost strukturovany do dvou rustovych tiid, které od-
povidaji stromum ve fdzi mladosti a fazi dospélosti. Dynamika stavu lesa je charakte-
rizovana koeficientem reprodukce dospélych jedincu f = 4, koeficienty prezivani mladych
a dospélych jedincu s; = 0,4, resp. s = 0,6 a podminénou miru rustu mladych jedincu
p = 0,25. Odpovidajici projekéni matice je

04-(1-025) 4
U, = .
0,4-025 06

Pocatecni stav lesa je ddn vektorem n(0) = (2000,200)7 s hodnotami po¢tu mladych
a dospélych stromt na jeden hektar.

Vlastni ¢isla Uy vypoctend podle vztahu (3.36) jsou A; = % a Ay = —%. Témto
vlastnim ¢islum odpovidaji prislusné pravé a levé vlastni vektory odvozené na zakladé

vztahu (3.39), resp. (3.40), které jsou vi = (1,1)7, vo = (1,=3)T a w; = (3,197,

137 13
Wy = (%7_%)T'

Obecné feseni odvozené podle vztahu (3.41) je

AR WA 340\ (2000
“““(% - )( o <—%>t> (— —) (200)
18000 /11\'[1 8000 N[ 1
S () <%>+F(‘5> ()

a pro prvnich 20 projekénich intervalu je prubéh feseni vykreslen v grafu na obrazku 3.4a.

o=

Dynamika ristu lesa je zobrazena ve struktufe jedincu ve fazi mladosti a fazi dospélosti a
je patrné, ze velikost obou rustovych tiid roste exponencialné. Vyvoj relativnich zastou-
peni jednotlivych rustovych tiid je znazornén v grafu na obrazku 3.4b, ze kterého vyplyva,
ze relativni ¢etnost mladych a dospélych jedincu zustava po nékolika projekénich inter-
valech konstantni. Rustova struktura porostu konverguje ke stabilni rustové struktufe.
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(a) Vyvoj poctu mladych stromt n(t) a dospélych (b) Vyvoj rustové struktury porostu, N(t) =
stromu na(t). n1(t) + na(t).

Obréazek 3.4: Vyvoj lesa strukturovaného na mladé a dospélé jedince na zakladé projekci
linedrnfho rustového modelu (3.28) s Usherovou matici Uy z piikladu 3.4 pro zvolené hod-
noty vitdlnich mér f = 4, s; = 0,4, so = 0,6, p = 0,25 a pocatecni podmince nq(0) = 2000,
n2(0) = 200.

Prubéh teseni Usherova rustového modelu se shodnymi hodnotami vitdlnich meér,
ale pri ruznych pocatecnich podminkach, je znazornén na obrazku 3.5. Pro jednotlivé
pocatecni podminky je celkova velikost porostu na pocatku vzdy stejnd, N(0) = ny(0) +
n2(0) = 2200. Podminky se lis{ v rustové struktute. Z vysledku je patrné, ze celkovéa
velikost porostu ve vSech piipadech exponencialné roste (obrazek 3.5a) a relativni zastou-
peni jednotlivych rustovych tiid konverguje ke stejné rustové struktuie (obrazek 3.5b).
Pocatecni struktura porostu ovliviiuje pouze celkovou velikost porostu v case t.

A

3.2.3 Asymptotické vlastnosti linearniho modelu 2 ruistovych
trid

Obecné teseni linedrniho rustového modelu 2 rustovych tiid (3.41) s primitivni pro-
jekéni matici U; je podle (3.25) asymptoticky ekvivalentni s jeho limitnim tvarem, tedy
feseni odpovida

n(t) ~c; Aovy

~ (nl(O) = N 2 +12(0) - Ny M| dmsiaep) |
f

kde ¢; = win(0) > 0.
Asymptotické chovéni linedrniho dynamického systému (3.28) s Usherovou matici Uy
danou podminkami dle definice 3.4, kterd je podle véty 3.7 primitivni, vyhodnotime z
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(a) Vyvoj celkového poctu stromu. (b) Vyvoj relativniho zastoupeni mladych stromu
v porostu.

Obrazek 3.5: VIiv pocate¢nich podminek na dynamiku rustu lesa. Projekce linedrniho rustového
modelu (3.28) s Usherovou matici U; z piikladu 3.4 pro f =4, s; = 0,4, s2 = 0,6, p = 0,25. Pro
pocateéni stav vzdy plati N(0) = 2200. Poc¢éteéni podminky jsou n(0) = (2190,10)7 (zlutd),
n(0) = (2000,200)” (modra), n(0) = (1600,600)” (¢ervend), n(0) = (1100,1100)7 (zelend),
n(0) = (300, 1900)7 (fialova).

ostfe dominantniho vlastniho ¢isla Aj, resp. s vyuzitim véty 3.6 podle ¢isté miry repro-
dukce porostu Ry.

Podle silné verze Perronovy-Frobeniovy véty 2.21 ma Usherova primitivni matice U,
realné kladné jednoduché vlastni ¢islo rq, které je ostie dominantni. V piipadé matice U,
je r1 = Aq, tedy Ay je rovno spektralnimu poloméru (3.37) a je vétsi, nez modul ostatnich
vlastnich éisel (3.38). K Perronovu vlastnimu éislu

- s1(1 —2p) + 59 n V(511 —p) ; $2)° +4s1pf (3.43)

existuje pravy a levy redlny kladny Perrontv vlastni vektor, ktery podle (3.39), resp.

(3.40) je
1 s1(1—p)—A2
Vi= | x-si(1-p) | » Wy = )‘1}’\2 . (3.44)
! A1—A2

Dynamiku lesniho porostu o 2 rustovych tiidach Ize charakterizovat pomoci ¢isté miry
reprodukce Ry. Protoze Usherova matice U; je primitivni, 1ze Ry vypocist podle definice
3.3. Uréime matici I — Gy, resp. I — Sy - P a rozhodneme, zda-li k ni existuje inverzni
matice.

Matice I — S - Py je
1_S, .P, - 1 0) (si(1—=p) 0 _ 1—s1(1—p) 0 .
0 1 s$1p So —S1p 1—s9
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Determinant matice I — S; - Py je

1-81(1-])) 0

=1 — 51 —82+8182—|—81p—8182p.
—S1p I — s

det(I — Sl . Pl) =

Vzhledem k podminkam (3.30) matice U; danymi definici 3.4 plati det(I—-S;-Py) # 0.
Matice I—S; - Py je reguldrni a inverzni matice (I—S;-P;)~! je k nf uréena jednoznaé¢né.

Odtud matice T, = F;(I—S;-P;)7 ! je

1 sipf f
T, = 0 f 1-s1(1—p) 0 — (1—82)(111351(1—1))) 1—s2
1 0 0 S1p 1 O 0 .
(I=s2)(I=s1(1-p)) 1—s2

Matice T je horni trojuhelnikova matice a tedy pro ni plati, zZe vSechny jeji vlastni

¢isla jsou diagonalni prvky. Vlastni ¢isla matice T jsou Ry = A1 a Ay = 0, kde

Ry = $10] > 0. (3.45)

(1 =52)(1 = s51(1=p))

Spektralni polomér matice T je roven vlastnimu ¢islu

o(T1) = max {|Rol,|0|} = Ry

a protoze plati
o(T1) = Ro > 0],

je Ry ostfe dominantnim vlastnim ¢islem nezaporné matice T a odtud Ry je ¢istou mirou
reprodukce projekéni matice Uj.

Rovnovaznym bodem dynamického systému (3.28), jehoz projekéni matici je Usherova
matice ve tvaru zadaném definici 3.4, spliiujici feSeni rovnice

n* =U;n*

je pocatek n = (0,0)T, tzv.extinkéni rovnovazny bod, ve kterém lesni porost odumiré.
P1i pocatecnim stavu porostu n(0) = 0 zustava dynamicky systém vzdy v tomto triviél-
nim rovnovazném bodé. Pokud pro ostfe dominantni vlastni ¢islo plati r; = 1, je rov-
novaznym bodem systému kladny rovnovazny bod nj, resp. nekonetné mnoho dalsich
netrivialnich bodu, které odpovidaji konstantnimu nasobku vlastniho vektoru vj.

V souvislosti se stabilitou rovnovdznych bodu n7 a ny vyslovime nasledujici lemma.

Lemma 3.8. Necht je ddn linedrni dynamicky model 2 ristovych trid (3.28) s Usherovou
projekéni matici Uy a poédtecni podminkou 0 < n(0) # 0. Predpokladame, ze U; je
kladnd matice danda podminkamsi dle definice 3.4 s ostre dominantnim vlastnim cislem ry,
kterému odpovida pravy a levy vlastni vektor, vi > 0, resp. wy > 0. Pak pro kaZdé s,
Sq, p existuje f* € (0,00) tak, Ze rovnovdzngm bodem modelu je

(1) (globdlné) asymptoticky stabilni poédtek ny prdvé tehdy, kdyz f < f*,
(2) nestabilni pocdtek n} prdvé tehdy, kdyz f > f*,
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(3) kladny rovnovdiny bod nf = cvy, pravé tehdy, kdyz f = f*. Netrividlni rovnovdznyj

bod ny, je ddn jednoznacné aZ na konstantu ¢ € Ry a plati ¢ = win(0).

Diikaz. Podle véty 3.5 o stabilité poc¢atku n} a existenci netrividlniho rovnovazného bodu
n;, rozhoduje ostte dominantni ¢islo rq, resp. podle véty 3.6 a jejiho dusledku 3.1 cistd

mira reprodukce Rj.

Ostfe dominantni ¢islo r; je dané dle vztahu (3.43) a zdvisi na vSech parametrech
modelu, r, = r1(s1, S2, p, f). Cist4 mira reprodukee je uréena pro matici U; podle vztahu
(3.45) a rovneéz zavisi na vsech parametrech modelu, Ry = Ro(s1, $2,p, f)-

Podle véty 3.5, resp. véty 3.6 je pocatek asymptoticky stabilni praveé tehdy, kdyz
rp < 1 (resp. Ry < 1). Pocéatek je nestabilni pravé tehdy, kdyz ry > 1 (resp. Ry > 1).
Pokud r; = 1, existuje kladny rovnovazny bod urceny jednoznacné az na konstantu.

Z toho lze usoudit, ze kritické hodnoty parametru jsou takové, kdy m&a Usherova
matice U; ostie dominantni ¢islo, resp. ¢istou miru reprodukee rovnu 1. Ze vztahu (3.43)
pro ostie dominantni ¢islo r1, resp. ze vztahu (3.45) pro ¢istou miru reprodukce Ry lze
vyjadrit zavislost parametru f na ostatnich parametrech sy, so, p pro ri(s1, s2,p, f) =1,
resp. Ro(s1, S2,p, f) = 1. Kritické hodnoty parametru jsou ty, které vyhovuji rovnosti

(1—s52)(1 = s1(1—p))
S$1p .

=

Jestlize parametry modelu (3.28) spliuji nerovnost f < f* (resp. f > f*) je pocétek
(globélné) asymptoticky stabilni (resp. nestabilni). Pokud plati rovnost f = f*, existuje
kladny rovnovazny bod. O

Pozndmka 3.5. V piipadé (1) lemmatu 3.8 je pocatek n’ stabilni a je globalnim atrakto-
rem, dochdzi k extinkci populace, tedy odumiréni porostu. V piipadé (2) je pocatek n*
nestabiln{ a je repeler, porost roste exponencidlné bez omezeni. V piipadé (3) existuji u
dynamického systému neasymptoticky stabilni netrividlni rovnovazné stavy odpovidajici
konstantnimu nésobku Perronova vlastntho vektoru vy daného dle (3.44). Stav porostu
bude odpovidat stabilni rustové struktute. Pii tomto rovnovazném stavu urcuje konstanta
¢ celkovou velikost porostu, ktera je imérnd vazenému souctu slozek pocatecniho stavu

n(0), kdy véhy jsou dany slozkami Perronova levého vlastniho vektoru w; dle (3.44).

V grafu na obrazku 3.6a je ilustrovdna dynamika rustu porostu Ny (t) (zelend trajek-
torie), pokud je pocdtek asymptoticky stabilni a dochazi k odumirdni porostu. Pro N3(t)
(modré trajektorie) roste porost exponencidlné bez omezeni, pocéatek je nestabilni rov-
novazny bod. Dynamika porostu Na(t) (oranzova trajektorie) je urcena neasymptoticky
stabilnim kladnym rovnovaznym bodem, stav porostu je neménny.

Vyvoj lesniho porostu se po dostatecné dlouhém vyvoji chova podle limitniho tvaru
obecného feseni (3.42), dlouhodobd dynamika stavu lesa je urCena r, a vi. V grafu na
obrazku 3.6b — pro uvedené 3 piipady asymptotického chovani linearniho rustového mo-
delu — je patrné, Ze jiz po 3 projekcnich intervalech je stav lesa projektovany limitnim
tvarem feseni (3.42) na stejnych hodnotéch jako pii projekei obecnym fesenim (3.41).
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(a) Dynamika obecného fesenf linedrntho modelu 2 (b) Porovndni dynamiky obecného feseni (3.41)
rustovych t¥{id (3.41). (plnd c¢dra) a asymptoticky ekvivalentniho li-
mitniho tvaru feseni (3.42) (pferusovand ¢éra).

Obrazek 3.6: Vyvoj celkového stavu lesa N(t) na zédkladé projekei linedrniho rustového modelu
(3.28) s Usherovou matici Uy pro zvolené hodnoty vitalnich mér s; = 0,4, s = 0,5, p = 0,3 a
pocétecni podmince n1(0) = 2000, ng(0) = 200 v zavislosti na hodnoté f. Koeficient reprodukce
je f=1,7 (zelend), f = 3 (oranzovd), f = 3,7 (modra). Grafickd ilustrace k pozndmce 3.5.

Pozndmka 3.6. Predpis pro kritické hodnoty parametru urcujici hraniéni hodnotu koefi-
cientu reprodukce f* plyne z dikazu lemmatu 3.8, tedy
(1—s)(1 = s1(1—p))

* = e (1,0) . 3.46
f $1p ) S51,52,D ( ) ( )

Vztah mezi f* a podminénou mirou rustu p pti danych hodnotach koeficienttu preziva-
ni s; a s je ilustrovan v grafu na obrazku 3.7a. Pfi vhodnych rustovych podminkach —
podminky ovliviiujici miru mortality mladych a dospélych jedincu jsou neménné — bude
lesni porost prosperovat i pii nizsi semenné produkci dospélych jedincu, hraniéni hodnota
koeficientu reprodukce f* bude pro pteziti porostu mensi.

Obdobné to plati pro podminky ovliviiujici miru mortality mladych a dospélych
jedincu. Pfi vhodnych podminkach prostiedi zarucujici vyssi pravdépodobnost preziti
mladych a dospélych jedincu — za predpokladu, ze rustové podminky p budou neménné —
bude porost rust bez omezeni i pii nizsich hodnotach reprodukce. Prubéh zavislosti mezi
f* a koeficientem prezivani dospélych jedincu s, pti danych hodnotdach podminéné miry
rustu p a koeficientu prezivani mladych jedincu s; je zobrazen v grafu na obrazku 3.7b.

Podle tvrzeni véty 3.7 je Usherova projekcni matice U; dand podminkami definice
3.4 primitivni. Odtud na zakladé véty 3.4 pro rustovy model (3.28) plyne, ze dlouhodoba
dynamika stavu lesa nezavisi na poc¢atecni rustové strukture. Linearni model 2 rustovych
ttid je tak ergodicky. Dlouhodoby vyvoj lesa zavisi na vlastnim ¢isle 1, které v souvislosti
s vétou 3.5 a poznamkou 3.1 predstavuje koeficient rustu lesa, a vlastnim vektoru v, jez
odpovida stabilni rustové struktufe porostu. Bez ohledu na pocatecni stav lesa bude
struktura porostu po dostateéné dlouhém vyvoji odpovidat stabilni rustové strukture,
kdy rust porostu je dan ostie dominantnim ¢islem. Pocatecni stav porostu n(0) ovliviiuje
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(a) Zavislost f* na parametru p pro dané hodnoty (b) Zavislost f* na parametru s pro dané hodnoty
parametru s; a Ss. parametru s, a p.

Obrézek 3.7: Zavislost f* na parametru p a so, kdy f* je ddno (3.46). Grafickd ilustrace k

poznamce 3.6.

pouze celkovou velikost lesa, kdy relativni ptispévek jednotlivych rustovych tiid — dané

pocatecnim stavem — k celkové velikosti porostu je urcen prvky Perronova levého vlastniho
vektoru.
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4 Zaver

Predmétem bakaldrské prace bylo studium maticovych populac¢nich modelu, které
popisuji vyvoj lesniho porostu strukturovaného do rustovych tfid v case plynoucim v
diskrétnich krocich. Pozornost byla vénovana deterministickému linedrnimu modelu riastu
lesa s Usherovou projekéni matici, ktera je nezapornou c¢tvercovou konstantni matici s
kladnymi prvky umisténymi na prvnim fadku, na diagondle a dolni subdiagonale. Z
pohledu dynamiky rustu lesa a analyzy asymptotického chovani linearntho modelu jsou
klicové prave vlastnosti Usherovy matice. Proto jsme v tivodni ¢asti prace formulovali
dulezité véty a definovali vychozi pojmy z teorie maticové algebry nezapornych matic.

Vychozim tvrzenim pro studium vlastnosti nezapornych matic byla Perronova véta
2.20, kterd shrnuje stézejni spektralni vlastnosti kladnych ¢tvercovych matic. Na zakladé
tvrzeni Perronovy véty ma kladna ctvercova matice ostfe dominantni vlastni ¢islo r.
Tomuto vlastnimu c¢islu odpovida jediny linedrné nezavisly vlastni vektor v, ktery je
realny a lze jej volit za kladny.

Jelikoz nezdpornost matice neni prilis silnd vlastnost (mezi nezdporné matice patif
i nulova matice), neplati pro ni z zadnych zavéru Perronovy véty. Zvysime-li vsak po-
zadavky na nezapornou matici — budeme pozadovat, aby nezaporna matice byla ne-
rozlozitelnd — lze zavéry Perronovy véty rozsitit na tuto specialni tiidu nezapornych
matic. Nezaporné nerozlozitelné matice zahrnuji rovnéz vsechny kladné matice. Proto
je Perronova-Frobeniova véta 2.21 tvrzenim, které rozsituje vysledky Perronovy véty na
nezaporné nerozlozitelné matice. V piipadé, ze nezaporna nerozlozitelnd matice splnuje
dalsi vlastnost — je primitivni — plati Perronova véta 2.20 v plném rozsahu, a mluvime o
silné verzi Perronovy-Frobeniovy véty 2.21.

P11 konstrukei obecného linedrniho maticového modelu o k rustovych tridach — v sou-
vislosti se silnou verzi Perronovy-Frobeniovy véty 2.21 — jsme pozadovali, aby Usherova
matice byla nerozlozitelna a primitivni. Z pohledu asymptotického chovani modelu neni
tento pozadavek nikterak omezujici a je platny pro vétsinu aplikaci. Z asymptotickych
vlastnosti feseni modelu vyplynulo, ze dlouhodoba dynamika lesniho porostu zavisi na
ostfe dominantnim cisle r a stav lesa konverguje ke stabilni rustové struktufre, jez od-
povida konstantnimu nasobku vlastniho vektoru v. Je-li r > 1, lesni porost roste expo-
nencialné bez omezeni. Pokud r < 1, lesni porost odumira. Dlouhodoba dynamika naopak
nezavisi na pocatecni struktufre stavu lesa, linedarni maticovy model je ergodicky.

Ptikladem maticového strukturovaného populacniho modelu, ktery jsme sestavili v ka-
pitole 3.2, byl linearni model rustu lesa o dvou rustovych tridach. Prvni tfida odpovidala
mladym neplodnym jedincum a druhou t¥idu tvorili dospéli plodni jedinci. Pro tento mo-
del jsme odvodili ¢istou miru reprodukce porostu Ry, biologicky parametr modelu, ktery
udava pocet potomku nové zmlazenych stromku béhem jejich zZivota. Na zakladeé cisté
miry reprodukce jsme stanovili hrani¢ni hodnotu koeficientu reprodukce tak, aby bylo
mozné rozhodnout o stabilité poc¢atku. Z vysledku vyplynulo, ze lesni porost bude dlou-
hodobé prosperovat i pti nizsi mite prirozené obnovy, pokud pro jeho rust budou zajistény
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vhodné rustové podminky nebo mortalita mladych, resp. dospélych jedincu bude na nizké
drovni.

Linearni maticovy model 2 rustovych trid jsme sestavili za podminek dané definici
3.4. Predpoklddali jsme, ze Usherova projekéni matice U je nerozlozitelna a primitivni.
Moznym rozsitenim modelu je uvazovani slabsich podminek pro podminénou miru rustu
a koeficient prezivani dospélych jedincu. Pokud bude pro p a s misto podminek (3.30)
platit 0 < p < 1 a0 < sy < 1, je moznym piikladem pii p = 1 a s5 = 0 nasledujici

podoba Usherovy matice
0 f
U, —
2 <31 O> )

ktera bude nerozlozitelna a imprimitivni. Orientovany graf matice G(Uj) bude mit jediny
cyklus o délce 2 (viz orientovany graf na obrazku 2.2 z piikladu 2.6). Jak uvadi [9],
celkovy stav porostu bude exponencialné rust nebo klesat s oscilacemi o periodé rovné 2
a to podle toho, zda dominantni ¢islo » matice Uy bude vétsi, resp. mensi nez 1. Oproti
modelu s primitivni matici U; nebude struktura porostu po dostatecné dlouhém vyvoji
konvergovat ke stabilni rustové struktufe, nicméné linearni dynamicky systém s matici
U, bude ergodicky. Piikladem lesniho porostu, ktery odpovida dynamickému systému s
Usherovou matici Us, je vimladkovy les. Stromy ve vymladkovém lese béhem projekéniho
intervalu dorostou do dospélé faze, kdy na konci intervalu jsou sefezany blizko zemé a
poté z parezu vyrazi nové vymladky. Takto lze stromy sefezavat opakované.

Dalsi moznou modifikaci je linedrni rustovy model s postreprodukéni fazi vyvoje.
Prvni rustova faze bude tvorena jedinci, ktefi béhem projekéniho intervalu dospéji a
budou plodni. Druhd rustova faze odpovida vyvojové fazi dozivani, do které zahrneme
prestarlé jedince, ktefi jiz plodni nejsou. Podoba Usherovy matice s postreprodukéni féazi

bude nasledujici
U3:<81(1_p)+f O) 7
S1p S2

kdy koeficienty prezivani s; a s, udavaji pravdépodobnosti preziti dospélého, resp. pre-
starlého stromu a rustovy parametr p vyjadiuje pravdépodobnost, ze dospély strom
béhem projekéniho intervalu doroste do postreprodukéni faze a neuhyne. Budeme-li
predpoklddat, ze vitalni miry matice Uj splauji podminky (3.30), matice Uz bude rozlo-
zitelnd. Prvek si(1 — p) + f predstavuje projekéni matici, kterd odpovida reprodukéni
rustové tridé a je nerozlozitelnd a primitivni. Reprodukéni ¢ést porostu se bude vyvijet
zpusobem popsanym pro dynamicky systém s primitivni projekéni matici. Dlouhodoba
dynamika celého systému bude zaviset na pocatecnim stavu lesniho porostu, tedy podle
toho, jaké bude relativni zastoupeni prestarlych jedincu, ktefi nejsou schopni semenné
obnovy [5].

U linearniho maticového modelu jsme predpokladali, ze vitalni miry projekéni matice
jsou v case konstantni, lesni porost mohl rust exponencidlné bez omezeni. Z duvodu
kompetice jedincti o zdroje neni tento predpoklad redlny. Vitalni miry mohou zdviset na
soucasném stavu porostu (resp. hustoté porostu), proto je vhodné uvazovat dynamicky
systém s nelinedrnimi ¢leny. Linearni maticovy model 2 rustovych t¥id lze modifikovat ve
smyslu nahrazeni jedné ¢i vice vitalnich mér skalarni funkci s celkovou hustotou porostu
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g = q(N(t)), kdy ¢ je kladna a ostie klesajici funkce — vliv hustoty na stav porostu je

nezadouci. Jako priklad projekéni matice nelinearntho maticového modelu 2 rustovych

—bN(t

tiid s Rickerovou exponencidlni funkei ¢(N) = e ) 1ze uvést nasledujici Usherovu

U, = <Ule_w(t)(1—p) f>

e PN 59

matici

bN() je koeficient prezivani mladych jedincti zavisly na celkové hustoté

kde s; = o1e”
porostu, o je parametr nezavisly na hustoté porostu, b je kladny parametr [30, 31].
Nelinedrni parametr s; predstavuje proces vnitrodruhové kompetice o svétlo a ziviny
mezi mladymi jedinci, rovnéz mortalita mladych jedincu je ovlivnéna nésledkem zastinéni
vys$sim patrem dospélych jedincu. Jak uvadi [30], nelinedrni dynamicky systém s Ushero-
vou projekéni matici Uy bude mit dva rovnovazné body, pocatek n? a kladny rovnovazny
bod ny.
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