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Prologo

Cuando una persona escucha la palabra fiabilidad le vienen a la mente distintos significados. Se
utiliza coloquialmente para describir a una persona y también para describir un objeto. Ademds, la
palabra fiabilidad se define como la probabilidad de buen funcionamiento de algo.

La teoria de la fiabilidad se aplica en diferentes dreas: en Medicina, para calcular la probabilidad
de supervivencia de un paciente a un tratamiento, en Demografia para calcular el tiempo vida de una
persona en un determinado pais o en Ingenieria para estudiar la duracién de un componente eléctrico. El
siguiente trabajo se centra en una visiéon mas ingenieril donde el objetivo es observar el comportamiento
del producto fabricado. M4s concretamente, al final del trabajo estudiaremos, el tiempo de vida de los
aires acondicionados de los aviones Boeing 720, un articulo cldsico en la teoria de la fiabilidad de Frank
Proschan [5].

El estudio de la fiabilidad se basa en la observacién de los tiempos de fallo de un mecanismo y
dentro del 4rea de la Estadistica, se conoce como el andlisis de supervivencia. La tasa de fallo es la in-
formacién mas valiosa para conocer la forma en la que una componente falla y en consecuencia conocer
la fiabilidad de ese producto. Se distinguen de tres formas el comportamiento de los fallos: siguiendo
una tasa de fallo creciente, tasa de fallo decreciente o tasa de fallo constante. Existen también tiempos
de fallo cuya tasa no es monétona (por ejemplo, los seres humanos tienen tasa de fallo decreciente al
principio de su vida y tasa de fallo creciente al superar la infancia). Pero en este trabajo nos centraremos
en las tasas de fallo monétonas.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1, se tratan los conceptos previos
que debemos conocer para entender y demostrar los resultados que describiremos a continuacién. En el
capitulo 2, definiremos el concepto de sistema coherente de n componentes y algunos resultados basi-
cos en este contexto. En el capitulo 3, introduciremos el concepto de tiempo de vida y describiremos el
comportamiento de los sistemas segin su tasa de fallo. Analizaremos la tasa de fallo de algunas distribu-
ciones que se utilizan habitualmente para describir tiempos de vida (Gamma o Weibull, por ejemplo). En
el capitulo 4, describiremos la distribucion de tiempos de vida para sistemas coherentes cuyas compo-
nentes tienen tiempos de vida con tasa de fallo monétona. En este capitulo, introduciremos el concepto
de tasa de fallo mondtona en media. Para estos capitulos de informacion mas teérica nos hemos basado
en los libros [1], [3] y [4]. Finalmente, en el capitulo 5, aplicaremos los conceptos estudiados para los
datos recogidos del articulo [5]. El apéndice A es necesario para el capitulo 5 donde se ilustran algunos
de los datos que se comentan a lo largo de este capitulo.
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Summary

Reliability theory is the discipline which studies the probability that a system works correctly. This
theory is applied in many different areas such as Engineering, Medicine, and Economics, among others.
The aim of this work is to study different systems and what class of life distribution they have.

This work is divided into five chapters. Chapter 1 describes general notions that are going to be
useful along the project. It is divided into 3 sections.

e General notions about random variables, their definitions and different functions: distribution
function and survival function. Apart from this, we introduce the concept and properties of inde-
pendent random variables.

e Sections two and three contain general notions about convexity, concavity, log-convexity and log-
concavity. Apart from those definitions, we also show some interesting properties that will be
useful in chapters 3 and 4.

Chapter 2 describes the functioning of a reliability system. We denote by ¢ the structure function of the
system. This function brings back the value 1 if the system is working or O elsewhere. We will see some
examples of the most commonly used systems: series, parallel and k-out-of-n. Then, we will define a
coherent system, for this concept we need to define the concept of relevant component. Once this is
defined, we will distinguish between deterministic coherent systems and random coherent systems. The
first one happens when the state of each component is either O (failure) or 1 (working), and the second
one happens when the state of each component is a random variable which takes the previous values
with a certain probability. In addition, we introduce a general way to explain coherent systems which is
representing them in terms of path sets and cut sets.

In chapter 3 we consider a random variable X that represents the life length of a unit. We will define
the following concepts:

e Conditional survival function, this function is the survival function of a unit of age ¢.

o Failure rate, this is the frequency with which a component fails at time t and is represented by

r(t).
e Failure function which is the cumulative failure rate and is represented by R(?).

Then, we distinguish between three types of aging. When a system aging is constant, when it has an
increasing failure rate (IFR) and when it has a decreasing failure rate (DFR). Then, we consider the most
important parametric families of life distribution with monotone failure rate, these are, Exponential Dis-
tribution, Weibull Distribution, Gamma Distribution and Truncated Normal Distribution. However, to
be able to describe the monotonicity properties of the Truncated Normal density, we need to introduce
the class of Pdlya frequency functions of order 2 (PF,) and some properties which connect IFR and
DFR properties with Pélya frequency functions.



VI Summary

At this moment, we realise that we have studied the reliability in a fixed moment of time, whereas
in chapter 4, we will study the system reliability during the interval [0, ¢]. This chapter is composed of
three sections. The main objective of the first section is to prove the IFRA Closure Theorem. In order to
prove this theorem, we need to define the meaning of increasing failure rate average (IFRA) and decrea-
sing failure rate average (DFRA) and prove some other properties to achieve the objective. The next two
sections are focused on proving the preservation of life distribution class under reliability operations,
the first operation is the addition of life lengths, and the second one is the mixture of distributions.

Finally, the last chapter is the most practical one. We will take data shown in the article written by
Frank Proschan in 1963 [5]. This article focuses on a pooled data on the times of sucessive failures
of the air conditioning system of Boeing 720 jet airplanes. We will analyze this data to confirm that
each airplane separately has an exponential distribution and the life distribution of the whole data has a
decreasing failure rate. We will introduce the Epstein Test to check these assumptions.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

A continuacién, introduciremos algunas de las nociones bdsicas necesarias a lo largo del trabajo.
En lo que sigue (L, 7, P) es un espacio de probabilidad, esto es, L2 representa el conjunto de posibles
resultados de un experimento aleatorio, # es una o -dlgebra de sucesos definida sobre Q y P es una
funcién de probabilidad definida sobre la familia 7, es decir, a cada suceso se le asigna una probabilidad
de que ocurra.

1.1. Nociones basicas acerca de variables aleatorias

Definicién 1.1. Sea (Q, ¥, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una aplicacién X : Q — R es
una variable aleatoria real (v.a) si verifica {X <x}={w: X(w) <x} € F, xeR.

Definicion 1.2. Sea (Q, 7, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una v.a X : Q — C es discreta
con valores en C C R, si C es finito o numerable.

Definicion 1.3. Sea (Q, 7, P) un espacio de probabilidad. Se dice que una v.a X : Q — R es absolutamente
continua con funcién de densidad f : R — R, si f es medible y

b
P(aSXSb)z/ f(x)dx, —0 <a<b<oco.

Definicion 1.4. Se llama funcion de distribucion de X a la funcién F : R — [0, 1] definida por
F(x)=P(X <x).

A partir de la funcién de distribucion, se define la funcién de supervivencia, esta funcién la utiliza-
remos a lo largo de todo el trabajo para estudiar la probabilidad de que una componente sobreviva.

Definicion 1.5. Se llama funcion de supervivencia a la siguiente funcién
Fx)=P(X>x)=1-P(X<x)=1-F(x).

La funcién de supervivencia también conocida como funcién de fiabilidad, representa la probabili-
dad de sobrevivir al instante x. Notar que, F = 1 — F y que esta funcién es conveniente para el estudio
de variables aleatorias no negativas, como por ejemplo, tiempos de vida.

Definicion 1.6. Sea (2, %, P) un espacio de probabilidad.

a) Sea X una v.a que toma valores en C = {xg,X1,X2, ...} un conjunto discreto y f : C — [0, 0). Se
llama esperanza de f{X) a la cantidad

E[f(X)]= ) fl)P(X =xp).

xp€eC

1



2 Capitulo 1. Conceptos bdsicos

b) Sea X una v.a con funcién de densidad f. Sea g : R — [0, 00). Se llama esperanza de g(X) a la
cantidad

Elg(X)] = / ¢ (0 f(x)dr.

(o9

Independencia de variables aleatorias

Definicion 1.7. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Las v.a X1, ..., X, se dicen independientes si
dados los sucesos Bj,..., B, C ¥ se tiene que

P(X1 €B;,X,€By,....X, € Bn) = P(X1 € Bl)P(Xz € Bz) .. -P(Xn S Bn).
La siguiente propiedad serd de utilidad en el capitulo 2.

Proposicion 1.8. Si X;,..., X, son independientes y existe E[X;],Vi=1,...,n, entonces se cumple que
existe E[X;---X,] y se verifica E[X|--- X, | = E[X1]--- E[X,].

1.2. Nociones basicas acerca de concavidad y convexidad

La concavidad y convexidad son herramientas que utilizaremos en los capitulos 3 y 4. Utilizaremos
la notacién @ = 1 — @ a lo largo del trabajo.

Definicion 1.9. Un conjunto A de R” se dice que es convexo si, Y x,y € A se cumple:
ax+ay e A, Ya € [0,1].
Definiciéon 1.10. Una funcion real ¢ : A — R definida en un conjunto convexo A se dice convexa si:
o (ax+ay) <ag(x)+ap(y), Vx,ye AyVae[0,1].
Se dice concava si la desigualdad se invierte.

En otras palabras, se dice que la funcién ¢ es concava si y solo si —¢ es convexa. Veamos ahora
algunas propiedades que van a ser de utilidad, todas las propiedades se demuestran para funciones
convexas ya que basta cambiar el signo para demostrarlo para funciones céncavas.

Proposicion 1.11. Sean =1, luego A = I es un intervalo.
a) ¢ es convexa siy solo si

P(y1) —¢(x1) < ¢ (y2) —p(x2)

y1—Xi y2—Xx2

,donde x| <y; <y, x1 <x2 <3

b) ¢ es convexa siy solo si ¢(x+A) — ¢ (x) es creciente en x, VA >0, x, x+A € I.

¢) Sea I = (a,b) un intervalo abierto y ¢ diferenciable en (a, b), entonces ¢ es convexa si y solo si
su derivada ¢’ es creciente en (a, b).

En el dltimo apartado de la proposicién anterior vemos que es necesaria la condicion de que ¢ sea
diferenciable. En algunos casos conviene no asumir esta condicion y para ello enunciamos la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.12. Sea ¢ una funcién convexa y finita definida en un intervalo abierto / € R. Entonces,
¢ es diferenciable salvo para un subconjunto contable de . Ademas, ¢’ es continua y creciente respecto
al subconjunto denso D de I, donde ¢ es diferenciable.
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1.3. Nociones basicas acerca de log-concavidad y log-convexidad

Introducimos las funciones log-concava y log-convexa que aplicaremos en el capitulo 4.

Definicion 1.13. Una funcién f : A — [0,00) definida en un conjunto convexo A se dice que es
log-convexa si verifica:

flax+ay) < f()f(y)?, Vx,y e Ay Va € [0,1]. (1.1)
Se dice log-concava si la desigualdad se invierte.

Observar que decir que una funcién f es log-concava equivale a decir que log(f) es concava.

Notar que si f es unidimensional, se puede tratar de diferente forma la log-concavidad y la log-
convexidad. La log-concavidad puede extenderse a todo R, de hecho, si log(f) es céncava en [0, ),
podemos considerar, por ejemplo, f(x) =0, x <0, y la funcién extendida contintia siendo log-céncava.
Esto no lo podemos hacer con funciones log-convexas, como es facil verificar a partir de la definicion.

La siguiente propiedad serd de utilidad en el capitulo 4. Nos indica que las funciones log-convexas
se preservan bajo mixturas.

Proposicion 1.14. Sea G una funcién de distribucién con soporte . Supongamos que para cada 6 € ©
tenemos una funcioén f(-,6) que es log-convexa en (0, o0). Entonces, la funcién f dada por

Fx) = /@ £(.6)dG(6), x>0,

es log-convexa en (0, o).

Demostracion. Tenemos que probar que f(ax+ay) < f¥(x) f%(y), Vx,y € (0,00). Observar que tene-
mos:

f(a/x+d/y)z‘/@f(ozx+07y,9)dG(9),

y teniendo en cuenta que f(-,0) es log-convexa, entonces podemos acotar la expresion anterior de la
siguiente manera:

[ flax+ay.0d6@) < [ 106017104600,
® ®
Aplicando la Desigualdad de Holder se tiene que:

/ F(.0) f7(1.0)dG(8) < ( / f(x,G)"/“dG(@)) ( / FOOTAG®)| = ).
(€] (€] (€]

Y por tanto, se sigue la log-convexidad de f. O






Capitulo 2

Sistemas coherentes deterministicos y
aleatorios

A lo largo de este capitulo trataremos de describir el funcionamiento o no de un sistema, como, por
ejemplo, un circuito, un avién, etc. Introduciremos el concepto de sistema coherente y comentaremos
distintas propiedades de este. Ademds, caracterizaremos los sistemas en dos nuevos grupos llamados
caminos y cortes.

2.1. Sistemas de componentes

Un sistema o una estructura es un conjunto de n componentes. El sistema puede encontrarse en dos
estados diferentes: en funcionamiento o fallo.

En primer lugar, se trata de dar una relacion deterministica entre el sistema y sus componentes. Para
ello, consideraremos el sistema en un instante de tiempo fijo.

Definicién 2.1. Consideramos un sistema de n componentes. Sea X = (x1,...,x;) € {0,1}" el vector de
estados que verifica:

1 sila componente i funciona,
X; = . . .
! 0 sila componente i no funciona.

Teniendo en cuenta que el sistema depende tinicamente de los estados actuales de sus componentes,
definimos la funcién de estructura del sistema como ¢(x),

¢:{0,1}" — {0,1}

que toma, para cada vector (x,...,x,) que representa el estado de las componentes, valor 1 si el sistema
funciona y 0 en otro caso. El nimero de componentes n en el sistema se llama orden del sistema.

2.1.1. Tipos de estructuras

Veamos algunas de las estructuras mas interesantes para los sistemas de fiabilidad.

» Estructura en serie: Funciona si y solo si cada componente funciona. Su funcién de estructura
viene dada de la siguiente manera:

n

¢>(X):l_lxi=m1’n(x1,...,xn). 2.1)

i=1

Por ejemplo, las pilas de un dispositivo. Supongamos el mando de la televisién, cuando una de
las pilas falla el mando no funciona. Es decir, todas sus pilas (componentes) deben funcionar para
que el mando funcione.
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Figura 2.1: Estructura en serie

= Estructura en paralelo: Funciona si y solo si al menos una de las componentes funciona. Su
funcién de estructura viene dada de la siguiente manera:

o(x) = le- =max (xq,...,X,). (2.2)
i=1

Un ejemplo muy sencillo es una ldmpara con varias bombillas encendidas al mismo tiempo. Si
alguna de estas se funde (falla), las bombillas restantes siguen funcionando ya que cada una de
ellas posee su linea de suministro de energia.

Figura 2.2: Estructura en paralelo

= Estructura k-out-of-n: Funciona si y solo si al menos k componentes funcionan. Su funcién de
estructura viene dada de la siguiente manera:

n
1 si) x; >k,

¢(x) = o
0 si) x;<k.

i=1

Un ejemplo de una estructura 2-out-of-3 podria ser un avién de 3 motores y donde bastaria que 2
de ellos funcionen para que el avidén pueda volar.

Es fécil ver que una estrucutra en serie es una estructura ’n-out-of-n” y que una estructura en paralelo
es una estuctura “’1-out-of-n”. Ademads, combinando ambas estructuras se pueden dar sistemas mas
complejos.

Notemos que una estructura en paralelo se puede escribir como,

n n

Ux,-: 1—]—[(1—x,-).

i=1 i=1
Para n = 2, escribimos
xiuxy=1-=(1-x1)(1—-xp).

Una vez que conocemos como distinguir el funcionamiento de los sistemas, podemos explicar la
nocion de sistema coherente. Estudiaremos los sistemas coherentes tanto deterministicos como aleato-
rios.
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2.2. Sistemas coherentes deterministicos

Dado un sistema con n componentes tal que su vector de estado del sistema viene dado por x =

(x1,...,Xy), distinguiremos el estado de la componente i-ésima de la siguiente manera:
(liax) = (-xl,""-xi—l, 19-xi+]"",-xn)9
(Oi’X) = ('xl 9 "xi—l ’O’xi+l’ ... ,'xi’l) 2
('i’X) = ('x]’ AR ’xi—l’ "xi+1’ AR ,xn) .

Definicion 2.2. Se dice que la componente i-ésima es irrelevante para la estructura ¢, si ¢ es constante
en x;, es decir, ¢(1;,x) = ¢(0;,x), V¥ (-;,X). En caso contrario, se dice que la componente i-ésima es
relevante.

En otras palabras, una componente es relevante si su estado influye en el sistema.

Lema 2.3. Sea ¢ la funcién de estructura de un sistema de n componentes. Esta funcién se puede
descomponer como

¢(X) :xi¢(1,~,x)+(l —x,~)¢(0,~,x), Vx ,i = 1,. R (% (23)

Demostracion. Si la componente i-ésima funciona se verifica ¢(x) = x;¢ (1;,X) y en caso contrario,

¢(x) = (1 —x;) ¢ (0;,%). O

Ejemplo 2.4. Sea ¢(x) una estructura en serie de orden 4, es decir, su funcién de estructura viene dada
4

por ¢(x) = _]_[x,- =X X2 X3 X4.

i=1

Aplicamos la identidad 2.3 para la primera componente, por ejemplo.
¢(x) =x1¢ (11,%) + (1 =x1) ¢ (01,%) =x1 (1-x2-x3-x4) + (1 =x1) (0-x2- X3 - X4) = X1X2X3%4.

La idea principal de un sistema coherente que introduciremos a continuacién nace de pensar que si
reemplazamos una componente fallida por una componente en funcionamiento el sistema no empeora.
En otras palabras, que cambiar esta componente mejoraria la fiabilidad del sistema.

Definicion 2.5. Se dice que una funcién multidimensional f : {0,1}" — {0, 1} es no decreciente, si f
es no decreciente en cada uno de sus argumentos.

Definicion 2.6. Un sistema de componentes es coherente si:
a) Su funcién de estructura ¢ es no decreciente,
b) Cada componente es relevante.

Notar que todo sistema coherente verifica ¢(0) = ¢ (0,...,0) =0y ¢(1) =¢(1,...,1) =1, yaqueel
sistema es relevante. Es decir, si ¢(0) = 1, y alguna de las componentes del vector fuera reemplazada
por 1, por ejemplo, (0,1,...,0), entonces ¢(0,1,...,0) =1 por monotonia, luego la componente seria
irrelevante. De manera andloga se comprobaria que ¢(1) = 1.

Existen dos resultados importantes para comparar dos funciones de estructuras diferentes. El prime-
ro indica que el rendimiento de un sistema coherente estd acotado inferiormente por un sistema en serie
y superiormente por un sistema en paralelo.

Teorema 2.7. Sea ¢ un sistema coherente de n componentes. Entonces,

ﬁxi < P(x) < ﬂxi. (2.4)
i=1

i=1
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Demostracion. La cota inferior, siendo trivial para ¢(x) = 1, la debemos comprobar cuando ¢(x) = 0.
Como ¢ es un sistema coherente, X tiene que tener alguna componente 0, y de ahi que el producto de
las componentes también sea 0. Andlogamente, debemos comprobar la cota superior cuando ¢(x) = 1.
En este caso tenemos que alguna de las componentes tiene que ser 1, y de ahi que el mdximo de sus
componentes también lo sea.

]

El segundo resultado se centra en cémo mejorar la fiabilidad de un sistema. Supongamos que el
sistema tiene n componentes y tenemos la oportunidad de mejorar su rendimiento afiadiendo compo-
nentes adicionales que no son estrictamente necesarias para el funcionamiento de este, pero servirian
como proteccién ante el fallo de otras componentes. Podriamos pensar en dos planteamientos diferen-
tes, el primer planteamiento es sustituir cada componente por un nuevo sistema de dos componentes en
paralelo, o afiadir a todo el sistema completo otro exactamente igual en paralelo. El siguiente resultado
asegura que es mds conveniente el primer planteamiento.

Consideramos la siguiente notacién para las componentes:

Xy = (X121, ., Xn2Yn),

Xy = (X115 XnYn)-
Teorema 2.8. Sea ¢ una estructura coherente. Entonces para cada x,y € {0,1}", se tiene:
a) ¢p(xuy) = ¢(x)xd(y),
b) ¢(x-y) < ¢(x)-¢(y).

La igualdad en a) se obtiene si la estructura es en paralelo y la igualdad en b) se obtiene si la estructura
es en serie.

Demostracion. a) Como x;uy; =1—(1—x;)(1=y;) =x;+y; —x;y; = x;, Vi yaque x;,y; ={0, 1}, entonces
¢ (xxry) > ¢(x) ya que ¢ es una funcién no decreciente. De manera andloga se obtiene que x;xy; > y;,
Vi, asi que, ¢p(xxy) > ¢(y). Por tanto, ¢p(xxy) > max [¢(x),d(y)] = d(X)xo(y).

b) Como x;y; < x; Vi, entonces ¢(x-y) < ¢(x) y de manera andloga se tiene ¢(x-y) < ¢(y), por
tanto, ¢(x-y) < min[¢(x),d(y)] = ¢(X) - ¢(y). Veamos ahora la dltima afirmacién:

= Supongamos que las componentes del sistema estan en paralelo: ¢(xry) = 1 & algin elemento
de los dos vectoreses 1 © ¢(x) =10 ¢(y) =1 © ¢p(X)xp(y) = 1, por lo que se tiene el resultado.

n n n
= Supongamos ahora que las componentes del sistema estdn en serie: ¢(x-y) = [[x;y;=[1x; [ yi =

i=1 =1 =l
P(x)$(y).

2.2.1. Representacion de sistemas coherentes en funcién de caminos y cortes.

Otra forma de representar los sistemas coherentes es mediante sus caminos y cortes. Estos dos gru-
pos diferencian entre las componentes necesarias para que el sistema funcione y las componentes para
que el sistema no funcione.

Teniendo en cuenta que las componentes de un sistema coherente se pueden numerar como 1,2,...,n,
cualquier subconjunto de componentes puede representarse como un subconjunto del conjunto {1,2,...,n}.
Llamaremos conjunto de camino P de una estructura coherente ¢, si ¢(x) = 1 cuando x; = 1, Vi € P. De
manera andloga, llamaremos conjunto de corte C de una estructura coherente ¢, si ¢(x) = 0 cuando
x; =0, Vi € C. Un conjunto de camino P se llama conjunto de camino minimo si ningin subconjunto
de P es un conjunto de camino; y un conjunto de corte C se llama conjunto de corte minimo si ningtin
subconjunto de C es un conjunto de corte.
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Figura 2.3: Estructura puente

Ejemplo 2.9. Se llama estructura puente a la representada en la figura 2.3.
Los conjuntos de camino minimo son:

Pr={1,4},P, ={2,5},P3={1,3,5}, P4 = {2,3,4},

es claro que para que el sistema funcione alguno de estos caminos debe funcionar. Por otro lado, los
conjuntos de corte minimo son:

Ky ={1,2},K> ={4,5}, K3 = {1,3,5}, K4 ={2,3,4},
es decir, si alguno de estos conjuntos falla, entonces el sistema no funciona.

La representacion de la estructura coherente ¢ puede escribirse en forma de conjuntos de camino
minimo y conjuntos de corte minimo.

Definimos la siguiente funcién p; que la llamaremos estructura en serie de camino minimo, para
ello consideramos P;, el j-€simo conjunto de camino minimo de una estructura coherente y definimos:

1 sitodas las componentes en el j-ésimo conjunto del camino minimo funcionan,
pj(x)= n i = { 0 en otro caso.

[€P)
Vj=1,...,p, donde p es el nimero de conjuntos de camino minimo. Ademds, teniendo en cuenta que
la estructura anterior funciona si y solo si al menos una de las estructuras de camino minimo funciona,
podemos escribir la siguiente identidad,

p P
o =] [y =1-] [(1-p;x). (2.5)
j=1 j=1

que representa una estructura en paralelo de los p;.

De forma andloga, definimos la funcién «; que la llamaremos estructura en paralelo de corte minimo,
para ello consideramos K, el j-€simo conjunto de corte minimo de una estructura coherente y defini-
mos:

Ki(x) = ]_[ = 0 si todas las componentes en el j-ésimo conjunto del corte minimo fallan,
I "7 | 1 enotro caso.

lEKj

Vj=1,...,k, donde k es el nimero de conjuntos de corte minimo. Ademads, teniendo en cuenta que
la estructura anterior falla si y solo si al menos una de las estructuras de corte minimo falla, podemos

escribir la siguiente identidad,
k

o) = [ [x, (2.6)

J=1
que representa una estructura en serie de los ;.
Ejemplo 2.10. Teniendo en cuenta el ejemplo anterior 2.9, podemos representar la estructura puente

como: “paralelo-serie” en términos de caminos minimos y como ‘“‘serie-paralelo” en términos de cortes
minimos. Su representacion viene dada por las siguientes figuras:
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Figura 2.5: Representacion en términos de cortes minimos

2.3. Sistemas coherentes aleatorios

En segundo lugar, relacionaremos la fiabilidad del sistema con la fiabilidad de sus componentes.
Supongamos que el estado X; de la i-ésima componente es aleatorio. Esto es, X; toma valores 1 si el
sistema funciona y 0 en otro caso aleatoriamente, por tanto definimos,

pi=P(Xi=1)=E[Xi],Vi=1,...,l’l. (27)

Supongamos que las componentes son independientes. Consideramos X = (X1,...,X,) el vector de
estado de las componentes. Llamaremos fiabilidad de i a la probabilidad de que la componente i-ésima
funcione (p;). De forma andloga podemos obtener la fiabilidad del sistema ¢ que viene dada por:

P(¢(X)=1)=E[¢(X)] = h(p1.....Pn). (2.8)

Enel casoenel que p; =--- = p, = p, entonces utilizaremos la notacién z = h(p). A la funcién anterior
h(p) la llamaremos funcion de fiabilidad de la estructura ¢.

Podemos representar en términos de la fiabilidad las estucturas estudiadas anteriormente.

n
= Estructura en serie: Su funcién de estructura es ¢(X) = [ X;. Su funcién de fiabilidad viene
i=1
dada por:

n

[T

i=1

h(p) = E[¢(X)] = E

n n
=[[exa=]]r:
i=1 i=1
ya que cada componente es independiente.

n
= Estructura en paralelo: Su funcion de estructura es ¢(X) = [ [ X;. Su funcién de fiabilidad viene
i=1
dada por:

n

(I

i=1

n

1—]—[Xi

i=1

n n

:1—1—[E[Xi]=UE[Xi]=]jpi,
i=1

i=1 i=1

n
[T

i=1

h(p)=E[¢(X)]=E =E =1-E

ya que cada componente es independiente.
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De forma andloga al lema 2.3 podemos obtener un resultado para la descomposicién en términos de
la funcién de fiabilidad.

Lema 2.11. Sea h la funcién de fiabilidad de una estructura ¢. Esta funcién se puede descomponer
como

h(p) :pzh(lnp)"‘(l_Pz)h(onp)’ Vi=1,...,n. (29)

Demostracion. Teniendo en cuenta el lema 2.3, y que cada componente es independiente se tiene i (p) =
E[¢(X)] = E[Xip (1, X)+ (1 -X;) ¢ (0;, X)] = E[XG]E[¢ (1;, X) | + (1 - E[X; ) E[¢ (0:, X)].
Por tanto, h(p) = E[X;]E[¢ (1;,X)] + (1 -E[X;)E[¢ (0;,X)] = p;h (1;,p) + (1 - pi)h (0;,p). O

En lo que sigue consideraremos la siguiente notacién: 0 <« p<«x 1 0< p; < 1, Vi.

Teorema 2.12. Sea h(p) la funcion de fiabilidad de un sistema coherente. Entonces h(p) es estricta-
mente creciente en cada p;, para 0 <p < 1.

Demostracion. Por el lema 2.11, podemos descomponer A(p) = p;h(1;,p) + (1 = p;)h(0;,p), Vi =
1,...,n. De manera que derivando obtenemos,

oh

o h(1;,p) = h(0:,p) = E[¢ (1;,X) — ¢ (0;,X)].

Ya que ¢ es creciente, entonces se cumple ¢ (1;,X) — ¢ (0;,X) > 0. Ademds, para cualquier vector x"

de n—1 componentes se cumple que ¢ (1,-,X0) —-¢ (Oi,xo) =1, ya que cada componente es relevante
por ser un sistema coherente. Como 0 < p < 1, entonces x” tiene probabilidad positiva de que ocurra.
Por tanto, E[¢ (1;,X) — ¢ (0;,X)] > 0, asi que la funcidn de fiabilidad es estrictamente creciente para
sistemas coherentes. O

El siguiente teorema es andlogo al teorema 2.8 demostrado en la seccion de sistemas coherentes
deterministicos, en este caso en términos de la funcidn de fiabilidad.

Teorema 2.13. Sea h la funcion de fiabilidad de un sistema coherente. Entonces, ¥V 0 < p,p’ < 1 se
tiene:

a) h(pup’) = h(p)xh(p’),
b) h(p-p’) < h(p)-h(p’).

La igualdad en a) se obtiene si el sistema es paralelo y la igualdad en b) se obtiene si el sistema es en
serie.

Demostracion. Sean Xi,...,X, y X{,...,X, mutuamente independientes tales que P(X; =1) = p; y
P(X/=1) = p;. Recordar que h(p) = E[¢(X1,...,X,)]. Si aplicamos el apartado a) del teorema 2.8 se
tiene

h(pup’) —h(p) xh(p’) = E[¢(XxX’)] - E[¢(X)|E[¢(X°)] =

2. 2,10 (xux) =66 (x) |P(X = x)P(X* = ¥') 2 0.
Basta utilizar los argumentos del teorema 2.8 para que se de la igualdad, ya que 0 < p,p’ < 1 entonces
P(X=x)>0,¥Yxy P(X’=x") >0, ¥x’. |

Ejemplo 2.14. Supongamos que tenemos el siguiente sistema de componentes independientes, donde
su funcién de estructura viene dada por ¢(X) = X; (Xo1X3).
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Figura 2.6: Sistema de tres componentes

Calculamos su funcién de fiabilidad que viene dada por
h(p) = E[X1 (XouX3)] = E[X1]E[(X21X3)]
=E[X1]E[1-(1-X3)(1-X3)]
=p[l=(1-p)(1-p)I=pl2p-p°].

Repitiendo el proceso, podemos obtener la funcién de fiabilidad del sistema completo,

h(p)xh(p) = 1-(1-h(p))(1-h(p) =1-[1-p2p-p*)]*.
Repitiendo el proceso a cada componente tenemos

h(pup) = E[XuX'] = E[ X 1] E[ (X2X}) (X505
=E[1-(1-X)(1-X)]E[(1-(1-X2)(1-X7))u(1-(1-X3)(1-X3))]
= E[X) +X] - X, X)) E[(X2+ X} — X,X}) u(X3+ X} — X3X})]
= E[X;+X] - X\ X)E[1 - (1 (Xa+ X} - XaX5) (1 — (X3+ X} - X3X}))]
=@2p-pH(1-(1-2p-p)(1-2p-p»)) =[2p-p*1[1-(1-p)*].



Capitulo 3

Distribuciones de tiempos de vida

En el siguiente capitulo estudiaremos sistemas en los que cada componente tiene tiempo de vida
aleatorio. Para describir un sistema de modo realista, es conveniente estudiar algunas de las distribu-
ciones més interesantes para describir tiempos de vida. Por ejemplo, la distribucién exponencial. Estas
distribuciones de probabilidad las clasificaremos segtin los criterios que introduciremos en este capitulo.

3.1. Distribuciones de tiempos de fallo

Sea X una variable aleatoria que representa el tiempo de vida de una unidad, con funcién de distri-
bucién F(x) = P(X <x),Vx €R,y F(x) = P(X > x) = 1 - F(x), la funcién de supervivencia.

Definicion 3.1. La funcion de supervivencia condicional es la funcién de supervivencia de una unidad
que ha alcanzado la edad t. Es decir, sea ¢ tal que F(¢) > 0. Entonces,

P(X>t+x,X>1) F(t+x)
PX>n  Fa) o C

Fx|t)=P(X >x+t| X >1) =

3.1.1. Tasa de fallo y funcion de fallo

La tasa de fallo es la probabilidad infinitesimal de fallo. Se define como:

r(t) = lim LD —F@O)
x—0Xx F(t)

Notemos que la probabilidad de que una componente falle en el intervalo [¢,7+x] dado que ha alcanzado
la edad ¢, viene dada por:

P(t<X<t+x|X>t)=w

y de ahi viene su nombre (fallo infinitesimal por unidad de tiempo).
Ademais, sea X una v.a absolutamente continua con densidad f y F(¢) > 0, tenemos que:

=f(0),

. F(t+x)—-F(1)
lim ———=
x—0 X

luego,

1F(t+x)—F(t) _f@
X F(1) R

1
r(t)=1lim —P(t < X <t+x|X > 1) = lim (3.D
x—0Xx x—0

13
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Notar que la tasa de fallo nos indicard cémo los articulos envejecen, ya que mide el riesgo que tiene
una componente de fallar teniendo en cuenta que ha sobrevivido hasta el tiempo ¢. Por tanto, pode-
mos distinguir tres tipos de envejecimiento, donde el paso de los afios mejora, empeora o se mantiene
constante.

Si integramos 3.1 y tomando exponenciales a cada lado de la ecuacién, tenemos

X

/xr(t)dt =—logF(x) = F(x) =exp [—/ r(t)dt] . (3.2)
0 0

De esta manera, podemos representar la funcién de fiabilidad o de supervivencia como
F(x) = e RO, (3.3)

donde llamaremos funcién de fallo a la tasa de fallo acumulativa R(x) = fox r(t)dt.

Primero vamos a considerar un dispositivo que no envejece, es decir, que la probabilidad de super-
vivencia de un sistema que ha alcanzado la edad ¢ es la misma que tenia al inicio. Se puede expresar de
la siguiente manera,

F(x|t) = F(x), Vx, t >0,

equivalentemente
F(x+1)=F(t)F(x), Vx, t > 0.

Ademds, teniendo en cuenta que 0 < F(x) < 1, se podria comprobar que la tinica solucién cuando
la variable es absolutamente continua, es de la forma F(x) = e ™, 1>0, x>0, es decir, que tiene una
probabilidad exponencial de sobrevivir. La funcién de densidad de la distribucidén exponencial viene
dada por f(t) = Ae~Y, luego la tasa de fallo:

(=10 2"
F(t) e

Por tanto, la distribucién exponencial tiene tasa de fallo constante.

=A.

A continuacion, introducimos las definiciones de tasa de fallo creciente y decreciente.

Definicion 3.2. F es una funcién de distribucion de tasa de fallo creciente (IFR) si F verifica que F (x|t)
es decreciente en ¢ > 0 para cada x > 0, en el intervalo donde F () > 0.

Definicion 3.3. F es una funcién de distribucién de tasa de fallo decreciente (DFR) si F verifica que
F(x|t) es creciente en ¢ > 0 para cada x > 0, en el intervalo donde F () > 0.

Notar que el nombre dado en estas definiciones es coherente con la definicion de tasa de fallo.

Lema 3.4. Una v.a X con funcién de densidad f. Tiene tasa de fallo creciente (IFR) < r(t) es creciente.
Andlogamente tiene tasa de fallo decreciente (DFR) < r(¢) es decreciente.

Demostracion. =) Supongamos que X es IFR, es decir,
F(t+x)
F(1)
Como X es una v.a absolutamente continua con funcién de densidad f, entonces esto significa que la

tasa de fallo es creciente para ¢ > 0 ya que

F(x|)=P[X >x+t|X >t] = es decreciente en 0 < ¢ < oo para cada x > 0. (3.4)

F(t+x)
F(1)

<) Supongamos que r(t) es creciente, asi que teniendo en cuenta la igualdad 3.3:

1
r(f) = lim — [1—
x—0Xx

F(f+X) _ e—/tt+xr(u)du’
F(1)

es decreciente en ¢. De manera andloga se obtiene el segundo resultado. O
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3.2. Familias paramétricas con tasa de fallo monétona.

En esta seccién introduciremos algunas de las familias paramétricas con tasa de fallo monétona
(creciente o decreciente) que se utilizan para describir tiempos de vida.

3.2.1. Distribucion Exponencial

La distribucidn exponencial es una distribucién continua con funcién de densidad,
f(t)=Ae™Y, ¥t >0,

donde A > 0 es la tasa de fallo.
Recordar ademds que la distribucién exponencial es la Gnica distribucién continua con la propiedad
de ausencia de memoria. Y verificaque es /[FRy DFR.

3.2.2. Distribuciéon Weibull
La distribucién Weibull es una distribucién continua con funcién de densidad f,, (r) = @A ()@ le~ (),
¢t > 0. Su funcién de distribucién viene dada por la siguiente expresion:

Fo()y=1-e"" 1 >0,

donde A > 0 es el pardmetro de escalay @ > 0 es el pardimetro de forma de la distribucién. La tasa de
fallo viene dada por:

_ fal) _

— ad(A)® !, parat > 0.
Fo (1)

r(1)

de manera que F, es IFR paraa > 1 y es DFR para 0 < @ < 1. Notar que si @ = 1, entonces F;(¢) =
1 — e~ () s 1a distribucién exponencial que sabemos que es IFR y DFR.

3.2.3. Distribucion Gamma

asa—1
A9t _a

La distribucién gamma es una distribucion continua con funcién de densidad g, o () = We ,
o'

t >0, donde a,4 > 0y I'(@) es la funcién gamma.
La funcién de distribucién para cada a viene dada por:

Gaalt) = /0 21 a(x)dx.

Notar que no existe expresion explicita salvo para @ € N. Veamos ahora qué forma tiene la tasa de fallo
de la distribucién gamma. Para ello nos fijamos en la tasa de fallo inversa de la gamma que viene dada
por:

[r(1)] ' = jj::((tt)) z/too (;)a_le_’l(x‘”dx.

Mediante el cambio de variable u = x — ¢, se tiene que:
1 a AR
[r(n]™" = / (1+5) e au,
0 t

es claro que r(1) ! crece si 0 < a < 1 y decrece para @ > 1. Notar que si & = 1, entonces G 4.1 (t) = 1 —e™*
es la distribucion exponencial. Por tanto, la distribucion G4, es DFRpara0<a <1y IFRparaa > 1.

t
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3.2.4. Distribucion Normal truncada

La distribucién normal truncada es una distribucion continua con funcién de densidad

1
aoc\2r

donde 0 >0, -0 < pu<ocoya= fooo ~ 12”6_(t_”)2/202dt.

Notar que la tnica diferencia con la distribucién normal es el pardmetro a y su soporte. Este para-
metro a asegura que fom f(t)dt =1, es decir, f es un funcién de densidad.

2 2
ef(tf.u) /20 , 0 <t< 00,

f(n)=

Para poder estudiar la monotonia de la tasa de fallo de la distribucién normal truncada necesitamos
introducir el concepto de funcion de frecuencia de Polya que veremos a continuacion.

Funcion de frecuencia Polya de orden 2.
Definicion 3.5. Una funcién 4 : R — R es una funcion de frecuencia Pdlya de orden 2 (PF3) si verifica
a) h(x) >0, —oo <x < oo,

h(x1=y1) h(x1—y2)

b) h(xa=y1) h(xa=y2)

>0,V—00<x] <xp <00y -—00<Yy| <y < oo, equivalentemente,

b’) logh(x) es una funcién céncava en (—o0, ), equivalentemente,

b”) Fijado A, h,(lf;)A) es decreciente en x para infy(y)>0y < X < SUpj, ()50 V-

Una funcién de frecuencia de Pélya de orden 2 no es necesariamente una funcién de densidad, ya
que f_ . f(x)dx no es necesariamente 1, incluso ni siquiera tiene porque ser finito.

La equivalencia entre b’) y b”") viene dada por la proposicion 1,11 apartado a).
El hecho de que b”) implica b) se obtiene trivialmente teniendo en cuenta que, si el determinante es
distinto de 0, b) se puede escribir como

h(xi=y1) _ h(x2a—=y1)
h(x1—y2) ~ h(xa—y2)’

y tomando x; —yy < xo —y2 Y A =y, —y| se obtiene la desigualdad anterior.

Andlogamente, b”) se obtiene de b) de manera trivial eligiendo y; = —A e y, = 0. Por tanto, b) y b”)
son equivalentes.
Veamos ahora las relaciones que existen entre una probabilidad de sobrevivir / FR y las funciones PF5.

Teorema 3.6. Sea F una funcién de distribucioén. Entonces, F IFR es equivalente a que F sea PF>.

Demostracion. Por definicion, si F es IFR verifica que F(A|t) = F(t+A)/F(t) es decreciente en —co <
t < oo para cada A > 0. Teniendo en cuenta que F > 0 y ademds se cumple 3.5 b”), asi que, se obtiene la
equivalencia. O

El siguiente resultado indica que si F es IFR, entonces F es absolutamente continua, excepto en el
extremo superior de su soporte.

Teorema 3.7. Si F es IFR y F(z) < 1, entonces F es absolutamente continua en (—c,z), es decir, que
F tiene funcion de densidad en (—, 7).

Demostracion. Véase pagina 77 del libro de Barlow & Prochan [3]. O

Ademds, observemos la siguiente propiedad.
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Teorema 3.8. Sea f una funcion de densidad que es PF; en [0, ), entonces la correspondiente funcion
de distribucion F = foz f(x)dx es IFR.

Demostracion. Por definicién, sabemos que F(t) es IFR si cumple que r(¢) = f(t)/F(t) es creciente en
t. Luego, considerando #| < fp, tenemos que ver que:
f(t) f(22)

f(r) f()|_ [T
0= ‘/o Ft+x) fl+n| ™

TIE(n) F()
Como f es PF3, el determinante dentro de la integral es < 0. Por lo tanto, se tiene que F es /FR. O

Ahora ya tenemos las condiciones suficientes para estudiar la monotonia de la tasa de fallo de la
distribucién normal truncada dada en 3.2.4.
Notar que:

(1-p)?
202

7t209

log f(#) = —log (a(f\/ﬂ) -

Derivando dos veces la expresion anterior, se obtiene

(o f(0)) =~ =2

(log.f(1))" = ——

o2
como la segunda derivada es negativa, entonces el logaritmo de la funcién de densidad es concavo en
[0,00), Iuego fes PF,. Y el teorema 3.8 asegura que la funcion de distribucion F es I FR.






Capitulo 4

Distribuciones de tiempos de vida para
sistemas coherentes

En el siguiente capitulo vamos a ver las propiedades del tiempo de vida de un sistema coheren-
te con componentes que funcionan independientemente, en relacion con las propiedades del tiempo
de vida de cada componente. Estas propiedades se pueden ver reflejadas en el Teorema de clausura
de la propiedad IFRA, donde denotamos IFRA a la tasa de fallo creciente en media y que definiremos a
continuacién. Ademds, veremos cOmo se preservan algunas propiedades probabilisticas, como la suma
de tiempos de vida para v.a con distribucién IFR y la mixtura para v.a con distribuciéon DFR.

4.1. Notacion para sistemas coherentes en un intervalo de tiempo

En capitulos anteriores explicdbamos la fiabilidad del sistema en un instante de tiempo fijo, en este
caso, estudiaremos la fiabilidad del sistema en un intervalo de tiempo [0,¢]. Supongamos ahora que
T,T,,...,T, es el tiempo de vida de las componentes de un sistema coherente, podemos escribir el
estado de cada componente X; de la siguiente manera:

1 siT;>t,

Xi(l):{ Vi=1,...,n.

0 en otro caso.

Sea T el tiempo de vida del sistema y para cada vector (X (?),...,X,()) que representa el estado
de las componentes, definimos X(#) de la siguiente forma,

1 siT >t,
0 en otro caso.

X(t):{

Ademids, X(1) = ¢[ X (t),.... X, ()], y F(t) =P(X(s) =1 para0 < s <t) = P(X(t) = 1) = E[X(1)]
ya que ¢ es no decreciente. Supongamos ademds que las componentes son independientes, asi que po-
demos escribir F (1) = hg[Fi (1), ..., F,(t)] teniendo en cuenta 2.8.

Veamos ahora la clase de distribucion que describe el tiempo de vida de un sistema coherente cuando
sus componentes son /FR independientes. Notar que los fallos en las componentes, pueden afectar a la
monotonia de la tasa de fallo, como puede observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea F la distribucién de vida de un sistema en paralelo con dos componentes indepen-
dientes donde su funcién de distribucién es Fi(t) = 1 —e~ " y F>(t) = 1 —e 7P,
Entonces, F(t) =1—(1-e %) (1-e7P"),y
ae™ +Be7 B — (a+B)e”(aHP)
e~ 4 o=t _ p—(a+P)t

r(t) =

La tasa de fallo es creciente si consideramos a = 8, en cambio, para valores donde @ > 8 > 0 la tasa de
fallo es no creciente cuando x toma valores grandes, como podemos observar en el siguiente grafico.
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0.5

0.4 4

0.3 4

0.2 4

Figura 4.1: Representacion de la tasa de fallo de dos componentes exponenciales tal que a+ 8 =1

Dado que los fallos en las componentes afectan a la monotonia de la tasa de fallo, debemos encontrar
una clase mas pequefia para describir los tiempos de vida de sistemas coherentes con componentes que
siguen una distribucién IFR.

4.2. Concepto de tasa de fallo en media

En la siguiente seccién vamos a definir los conceptos: tasa de fallo creciente y decreciente en media
(IFRA y DFRA). Es la clase mds pequeiia que describe el tiempo de vida de los sistemas coherentes
con componentes I FR.

Definicion 4.2. Se dice que una funcién de distribucién F tiene tasa de fallo creciente en media (IFRA)
si:

1 _
—;logF(t) es creciente en 1 > 0.

Se dice que una funcién de distribucion F tiene tasa de fallo decreciente en media (DF RA) si:

1 _
—;logF(t) es decreciente en ¢ > 0.

El siguiente objetivo es demostrar que un sistema de componentes /FRA independientes implica
que la funcién de distribucién del sistema completo F es IFRA. Este resultado se conoce como el
Teorema de Clausura de la propiedad IFRA. Para ello, necesitaremos demostrar los siguientes resulta-
dos.

Lemad4.3. Sea0<a<1,0<1<1y0<x<y.Entonces,
A9+ (1=-2)x = [Ay+ (1 -2)x]* > 0.

Demostracion. Consideramos f(x) = x%, que es una funcién céncava en x <0y 0 < a < 1. Por la
proposicion 1.11 podemos escribir,

flur+6) = f(ur) = f(uz+6) — f(u2), siuy < up. (4.1)

Tomaremos § = A(y —x), u; = Ax y up = x y sustituimos en 4.1:

fur+0) = f(u1) 2 f(uz+06) = f(u2) & f(Ax+A(y—x)) = f(Ax) 2 f(x+A(y-x)) - f(x) &
JY) = f(Ax) 2 fx+Ay—Ax)) = f(x) & (AP) T = ()T 2 (x+ Ay —Ax)* —x“ &
A+ (1-A)xY - [Ay+(1-2)x]* > 0.
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En lo que sigue, necesitamos extender el concepto de sistema coherente evitando la condicién de
que todas las componentes sean relevantes.

Definicion 4.4. Una funcion de estructura se dice mondtona si ¢(x1,...,x,) es creciente en cada argu-
mento.

Notar que, como habfamos introducido previamente, la Gnica diferencia con una estructura cohe-
rente es que en una estructura mondétona puede haber componentes irrelevantes. El siguiente resultado
muestra una propiedad para la funcién de fiabilidad de sistemas mondétonos.

Teorema 4.5. Sea h(p) la funcion de fiabilidad de un sistema mondtono. Entonces,
h(p®) = h%(p), 0<a <1, 4.2)
dondep® = (p{,...,py)-

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el nimero de componentes del sistema.

Sean=1: h(p) = p, y el resultado es trivial. Supongamos, por hipétesis de induccién, que la desigualdad
se verifica para n — 1 componentes y veamos si se cumple para n. Teniendo en cuenta la descomposicion
descrita en el lema 2.11 podemos escibir:

h(p®) = prh(1,,p") + (1= p;)h(0,, p).

Como h(1,,p?) y h(0,,p%) son las funciones de fiabilidad de un sistema monétono de n— 1 compo-
nentes, por la hipétesis de inducién tenemos que i(1,,p%) = h*(1,,p) y h(0,,p%) = h*(0,,p). Por
tanto h(p%) = pTh*(1,,p)+ (1 —pF)h*(0,,p). Aplicamos el lema 4.3 considerando ahora A = p,,,
y=h(1,,p) y x=h(0,,p) y se tiene

h(p?) 2 pyh®(1,,p) + (1= p ) A (05, p) 2 [Pnh(10,p) + (1= pp)h(0,,p)1* = [2(p)]“.

Tenemos las herramientas suficientes para poder demostrar el Teorema de Clausura
de la propiedad IFRA.

Teorema 4.6 (Teorema de Clausura de la propiedad IFRA). Supongamos que cada componente inde-
pendiente de un sistema coherente tiene un tiempo de vida I FRA. Entonces, el sistema completo tiene
un tiempo de vida F que es IFRA.

Demostracion. Sea F la funcion de distribucion del tiempo de vida del sistema. Consideramos F; la
funcién de distribucién de la componente i-ésima paracadai=1,...,n. Para0 < @ < 1 se tiene F(at) =
h[Fi(at),...,F,(at)]. Teniendo en cuenta que cada componente tiene distribucién /FRA, se tiene
que F;(at) > Fi" (t),i=1,...,n, y como la funcién de fiabilidad /& es creciente en cada componente,
podemos escribir,

F(at) = h[Fi(at),...,Fy(at)] = h[F(1),...,ES(0)].
Aplicando el teorema 4.5, se tiene:
F(at) > h[F{(1),....EX ()] = h*[F1(2),....F,(0)] = F*(2).
y tomando logaritmos en la expresion anterior, se deduce ficilmente que F es /FRA. O

Nota. Obsérvese que la propiedad IFR implica que F es log-céncava, y por tanto la propiedad IFRA se
verifica (tomar en la proposicién 1.11 a): y; =¢ y x; =0). Luego si tenemos un sistema con componentes
IFR, el resultado anterior asegura que el sistema es IFRA.

En las siguientes secciones veremos algunas propiedades interesantes relacionadas con las clases de
distribuciones introducidas en los capitulos anteriores IFR y DFR.
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4.3. Preservacion de la propiedad IFR para sumas de tiempos de vida

En esta seccién veremos como la propiedad IFR se preserva para la suma de tiempos de vida. Cuando
reemplazamos una componente fallida por una nueva, el total de la distribucién de vida acumulada es la
suma de las dos distribuciones de vida.

Definicion 4.7. Sea F y F, dos funciones de distribucién de dos variables aleatorias. Entonces

F(t) = [ " Fy(t—x)dFy (x). 4.3)

es la convolucion de F y F,. Sean X y X, dos componentes independientes tales que X; tiene funcién
de distribucion F; y X; tiene funcion de distribucion F», entonces se tiene que F es la funcion de
distribucién de X + X5.

Denotaremos como F' la convolucién de F; y F» de la siguiente manera: F = Fy = F5.

Notar que la definicién anterior indica que si la componente 1 falla en cualquier momento x anterior
at,y la componente 2 falla durante el intervalo de tiempo ¢ — x restante, la vida de X; + X, no excede al
tiempo ¢ y viceversa. De ahi que la convolucién sea la funcién de distribucién de la suma de los tiempos
de vida.

El siguiente teorema asegura que la suma de variables independientes IFR es también IFR.

Teorema 4.8. Sean F| y F, IFR, entonces su convolucion

t
F(r) = / Fr(t—x)dFi(x) 4.4)
0
es IFR.

Demostracion. Véase paginas 100-101 del libro de Barlow & Prochan [3]. O

4.4. Preservacion de la propiedad DFR para mixturas

Veamos que la propiedad D FR se preserva bajo mixturas. En primer lugar, introduciremos el con-
cepto de mixtura mediante un ejemplo sencillo.

Ejemplo 4.9. Supongamos que una maquina produce un 60% de algin producto en la linea 1 y el
40% restante lo produce en la linea 2. Debido a la diferencia de mdquinas, el tiempo de vida de una
unidad que ha sido producida en la linea 1 tiene funcién de distribucién F;, mientras que la unidad que
ha sido producida en la linea 2 tiene funcién de distribucién F» y son distintas, Fj # F>. Después de la
produccion, las unidades de ambas lineas se llevan a una misma sala para su empaquetamiento, de modo
que los lotes de salida estdn producidos por una mezcla aleatoria de la produccién de las dos lineas. Por
tanto, el tiempo de vida de una unidad empaquetada tiene una funcién de distribucién que viene dada
por F =0,6F; +0,4F,, estoes, F(x) =P(X <x)=0,6P(X <x|L{)+0,4P(X < x|L,).

Podriamos pensar en una mixtura mds compleja para el ejemplo anterior. Supongamos que una ca-
racteristica importante del producto anterior depende del grado de impureza « de la materia prima. En
este caso, la distribucién de probabilidad depende de la caracteristica @, y a la funcién de distribucién
del tiempo de vida del producto con caracteristica & la denotamos como F,.

Supongamos que «, el grado de impureza, es un valor aleatorio con una funcién de distribucién G.
La funcién de distribucién de la caracteristica vendria dada por la mixtura de las F,, que definiremos a
continuacion.
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Definicion 4.10. Sea {F,} un conjunto de funciones de distribucion. Sea a un valor aleatorio de una
distribucién G (a). Entonces la mixtura F de F, de acuerdo con G viene dada por la siguiente expresion:

F(x) :[mFa(x)dG(a/). 4.5)

[ee)

Notar que, F' seria la funcién de distribucién del tiempo de vida del producto anterior.

El siguiente resultado relaciona la propiedad D FR con la log-convexidad.
Teorema 4.11. Sea F una funcion de distribucion. Entonces, F DFR es equivalente a F log-convexa.
Demostracién. Supongamos que F es DF R, entonces se cumple que F (x|t) es creciente en —co < t < 00

. F(x+t _ i, _
para cada x > 0. Esto es, F(x|t) = I(:(-i_) ) es creciente cuando F(x) >0,y log(F(x+t)) —log(F(x))
X

es creciente, de manera que la funcion F es log-convexa. O

Del resultado anterior 4.11 y de la preservacion de la log-convexidad bajo mixturas 1.14, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Si para todo 0 en el soporte de © de una funcion de distribucion G, F(-,0) es DFR,
entonces se verifica que

F(x) = / F(x,0)dG(0) (4.6)
(€]
es también DFR.

Demostracion. Es claro que si F(-,6) es DFR entonces por el teorema anterior 4.11 se tiene que F(-,6)
es log-convexa y basta aplicar la proposicién 1.14 para obtener el resultado. O

Nota. Sea F(x,0) =1-e~%*, x <01a funcién de distribucién de una distribucién exponencial. Sabemos
que la distribucion exponencial es DFR y también IFR. En particular, si es DFR entonces implica que
las mixturas de las distribuciones exponenciales también son DFR.

Volviendo al ejemplo anterior, si los tiempos de vida con un grado de impureza a son exponenciales,
el tiempo de vida de la componente serd DFR. Aunque pueda parecer contrario a la intuicién pensar en
datos reales que tengan distribucién DFR, observamos con este ejemplo como esta propiedad puede
verificarse en la realidad.

Notemos, ademds, que la distribucién exponencial es muy comun para modelar tiempos de vida. En
el siguiente capitulo haremos una comprobacién empirica de esta propiedad usando datos de un articulo
de Proschan [5], que es un articulo clésico en la teoria de la fiabilidad.






Capitulo 5

Ejemplo real de datos con tasa de fallo
decreciente

En el siguiente capitulo estudiaremos el comportamiento de los datos del articulo [5]. Este articulo
recoge datos sobre los intervalos de tiempo entre las averias del sistema de aire acondicionado de unos
aviones Boeing 720. El objetivo es estudiar el comportamiento de estos datos para determinar a qué
distribucién se ajustan individual y conjuntamente.

Los datos que utilizaremos aparecen en la tabla A.1 del apéndice. En total se tomaron datos de trece
de estos aviones asi que comenzaremos, para formarnos una idea global, realizando un diagrama de
cajas donde aparezcan diferenciados los datos de cada avion (véase apéndice, figura A.2), asi como una
tabla resumen de las principales medidas descriptivas asociadas a cada avién (véase apéndice, figura
A.3). Notar que, a la vista del resumen descriptivo, y del grafico presentado, se observa cémo los datos
presentan bastante heterogeneidad segtn el avién considerado.

La heterogeneidad en los tiempos de vida se ve reflejada en el diagrama de cajas, por ejemplo, en
la diferente variabilidad de los datos, obsérvense las diferentes amplitudes de las cajas centrales, que
representan el rango intercuartilico, cuyo valor numérico se puede ver en la tabla descriptiva (coefi-
ciente IQR). La asimetria de los datos también se observa en el diagrama de cajas (la mediana no esta
centrada en la caja, y existe un mayor rango de variacion en los datos superiores). Notar que, los aviones
con mayor variabilidad son los aviones 7915 y 7917 debido a las amplitudes de las cajas centrales del
diagrama de caja. De lo comentado, concluimos que los datos presentan un comportamiento asimétrico
en cada avion y heterogéneo entre los aviones.

En particular, tomaremos los aviones 7908, 7909, 7912 y 7913 ya que tienen un nimero alto de
observaciones y realizaremos un andlisis descriptivo de estos en mayor profundidad.

Nos centramos en la media (columna mean) y el coeficiente de asimetria (columna skewness), (véa-
se apéndice, figura A.3). Entre los cuatro aviones, el avién con mayor media es el avién 7908 que vale
95.69565, es decir, es el avién con mayor tiempo entre fallos sucesivos. En cuanto a el coeficiente de
asimetria, todos los aviones presentan un coeficiente de asimetria positivo y nuevamente el avién 7908
es el de mayor distribucién positivamente sesgada. La clara asimetria en los tiempos de vida de los
aviones nos sugiere que una distribucién exponencial puede ser apropiada para los tiempos de vida de
cada avion.

A continuacion, calcularemos el grafico de comparacién de cuantiles para determinar si una distri-
bucién exponencial resulta apropiada para describir los tiempos de fallo de cada avién. El gréfico de
comparacién de cuantiles nos permite comparar la funcién de distribucién de un conjunto de datos con
la distribucién especificada. En nuestro caso, utilizaremos la distribucién exponencial.
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Avién 7908 Avién 7912
oo e =
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Figura 5.1: Grafica de distribucidén de comparacién exponencial para cada avién individual

Los graficos anteriores sugieren que estos aviones se ajustan a una distribucién exponencial ya que
los valores que toman sus cuantiles se encuentran dentro de las bandas de confianza de esta distribucion.
En la grafica del avién 7908 se observa un posible dato atipico, notar que es el segundo dato més gran-
de de todos los que se producen en ese avidn (véase apéndice A.1) y, ademds, es el primer dato recogido.

Por otro lado, dibujaremos un histograma para cada avién y superponemos la curva de densidad
de la distribucién exponencial estimada mediante el estimador maximo verosimil que viene dado por
A=1/x.
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Figura 5.2: Histograma para cada avion individual

Podemos realizar un andlisis mds profundo utilizando un test que nos indique si los datos de cada
avidn se ajustan a un modelo exponencial, utilizaremos a lo largo de este capitulo el test de Epstein que
describiremos a continuacién. Este test es una prueba para saber si la distribucién de los datos recogidos
sigue una distribucién exponencial o si se trata de una distribucién de tasa de fallo monétona. Podemos
encontrar una descripcién completa de este test en el siguiente libro [6], paginas 495-504.

Supongamos que tenemos unas variables aleatorias X1, ..., X,, independientes e idénticamente dis-
tribuidas de acuerdo a una funcidén de distribucién F. Consideraremos como hipdtesis nula una distri-
bucién de tasa de fallo constante, es decir, F tiene funcién de distribucién exponencial, Hy : F(x) =
1—e™, x >0, y la compararemos con una distribucién de tasa de fallo monétona. A continuacién
describimos en qué consiste el test de Epstein, este test se basa en las propiedades de los estadisticos
ordenados de la distribucién exponencial.

Test de Epstein: Dada una muestra aleatoria simple Xi,..., X, consideramos los estadisticos or-
denados, X(1),...,X(n), esto es, los valores de la muestra ordenados de menor a mayor, de modo que
X1) £ X) < < X(p) y fijamos X, = 0. Calculamos la distancia entre estadisticos ordenados conse-
cutivos y normalizamos

D;= (n—i+1)(X(l-) _X(i—l)) ,parai= 1,...,n.



Sistemas de fiabilidad - Amaia Lopez de Dicastillo Echeverria 27

Definimos las siguientes sumas de distancias:

i
Si= ZD‘,- Jparai=1,...,n.
=1
n-—1
y definimos Sy = 0. Consideraremos el siguiente estadistico de contraste € = } S;/S,,.
i=1
Dado un nivel de significacién a y considerando el valor umbral e, que viene dado por la funcién

Epstein (véase A.5 para valores de n=3,...,13.), el test indica lo siguiente segun la hipétesis alternativa
que escojamos:

a) Aceptamos como hipétesis alternativa que F es IFR si: € > e,

b) Aceptamos como hipdtesis alternativa que F es DFR si: € < "T_l —egq,

¢) Aceptamos como hipétesis alternativa que F es IFR o F es DFR si: £ > €42 0 £ < 5= —e42.

Cuando el tamafio de la muestra es grande, los calculos se hacen a partir de una aproximacién nor-
-1
g—Eo(s) _€-75

VVarg(e) - \/%

, tiende a una distribucién

mal. Es decir, si n — oo, entonces la distribucion de £* =

N(O,1).

Hemos realizado el test de Epstein a cada avién individual utilizando como la hipdtesis alternativa
¢), es decir, que F tiene tasa de fallo mondtona. Hemos utilizado un nivel de significacién a = 0,05.
Para realizar este test hemos utilizado la libreria NSM3 del software matematico Rstudio. Segun el nd-
mero de obsevaciones hemos realizado test exacto o test aproximado, los resultados se muestran en las
figuras A.6 y A.7. El resultado que obtenemos es que no se rechaza la hipétesis nula. Por tanto, parece
plausible pensar que los datos de cada uno de los aviones individualmente se ajustan a una distribucién
exponencial.

El segundo objetivo es observar el comportamiento de los datos en su conjunto. Recordar que la
nota 4.4 del capitulo anterior aseguraba que la mixtura de funciones exponenciales es DFR. Por tanto,
teniendo en cuenta que cada avién individual se ajusta a una distribucién exponencial, comprobemos
que los datos en su conjunto se ajustan a una distribucién DFR.

En primer lugar, el andlisis descriptivo del conjunto completo indica que la media entre los fallos
consecutivos es 93,14085 (véase apéndice, figura A.4). Ademads, el coeficiente de asimetria es positivo,
esto indica que estos datos son positivamente sesgados. Veamos el grafico de comparacion de cuantiles
para determinar si una distribucién exponencial resulta apropiada para describir los fallos de los datos
en su conjunto.
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Figura 5.3: Gréfica de comparacion de cuantiles
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No parece plausible que los datos en su conjunto se ajusten a una distribucién exponencial ya que
los valores no se encuentran dentro de las bandas de confianza.

Ademds, comprobaremos empiricamente que la funcién de supervivencia de los datos habla a favor
de una distribucién DFR usando el siguiente resultado que asegura que una distribucién DFR cruza una
Unica vez la distribucién exponencial.

Teorema 5.1. Sea F una funcion de distribucion con densidad f que verifica (a) F(t) =0 para t <0,
(b) la tasa de fallo r(t) = f(t)/F (1) es decreciente para t > 0. Sea F(&),) = p, esto es, £ es el p-ésimo
percentil. Entonces

- <e M sit<&p,
Fy = { >e ™ sit>Ep,

donde a = —log(1-p)/&p.
Demostracion. Véase paginas 375-389 del libro de Barlow, Marshall, Prochan (1963) [2]. O

Observemos el grifico donde aparece la funcion de supervivencia de los datos, es claro que cruza
una unica vez la funcién de supervivencia exponencial (curva roja en el grafico) y ademas en el sentido
que indica el resultado, es decir, la funcién de supervivencia de los datos se encuentra por debajo de la
funcién de supervivencia exponencial para 0 < ¢ < 150 y por encima para ¢t > 150. Luego esto sugiere
que la funcién de distribucion para los datos en su conjunto se ajusta a una distribucién con tasa de fallo
decreciente (DFR).

Funcion de supervivencia empirica

04 06 08 1.0
I I

Curya de supervivencia

02
I

00

0 100 200 300 400 500 600

Intervalos de tiempo

Figura 5.4: Funcién de supervivencia

Veamos de forma analitica cémo asegurar que la distribucién no es exponencial, sino DFR. Para ello
aplicaremos nuevamente el test de contraste Epstein (véase 5). Hemos considerado el nivel de significa-
cion a = 0,05 y utilizamos como hipétesis alternativa una distribucién DFR. Obtenemos un p-valor de
0.006859 (véase apéndice A.8), es decir, rechazamos la hip6tesis nula a favor de la hipétesis alternativa.
Asi que, tanto los resultados teéricos como los resultados observados nos hacen decantarnos por esa
hipétesis alternativa de que los datos se ajustan a una distribuciéon DFR.

En conclusién, todo parece indicar que la distribucion de los datos de cada avién individual es
exponencial con diferentes pardmetros, luego podemos asumir que los datos provienen de una mixtura
de exponenciales y ademds haciendo uso del teorema 4.12 que asegura que la mixtura de exponenciales
es DFR y con el anélisis que hemos realizado, podemos concluir que la tasa de fallo de los datos de aire
acondicionado de los aviones Boeing 720 considerados en su conjunto es decreciente.



Apéndice A

Datos necesarios para el capitulo 5

Tabla de datos recogidos en el articulo.

Intervals between failures

Plane
7007 708 Y009  TOl10 V911 V912 TO13 7014 7916 VOl6 TO17 B044 8045
194 413 L1 T4 50 23 a7 50 359 50 130 487 102
15 14 10 57 320 261 Al 44 9 254 493 18 209
41 58 &0 48 56 87 11 102 12 5 100 14
20 av 186 29 104 7 4 T2 27T0 283 T 57
33 100 il b2 220 120 141 22 603 35 a8 54
181 65 49 12 239 14 18 39 3 12 ) 32
0 14 T0 47 62 142 3 104 85 67
165 24 21 246 47 68 15 2 91 59
447 1] 24 176 225 7197 438 43 134
184 20 386 182 71 80 188 230 152
36 79 59 33 248 1 79 3 27
201 84 27 A 21 16 &8 130 14
118 44 *= 15 42 106 46 230
= 59 153 104 20 206 b1 [i11]
34 29 26 3b b 82 5 &1
a1 118 326 12 54 36 34
18 25 120 31 22
18 156 11 216 139
67 310 3 a6 210
57 76 14 111 97
62 26 71 39 30
7 44 11 63 23
22 23 14 18 13
34 62 11 13 14
e 16 18
130 g0 163
208 1 24
70 16
11 52
208 05

(** major overhaul)

Figura A.1: Tabla 1
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Diagrama de cajas para cada avién individual.
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Figura A.2: Diagrama de cajas

Resumen de todos los datos recogidos en el articulo considerando cada avién individual y el resumen
de los datos completos. En la siguiente figura no aparece el Avién 7917, ya que solo tiene 2 datos.

E], statistics=c("mean", "sd", "IQR", "guantiles",

1), type="2")

, guanti.

Figura A.4: Resumen de los datos en su conjunto
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Tabla de valores de la funcién Epstein paran =3,...,13.

Selected Upper-Tail Critical Values for the Null Distribution of the Epstein statistic

o
n .10 .05 025 .01 005
3 1.553 1.684 1.176 1.852 1.900
4 2.157 2.3321 2.469 2.609 2.639
5 2.753 2.953 3.120 3.300 3.411
] 3.339 3.565 3.754 3.963 4.097
7 3.917 4.166 4.367 4.610 4.762
8 4.489 4,759 4,988 5.244 5.413
9 5.056 5.346 5.592 5.869 6.053
10 3.619 5.927 6.189 6.487 6.683
11 6.178 6.504 6.781 7.097 7.307
12 6.735 7.077 7.369 7.702 7.924
13 7.289 7.647 7.953 8.302 8.530

Figura A.5: Tabla de valores para la funcién Epstein

Resultados del Test de Epstein para los cuatro aviones con mayor nimero de datos. Tambien hemos
realizado el test al resto de los aviones utilizando adecuadamente test exacto o aproximado segun el
numero de observaciones.

test<- epstein(Avion7908§Intervalo,alternative="two.sided", exact=FALSE)

Intervalo, alternative="two.sided", exact=FALSE)
Intervalo,alternative="two.sided", exact=FALSE)
Intervalo,alternative="two.sided", exact=FALSE)

Figura A.6: Test de Epstein para los aviones 7908,7909,7912 y 7913.
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test<—

", exact=TRUE)

test<- epstein(Avicn7810§Intervalo,alternative="two.=sided", exact=FALSE)

test<- epstein(Avicn79ll$Intervalc,alternative="two.sided", exact=FALSE)

test<- epstein(Avion79li$Intervalo,alternative="two.sided", exact=FALSE)

test<- epstein(Avion79l5$Intervalo, alternative="two.sided", exact=TRUE)

test<- epstein(Avion7glée$Intervalo,alternative="two.sided",exact=TRUE)

test<—

Intervaleo,alternative="two.3ided", exact=TRUE)

test<- epstein(Avion8044$Intervalc,alternative="two.sided", exact=FALSE)

test<- epstein (Avion8045§Intervals, alternative="two.3ided", exact=FALSE)

Figura A.7: Test de Epstein para el resto de los aviones

Test de Epstein para los aviones considerados en su conjunto.

test<- epstein(Datos$Intervalc,alternative="dir")

-2.464564

0.006859003

Figura A.8: Test de Epstein conjunto de datos completo
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