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Resumen

En mecénica de fluidos existen un amplio abanico de situaciones en
las que se ven involucrados fluidos inmniscibles de distintas densidades,
como roturas de balsas mineras o convergencia de corrientes oceénicas. Este
trabajo se centra en el desarrollo de un modelo de flujo bicapa en 2D con el
objetivo de estudiar dichos fen6menos, en base a las ecuaciones de Navier-
Stokes particularizadas para la situacion de aguas poco profundas. Mediante
una discretizacién basada en el método de volumenes finitos (FVM) se
implementa el esquema numérico FORCE para la resoluciéon numérica de
las ecuaciones por medio de simulaciones programadas en lenguaje C. Se
realiza una valoracion de la validez del modelo en base a los resultados
obtenidos, comparandolos con soluciones exactas aquellos casos en los que

sea posible.
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1. Introduccion

Existen un gran abanico de situaciones en las que coexisten dos fluidos inmiscibles con
densidades distintas: rios que transportan sedimentos, corrientes oceanicas con salinidades
diferentes, lagos con lodos estratificados, etc... El modelo de flujo bicapa permite estudiar
estas situaciones, modelizandolas como dos fluidos dispuestos en capas separadas por una
interfaz. El estudio de este modelo suele formularse dentro del contexto de aguas poco
profundas, en el que se cumple que la longitud de onda de las perturbaciones gravitatorias
es mucho mayor que la profundidad del fluido. El modelo bicapa sigue siendo estudiado
por multitud de autores en la actualidad [IH3], debido a su interés en aplicaciones reales

y a su elevada complejidad matematical2).

Como primer ejemplo es necesario mencionar el estrecho de Gibraltar, al sur de Es-
pana. En esta zona geogréafica convergen dos corrientes maritimas, procedentes del mar
Mediterrdneo y del océano Atlantico. La corriente mediterrdnea, con una salinidad mu-
cho mayor y por tanto también una densidad superior, se introduce bajo la corriente
atlantica, creando una situacion de flujo bicapa y generando ondas de presién de grandes

dimensiones como consecuencia de la interaccién en la interfaz entre ambas corrientes.

Como segundo ejemplo se encuentran las balsas mineras, construidas con el proposito
de almacenar los residuos procedentes de minas o canteras cercanas, consistiendo gene-
ralmente en lodos. Al llegar a la balsa, se produce un proceso de estratificaciéon por el
cual los lodos mas densos se depositan sobre el fondo, y los fluidos menos densos, como
el agua, emergen hacia la zona superficial, creAndose una situaciéon bicapa con una inter-
faz agua-lodo. Mientras permanecen almacenados en la balsa, la situaciéon en la que se
encuentran puede aproximarse por una de equilibrio estatico. Sin embargo, si se produce
una rotura en la presa o dique que contiene los fluidos, se elimina la restriccion que los
fuerza a permanecer en equilibrio y comienzan a moverse. Por este motivo, el estudio de
roturas de presa para flujos bicapa resulta interesante desde el punto de vista académico,
sobre todo en un marco bidimensional, pues representa una situacion real, tomando como

ejemplo las roturas de presa de Aznalcollar (Espana) [4] y Brumadinho (Brasil).

El objetivo de este trabajo es desarollar un modelo bicapa en dos dimensiones capaz
de reproducir situaciones estaticas y de rotura de presa en las que el flujo se desarolla
en mas de una direccion. Para ello, como en todo problema de mecénica de fluidos, se
plantean las ecuaciones de Navier-Stokes (3D), formuladas dentro del contexto de aguas
poco profundas. Después, se lleva a cabo la discretizaciéon del modelo por medio del
método de volumenes finitos, con un correcto tratamiento de los flujos numéricos, para

poder llevar a cabo simulaciones con herramientas computacionales.



2 FORMULACION DEL MODELO BICAPA

2. Formulacién del modelo bicapa

Figura 1: Representacion de un corte del flujo bicapa en un plano perpendicular al movimiento.

h; Upper

layer (1)
}7/2\
Lower

layer (2)

En base al esquema mostrado en la figura [I] se plantean las ecuaciones del movimiento

para cada una de las capas particularizando a una situaciéon de aguas poco profundas

(shallow water) que supone despreciables las aceleraciones verticales y asume por lo tanto
una distribucion vertical de presion hidrostatica. El resultado de la integracion en la
vertical de las ecuaciones 3D de Navier-Stokes [5, [6], conduce a las ecuaciones 2D de

conservacion de masa y de cantidad de movimiento para el problema bicapa. Se obtiene

el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

%(hl) + (%(hlul) 0 (hl'Ul)

%(hlul) + 88 <h1u1 + ghQ) + = (hugvy) = —ghl% _ P, -
%(hlvl) + (,%(hlulvl 8% (hw1 - gh2) ghl?i)y — Py, -
gt(lh) 88 (hous) + g(hﬂ)g) 0

gt(hng) + aa (h2u§ + %mg) + (%(hguwg) = _gthib Py, +
9 (hos) + ~- (o) + a% <h2vg i %gh%) th(Z’_Z) Pyt

T

P1
Twy

”

Tus _ Ths
P2 P2
4 Tuy  Tby
P2 P2

donde los subindices 1 y 2 indican la capa superior o inferior respectivamente, mientras que
los subindices z, y indican los ejes horizontales del sistema de referencia. La magnitud h;,
con [ = 1,2, corresponde a la profundidad o grosor de cada capa y z, a la altura del fondo,

que se define fijo e invariable en el tiempo. Ademas, (u;,v;) son las velocidades promediadas
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en la vertical para cada una de las capas, en las direcciones = e y respectivamente, y g es
la aceleracion de la gravedad.

Por otra parte, los términos —ghigTZ’; representan la presion que ejerce el fondo sobre
cada fluido, mientras que los términos Fj; dan cuenta de la presién que ejerce una capa so-
bre otra, como consecuencia de la integracion vertical del gradiente de presion hidrostatica
en el sistema bicapa:

oh

Py = ghla—; (7)
J
oh

Py = Tgh2a—xl_ (8)
J

definiendo r = p1/ps como la relacion entre las densidades de ambas capas. Se observa una
forma funcional similar al término de presién del fondo, por lo que P;; puede interpretarse
como que la capa superior se mueve sobre un fondo con zj, + hs (en términos de presion)
mientras que el movimiento de la capa inferior se ve afectado por la acciéon de la superior,
ademés de estar relacionado con el cociente entre densidades.

Las fuerzas de friccién se dividen en dos contribuciones: en primer lugar, 7; es el
esfuerzo de rozamiento entre la capa inferior y el lecho z,, en cualquiera de los dos ejes.

Usualmente se define a través del cuadrado de la velocidad [7]:

Tow = P29h2Clp|Us|us (9)
Toy = P2ghaClp|Us|vy (10)

donde U, = \/m es el modulo de la velocidad en la segunda capa y C, es un factor
de friccion turbulenta, que segin la ley de Manning se define como Cp, = n}/ h;"/ 3, con ny
el coeficiente de rugosidad del lecho. En segundo lugar, 7,,; es el esfuerzo de rozamiento en
la interfaz entre ambas capas producido por el movimiento relativo de las mismas. Esta
se define mediante la ley de Chézy, y depende del cuadrado de la velocidad relativa entre

la capa superior y la inferior:

Twz = plgcfw,l‘Ul - U2’(U1 - UQ) = P290fw,2‘U1 - U2|(U1 - Uz) (11)
Ty = P19C w1 |Ur — Us|(v1 — v2) = p2gCu2|Ur — Us|(v1 — v2) (12)

donde los coeficientes de friccion en la interfaz se definen de manera que Cy,o = 7Crypa
y toman un valor fijo una vez definido el ratio de densidades.

El sistema de ecuaciones —@ constituye conjunto de leyes de conservacion depen-
diente del tiempo y con términos fuente, que puede ser incluido dentro del conjunto de

sistemas hiperbolicos. Reformulandolo en forma vectorial:



2 FORMULACION DEL MODELO BICAPA

ou n OF(U) n 0G(U)
ot ox oy

— S(U) (13)

U es el vector de variables conservadas, mientras que F(U) y G(U) son los vectores
de flujos convectivos a lo largo de los ejes x e y respectivamente, y S(U) es el vector de

términos fuente:

hy
h1u1
h
u=| " (14)
ho
hous
hQUQ
hiuy hivy
hui + 3gh? hyuqvy
h hiv} + Lgh?
Fuy— | | gy | T (15)
hotty hovs
hgug + %gh% hQUQUQ
hQUQ’UQ hQU% + %ghg
0 0
0z Twx
_ghlg_mb - Pl:c p1
—qgh-% _ P Twy
S(U)=8,(U) +8.(U)= | T g T (16
0z Twz Tbx
_ghQaa_mb - PQQC 02 ;_2
Zi Twy Thy
—9hay — Py TRy

Definiendo el tensor de flujos E(U) = (F(U), G(U)), es posible reescribir el sistema

Ccomo

U -
—; +V-E(U)=S(U) (17)

donde V = <%, a%)' Se define la matriz jacobiana del tensor de flujos como

I(U) = 8?{3“ — An, +Bn, (18)

siendo n = (n,, n,) el vector normal a la direccién del movimiento, y las matrices A, B:

4



0 1 0 0 0 0
A —u? 2u; 0 0 0 0
OF —U1V1 (%1 U1 0 0 0
A=—= 19
ou 0 0 0 0 1 0 (19)
0 0 0 c3—u2 2uy O
0 0 0 — U2V (%) (%)
0 0 1 0 0 O
—UuU1v1 U1 Ui 0 0 0
oG AA—vi 0 2u 0 0 0
B=_""— 20
ou 0 0 O 0 0 1 (20
0 0 0 —U2V2 V2 U2

0 0 0 cE—v: 0 2w

donde ¢; = v/gh; con | = 1,2, es la celeridad de las ondas infinitesimales en cada una de
las capas .
Diagonalizando este Jacobiano se obtienen los autovalores, que informan de la veloci-

dad de propagacion de informacion en este problema hiperbolico:

)\] = (ulnz + vlny) — Cy, /\[[ = (ulnm + vlny), )\]][ = (ulnz + Ulny> + C1 (21)
Arv = (Uang + vany) — co, Ay = (Ugne +vamy),  Avr = (ugng +vany) + ¢

Tal y como indican los subindices de las velocidades, los autovalores Ay, A\;; v Arrr estéan

vinculados a la capa superior, mientras que A;y, Ay v Ay se relacionan con la capa

inferior.

3. Esquema numérico de integraciéon

3.1. Meétodo de volumenes finitos

Una vez presentadas las ecuaciones para los flujos bicapa en condiciones de aguas poco
profundas, es necesario realizar una discretizacion tanto temporal como espacial de las
mismas para poder llevar a cabo simulaciones en el ambito computacional. En concreto,
se opta por una discretizaciéon espacial uniforme, definida a través de Az, Ay, y mediante
la cual se divide el dominio espacial en celdas. A lo largo de este trabajo, se hara uso
tnicamente de celdas cuadradas y uniformes, lo que implica Ax = Ay. Por otra parte, se
escoge definir una discretizacion temporal At variable, cuyo valor se determina a través de

la condicion CFL en cada paso de tiempo (ver seccion . Las ecuaciones del movimiento

5



3 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION

—(@ se discretizan mediante el método de volimenes finitos, basado en la integracion

espacial y temporal del sistema (17):

//—det+//V E(U)dS dt = // U)dS dt (22)

Comenzando por el primer término, como la integracion espacial es independiente de

la temporal, es posible realizar la siguiente transformacion:

/ / ~—dSdt = 71% ( /S UdS) dt = /S U(tp1)dS — /S U(t,)dS (23)

Incluyendo los limites de la integral de superficie en cada celda de la malla, que se
realiza en coordenadas cartesianas dado el caracter cuadrado de la misma, este término

queda:

z+§ J-‘rl z+§ ]+1

//U:Uy,nﬂdS—//ny, (24)

xT. .
7 o y.?

Por otra parte, por la ley de Gauss, la segunda integral se transforma en

//V~f}det:/]{f}-ndldt (25)
tJS tJl

97

3

[, 4™

Qj4 e Qi > QJ 2
4 L,
Loov

()

n;

1

Figura 2: Representacion de la geometria de la discretizacion en celdas del dominio, centrada en la celda

(i, 4)-



3.1 Meétodo de volumenes finitos

donde n es el vector unitario normal saliente para cada una de las paredes de la celda
computacional. La integracion espacial se reduce al perimetro de la celda que, al ser
cuadrada, permite la separacion en cuatro integrales de linea iguales a lo largo de cada

una de las paredes (figura , evaluando el tensor de flujos en dichas paredes:

%E-ndl—/(ﬁ-n)u1dl—i—/(ﬁ-n)Hljdl—i—/(f}-n)iﬂldl+/(ﬁ-n)i1jdl (26)
! 1 Y2 2 2 3 Yo 4 2

siendo cada componente del flujo

E,; 1= E (U(af, yz,y_%,t)) (27)
EH%J —E (U(:UHW, y,t)) (28)
Eijiy = B (U, y,.0) (29)
By, =B (Ul y,00) (30)

n;; 1= (0,-1) (31)
n; 15 =(1,0) (32)
n ;1 =(0,1) (33)
n; ;= (—1,0) (34)

Es necesario destacar que, al trabajar en un dominio bidimensional, al realizar la
proyeccion del tensor de flujos E sobre cualquiera de las paredes, siendo k = (i,j — %),

(i+3,7), (4,5 +3), (i —3,7), este se descompondré en las contribuciones de cada ¢je:

<E : n)k — Fn, + Gn, (35)

Esta formulacion permite dividir el problema bidimensional en dos problemas uni-
dimensionales, uno por cada eje, simplificando la implementaciéon computacional y fa-
cilitando la interpretaciéon de problemas unidimensionales en un dominio bidimensional,
independientemente de sobre qué eje se desarrollen.

Realizando la aproximacion de que el tensor de flujos es constante a lo largo de la

pared donde se proyecta, con longitud [, el sistema se reescribe como:



3 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION

xi+%yj+%
//[(x,y, +1) (z,y,tn)] dody + Z/( n>k
_1Y._1

xX.
T YIT3g

xZ. .
l+% y]+% tnt1

_ / / / 1S,(U(z, y,1)) + S, (U(x, y,1))] dody (36)

x. tn

1Y,
)

i-%
Asumiendo que el vector de variables conservadas U en un cierto tiempo ¢, es uniforme

en toda la celda (i,j), se puede aproximar como:

Tivd Yivd

n 1 2
UL = x| Ulesstdady (37)

_1Y;

Nl
[N

donde AzAy = AA corresponde al area de la celda. Asi mismo, suponiendo que el tensor
de flujos E(U) es uniforme a lo largo de la pared k durante el paso de tiempo, puede

aproximarse como:

tn+1
(E ) ! (Bn) at (38)
‘n —_ n
ko At k
tn
Para los términos fuente S(U), se aproxima que la integral espacial es constante du-
rante el paso de tiempo, obteniendo
xi+% yj-‘-% tn+1

/ / / [Sp(U(z,y,t)) +S-(U(x,y,t))| dedydt = (39)

T. 1Y. 1 tn
T2 T2
Tivd Yi+d
~ At / / S,(Ula, , ) + S, (Ul y, )] dady = At (S3), +At(SD),,  (40)

p
fuente de presion y friccion respectivamente.

donde (S*)ij y (S7),; son las integraciones espaciales en la celda (i,7) de los términos

Con las variables ya discretizadas, la ecuacion (36)) se convierte en

Ut U - %zw zk: (E-n) + % ((5),,+(80;) (41)

Es en esta ecuacion en la que se basa el desarrollo de todo el calculo computacional,

ya que proporciona la actualizacion temporal del vector de variables conservadas U, que

8



3.2 Esquema FORCE para un sistema bicapa bidimensional

contiene la informacion sobre las alturas de fluido en cada capa, asi como de sus velocidades

en ambos ejes.

3.2. Esquema FORCE para un sistema bicapa bidimensional

Como se puede apreciar en la ecuaciéon , para poder llevar a cabo la actualizacion
de U, ; es necesario calcular los flujos que intervienen en cada pared de la celda. Existen
diversos esquemas numeéricos para realizar dicho céalculo, pero este trabajo se centrara en
el uso del esquema FORCE (First order centered scheme), que ya ha sido estudiado en un
contexto unidimensional [§] y con flujos bicapa [9], y que se formula como una combinacion
de los flujos de Lax-Friedrichs [10] y Lax-Wendroff [11] en la misma proporcion. En general,

para una pared k sera:

)= (B ) (50 @

calculando el flujo de Lax- Friedrichs como

~ LF 1 [/~ __ ~ AA
(En) =3 [(E(Uk) +B(U)) ne— 5 (Uf - U;)} (43)
mientras que el flujo de Lax-Wendroff se calcula como
- LW -
(E : n)k — E(ULY) ., (44)

up = 3| o+ up) - 55 (B - Bwp) -]

siendo U, U, el vector de variables conservadas que proporciona la reconstruccion hi-

drostatica a la derecha y a la izquierda de cada pared k, respectivamente (ver seccion

5.30).

3.3. Integraciéon de los términos fuente de presiéon

En la ecuaciéon 1) el término (S;)Z.j corresponde a una integracion espacial del

término fuente de presion, que puede aproximarse como:

0

—Mplx

=5
CONE (45)

_Sp2,x

_sz’y i



3 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION

donde Sy, = (Sp) Mg Y Spy = (Sp) ‘ny, con [ = 1,2 para las capas superior e
1,) 7
inferior, agrupan los términos de presiéon en la direccién x e y respectivamente, teniendo

en cuenta tanto la presion que ejerce el fondo sobre cada una de las capas como la presion

que se ejercen una sobre la otra. Estos términos puede ser expresados como:

(46)

17‘7

= (g%l(Azb + h2)>w

= (gﬁg(Azb + rh1)>

= (o),
= (gﬁzA&) , (47)

Z?]

<§p )U = (g%lAzb + PMA:L)

<§p >” = (gﬁgAzb + PMA:B)

Z7j

17]

definiéndose las superficies virtuales de presion ¢ en las capas superior e inferior respecti-

vamente como
&1 =2+ ho

48
o= +1h (48)

3.4. Integracion de los términos fuente de friccién

Por otra parte, los términos fuente de friccion (S%), ; bueden aproximarse por:

0

_Tw:c
p1

_ Tuy

* _ p1

(Sr)i,j = 0 (49)
_Twﬂc — Tﬁ
P2 P2

+h _ Ty N
P2 P2 1,]

donde

(Twz)i,j = plngw,l (Ul)Zj - (U2)7f 50
(ﬁuy)z‘,j = p19Cu1 ‘(UI)ZJ‘ — (U2);
(Toa)ij = p2gCloa ‘(Uz)zj

(U2);;

() = () A

()l = (@2)7;) Ay 51
(
(

52

(50)
(51)
us)?; Aw (52)
(53)

(Tby)i,j = p29C b1 U2>2j Ay

Tal y como se han definido en ,,,, los esfuerzos de friccion dependen de
las velocidades en ambas componentes. En una situacion estéatica las velocidades en ambas

capas y en las dos componentes son nulas, los esfuerzos de fricciéon no intervienen en el
calculo de Sj; y unicamente es necesario definir los grados de libertad para los términos

fuente de presion.

10



3.5 Estabilidad temporal

3.5. Estabilidad temporal

Se plantea una discretizacion temporal con un paso At variable. Para asegurar la con-
vergencia del esquema FORCE, por ser explicito, es necesario definir una limitaciéon para
el paso de tiempo, garantizando asi la estabilidad numérica del método. Esta limitacion

se impone en funciéon de los autovalores del jacobiano obtenidos en (21)) a través de

At - CFLfaX (54)

donde CFL< 1 por la ley de Courant-Friedrichs-Lewy [12] , y siendo AT** el mayor
de los 6 autovalores, que dependen tanto de la velocidades u, v en la celda como de las

alturas de las capas en la celda a través de la velocidad de las ondas superficiales c.

3.6. Reconstrucciéon hidrostatica y estado de equilibrio

Originalmente, el esquema FORCE fue propuesto para sistemas homogéneos [13], don-
de S(U) = 0, es decir, en ausencia de términos fuente. Es por este motivo que se precisa
definir correctamente los términos fuente de presion mediante un proceso de reconstruc-
cion hidrostatica basado en una situacion estatica donde ambas capas se encuentren en
reposo [14], 15]. Esto es definir correctamente las magnitudes El, A&, introducidas en las
ecuaciones y . El objetivo es simple: que un fluido en reposo se mantenga en
reposo para cualquier paso de tiempo, en una situaciéon en la que r = 1 y el nivel de
la capa de abajo es discontinuo entre celdas, y cuando las superficies de ambas capas
se mantengan constantes en todo el dominio espacial para r # 1. Estas situaciones se
ilustran en la figura Bh y [Bp respectivamente.

a) i+1/2 b) i+1/2
[zs,i hl,i st,itl [Zs,i hZ,i 123,141
hl,i+1 hl,i+1
2
[Zw,i Nzw,z#]
h h Zw,i+1 h h
2,1 2,i+1 2,1 2,i+1
zb,i+1 zb,i+1
Zb,i 2b,i
i i+1 i i+1

Figura 3: Situacion de equilibrio para dos celdas contiguas, separadas por la pared i + %

n+1 __
i’j -
U7, es necesario que los flujos se anulen con los términos fuente. Sin embargo, gracias a la

expresion es posible dividir los flujos en sus contribuciones, logrando dos problemas

Para conseguir este proposito, en la ecuacion 1} se observa que, para que U

unidimensionales. Asi, las condiciones que se tendréan que cumplir seran:

11



3 ESQUEMA NUMERICO DE INTEGRACION

:+%,j - F:f%,j - (S;>i =0 (55)
;‘k,j+% - G;j—% - (S;)j =0 (56)

p p
en la celda (i,7) sobre los ejes x e y respectivamente. La reconstruccion hidrostatica se

donde (S*)Z = (S;)Z_j Ny, (S*)j = (S;)ij n, son las proyecciones de los términos fuente

lleva a cabo en aquella pared que separa dos celdas, de manera que, gracias al hecho de
que el esquema es separable por componentes, el proceso de reconstruccién seréd idéntico
independientemente de si se trata de una pared en x, con n = (+1,0) o en y, con n =
(0, £1). Es decir, el problema se reduce a una tnica dimension.

Para determinar la forma de las variables conservadas reconstruidas Ui++l,j’ U;;,j
comienza planteando la definiciéon de las superficies virtuales de presion fl,Zasi corrio de

se

las superficies virtuales libres n; con [ = 1,2. Considerando la celda (i, j), estas superficies

virtuales se definen como:

o7
o8
99

(
(
(
(60

)
)
)
)
La superficie virtual de presion promediada en la pared i + % de define como:

(&)ip1, = % ((fl)m + <£l)i+1,j> (61)

con [ = 1,2, de manera que las componentes de los vectores de variables conservadas en

la pared U~ U’ se obtienen como
P i+h Cith

(hl_)H_%J = (nl)ij - (gl),q_%,j

(hlJr)H%J = (771)2'-5—173‘ - (gl)i—i-%,j (92
((hu>l_)i+%,j - (hl_)zur%,j (ul>i7j ((hv)l_)zvr%,j - (hl_)in%,j (Ul>ivj (63)
((hu>l+)z+%j = (hl_)i+%,j (ul)i+1,j ((hv)f)u-%,j - ( l_)z-f—%,j (Ul)i—s-l,j

En condicién de equilibrio, como las velocidades son nulas las variables reconstruidas
calculadas en ((63)) se anulan. Por otra parte, como la superficie libre es constante a lo largo
de todo el dominio, por (62 se observa que h, . = hl*i L1 Insertando esta condicién en

b b 2

los flujos de Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff se obtiene:
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b () y,) — o (), y,)
I 8 (64)
b (()y,) 20 (), y,)
0

G* _ * — 2

ity =3

b ((03),501) ~ 30 (0),,,)

En base estas ecuaciones se definen las variables (ﬁl> oy (A&) ~en cada capa como
17] Z’J

<%l>i,j - % <(h;)’+%1 * (hf)l—%) (66)

(88) =)y, — ()., (o7

J

de modo que la integrales del termino fuente de presion en cada celda para las capas
superior e inferior pueden expresarse en funcion de la reconstruccion hidrostatica
en las paredes, asegurando asi que se cumplen las condiciones y .

4. Resultados obtenidos

En esta seccion se presentan todos los resultados obtenidos a lo largo del desarrollo de
este TFG. En primer lugar, se exponen los resultados obtenidos para un flujo monocapa en
condiciones de equilibrio estatico, salto de presa unidimensional y salto de presa circular
bidimensional. Posteriormente, se detallan los resultados obtenidos para un flujo bicapa
en las situaciones de equilibrio estatico y rotura de presa unidimensional. En cada uno de
los casos presentados se detallan las condiciones iniciales y los pardmetros utilizados en

la simulacién.
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Figura 4: Representacion tridimensional del fondo.

4.1. Flujo Monocapa

4.1.1. Equilibrio estatico

En mecéanica de fluidos computacional, el primer paso para comprobar la validez de
un esquema numérico es comprobar que mantiene las condiciones de equilibrio estatico, es
decir, partiendo de una situaciéon en reposo se encontrara en reposo para cualquier paso de
tiempo. Se trata de una consecuencia directa de la reconstruccion hidrostatica, planteada
en la seccion [3] y su validacion es fundamental para el correcto tratamiento de los casos

posteriores sometidos a estudio.

El primer caso consta de un dominio espacial bidimensional donde 0m < z < 100m y
Om < y < 100m utilizando Az = Ay = 1 m, tomando como centro de la malla cuadrada
el punto (0,0). El fondo consta de una elevacion esférica centrada en el punto central de
la malla (0,0) de radio R; = 10m, y cuatro elevaciones conicas centradas en los ejes a una
distancia de 30 m del centro, con una altura H. = 4m y un radio R. = 5m, representado

en el esquema ]

Esta definicién del fondo ha sido escogida con el fin de ilustrar diferentes situaciones
para el fluido: descansando sobre un fondo plano, descansando sobre un fondo inclinado
(lineal o circularmente) y situaciones de frente seco-mojado [16] . El nivel del fluido se
define como L = z, + h = 2m de manera homogénea en todo el dominio. Notar que al
tratarse de un flujo monocapa, el nivel L coincide con la superficie libre n. Dicho fluido
se supone agua, de manera que p = 1000kg/m3. Como pardametros de la simulacién se

utilizan un tiempo de simulaciéon T'= 100s y una condiciéon CFL 0,5.

Se presentan los resultados obtenidos en las figuras [5] [6] proyectados en los planos

frontal y sagital para representar los datos a lo largo del eje x y del eje y, respectivamente:
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Figura 5: Proyeccion en el plano frontal del caso estético con nivel homogéneo para t=100 segundos.
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Figura 6: Proyeccion en el plano sagital del caso estatico con nivel homogéneo para t=100 segundos.

Se puede apreciar claramente como se conserva la condicién inicial, de manera que no
se introducen contribuciones extra para los flujos numéricos en ningin momento y la re-
construccion hidrostética asegura que los flujos se encuentren correctamente balanceados.
Ademas, se puede apreciar como las velocidades en ambas direcciones (u, v) se mantienen

nulas, hecho que evidencia la conservacion del estado de reposo.

4.1.2. Rotura de presa unidimensional

Se estudia el caso de una rotura de presa sin fondo ni rozamiento, ya que existe una
solucion analitica que permite verificar el comportamiento del esquema FORCE [17].
Para ello, se define un dominio bidimensional de 200 x 50m, con Az = Ay = 1m. Al

no haber fondo, z, = 0m en todo el dominio, y como el fluido es agua, nuevamente sera
p = 1000kg/m?. El nivel sera:

2 1x <0
L= =M (68)
Im siz >0
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dependiendo tnicamente del eje x, por lo que, aunque se trate de un dominio bidi-
mensional, la simetria en el eje y provoca que el movimiento se de tnicamente en el eje
x. Por otra parte, las velocidades son inicialmente nulas, © = v = Om/s en todo el do-
minio. Como parametros de la simulacion se utilizan 7' = 15s y CFL 0,5, obteniendo los

resultados recogidos en la figura [7}

T 3 T
Inicial -~ Inicial -~
FORCE —— FORCE ——
25 - Tedrico 4 25 - Tedrico 4
2 \ f 2 \ B
E E
s 15 \ B 3 15 \ - B
2 \ 2 N\
= ! =
L A L \
05 - ht 05 - A
0 L L L 0 L L L
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Posicién (m) Posicién (m)
t=10s t=15s
3 T 3 T
Inicial -~ Inicial -~
FORCE —— FORCE ——
25 | Tedrico il 25 | Teérico i
2 \ f 2 \ B
E E
3 15F N E 3 15h . I ]
> N > T \
1+ 1+
05 - ht 05 - A
0 I I I 0 I I I
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Posicién (m) Posicién (m)

Figura 7: Rotura de presa monocapa para diferentes tiempos, comparando los resultados obtenidos con
FORCE con la soluciéon analitica.

Se observa con claridad la aparicion de dos frentes de onda: el primero, con movimiento
siguiendo la direccién del eje en sentido positivo, es la onda de choque; el segundo, en
sentido contrario es la onda de rarefaccion. Ambos se desplazan con velocidades diferentes.
En los resultados obtenidos mediante el esquema FORCE se distinguen claramente la
onda de choque y la de rarefaccion, aunque no se logra un ajuste perfecto a la solucion
exacta. Esto se debe a que FORCE es un esquema que introduce una difusién numérica
importante [I8] , lo que implica desviaciones con respecto a la soluciéon analitica. En este
caso, el efecto introducido por la difusion se traduce en la ondulacién de ambos frentes
de onda.
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4.1.3. Rotura de presa circular

Finalmente, se estudia un caso bidimensional en el que el fluido se desplaza en todas
las direcciones contenidas en el plano XY: la rotura de presa circular. Para ello, se define
una dominio cuadrado de 100 x 100m, utilizando Az = Ay = 1m. Una vez mas, las
velocidades iniciales son nulas en todo el dominio y el fluido es agua. El fondo consiste
en una geometrica conica con radio R, = 50m y el vértice situado en 2,4, = 1 m. Esto
plantea una inclinaciéon en el fondo que provocara cambios en los términos de presion y
de rozamiento con el fondo, permitiendo asi comprobar también que la definicién de estas

magnitudes ha sido correcta. Para el nivel de agua, sera:

2 P2 2 RQ
I m s?:c +y* < (69)
Im sia?+y? > R?

donde R es el radio de la rotura circular, definido como R = 20 m. Como pardmetros
de la simulacién, se toman 7" = 7s y CFL 0,1. Notar que el CFL es menor con respecto
a casos anteriores, ya que al considerar un desplazamiento bidimensional es necesario
reducir el paso de tiempo At para garantizar la convergencia del método. Los resultados

obtenidos se representan en las figuras [§ y [0

free_surf

175
" ii—

Figura 8: Vista en planta de la rotura de presa circular para t = 1s,2s.

Se puede apreciar claramente que se conserva la simetria en todo el plano tanto en
la figura [§] como en [9] lo cual indica que la rotura de presa se realiza correctamente. Si
embargo, en este caso no se distinguen los frentes de onda de una manera tan marcada
como en el caso de la rotura de presa unidimensional, aunque es esperable dadas las

dimensiones del dominio.

17



4 RESULTADOS OBTENIDOS

n
o
>
o

n
o
>
a

2.5 -

o e e
[ 1
U R NHO
wwm®mwnno

L

N

[

T
o e e
[ 1
wwn®munn o

U R NHO

2k 4
15 F A -

0.5 B 0.5 A

Nivel (m)
Nivel (m)

Posicién x (m) Posicién y (m)

Figura 9: Rotura de presa circular para diferentes tiempos, segiin las proyecciones en los planos frontal
(izq.) y sagital (dcha.).

4.2. Flujo Bicapa

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para diferentes casos en el que
se incluyen las dos capas, tal y como se plantea en el modelo descrito en la seccion 2 Al
igual que en el caso del flujo monocapa, se comenzara planteando un caso de equilibrio

hidrostatico, seguido de una rotura de presa.

4.2.1. Equilibrio estatico

El planteamiento para este caso es el mismo que para el flujo monocapa: se trata de
comprobar que el planteamiento de la reconstruccién hidrostatica es correcto a través de
una situacion de equilibrio, asegurando que el esquema esté correctamente balanceado.
Al ser un flujo bicapa, la reconstruccion hidrostéatica toma incluso mas relevancia, ya que
a través de este método la capa superior recibe informaciéon de la inferior, y viceversa,
a través de las superficies virtuales de presion &, &. Ademés, el comportamiento del
esquema numérico esta fuertemente ligado a la relacion entre las densidades de las capas.
Para esta y sucesivas simulaciones, se ha decidido tomar la capa superior como agua y la
inferior como un sedimento mas denso, por lo que p; = 1000kg/m? y p, = 1500 kg/m?,
resultando en r = 2/3.

El caso planteado consiste en un dominio bidimensional de 100x 100 m con Ax = Ay =
1 m. El fondo es exactamente el mismo que el definido para el flujo monocapa (figura 4)).
Los niveles en ambas capas son homogéneos en todo el dominio, con L1 =5my Ly = 2m,
por lo que encontramos dos situaciones de frente seco-mojado: Exclusivamente para la capa
inferior, en las elevaciones coénicas, y para ambas capas en la elevacion esférica central.
Las velocidades iniciales son nulas en todo el dominio, y los pardmetros de simulacién son
T =100s y CFL 0,5, obteniendo los resultados presentados en las figuras [10] y [L1]
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Figura 10: Proyeccion en el plano frontal del caso estatico con r = 2/3 para t= 100 segundos.
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Figura 11: Proyeccion en el plano sagital del caso estatico con r = 2/3 para t= 100 segundos.

Nuevamente, se observa que tras un tiempo de simulaciéon elevado los niveles de ambas
capas se mantienen constantes en todo el dominio, y las dos componentes de la velocidad de
cada capa se mantienen nulas. Esto es una indicacién pues de que el esquema numérico esta

correctamente balanceado, y el método de reconstruccion hidrostatica esta bien planteado.

4.2.2. Rotura de presa

Imitando el procedimiento realizado para el flujo monocapa, tras comprobar que la
reconstruccién hidrostatica funciona correctamente es momento de plantear un caso de
rotura de presa, escogida a lo largo del eje x. Para ello, se define un dominio de 300 x 50 m
usando Az = Ay = 1m, con un fondo que de pendiente negativa m = —0,5 a lo largo del
eje x (en la direccion del movimiento que llevara el flujo tras la rotura). Las velocidades
iniciales son nulas para ambas capas en todo el dominio y los parametros escogidos para
la simulacion son T = 20s y CFL 0,1. Para el nivel de las capas se consideran tres
situaciones: rotura de presa en la capa superior, en la inferior, y en ambas. En el primer

caso, los niveles se definen como:
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L = 3m s%x<0 L= 1m s?x<0 (7())
2m siz >0 Im siz>0

obteniendo los resultados representados en la figura

t=1s t=>5s
4 T T T T 4 T T T T
Fondo Fondo
L Inicial - | L Inicial - |
35 Capa Superior 35 Capa Superior
Inicial Inicial
3 - Capa Inferior T 3 ST Capa Inferior
25 ht _ 25
E E
= [N 3 2
= =
= =
15 B 15+ ~
1 — S r— T~
0.5 b 0.5 q
0 1 1 I I 0 1 1 I I
-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150
Posicién (m) Posicién (m)
t=10s t=15s
4 T T T 4 T T T
Fondo Fondo
L Inicial - | L Inicial - |
35 Capa Superior 35 Capa Superior
Inicial Inicial
3 s Capa Inferior 7 3 R Capa Inferior
25 25
E E
@ 2 @ 2k T
= =
= =
1.5 B 1.5 B
1 ——__\__/-\“~— 1 *____\\_/_\L
0.5 b 0.5 q
0 1 1 | | 0 1 1 | |
-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150
Posicién (m) Posicién (m)

Figura 12: Rotura de presa lineal en la capa superior en diferentes instantes, con r = 2/3.

Se aprecia como la capa superior realiza una rotura de presa con unos frentes de choque
y rarefraccion bien definidos, mientras que en la capa inferior se inducen ondas que se
desplazan en sentidos contrarios.

Para el segundo caso, los niveles se definen como

L= 3m s%:c<0 L= 2m s?x<0 (71>
3m siz >0 Ilm siz >0

y los resultados obtenidos se representan en la figura

En este caso es la capa inferior la que induce ondas en la superior, aunque de menor
intensidad. Ademaés, la propagacion de los frentes de la rotura de presa en la capa inferior
se desplaza mucho mas lentamente que en el caso anterior. Ambos efectos se deben a que

la capa inferior es mas densa, por lo que le costard mas moverse.
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Figura 13: Rotura de presa lineal en la capa inferior en diferentes instantes, con r = 2/3.

Finalmente, para el tercer caso los niveles se definen como:

4dm six <0

L, =

3m siz >0

y los resultados obtenidos se representan en la figura [I4]

4 T T
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3 —1J‘——
251 Fondo 1
Inicial -
2 Capa Superior ~
Inicial
15 L Capa Inferior
1k
0.5 b
0 I | I |
-150 -100 -50 0 50 100 150
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t=15s
4 T T T
35 - b
3 ________________——"—‘—“ﬁ—
251 Fondo 1
Inicial -
2 Capa Superior ~
Inicial
15 L Capa Inferior
1 T
0.5 b
0 I | I |
-150 -100 -50 0 50 100 150
Posicién (m)
2m six <0 (72)

Ly =

Im siz>0

En este caso se observa que la capa que domina la rotura es la superior, debido preci-

samente a su desarrollo mas rapido y a su mayor influencia sobre la capa inferior.
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Figura 14: Rotura de presa lineal en ambas capas en diferentes instantes, con r = 2/3.

5. Conclusiones

En este trabajo se ha disenado un modelo bidimensional que reproduce el complejo
comportamiento del flujo bicapa, considerando la aproximacion de aguas poco profundas
en base a las grandes escalas en las que se presenta el problema. El carécter bidimensional
del esquema supone un desafio en cuanto al tratamiento de los flujos numéricos a la hora de
realizar la implementacion computacional, pero trabajar con mallas cuadradas permite
una simplificacién enorme al transformar el problema bidimensional en dos problemas
unidimensionales a través de proyecciones sobre los ejes.

Pese a la gran cantidad de esquemas numéricos existentes, FORCE es lo suficiente-
mente solido como para permitir abordar este problema. A su vez, presenta una relativa
facilidad de implementacién en un contexto bidimensional como consecuencia de la posibi-
lidad de realizar una proyeccion axial. El método de reconstruccion hidrostatica planteado
consigue balancear los flujos numéricos con los términos fuente de manera consistente,
completando asi el modelo computacional.

Los casos estudiados son reveladores: en situaciones de equilibrio estatico el flujo se
mantiene en reposo, garantizando asi que la reconstruccion hidrostatica ha sido correcta-

mente formulada. Por otra parte, se observa que las roturas de presa en las que el flujo
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se mueve en una dnica direccion (denominadas “lineales” en este trabajo) conservan la
direccion del movimiento independientemente de la direccién en la que se desarrolla el
flujo. Ademas, se distingue claramente el comportamiento de cada una de las capas en
una rotura de presa, consecuencia de la diferencia de densidades. Finalmente, en rotu-
ras de presa circulares se conserva la simetria, validando la extensién bidimensional del
esquema FORCE para un flujo monocapa.

En resumen, con la realizacion de este trabajo se ha logrado expandir el modelo unidi-
mensional del flujo bicapa estudiado en [18] y [16] a un dominio bidimensional, haciendo
uso de un esquema robusto como lo es FORCE, y mediante un correcto tratamiento de

los flujos numéricos.
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